Argument kradziezy strategii (zob. poprzedni kacik)
pozwala wykazaé, ze gra MM jest wygrana dla gracza I
lub remisowa. Tutaj podamy naturalng strategie
gracza II, ktéra niekiedy gwarantuje mu remis. Idea
jest nastepujaca — gracz niebieski zapomina o tym, ze
ma zajmowac zbiory wygrywajace i skupi sie jedynie na

przeszkadzaniu w tym czerwonemu.

W ustalonej pozycji T', dla kazdego zbioru W € W,
zdefiniujemy jego potencjal pr (W),
wiekszy, im latwiej gracz I moze ten zbior w calosci zajac.
Kluczowe beda nastepujace warunki:

(1) 0 < pr(W) < 1, a potencjal réwny 1 maja wylacznie

cale czerwone zbiory;
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Kotko i krzyzyk, i jeszcze wiecej
Barttomiej BZDEGA*

Gra kélko i krzyzyk jest szczegdlnym przypadkiem gier MM (ang. maker-maker),
ktore okreslamy nastepujaco. Skonczony zbior 2 jest plansza, niektére jego
podzbiory nazywamy wygrywajgcymi; przez VW bedziemy oznaczaé ich rodzine.
Gracz I (czerwony) koloruje elementy zbioru 2 na czerwono, a gracz II (niebieski)
— na niebiesko. Celem kazdego gracza jest pokolorowanie w calosci jednego ze
zbioréw wygrywajacych (uzywa sie réwniez okreslenia zajecie lub zbudowanie).

*Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

(2) po pokolorowaniu jednego z elementéw na niebiesko
potencjal danego zbioru zeruje sie;

(3) po pokolorowaniu jednego z elementéw na czerwono
potencjal danego zbioru wzrasta dwukrotnie.

Tylko jedna funkcja je spelnia:

1/2%  jedli czerwonemu brakuje b elementéw

do zajecia zbioru W,

pr(W) 0

jesli zbiér W ma co najmniej

ktory jest tym jeden element niebieski.

Potencjalem pozycji T' nazwiemy sume potencjatéw
wszystkich zbiorow wygrywajacych i oznaczymy go
przez o(T). Odnotujmy, ze jesli o(T) < 1, to na mocy (1)
gracz czerwony nie ma jeszcze zadnego zbioru wygrywajacego.

Dla niepokolorowanego x €  w pozycji T' niech gr(z) oznacza sume potencjatéw
wszystkich zbioréw wygrywajacych, zawierajacych x. Pokolorowanie elementu x
na niebiesko skutkuje zmniejszeniem o(7") o gr(z) (warunek (2)), a na czerwono —
zwigkszeniem o gp(z) (warunek (3)).

Najbardziej naturalna strategia gracza II to minimalizacja sumy wszystkich
potencjaléw lub réwnowaznie — kolorowanie takiego x, dla ktérego wartosé gr(x)
jest najwyzsza.

Przypusémy, ze T} jest pozycja z ruchem niebieskiego gracza, ktéry koloruje optymalny
element x, przechodzac do pozycji T1. Nastepnie gracz czerwony koloruje element, y,
przechodzac do pozycji Ts. Mamy o(T) = o(Ty) — g1, () + g1, (), a ponadto

g1, (¥) < 91, (y) < g1 (), wiee o(Th) < o(T2) < o(Tp). Strategia gracza II gwarantuje
zatem, ze do samego kofica rozgrywki potencjal pozycji nigdy nie przekroczy o(Tp).
W takim razie wykazalidmy:

Twierdzenie Erd6sa—Selfridge’a. Jesli w grze MM gracz I nie moze w pierwszym
ruchu otrzymacd pozycji z potencjalem co najmniej 1, to gra jest remisowa

W praktyce sprawdza sig, czy potencjal pozycji poczatkowej jest mniejszy niz %,
gdyz gracz I w swoim ruchu moze co najwyzej podwoié potencjal pozycji.

Zadania

1. Oznaczmy przez KK(n, k) uogdlniona gre kdlko i krzyzyk — na planszy n X n
wygrana daje k znaczkéw pod rzad (pionowo, poziomo lub skoénie). Wykazad,
ze jesli k > 2logy n + 3, to gra KK(n, k) jest remisowa.

2. Gracze na zmiane koloruja, kazdy swoim kolorem, krawedzie dwudziestoscianu
Scietego (,pitki noznej”), a zwyciestwo daje pokolorowanie wszystkich krawedzi
nalezacych do jednej ze $cian. Rozstrzygnaé te gre.

. Dane sa liczby naturalne k > 3 oraz n < 2¥/2. Udowodni¢, ze liczby 1,2,...,n
mozna pokolorowaé¢ dwoma kolorami w taki sposéb, zeby zadne k liczb tego
samego koloru nie tworzylo ciagu arytmetycznego.

. Ustalmy stala ¢ € [0, 1]. Rozwazmy gre na planszy n X n podobna do
uogdblnionego kdtka i krzyzyka. Celem jest uzyskanie co najmniej cn znaczkéw
w jednej linii poziomej lub pionowej, ale niekoniecznie pod rzad. Wykazad, ze
istnieja stale cp,c1 € (0,1) o nastepujacej wlasnosci:

(a) jesli ¢ > ¢, to gra jest remisowa dla dostatecznie duzych n;
(b) jesli ¢ < ¢1, to gra jest wygrana dla dostatecznie duzych n.

*Sformutowanie, na potrzeby kacika, jest nieco inne niz oryginalne.
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