Rys. 12. Optyczne wlasnosci paraboli
przedstawia artykul Joanny Jaszunskiej
w A?S.

Zaniedbalismy mozliwosé zmian kierunku
ruchu, wystepowanie energii cieplnej,
strukture materiatu, itp. BadZzmy jednak
optymistami. Wiele istniejacych dzisiaj
rzeczy (rozwiazan) kiedy$ uwazano za
abstrakcyjne.

O niewidzialnych brytach opowiemy
w nastepnej czesci.

i Zadania

Rozwigzania na str.

dalej jako wigzka réwnolegla do osi symetrii paraboli (rys. 12). Réwniez na
odwrét, wiazka promieni réwnoleglych do osi symetrii paraboli — po odbiciu
od ,wewnetrznej strony” krzywej — skupia sie w jej ognisku. Tak samo jest dla
tréjwymiarowej paraboloidy obrotowej otrzymanej przez obrét paraboli wokdt
jej osi symetrii. Idee konstrukcji bryl opartych na tym pomyéle przedstawia
rysunek 13.

S

Rys. 13. Zaznaczone punkty to wspdélne ogniska ,,przeciwnie skierowanych” parabol o wspélnych
osiach symetrii

Niestety, to tylko rozwazania teoretyczne w rozrzedzonym osrodku, ktére
nie uwzgledniaja wielu aspektéw (patrz margines), a ponadto prawdziwe sa
twierdzenia:

Twierdzenie (Alexander Plakhov, Vera Roshchina, 2011).

(a) Istnieje bryla, ktdrej powierzchnia stawia zerowy opdr w przypadku ruchu
w dwoch prostopadiych kierunkach.

(b) Nie istnieje bryla, ktérej powierzchnia stawia zerowy opdr we wszystkich
kierunkach.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1153. Zaglowa 16d7 o masie M = 1000 kg jest unieruchomiona w obszarze
rownikowej ciszy. Kapitan probuje ja ,,uruchomi¢”, wciagajac na maszt skrzynie
o masie m = 200 kg. Jaka maksymalna predkos¢ u moze osiagnac 16dz, jesli
srodek masy skrzyni zostal podniesiony na wysokos¢ h = 20 m, a 16dz znajduje sie
doktadnie na réwniku? Réwnikowy promien Ziemi wynosi R = 6378 km, a doba
trwa T" = 86 400 s.

F 1154. Wykonano pomiary zaleznosci od temperatury, T, ciSnienia pary
amoniaku nad jego faza stala, ps(T'), oraz nad jego faza ciekla, p;(T). Wyniki
z dobrym przybliZeniem opisuja wzory (pg = 1 Pa, Ty = 1 K):
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Wyznacz wspolrzedne (py, T;) punktu potréjnego amoniaku.

Przygotowal Dominik BUREK

M 1867. Dana jest liczba pierwsza p > 2. Znalez¢ wszystkie pary liczb
catkowitych dodatnich a i b takich, ze

a
=+
P

= 2.

Sl

M 1868. Na tablicy wypisano 2026 parami réznych liczb naturalnych wiekszych
od 1. Okazalo sie, ze dla kazdej wypisanej liczby a istnieje co najmniej k par
wypisanych liczb b < ¢, dla ktérych liczba be — 1 jest podzielna przez a — 1.
Wyznaczy¢ najwieksza mozliwa wartosc k.

M 1869. Dany jest czworokat przestrzenny ABC D, ktérego boki AB, BC,
CD, DA s styczne do pewnej sfery, odpowiednio, w punktach K, L, M i N.
Udowodnié, ze:

(i) punkty K, L, M i N leza na jednej plaszczyZnie, a na czworokacie K LM N
mozna opisa¢ okrag;

(ii) $rodek okregu opisanego na czworokacie K LM N lezy na plaszczyznie
wyznaczonej przez Srodki odcinkéw AC' i BD oraz $rodek sfery.
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Rozwiagzania zadan ze strony 6

& Rozwigzanie zadania M 1867.
Odpowiedz: Szukane pary (a,b) to (p,p) oraz (2p — 1,p?).
Mnozac réwnos$é przez pb, otrzymujemy

ab + p® = 2pb,
skad p? = (2p — a)b.
Zatem b jest dzielnikiem liczby p2, skad b jest réwne 1, p lub p2.
Jedli b= 1, to 2p — a = p?, zatem a = 2p — p? = p(2 — p) < 0, wiec
ten przypadek jest niemozliwy.
Jesli b = p, to 2p — a = p, skad a = p i dostajemy pare
(a,b) = (p,p)-
Jesli b=p?, to 2p —a =1, skad a = 2p — 1 i dostajemy pare
(a,b) = (2p — 1,p?). Latwo sprawdzamy, ze znalezione pary
spelniaja warunki zadania.

i Rozwigzanie zadania M 1868.
Odpowiedz: k = 1012.

Najpierw pokazemy, ze taka warto$¢ jest mozliwa. Wypiszmy na
tablicy liczby
ol 92 . 92026

Wezmy dowolng z nich, powiedzmy a = 2™. Dla kazdego
m € {1,2,...,2026} wybierzmy liczbe r € {1,2,...,n} taka, ze
m + r jest podzielne przez n.
Przyjrzyjmy sie, kiedy r = m. Wtedy m < n (bo r < n) oraz
2m jest podzielne przez n, wigc mozliwe sa co najwyzej dwa
takie wyktadniki: m = n oraz, gdy n jest parzyste, m = n/2.
Zatem co najmniej 2024 wyktadniki m mozna polaczy¢ z innym
wyktadnikiem r tak, ze m + r jest podzielne przez n. Wtedy

2m . 2" — 1 =2mF" ]
jest podzielne przez 2™ — 1 = a — 1. Kazda para zostala policzona
co najwyzej dwa razy, wiec dla danego a mamy co najmniej
1012 par.

Pozostaje udowodnié, ze wigcej by¢ nie moze. Niech a bedzie

najwieksza sposrdd liczb wypisanych na tablicy. Liczba a nie

moze wystepowaé w zadnej z rozwazanych par dla tej wlasnie

wartosci a, bo gdyby axz — 1 bylo podzielne przez a — 1 dla pewnej

wypisanej liczby 1 < < a, to z a =1 (mod a — 1) wynikaloby

z—1=0 (moda-—1),

co jest niemozliwe, gdyz 0 <z —1<a — 1.

Pokazemy teraz, ze kazda z pozostalych 2025 liczb moze nalezec

do co najwyzej jednej rozwazanej pary. Przypu$émy przeciwnie,

ze pewna wypisana liczba m tworzy dwie pary z réznymi

liczbami k i n. Wtedy
mk—1=mn—1=0 (moda—1).

W szczegblnosci m jest wzglednie pierwsze z a — 1, a po odjeciu

dostajemy m(k—n)=0 (moda—1),

czyli k — n jest podzielne przez a — 1. Jednak liczby k i n sa

mniejsze od a, wiec k—n|<a—1
b

sprzecznosé. Zatem rozwazane pary tworza rozlaczne pary wsréd
najwyzej 2025 liczb, wiec jest ich co najwyzej

2
\‘—025J = 1012.
2

& Rozwigzanie zadania M 1869.
(i) Niech X i Y beda punktami przecigcia prostej AC z prostymi
KL i MN. Korzystajac z twierdzenia Menelaosa (patrz np. A(1)3)
oraz réwnosci odcinkéw stycznych do sfery, poprowadzonych
7 tego samego punktu, dostajemy

AX AK AN AY

XCc  LC MC ycC
Oznacza to, ze X =Y, a zatem punkty K, L, M, N leza na
jednej plaszczyznie. Jej przeciecie ze sferg to okrag opisany na
czworokacie K LM N.
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(ii) Niech 7 bedzie plaszczyzna, na ktoérej lezy czworokat K LM N,
a w — okregiem na nim opisanym. Niech A’, B/, C’ i D’ beda
rzutami prostopadlymi punktéw A, B, C i D, odpowiednio, na
plaszczyzne w. Skoro AK = AN, to A’K = A’ N, analogicznie
uzasadniamy B'K = B'L, C'L = C'M oraz D'M = D'N

i dlatego w jest okregiem wpisanym w czworokat A’B’'C'D’.
Obrazami $rodkéw odcinkéw AC i BD w tym rzucie sg $rodki
przekatnych czworokata A’B’C’D’. Na mocy twierdzenia
Newtona (patrz A(Qw) leza one na jednej prostej k wraz ze
Srodkiem I okregu w. Poniewaz odcinek OI jest prostopadty do m,
plaszczyzna przechodzaca przez k i O zawiera wszystkie punkty
z tezy zadania.

i Rozwigzanie zadania F 1153.

Poszukujac maksymalnej predkosci, zaniedbamy opér powietrza
i opér zwigzany z ruchem po powierzchni wody. Sila podnoszaca
skrzyni¢ dziala wzdluz promienia Ziemi, a wigc moment pedu
ukladu nie zmienia si¢. Przed wciggnieciem skrzyni na szczyt
masztu 16dz i skrzynia spoczywaly wzgledem powierzchni Ziemi
obracajacej sie z predkoscia katowa w = 27/T. Po podniesieniu
skrzyni 16dZ zaczyna poruszaé sie wzgledem wody, to znaczy jej
predkoséé katowa wynosi teraz w’. Ulézmy bilans momentu pedu:

MR?w = (M —m)R%w +m(R+ h)2w'.
Otrzymujemy
;L MR2w L w ~w<1—@>
"~ MR?+2hRm+mh? ~ 14 2mh MR)’

w

W pierwszym przyblizeniu pomineli$my wyraz rzedu h?/R?,
a w drugim rozwineliSmy utamek do wyrazéw liniowych w h/R.
Predkoé¢ todzi wynosi wiec

u=wR—wR=~ —2mhw/M = —4wmh/(MT).

Minus oznacza ruch wzdluz réwnika na zachdéd. Liczbowo
u=5,82-10"% m/s, czyli tylko nieco ponad pé! milimetra na
sekunde.

Uwaga: Czytelnik Dociekliwy zapyta zapewne o réwnanie ruchu

todzi. Rozpatrzmy ten ruch w ukladzie nieinercjalnym zwigzanym

z Ziemig. W ukladzie nieinercjalnym nalezy uwzglednié sity

bezwladnosci. Na skrzyni¢ poruszajaca si¢ w gére (kierunek osi z)

z predkoscia 7 = (0,0, v), poza sila odsrodkows, ktéra utatwia

podnoszenie skrzyni, dziala tez sita Coriolisa ﬁc =2mi X &.

Skrzynia jest sztywno zwigzana z masztem, a wraz z nim takze

z reszta lodzi, wiec sila ﬁc dziata na calg 16dz. Réwnanie ruchu

lodzi ma zatem postaé

w3 Fo = —2ma@ x (o,o, d—z).
dt dt

Po scatkowaniu obu stron wzgledem czasu od 0 do 7

oznaczajacego czas wciagania skrzyni na maszt, otrzymujemy

(w =uz(7), 2(1) = h): u= —2mhw/M, czyli nasz poprzedni wynik.

i Rozwigzanie zadania F 1154.
Dla uktadu jednosktadnikowego istnieje tylko jeden punkt,
w ktérym moga jednocze$nie wspdlistnieé fazy: stata, ciekla
i gazowa (para). Taki punkt nazywany jest punktem potréjnym
badanego skladnika. W tym punkcie, w przestrzeni zmiennych
(p,T), zbiegaja si¢ krzywe ps(T) i p;(T). Punkt ten wyznaczony
jest wiec réwnaniem

ps(Tt) = pi(T2).
Podstawiajac podane w treéci zadania wzory przyblizone
otrzymujemy
3754 — 3063
T 27,92 — 24,38
Podstawienie wartosci Ty do wzoru opisujacego ps(T') lub p;(T)
pozwala wyznaczy¢ pt &~ 5933 po. Po podstawieniu wartosci po i To
otrzymujemy p; = 5933 Pa i T} = 195,2 K.

t TO ~ 195,2 TO.
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