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IKO na start — Optymalizacja mandatéow, czyli zachtannos$¢ czasem poptaca

W tym odcinku oméwimy zadanie Optymalizacja
mandatéw z pierwszego etapu XV Olimpiady
Informatycznej Junioréw.

O co tu chodzi?

Zadanie Optymalizacja mandatow ma dosé skomplikowana
tresé, ktéra mozna podsumowaé w nastepujacy sposob:
dane sa dwa ciagi po N liczb, ciag K = (K1, Ka,...,Kn)
oraz R = (Ry, Ra, ..., Ry). Liczby dobieramy w pary,

po jednej z K oraz po jednej z R, po czym kazda

pare ,sklejamy” — dopisujemy liczbe z R na koniec

liczby z K. Potem te wszystkie uzyskane sklejenia
sumujemy. Na przyklad, jesli mamy ciagi K = (13,9, 37)
oraz R = (100,21, 5) i sparujemy 13 ze 100, 9 z 21,

a 37 z 5, wtedy wynik to 13100 + 921 + 375 = 14396.
Mozemy tez sklei¢ 13 z 5, 9 ze 100, a 37 z 21, osiagajac
135 49100 + 3721 = 12956. Celem jest takie sparowanie,
zeby powstala suma byla jak najmniejsza.

Pelng tres¢ zadania z przyktadami mozna znalezé na stronie
https://sio2.mimuw.edu.pl/c/0ij15-1/p/opt/.

Dwie pary

Zobaczmy, co si¢ dzieje, jesli N = 2, czyli do utworzenia
sa tylko dwie pary liczb. Spéjrzmy na kilka przyktadéw,
zaczynajac od K = (14,9) oraz R = (15,33). Z pewnym
zaskoczeniem mozemy sie przekonaé, ze tutaj nasz

wybér nie ma zadnego znaczenia! Mozliwe sparowania

to 1415 4 933 = 2348 albo 1433 + 915 = 2348. Dzieje sie
tak dlatego, ze obie liczby z R sa takiej samej dlugosci.
Zatem do liczby 14 mozemy doklei¢ 15 lub 33, otrzymujac
1415 lub 1433, ale w obu wypadkach poczatkowa liczba 14
powiekszy swoja warto$¢ do 1400, czyli 100 razy wigkszej.
Podobnie liczba 9 bedzie miata wartosé 900 przy obu
sparowaniach.

Moéwigc formalnie, liczba k sparowana z liczbg r zamienia
si¢ w liczbe 1047 . k + 7, gdzie d(r) jest liczba cyfr r. Jedli
zatem K = (K1, K>3), a R = (R, Re) i obie liczby z R maja
te sama dtugosé, czyli d(r1) = d(re) = d, to wynik bedzie
rowny

10d-K1 + Ry +10d-K2+R2 = 10d(K1 +K2)+R1 + Ry
niezaleznie od sparowania.

Co jednak, gdy dlugosci liczb z R sa r6zne? Wezmy na
przyktad K = (16,8) i R = (23,9). Do jednej z liczb z K
doklei sie dwucyfrowa liczba 23, zwickszajac jej wartosé
100 razy, do drugiej — jednocyfrowa liczba 9 i powigkszy
warto$é dziesieciokrotnie. Aby wiec otrzymac najmniejsza
mozliwg warto$¢, optacalne jest bardziej zwigkszy¢
mniejsza liczbe. Rzeczywiscie, sparowanie 169 4 823 = 992
jest lepsze niz 1623 + 89 = 1712. Znéw, przechodzac na
zapis formalny, mamy ciag (K1, K3), gdzie K1 > K»; ciag
(R1, R2), w ktérym dlugoéci liczb z R sa odpowiednio

dy 1 dg; oraz niech d; > da, czyli liczba R; jest dtuzsza.
Wynik wynosi 10% - K; + Ry + 10% - Ky + Ry w jednym
sparowaniu i 10% . Ky + Ry +10% - Ko + Ry w drugim.
Réznica miedzy tymi wynikami to:

10% - Ky + Ry +10% - Ky —10% - K7 + Ry — 10% - Ky

= (10" — 10%)(K; — K>),
czyli zawsze jest dodatnia, jesli tylko Ky > Ko i dy > ds.
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Mniejszy jest wiec drugi rezultat, co potwierdza to,
co zauwazyliSmy — mniejsza liczbe K trzeba skleié
z dluzsza R;.

Pelne rozwigzanie, czyli algorytm zachtanny

Mogloby sie wydawadé, ze do rozwiazania dla ciagéw
N-liczbowych jeszcze daleko, ale tak naprawde
wykonaliémy juz wiekszo$é (koncepcyjnej) pracy. Jesli
dane sg ciagi K = (Ky,...,Ky) i R=(Ry,...,RnN), to
zastanéwmy sie, jak przypisac liczby z R do liczb z K.
Intuicja (z poprzedniego akapitu) sugeruje, ze i teraz
najdluzsze liczby z R powinnismy sklei¢ z najmniejszymi
liczbami z K, i odwrotnie. Sprébujmy potwierdzi¢ ten
pomyst: ustawmy liczby z K w kolejnoéci niemalejacej,
czyli zalozmy, ze K1 < Ko < ... < Ky. W jakiej kolejnosci
dobraé¢ do nich liczby z ciagu R? Popatrzmy najpierw

na K7 i Ks: zauwazmy, ze jesli do K; dokleimy jakas
liczbe R;, a do K> inng liczbe R;, to R; powinna by¢
krétsza, a w kazdym razie nie dtuzsza niz R;. Inaczej
bowiem moglibySmy zamienié¢ liczby miejscami, taczac

K1 < R; i Ky < R;. A na podstawie tego, co méwilismy
poprzednio o dwéch liczbach, to daloby lepsze rozwiazanie!
Zatem do Ks powinna by¢ doklejona dtuzsza liczba niz

do K. Ale to samo rozumowanie mozemy powtérzyé
teraz dla Ky i K3, a potem dla kazdej pary kolejnych
liczb z ciagu K i R — gdyby gdziekolwiek krotsza liczba

z R stala przed dluzsza, to oplacaloby sie zamienié je
miejscami. Potwierdza to nasza intuicje, ze do liczb z K
ustawionych w kolejnosci rosnacej powinniémy doklejac¢
liczby z R w kolejnoéci malejacych diugosci. Jako ze przy
rownych dlugosciach kazda kolejnosc¢ jest dobra, najlatwiej
po prostu posortowaé ciag R malejaco (wtedy na pewno
dluzsze liczby beda przed krétszymi) i skleié po kolei liczby
z K, biorac je od najmniejszych, z liczbami z R branymi
od najwiekszych.

Kiedy juz znamy strategie, implementacja jest prosta:
ciagi K i1 R trzymamy w tablicach, sortujemy obydwie
(np. funkcja sort() w C++), a nastepnie przechodzimy
je petla — pierwsza tablice od poczatku, druga od konca —
i sumujemy iloczyny.

Algorytmy, w ktérych rozwigzanie konstruujemy od
tego, co wydaje sie najlepsze w danej chwili (takie

jak uzyte przed chwila ,posortuj i polacz najwicksza

z najmniejsza”) nazywamy algorytmami zachlannymi.
Czasem taka strategia dziala i daje najlepsze mozliwe
rozwiazanie, czasem nie. W tym wypadku udowodnilismy,
ze jak najbardziej dziala. ZastosowaliSmy przy tym cos,
co nazywa sie exchange argument, czyli ,,dowdd przez
zamianeg”: pokazalidémy, ze kazde ustawienie ciagdéw inne
niz rosnace/malejace daloby si¢ poprawié, zamieniajac
miejscami dwa sasiednie elementy. To jedna z typowych
technik dowodzenia, ze strategia zachtanna dziata.

A Czytelnicy i Czytelniczki obeznani z technikami

z olimpiad matematycznych z pewnoscia zauwaza w tym
dowodzie znajomy fakt zwany ,twierdzeniem o ciagach
jednomonotonicznych” — to jest wlasnie informatyczna
wersja tego twierdzenia.
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