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Odcinki a i b nie sa wspdélmierne, np.
4-a < 3-b. Mozna si¢ o tym przekonad,
ukladajac obok siebie kartki formatu
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Kartki A4 stawiane pionowo i poziomo
nigdy sie nie spotkaja.
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Michal MISKIEWICZ*

Czym sa liczby rzeczywiste? Istnieje wiele mozliwych odpowiedzi na to
pytanie. Chcialbym przedstawi¢ jedna z nich, pochodzaca od Eudoksosa

z Knidos (ok. 408-355 p.n.e.), wraz z odpowiadajaca jej duzo p6Zniejsza
konstrukcja, ktéra pozwala tatwo zbudowaé liczby rzeczywiste na fundamencie
liczb catkowitych. Ma ona zalety, dzigki ktorym — mam nadzieje — zadowoli
zaréwno Czytelnikéw znajacych konstrukcje Richarda Dedekinda (1831-1916)
i Georga Cantora (1845-1918), jak i tych jedynie intuicyjne rozumiejacych liczby
rzeczywiste. Podejrzewam tez, ze zadowolitaby samego Eudoksosa, bo stanowi
bezposrednie przedtuzenie jego mysli. Z tego tez powodu Stephen H. Schanuel
(1933-2014), autor omawianej konstrukeji, nazwal powstale liczby liczbami
rzeczywistymi Eudoksosa [1].

Teoria proporcji Eudoksosa. Cofnijmy sie do czaséw, w ktorych znano
jedynie liczby naturalne oraz stosunki miedzy nimi, czyli liczby wymierne.
Skad bierze si¢ potrzeba jakichkolwiek innych liczb? Otéz wlasnie z badania
stosunkéw. Jesli poréwnujemy dlugosci odcinkéw d i e (patrz margines), to
okazuje sie, ze po odlozeniu d trzy razy i e dwa razy otrzymujemy odcinki
przystajace, co rozpoznajemy przez nalozenie jednego na drugi. W takim
przypadku uzyjemy zapisu 3 -d = 2 - e (uwaga: to nie jest zapis mnozenia liczb,
bo d i e liczbami nie sa) i mozemy z cala pewnoscia stwierdzié, ze odcinki d i e
sa w stosunku 2 do 3.

Nie zawsze mamy tyle szczedcia i starozytni Grecy o tym wiedzieli. Rozwazmy
mianowicie bok kwadratu a i jego przekatna b. Jak widaé obok, czterokrotne
odlozenie a daje odcinek ciut krétszy niz trzykrotne odlozenie b, co zapiszemy
jako 4 - a < 3 - b. Czytelnikowi wyposazonemu w ryze papieru A4 — boki kartki
A4 sa w tym wlasnie stosunku — polecam sprawdzi¢ samodzielnie, ze wielokrotne
przedluzanie obu odcinkéw nie doprowadza do ich spotkania. Jak wiec opisaé
stosunek a : b? I co to znaczy, ze boki kartki A4 sa w tym samym stosunku?
Przypomnijmy, ze rozwiazanie polegajace na przypisaniu kazdemu z badanych
odcinkéw liczby rzeczywistej opisujacej jego dlugosé, a nastepnie poréwnaniu
odpowiednich ilorazéw, nie wchodzi w gre jako anachroniczne.

Jak juz wspomnieliSmy, stosunkowi a : b nie mozna przypisa¢ wartosci wymiernej,
wiec tymczasem pozostawimy pierwsze pytanie bez odpowiedzi, a skupimy si¢
na drugim. Teoria Eudoksosa pozwala bowiem traktowaé same stosunki jak
liczby, a przede wszystkim, poréwnywaé je [2, ksiega V]. Otéz jesli dla pewnych
naturalnych n, m zachodza jednoczesnie zwiazki n-a >m-bin-d <m-e, to
przyjmujemy, ze stosunek a : b jest wiekszy od stosunku d : e. Warto samodzielnie
sprawdzié, ze tak jest wlasnie dla odcinkéw a, b, d, e z naszych dotychczasowych
przykladdéw, wystarczy przyjaé¢ n = 10 i m = 7. Nawiasem méwiac, nic nie
szkodzi, zeby te sama konkluzje (stosunek a do b jest wigkszy od stosunku d

do e) przyjaé réwniez wtedy, gdy jedna z powyzszych nieréwnosci jest nieostra;
w naszym przypadku pozwala to zakonczy¢ poszukiwanie na n =3 1im = 2.

A co powiemy o przypadku, w ktorym nie istnieje para liczb naturalnych m, n
Swiadczaca o nieréwnosci miedzy stosunkami? Otéz wowczas przyjmujemy, ze
dwa badane stosunki sa réwne (inaczej: tworzqg proporcje). Z tym przypadkiem
mieliSmy do czynienia, zestawiajac stosunek a do b ze stosunkiem krétszego do
dtuzszego boku kartki A4. Geniusz Eudoksosa lezy miedzy innymi w tym, ze
poréwnywaé mozna stosunki wielkosci dowolnych rodzajéw, a wiec stosunek dwoch
odcinkéw moze by¢ rowny stosunkowi dwdch pol, dwoch mas albo po prostu
dwoch liczb. . . Poréwnywaé¢ mozna wszystko. O tym aspekcie koncepcji Eudoksosa
polecam przeczytaé w artykule Jak powstaly wszystko opisujgce liczby z ATg.

Interpretacja De Morgana i konstrukcja Kolmogorowa.

Dla zilustrowania tej definicji Augustus De Morgan (1806-1871) zaproponowal
nastepujacy eksperyment myslowy [2, str. 122-124], tutaj nieco unowoczesniony.
Wyobrazmy sobie, ze jedziemy drezyna po torach kolejowych, w ktorych
odcinek miedzy kolejnymi podkladami przystaje do b. Wzdluz toréw ciagnie
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Zliczajac przy kazdym stupku liczbe
minietych podkladéw, otrzymujemy ciag
fa:n(1) =0, fa:n(2) =1, fa:n(3) =2,
fa:n(4) = 2 ete.

Siegajac na chwile po dzisiejszy jezyk,
mozemy stosunek a : b opisaé liczba x € R
i wtedy fa:p(n) = |nx], ale nie
wyprzedzajmy faktéw.

Konstrukcja Kolmogorowa: dodatniag
liczbg rzeczywista nazwiemy kazda
funkcje f: N — N, dla ktérej:

(1) jesli m,n € N, to

mf(n) < f(mn) <m(f(n)+1);

(2) jedli n € N, to istnieje takie m € N,

ze mf(n) < f(mn).

Uwaga! Konstrukcja ta odpowiada innej
konwencji zliczania podkladéw:

fap(n) =max{m :n-a>m-b}.
Sprawdzenie, ze dla takich funkcji
zachodzg (1) i (2), jest niezlym
éwiczeniem.
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Kropki tworzace wykres funkcji fq:p
(dla odcinkéw a, b jak wczedniej)
ukladaja si¢ blisko prostej y = 9:/\/5,
ale tylko w pewnym przyblizeniu,

stad nazwa: funkcja prawie liniowa.
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Powyzej geometryczna interpretacja
réwnosci fu.e(fa:p(4)) = fo.c(2) = 4:

po minieciu 4 odcinkéw a mamy

za sobg 2 odcinki b, a wigc na pewno

4 odcinki c¢. By¢ moze wigcej, ale niewiele
wigcej, co sugeruje, ze fa:e = foic O fazb-
Nustracja dla f(a oy & fab + Ferb Jest
podobna, a nawet ciut latwiejsza.

sie ogrodzenie, w ktérym odcinek miedzy kolejnymi stupkami przystaje do a.
Dla uproszczenia przyjmiemy, ze w punkcie naszego startu stupek stoi na
przediuzeniu podkladu. Wéwczas jeden przejazd (nieskoriczonym) torem
wystarczy nam, by zgromadzié¢ pelng wiedze o wszystkich nieréwnosciach
postaci n-a <m-b (in-a>m-b). Rzeczywiscie, w tym celu musimy po prostu
przy kazdym mijanym shupku odnotowaé, ile podktadéw mamy juz za soba.
Przyjmujac, ze stupek i podklad startowy sie nie licza, oznaczmy przez fq.,(n)
liczbe minigtych podktadéw w chwili dotarcia do n-tego stupka (dopuszczajac,
ze miniecie nastepuje dokladnie w tym momencie). Przykladowo, przy czwartym
stupku przekonamy sie, ze f,.;(4) = 2; oznacza to dokladnie tyle, ze 4-a > 2-b
(tym bardziej 4-a > 1-b) oraz 4-a < 3-b (tym bardziej 4-a <4-b,4-a<5-b
etc.). Jezykiem mniej obrazowym, definiujemy

far: N= N, fop(n) :=max{m:n-a > m-b}.
Zgodnie z teorig Eudoksosa wszystko, co potrzebne do badania stosunku a : b,
zakodowane jest w jednej funkcji f,.p, a wiec w pewnym ciagu liczb naturalnych.

Andriej Kolmogorow (1903-1987) zapostulowal wiec, ze mozna liczbe
rzeczywista odpowiadajaca a : b zdefiniowad wlasnie jako funkcje fq.p [3].

Lub inaczej: zdefiniowaé zbiér dodatnich liczb rzeczywistych jako zbiér funkeji
f: N — N spelniajacych warunki (1) i (2) streszczone na marginesie. O ile ta
konstrukcja udziela tatwej odpowiedzi na pytanie czym sg liczby rzeczywiste,

o tyle nie wskazuje od razu, jak dzialajg. Innymi stowy, jak mielibySmy takie
liczby dodawaé¢ i mnozy¢? Okreslenie owych dzialan okazuje sie mozliwe, ale
dosé trudne. Pewnym wyjéciem z sytuacji jest konstrukcja Shanuela, ktéra teraz
pokrotce oméwimy.

Liczby rzeczywiste jako funkcje prawie liniowe. Ujmijmy aksjomatycznie
wlasnoéci przyshugujace funkcjom postaci f,.p. Zauwazmy, ze jesli a jest
wielokrotnoécia b, czyli a = k - b dla pewnego k£ € N, to mamy po prostu

fan(n) = nk dla kazdego n. Taka funkcje nazywamy liniowq, przez co
rozumiemy, ze fq.p(n +m) = fop(n) + fan(m) dla dowolnych n, m. W ogélnym
przypadku tak nie jest (patrz wykres na marginesie), ale niewiele brakuje:
réznica fo.p(n+m) — fap(n) — fa.p(m) moze przyjmowaé jedynie wartoscei 0

i 1. Przyjmiemy wiec:

Definicja 1

o Funkcje f: Z — Z nazwiemy prawie liniowg (w skrocie p.l.), jesli funkcja
dwéch zmiennych dg(n, m) := f(n+m) — f(n) — f(m) jest ograniczona.

o Powiemy, ze dwie funkcje p.l. f, f’ okreSlaja te sama liczbe rzeczywista
(piszemy f ~ f’), jesli ich rézmica, czyli funkcja okreslona wzorem f(n) — f'(n),
jest ograniczona.

Jak wida¢, rozpatrujemy tutaj nie tylko funkcje postaci f,.p, gdyz nie
wymagamy, aby funkcja d; przyjmowala jedynie wartosci 0,1 (cho¢ nadal
przyjmuje jedynie skoficzenie wiele réznych wartosci). Korzysci wynikajace

z tego rozluznienia wymagan pokaza sie juz za chwile. W kazdym razie
liczymy sie z tym, ze jednej liczbie rzeczywistej odpowiada wiele funkcji prawie
liniowych, i w rezultacie potrzebna jest tez druga czes¢ definicji. Formalnie
powiedzieliby$my, ze zbidr liczb rzeczywistych definiujemy jako zbiér klas
abstrakcji funkcji p.l. wzgledem relacji ~.

Czytelnik Uwazny zauwazy tez, ze zbior N zamieniliSmy na Z. Ta zmiana
odpowiada po prostu potrzebie rozwazania liczb ujemnych, na temat ktérych
do tej pory milczeliSmy.

Obiecalem, ze okreslenie dzialan na tak okreslonych liczbach nie jest trudne.
Rzeczywiscie, ilustracja De Morgana sama daje wskazéwke, jak to zrobié¢. Otoz
jesli polaczymy odcinki a i ¢ w jeden odcinek a + ¢, to spodziewamy sie, ze
funkcja f(a1c):p jest bliska sumie funkcji fo.p i fep- Z kolei funkcja fq.. nie
powinna by¢ odlegla od ztozenia f,.p i fp.c. Intuicyjne wyjasnienie mozna znalezé
na marginesie, tymczasem przekujmy te obserwacje w definicje sumy, iloczynu

i porzadku:
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Szkice rozwigzan znajduja sie
na stronie [21L

Definicja 2

e Sumg funkcji p.l. f, g nazywamy funkcje f + g okreslona wzorem
(f +9)(n) := [(n) + g(n).

e lTloczynem funkcji p.l. f, g nazywamy funkcje f - g okreslona jako ich zlozenie:
(f-9)(m) := Flg(n)).

e Przyjmiemy, ze f < g, jeSli réznica g — f jest ograniczona z dolu na liczbach
naturalnych.

Zeby ta definicja poprawnie okreslala dzialania i porzadek na liczbach

rzeczywistych, nalezy jeszcze sprawdzié kilka wlasnosci (zad. |1, |2).

W tym miejscu warto odnotowaé, ze nawet gdyby funkcje f i g byly postaci
fa:b 1 spelnialy silniejszy warunek d¢(n,m),dg(n,m) € {0,1} dla wszystkich
n,m € Z, to funkcje f+ g i f - g juz tego warunku speliaé¢ nie musza. Okazuje si¢
wiec, ze przyjecie stabszego zalozenia w definicji 1 rozwiazuje problem. Tworzy
jednak kolejny: o ile nierowno$¢ miedzy stosunkami a : b, ¢ : d sprowadza sie

do nieréwnosci fo.p(n) = fe.q(n) dla wszystkich n € N, to z funkcjami p.l. jest
trudniej. Istotnie, jesli funkcje p.l. f zaburzymy, w dowolny sposéb zwigkszajac
lub zmniejszajac jej wartosci o nie wiecej niz (dajmy na to) tysiac, to otrzymana
funkcja nadal bedzie p.l., co wiecej, nadal bedzie reprezentowaé te sama liczbe
rzeczywista — stad tez konieczna jest ostatnia czes¢ definicji 2.

Powrét do wspdélczesnosci. Wréémy do roku 2026. Liczby rzeczywiste
zostaly juz odkryte, wiec chcieliby$my przekonac sie, ze dziataja tak samo jak
liczby skonstruowane powyzej. Nie jest to trudne. W tym celu kazdej liczbie
rzeczywistej p € R przypisujemy stosunek liczb p : 1, ktory z kolei definiuje
funkcje fp:1. Nietrudno sie¢ przekonaé, ze dana jest ona wzorem fp.1(n) = |np|,
gdzie |z] to zaokraglenie x w d6t do najblizszej liczby calkowite;j.

Pozostaje sprawdzi¢, ze kazda funkcja p.l. f jest w relacji f ~ fp.1 dla dokladnie
jednej liczby p € R, oraz ze dzialania na liczbach rzeczywistych odpowiadaja tym
na funkcjach p.l. Problem sam w sobie okazuje sie pouczajacy, dlatego wrbcimy
do niego niebawem, w osobnym artykule. Do tego czasu polecam zmierzy¢ sie

z zadaniami:

Zadanie 1. Wykazad, ze jesli funkcje f, g sq prawie liniowe, to funkcje f + g
oraz f - g réowniez.

Zadanie 2. Udowodnié, ze jesli f ~ f' ig~g', to f+g~ f '+ ¢ oraz
f-g~f' g, ponadto f < g jest réwnowazne f' < ¢'.

Zadanie 3. Sprawdzié, ze funkcje 0(n) := 0 ¢ 1(n) := n spelniajg role zera
i jedynki: f+0=0+f=f f-1=1-f=f,0-f=0, f-0~0.
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Magnetohydrodynamika (z greckiego: magneto — pole magnetyczne, hydro —
woda/plyn, dynamika — ruch, w skrécie MHD) to dziedzina fizyki zajmujaca sie
badaniem dynamiki ptynéw przewodzacych prad elektryczny, na ktére dziata
pole magnetyczne. Plynami takimi moga by¢ plazma, ciekle metale (np. rted,
ciekly séd, gal), a takze elektrolity, takie jak stona woda.

Zarys historyczny

Cho¢ jako odrebna galtaZz nauki zostata zdefiniowana znacznie pdzniej,

historia badan nad magnetohydrodynamiksa siega poczatkéw XIX wieku.

W 1832 roku Michael Faraday przeprowadzil pierwszy znany eksperyment

z zakresu MHD (magnetohydrodynamiki). Zaintrygowany zjawiskiem indukcji
elektromagnetycznej, opuscit dwie miedziane plyty z mostu Waterloo do Tamizy.
Jego celem bylo zmierzenie napiecia wygenerowanego przez (lekko zasolona)
wode w rzece, przecinajaca linie ziemskiego pola magnetycznego. Ze wzgledu

na zjawiska polaryzacji elektrod oraz bardzo stabe pole magnetyczne Ziemi,
eksperyment nie przyniost jednoznacznych odczytoéw, jednak jego zalozenia
teoretyczne byly bezbledne.
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