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Okregéow nigdy dosé!
Stanistaw MAJCHRZAK*

W artykule tym przedstawimy, jak zaskakujaco dalekie konsekwencje moze mieé
bardzo proste twierdzenie Miquela o nastepujacej wypowiedzi:

Dany jest tréjkgt ABC' oraz punkty D, E, F leZqce, odpowiednio, na prostych
BC, CA, AB. Wowczas okregi opisane na trojkgtach AEF, BDF, CDE majg
punkt wspolny.

Dowdd jest bardzo prosty. Zatézmy, ze punkty D, E i F' leza na bokach
trojkata ABC' (a nie ich przedtuzeniach), jak na rysunku 1. Jesli M jest drugim
punktem wspdélnym okregéw opisanych na tréjkatach BDF i CDE, to

¥EMF =360° — xDME — xFMD
= 360° — (180° — ¥ ACB) — (180° — xCBA)
— XACB + ¥CBA = 180° — ¥ BAC,

czyli M lezy tez na okregu opisanym na tréjkacie AEF. Dow6d w pozostalych
konfiguracjach jest analogiczny.

Twierdzenie to mozna uogdélnié, rozwazajac inwersje o srodku w dowolnie
wybranym punkcie P. Przybiera ono wtedy nastepujaca postac:

Twierdzenie A. Jesli okregi wap, wpe, woa majg punkt wspdlny P, punkty A,
B, C to pozostate punkty przeciecia par, odpowiednio, wap i Woa, WAB © WBC,
wpc twea oraz punkty D, E, F lezqg odpowiednio na wpc, wca, wap, to okregi
opisane na tréjkgtach AEF, BDF, CDFE majg punkt wspdlny.

Lub réwnowaznie:

Twierdzenie B. Jesli istnieje okrgg przechodzqcy przez punkt wspdlny okregow
c1 1 co, punkt wspolny okregow co i c3, punkt wspdlny okregéw c3 i ¢y oraz punkt
wspolny okregow cy4 i c1, to istnieje okrqg przechodzgcy przez ich pozostale
przeciecia.

O ile fakt, ze inwersja przeprowadza twierdzenie Miquela na twierdzenie A,
widaé¢ natychmiastowo, to rownowazno$é¢ twierdzenn A i B wcale nie jest
oczywista na pierwszy rzut oka. Jednak po dokladniejszym przyjrzeniu sie
rysunkowi 2 rozpoznajemy, ze w twierdzeniu A role okregdw c1, ca, c3, ¢4 graja
kolejno wap, woa oraz te opisane na CDE i BDF.

Przyjrzyjmy sie jeszcze raz konfiguracji twierdzenia Miquela i zastanéwmy

sie, co mozna powiedzie¢ w sytuacji, gdy punkty D, E, F' bedg lezaly na

jednej prostej. Wéwczas cztery proste wyznaczaja cztery tréjkaty. Twierdzenie
Miquela méwi o istnieniu punktu M wspodlnego dla okregéw opisanych na AEF,
BDF i CDE. To samo twierdzenie mozna tym razem zastosowa¢ réwniez do
tréjkata AEF i punktéw D, C, B. Otrzymamy wéwczas, ze okregi opisane na
ABC, CDE, BDF maja punkt wspdlny (rys. 3). Wniosek — okregi opisane na
wszystkich czterech tréjkatach przechodza przez punkt M! Punkt ten czesto nosi
nazwe punktu Miquela dla prostych AB, BC, CA, DE.

Powyzsza konstrukcje mozna pociagnaé¢ dalej, a ogdlny rezultat nosi nazwe
tancuchowego twierdzenia Clifforda. Jego tres¢ tatwiej bedzie podaé przez

opis niz przez wypowiedz. Chodzi w nim o rzecz nastepujaca. Jesli wezmiemy
piec¢ prostych, z ktérych kazde trzy wyznaczaja trdjkat, i narysujemy punkt
Miquela kazdej czworki z nich, to uzyskane w ten sposéb punkty beda lezeé
na okregu. Jesli wyjdziemy od széstki prostych i dla kazdej piatki z nich
narysujemy uzyskany w poprzedniej konstrukcji okrag, to okregi te beda mialy
punkt wspdlny, itd. W ten sposéb kazdej parzystej liczbie prostych mozna
przyporzadkowaé punkt, a kazdej nieparzystej okrag.

Zaprezentujemy indukcyjny dowdd tego twierdzenia. Pomocne okaza sie
twierdzenia A i B. Na potrzebe dowodu przyjmijmy, ze trzem prostym
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Rys. 5. Okrag przechodzacy przez $rodki
okregdéw opisanych zawiera réwniez punkt
Miquela tych prostych.

Kat skierowany miedzy prostymi k il
(oznaczany jako ¥kl) to kat z przedziatu
[0, 7), o jaki trzeba obrécié przeciwnie do
ruchu wskazéwek zegara prostg k, aby
otrzymac prostg réwnolegta do prostej [.
Czegsto w tym duchu zapis ¥ XY Z
interpretuje si¢ jako kat skierowany
miedzy prostymi Y X oraz Y Z. To bardzo
wygodna konwencja; pozwala na przyktad
stwierdzi¢, ze punkty X,Y, Z, W leza na
jednym okregu wtedy i tylko wtedy, gdy
*xXYZ = xXWZ.

przyporzadkowujemy okrag opisany na tréjkacie przez nie wyznaczanym, dwém
prostym przyporzadkowujemy ich punkt przeciecia, a jednej prostej te wlasnie
prosta (czyli okrag zdegenerowany).

Niech teraz danych bedzie n prostych ¢y, la, ... £,. Dzieki powyzszym
zalozeniom mozemy przyjac, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n < 4.
Przechodzimy zatem do kroku indukcyjnego. Rozwazmy dwa przypadki
w zaleznos$ci od parzystosci n.

Jesli n jest parzyste, to oznaczmy przez o; okrag skonstruowany dla prostych

o indeksach réznych od 4, przez P;; punkt skonstruowany dla prostych

o indeksach réznych od i, j itd. Zauwazmy, ze punkt Pis lezy na wszystkich
okregach przyporzadkowanych do prostych o indeksach réznych od 1, 2 i jeszcze
pewnego trzeciego. Z kolei okrag o124 przechodzi przez wszystkie punkty
przyporzadkowane prostym o indeksach réznych od 1, 2, 4 i jeszcze pewnego
czwartego. Podobnie dla pozostalych punktow i okregow. Wiemy stad, ze:

o okrag 0124 zawiera punkty Pia, P4, Pag, Pi23s;
o okrag 0234 zawiera punkty a3, P34, Pay, Pi234;
L] okr@g 0134 zawiera punkty Plg, P14, P34, P1234.

Po zastosowaniu twierdzenia A dla okregdéw 0124, 0234, 0134 przechodzacych
przez Pio34 dostajemy, ze okregi: 01 opisany na Pjo P13 P4, 02 opisany na
P15 Py3 Poy oraz o3 opisany na Pj3Ps3 P34 maja punkt wspolny. Wynika stad,
ze wszystkie okregi o; przechodza przez jeden punkt.

Jesli n jest nieparzyste, to oznaczmy przez P; punkt skonstruowany dla
prostych o indeksach réznych od 4, przez o;; okrag skonstruowany dla prostych
o indeksach réznych od i, j itd. Tak samo jak poprzednio, wnioskujemy, zZe:

e okregi 015 i 023 przecinaja sie w P i Pjos;
o okregi 0a3 1 034 przecinaja si¢ w Ps i Pasy;
o okregi 034 i 041 przecinaja sie w Py i Psygq;
e okregi 041 1 012 przecinaja sie w Py i Pjog.

Ponadto punkty Pio3, Possq, Psa1, Pio4 leza na okregu 01234. Zatem
z twierdzenia B punkty Pj, Ps, Ps, Py leza na jednym okregu. Stad wszystkie
punkty P; sa wspblokregowe.

W konfiguracji twierdzenia Miquela mozna dopatrzy¢ sie jeszcze jednej ciekawej
wlasnosci. Okazuje sie, ze Srodki okregéw opisanych na czterech trojkatach
wyznaczanych przez cztery proste leza na jednym okregu (rys. 5). Rezultat

ten stanowi punkt wyjscia do kolejnego tanicuchowego twierdzenia. Mianowicie:
majac pie¢ prostych, jesli dla kazdych czterech z nich narysujemy wspomniany
przed chwila okrag, to okregi te beda przechodzi¢ przez jeden punkt, a ich $rodki
beda leze¢ na jednym okregu, ktory przyporzadkujemy tym pieciu prostym.
Dalej, startujac z szostka prostych, jesli narysujemy okregi przyporzadkowane
tak jak poprzednio kazdej piatce, to okregi te beda réwniez przechodzié przez
jeden punkt, a ich srodki bedg leze¢ na jednym okregu itd. Twierdzenie to, tak
samo jak poprzednie, udowodnimy indukcyjnie.

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia: {1, {o, ..., £, sa danymi prostymi, o;

jest okregiem przyporzadkowanym prostym o indeksach réznych od ¢, O; jego
srodkiem, a O;; érodkiem okregu przyporzadkowanego prostym o indeksach
roznych od i 1 j. Wzmocnimy tez teze indukcyjng o stwierdzenie, ze kat wpisany
w uzyskiwany w tezie okrag i oparty na tuku 0;0; jest réwny katowi miedzy
prostymi ¢; oraz ¢;. Aby nada¢ nast¢pujacym rozwazaniom peing ogélnosc,
najlepiej byloby traktowaé¢ wymienione dalej katy jako kqty skierowane miedzy
prostymi (patrz margines). Mozna jednak $mialo kontynuowaé lekture bez
znajomosci tego pojecia.

Przyjrzyjmy sie bazie indukcji, czyli przypadkowi czterech prostych. Oznaczmy
przez P;; przecigcie prostych o indeksach i i j oraz niech M bedzie punktem
Miquela prostych ¢y, {5, {3, £4.
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Rys. 7

Rozwigzania na str. 24

Poniewaz odcinek O105 jest prostopadly do odcinka M P4, za$ odcinek 0104
do odcinka M Ps3, otrzymujemy

¥040102 = X Pos M P3y = Py3PoyP3y = 3laly.

Analogicznie uzasadniamy, ze £040305 = <foly, co dowodzi, ze punkty Oy, Oa,
O3 i O4 leza na jednym okregu. Jednoczeénie dowiedlidmy, ze kat wpisany w ten
okrag, oparty na tuku 050y, jest katem miedzy prostymi ¢s i ¢1; prawdziwosci
wzmocnionej tezy dla pozostatych tukéw O;0; dowodzimy tak samo.

Niech teraz n > 5. Oznaczmy przez S drugi obok Oi15 punkt wspdlny okregéw oy
i 09. Wiemy, ze

e 01 przechodzi przez Oq2, Oy, S,
e 0y przechodzi przez Oi3, Og;, S.

Teraz z zalozenia indukcyjnego o réwnosci katow wiemy, ze

X01;8019 = xlol; oraz X012509; = xl;l,
zatem £01;509; = ¥xl2f;. Wynika stad, ze S lezy na o;. Na koniec wystarczy
zauwazy¢, ze ze wzgledu na prostopadlo$é par odcinkéw O10; i SOq; oraz O20;
i SO2; mamy

{OlOiOQ = {OliSOQi = 46261,

czyli wszystkie O; leza na okregu, a przy okazji sprawdziliémy warunek katowy
dla tuku O105. Pozostale katy sprawdzamy analogicznie — konczac w ten sposéb
dowdd naszego ,tancuchowego” twierdzenia, jak réwniez caly artykut.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1155. Pierécienie Saturna zostaly odkryte i opisane w 1658 roku przez
Christiaana Huygensa. Do czasu wystania sond kosmicznych w XX wieku
teleskopy nie pozwalaly ustali¢ obserwacyjnie, czy pierScienie sa litymi skatami,
czy zbiorem skalnych ,,okruchéw”. Jednak jeszcze w XIX wieku zagadnienie to
zostalo rozstrzygniete. Jak tego dokonano?

Wskazéwka: W XIX wieku w badaniach astronomicznych zaczeto wykorzystywaé
fotografie i spektroskopie.

F 1156. Podczas ,spaceru” poza stacja kosmiczna astronauta ,zgubil”
kartke biatego papieru. Jaka temperatura T kartki ustali si¢ po osiggnieciu
stanu réwnowagi? Promien orbity Ziemi (i stacji, a pdzniej takze kartki)
Rzs ~ 1,50 - 10! m, promien Storica Rg ~ 6,96 - 108 m, temperatura Slonica
Ts ~ 5,77 -10® K, a albedo kartki (wspétczynnik odbicia i rozpraszania
padajacego na nig swiatla) a = 0,8. Powierzchnia kartki jest prostopadla do
kierunku w strone Stonca.

Przygotowal Dominik BUREK

M 1870. Czy mozna ponumerowaé wierzchotki i krawedzie oSmioscianu
foremnego liczbami 1,2,3,...,18, tak zeby numer kazdego wierzchotka byl réwny
sumie numeréw wychodzacych z niego krawedzi?

M 1871. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Na okregu opisanym na tym
trojkacie zaznaczono punkt D antypodalny do punktu A (rysunek obok).
Punkty X i Y leza na boku BC' i spelniaja

BX =XD, CY =YD,

przy czym punkt X lezy na odcinku BY. Udowodnié, ze prosta DA jest
dwusieczna kata X DY

M 1872. Niech f,g: Z~o — Z~¢ beda funkcjami takimi, ze dla kazdej liczby
calkowitej dodatniej n zachodza réwnosci

f(Fn)) =2f(n),  g(g(n)) =29(n),  f(n)+g(n)=4n+1.

Udowodni¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi

[f(n) —g(n)| = 1.
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