at otwarty 21°: Rzecz o utamkach taricuchowych

Czytelnik Wnikliwy zapewne zauwazy,
ze omawiamy tak naprawde¢ dobrze znany
algorytm Euklidesa.

Data sformutowania hipotezy stusznie
sugeruje, ze jej autorem jest mlodszy

z Zarembéw — Stanistaw Krystyn, ktéry
byl nie tylko matematykiem, ale i znanym
gérotazem. Jego dzialalnosé taternicza
doczekala sie nietypowego upamigtnienia
w postaci wroctawskiego krasnala
Zarembka — jednego z trzech Alpinkéw,
ktérych mozna podziwiaé¢ na ulicy
Strzegomskiej.

Pamigtasz, Czytelniku, jak w Kacie 14°
(A%g) rozwazalismy ciagi w OEIS, ktére
wbrew przyjetym normom i zwyczajom —
maja mniej niz 4 elementy? Jednym

z nich jest A195901, zlozony z liczb

6, 54 i 150.

Barttomiej PAWLIK*

Arytmetycznym ulamkiem laricuchowym nazywamy wyrazenie
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w ktérym ag jest liczba catkowita, a pozostale a; sa liczbami catkowitymi
dodatnimi. Liczby ag, a1, as,...,a, nazywamy mianownikami cze$ciowymsi utamka
tancuchowego, a sam ulamek tanicuchowy czesto skrétowo zapisuje sie jako
(ag,a1,as,...,ay). Prosty algorytm — polegajacy na naprzemiennym odwracaniu
i wyciaganiu czesci calkowitej — pozwala zapisa¢ dowolng liczbe wymierna

w postaci takiego ulamka. Zaprezentujmy to na przykladzie liczby 11/14:
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Zatem cigg mianownikéw czesSciowych rozwazanej liczby to (0,1,3,1,2).
W ponizszej tabeli prezentujemy wszystkie wlasciwe utamki nieskracalne
z mianownikiem 14 wraz z ich ciagami mianownikéw czesciowych:

1/14 | 3/14 | 5/14 9/14 11/14 | 13/14
(0,14)[(0,4,1,2)[(0,2,1,4)((0,1,1,1,4){(0,1,3,1,2)|(0, 1, 13)

Zauwazmy, ze ciag liczby 11/14 wyrdznia sie na tle pozostalych pieciu tym, ze
zawiera ,najmniejsze” liczby — w tym sensie, ze najwickszy mianownik czedciowy
w jej ciagu (liczba 3) jest nie wickszy od najwiekszych mianownikéw czesciowych
w ciggach pozostalych liczb (ktérymi sa odpowiednio: 14,4,4,4,13). Skupmy
sie na poruszonym watku ,najmniejszego z najwigkszych”, konkretyzujac
rozpatrywane zagadnienie w nastepujacym problemie:

Dla danej liczby catkowitej g > 1 rozpatrujemy wszystkie nieskracalne
ulamki wilasciwe postaci p/q i z takiego ulamka bierzemy najwiekszy

z jego mianownikéw czedciowych. Niech m(q) bedzie najmniejszq z tych
wartoéci maksymalnych. Jakie wartosci moze przyjad m(q)?

Juz wiemy, ze m(14) = 3. Sa znane liczby o warto$ciach wiekszych, przykladowo
nietrudno sprawdzié, ze m(6) = 5 i m(20) = 4. Co ciekawe, nie znamy zadnej
liczby ¢, dla ktérej m(q) > 5 i nie wiemy nawet, czy taka liczba w ogdle istnieje!
W 1971 roku polski matematyk Stanistaw Zaremba postawil hipoteze, ze dla
kazdej liczby catkowitej ¢ > 1 zachodzi m(q) < 5.

Heurystyczne przestanki sugeruja, ze m(q) > 5 faktycznie moze nie mieé
rozwigzan. Jedynymi znanymi warto$ciami ¢, dla ktérych m(q) =5 sa 6, 54

i 150. Znanych jest 35 liczb, dla ktérych uzyskujemy warto$é 4 (A141823) —
najwieksza z nich to 6234. Pozostale sprawdzone liczby przyjmuja wartosci

2 lub 3. W 1976 roku Itshak Borosh zbadal wszystkie wartosci m(q) dla

q < 10000, a kilka lat pdzniej informowal, Zze Donald Knuth wykonal obliczenia
az do 3,2 - 105, nie znajdujac zadnego mianownika z m(q) > 3. Na wszelki
wypadek razem z Mariuszem Pleszczynskim niezaleznie sprawdziliSmy wszystkie
mianowniki do 107 — takze bez nowych wyjatkéw.

Hipoteza Zaremby ma réowniez ,staba” wersje: istnieje
stala A taka, ze dla kazdej liczby catkowitej ¢ > 1
zachodzi m(q) < A. W 2014 roku Jean Bourgain

i Alex Kontorovich udowodnili prawdziwosé stabej
wersji dla prawie wszystkich mianownikéw ¢ (w tym
sensie, ze prawdopodobienstwo wylosowania ,,dobrego”
mianownika ze zbioru wszystkich liczb naturalnych

nie wiekszych niz n dazy do 1 przy n — o0). W takim
sformulowaniu autorom udalo sie uzyskaé stata A = 50,
ktora rok pdzniej zostata poprawiona do A = 5 przez
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ShinnYih Huanga. W maju 2026 roku Xin Zhang na
arXiv zamiedcil artykul, w ktérym postuluje dowod
stabej wersji hipotezy Zaremby. Do dzi$ jednak nie
wiemy, czy istnieje choé jedna liczba, dla ktérej m(q) > 5.

Strona |arXiv.org| to bezplatne internetowe repozytorium preprintéw
naukowych, czyli prac udostepnianych publicznie zwykle przed
formalng publikacja w czasopi$émie naukowym. Wyniki z arXiv nalezy
traktowac z pewng dozg ostroznoéci, cho¢ czesto sa poprawne.

Na koniec pozwole sobie na postawienie innej zuchwatej
hipotezy: liczba mianownikéw, dla ktérych m(q) > 2 jest
skonczona.
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https://arxiv.org

