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Oto ostatni z cyklu kacikéw poswigconych teorii gier. Rozwazymy tu jedno
— ale za to jakie! — zadanie dwunaste z zawodéw I stopnia LXI Olimpiady
Matematycznej. Jego autorem jest Jakub Onufry Wojtaszczyk. Na potrzeby
kacika nieznacznie zmodyfikowalem i ograniczylem tres¢ do ,,trudniejszej
polowy”, cho¢ ,latwiejsza polowa”, obejmujaca przypadek ¢ > 2, wcale do
tatwych nie nalezy. Zadanie rozwiazato tylko trzech uczestnikdéw sposréd
1517 startujacych z calej Polski.

*Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Zadanie. Ustalmy liczbe dodatnig ¢ < 2. Gracze K i F grajg w c—fasolki, a requly
gry sq nastepujgce. Mamy n > 2 kubkéw, na poczqtku wszystkie sq puste. W kazdej
rundzie gracz K wskazuje dwa rozlgczne, niepuste zbiory kubkéw, a gracz F
wybiera jeden ze wskazanych zbioréw i doklada po jednej fasolce do kazdego

z kubkéw w tym zbiorze. Celem gracza K jest doprowadzenie w co najwyzej |cn|
rundach do tego, by w kazdym kubku byla inna liczba fasolek. Udowodnié, ze dla
wystarczajgco duzych n gracz F' ma strategie wygrywajgcg.

Rozwazmy najpierw dowolng gre i niech ¢ bedzie
funkcja, ktéra kazdej pozycji przypisuje pewna liczbe.
Taka funkcje nazywamy funkcjg oceny pozycji, a jej
wartoséci — ocenami. Strategie gracza (I lub IT) nazwiemy
minimalizujgcg funkcje o, jedli zawsze nakazuje wykonaé
ruch do takiej pozycji, ktérej ocena jest najnizsza.
Metoda, ktéra zastosujemy, polega na znalezieniu
odpowiedniej funkcji, a nastepnie uzasadnieniu, ze
minimalizujaca ja strategia jest wygrywajaca. Przyktad
takiego rozumowania jest w poprzednim kaciku —
stosowaliémy strategie minimalizujaca potencjal.

Przewodnik po rozwigzaniu zadania.

Krok 1 — strategia. Kubkowi, w ktérym jest k fasolek,
przypiszemy nieujemna wage w(k), ktéra rosnie wraz
z k. Jako ocene o(T') pozycji T przyjmiemy sume wag
wszystkich kubkéw. Celem gracza F' jest utrzymanie,
jak dhugo sie da, nieréwnosci

o(T) <w(n—1),
bo jesli ona zachodzi, to w kazdym kubku jest co
najwyzej n — 1 ziaren fasoli, co oznacza, ze pewne dwa
kubki majg ich tyle samo. Dalej zakltadamy, ze gracz F'
stosuje strategie minimalizujaca funkcje o.

Krok 2 — kontrola oceny pozycji. Zatézmy, ze
w pewnej pozycji T gracz K wskazat zbiory 77 i Zs,
a ich wybor przez gracza F prowadzi do pozycji,
odpowiednio, T} i Ty. Niech T bedzie pozycja
powstala z pozycji T przez dodanie po jednej fasolce
do kazdego kubka. Zbiory Z; i Z5 sa rozlaczne, wiec
(o(T1) = o(T)) + (0(T2) = o(T)) < o(T") — o(T),
réwnowaznie o(T1) + o(T2) < o(T) + o(T"). W takim
razie po rundzie ocena pozycji nie przekroczy
w, niezaleznie od Z7 i Zs.
W tym miejscu wypadaloby sprébowaé dwdch podejéé
— w pierwszym o ile, a w drugim ile razy zwiekszy sie
ocena pozycji po rundzie? Pozostawiam Czytelnikowi
samodzielne przekonanie sig, ze pierwsze z nich nie
prowadzi do zadnego ciekawego wniosku. Zajmiemy
si¢ zatem drugim.
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Krok 3 — funkcja oceny. Wiemy juz, ze jesli T’ jest
pozycja po jednej rundzie od pozycji T, to

o(T') < o(T) - 1 (1 n U;(T;))) .
Wygodnie by byto, gdyby czynnik z prawej byt
niezalezny od T. W tym celu mozna wziaé¢ w(k) = a*
dla pewnego a > 1. Wtedy o(T") = ac(T') oraz
o(T") < o(T) - L. Ocena pozycji poczatkowej jest
)"

rowna n, wigec po t rundach nie przekroczy ona n (

Wykazemy, ze funkcja o z wagami jak wyzej

i odpowiednim a jest tym, czego nam trzeba. Chcemy,
zeby po |en| rundach ocena pozycji byta mniejsza niz
w(n — 1), do czego wystarczy, by zachodzila nieréwnosé
(1) n (“TH)W <a™ .

Wykazemy, ze jest ona prawdziwa dla wszystkich
dostatecznie duzych n.

Krok 4 — technikalia. Po przeksztalceniach
i podstawieniu a = 1 4 2¢ nieréwnosé (1) przybiera
postaé
(2) Yan(l+e)° <14 2.
Zauwazmy, ze

(I4+e)f <142
W granicy € — 0 lewa strona drugiej nieréwnosci jest
pochodng funkcji z — z¢ w punkcie x = 1, ktéra jest
réwna c, a pamietamy, ze ¢ < 2. Wobec tego mozna tak
dobracé state £, > 0, by zachodzila rownosé

1+ +¢e)=(1+2¢).

Po podstawieniu tego do nieréwnosci (2) otrzymamy

Yan < 1+9.

Prawa strona jest niezalezna od n, a lewa ma granice
1 przy n — oo, a wiec ta nieréwnos¢ — a tym samym
nieréwnosé (1)) — jest prawdziwa przy odpowiednio
ustalonym a dla wszystkich wystarczajaco duzych n.

(1+e)°—1°

g

<= < 2.

Udowodniliémy zatem, ze dla duzych n strategia
minimalizujaca funkcje o, z odpowiednio dobrana
stala a, pozwala graczowi F' przetrwaé co najmniej
len| rund.



