Rys. 7

Rozwigzania na str. 24

Poniewaz odcinek O105 jest prostopadly do odcinka M P4, za$ odcinek 0104
do odcinka M Ps3, otrzymujemy

¥040102 = X Pos M P3y = Py3PoyP3y = 3laly.

Analogicznie uzasadniamy, ze £040305 = <foly, co dowodzi, ze punkty Oy, Oa,
O3 i O4 leza na jednym okregu. Jednoczeénie dowiedlidmy, ze kat wpisany w ten
okrag, oparty na tuku 050y, jest katem miedzy prostymi ¢s i ¢1; prawdziwosci
wzmocnionej tezy dla pozostatych tukéw O;0; dowodzimy tak samo.

Niech teraz n > 5. Oznaczmy przez S drugi obok Oi15 punkt wspdlny okregéw oy
i 09. Wiemy, ze

e 01 przechodzi przez Oq2, Oy, S,
e 0y przechodzi przez Oi3, Og;, S.

Teraz z zalozenia indukcyjnego o réwnosci katow wiemy, ze

X01;8019 = xlol; oraz X012509; = xl;l,
zatem £01;509; = ¥xl2f;. Wynika stad, ze S lezy na o;. Na koniec wystarczy
zauwazy¢, ze ze wzgledu na prostopadlo$é par odcinkéw O10; i SOq; oraz O20;
i SO2; mamy

{OlOiOQ = {OliSOQi = 46261,

czyli wszystkie O; leza na okregu, a przy okazji sprawdziliémy warunek katowy
dla tuku O105. Pozostale katy sprawdzamy analogicznie — konczac w ten sposéb
dowdd naszego ,tancuchowego” twierdzenia, jak réwniez caly artykut.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1155. Pierécienie Saturna zostaly odkryte i opisane w 1658 roku przez
Christiaana Huygensa. Do czasu wystania sond kosmicznych w XX wieku
teleskopy nie pozwalaly ustali¢ obserwacyjnie, czy pierScienie sa litymi skatami,
czy zbiorem skalnych ,,okruchéw”. Jednak jeszcze w XIX wieku zagadnienie to
zostalo rozstrzygniete. Jak tego dokonano?

Wskazéwka: W XIX wieku w badaniach astronomicznych zaczeto wykorzystywaé
fotografie i spektroskopie.

F 1156. Podczas ,spaceru” poza stacja kosmiczna astronauta ,zgubil”
kartke biatego papieru. Jaka temperatura T kartki ustali si¢ po osiggnieciu
stanu réwnowagi? Promien orbity Ziemi (i stacji, a pdzniej takze kartki)
Rzs ~ 1,50 - 10! m, promien Storica Rg ~ 6,96 - 108 m, temperatura Slonica
Ts ~ 5,77 -10® K, a albedo kartki (wspétczynnik odbicia i rozpraszania
padajacego na nig swiatla) a = 0,8. Powierzchnia kartki jest prostopadla do
kierunku w strone Stonca.

Przygotowal Dominik BUREK

M 1870. Czy mozna ponumerowaé wierzchotki i krawedzie oSmioscianu
foremnego liczbami 1,2,3,...,18, tak zeby numer kazdego wierzchotka byl réwny
sumie numeréw wychodzacych z niego krawedzi?

M 1871. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Na okregu opisanym na tym
trojkacie zaznaczono punkt D antypodalny do punktu A (rysunek obok).
Punkty X i Y leza na boku BC' i spelniaja

BX =XD, CY =YD,

przy czym punkt X lezy na odcinku BY. Udowodnié, ze prosta DA jest
dwusieczna kata X DY

M 1872. Niech f,g: Z~o — Z~¢ beda funkcjami takimi, ze dla kazdej liczby
calkowitej dodatniej n zachodza réwnosci

f(Fn)) =2f(n),  g(g(n)) =29(n),  f(n)+g(n)=4n+1.

Udowodni¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi

[f(n) —g(n)| = 1.
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Rozwigzania zadan ze strony 10

& Rozwigzanie zadania M 1870.

Odpowiedz: Nie.

Przypusémy, ze takie rozmieszczenie istnieje. Rozwazmy dwa
przeciwlegle wierzchotki o§mioscianu. Suma liczb stojacych
w tych wierzchotkach jest réwna sumie liczb stojacych

w Srodkach o$miu krawedzi wychodzacych z tych dwéch
wierzchotkow.

Poniewaz wszystkie liczby sa rézne, suma tych o$miu liczb jest
réwna co najmniej
14+2+...+8=36.
7 drugiej strony w dwéch wierzchotkach stoja dwie rézne liczby
nie wigksze niz 18, wigc ich suma jest réwna co najwyzej
17 + 18 = 35.
Otrzymana sprzecznosé konczy dowod.

i Rozwigzanie zadania M 1871.

c |
e

A B

Niech O bedzie $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC.
Wtedy punkty A, O, D leza na jednej prostej. Rozwazmy trojkaty
BOX i DOX. Mamy
OB=0D, BX =DX, OX =0X,

wiec trojkaty te sa przystajace. Zatem

xODX = xOBX.
Analogicznie tréjkaty COY i DOY sg przystajace, wiec

xODY = x0CY.

Tréjkat OBC jest réwnoramienny, bo OB = OC, zatem
xOBX = xOBC = ¥xOCB = x0CY.

Wobec tego
xODX = £ODY,

co koniczy dowdd.

& Rozwigzanie zadania M 1872.
Udowodnimy przez indukcje zupelna, ze dla kazdej liczby
caltkowitej dodatniej n zachodzi

{f(n),g(n)} = {2n,2n + 1}.
Wtedy teza bedzie oczywista.

Rozwazmy baze indukcji, czyli przypadek n = 1. Poniewaz

F)+9(1) =5,
wystarczy pokazaé, ze ani f(1), ani g(1) nie jest réwne 1. Gdyby
f(1) =1, to z warunku f(f(1)) = 2f(1) dostaliby$my 1 = 2,
sprzeczno$¢. Analogicznie g(1) # 1. Zatem

{f(1),9()} = {2,3}.

Zalézmy teraz, ze teza indukcyjna jest prawdziwa dla
wszystkich liczb 1 < k < n. Niech
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Wtedy n € {2k, 2k + 1}, a z zalozenia indukcyjnego

{f(k), 9(k)} = {2k, 2k + 1}.
Zatem n = f(k) albo n = g(k).

Jesli n = f(k), to

f(n) = f(f(k)) =2f(k) = 2n.
Jesli zas n = g(k), to korzystajac z réwnosci f(z) + g(z) = 4z + 1
oraz g(g(k)) = 2g(k), dostajemy

f(n) = f(g(k)) = 4g(k) + 1 — g(g(k))

=2g(k)+1=2n+1.

W obu przypadkach f(n) € {2n,2n + 1}. Poniewaz
f(n)+g(n) =4n+1,

otrzymujemy

{f(n),g(n)} = {2n,2n +1}.
Indukcja jest zakoriczona, a wiec |f(n) — g(n)| = 1 dla kazdego
n € Z>o.

i Rozwigzanie zadania F 1155.

Zagadnienie struktury pierécieni Saturna rozstrzygnieto,
korzystajac ze zjawiska Dopplera. Zjawisko to

pozwalalo mierzy¢ réznice predkosci wewnetrznego (blizszego
planecie) i zewnetrznego brzegu pierscienia. Gdyby byt on
sztywna, litg struktura, to jego zewnetrzny brzeg poruszaltby
sig¢ szybciej niz wewnetrzny: predkos¢ ruchu orbitalnego bytaby
proporcjonalna do promienia R orbity badanego fragmentu:
v(R) = wR, ze stala wartoscia predkosci katowej w dla catego
pierscienia (tzn. niezalezng od R). Dla struktury zlozonej

z wielu niewielkich okruchéw skalnych jej zewnetrzne czesci
poruszaja sie wolniej od wewnetrznych. Mamy bowiem (G jest
stala grawitacji, a M masa Saturna)

w(R) = ,/GTM.

Stwierdzono, ze pierscienie Saturna sg gestym zbiorem —
w ogromnej wiekszoéci — drobnych okruchéw skalnych.

i Rozwigzanie zadania F 1156.

Przyjmijmy, ze kartka ma powierzchni¢ A. Moc promieniowania

przez Stonice (o oznacza stala Stefana—Boltzmanna) wynosi

W = 47TR_2gUT§‘. Na powierzchnie kartki pada czesé tej mocy

réwna W - A/(4nR%gs). Czeéé a tej mocy jest odbijania, a tylko

cze$¢ 1 — a absorbowana. Obie strony kartki o temperaturze

T emituja promieniowanie termiczne, a wigc emitowana moc

wynosi 2A0T*. Po osiggnicciu réwnowagi (ustaleniu koricowej

temperatury 7') moc promieniowana przez kartke réwna jest

mocy absorbowanej. Mamy zatem:

(1 a) dnoRET*

47rRQZ g

Po skréceniu czynnikéw wystepujacych po obu stronach

réwnania otrzymujemy

= 240T*.

T4 :T§R2s(1 —a)
2R% s
czyli
Rsv1—a 1z
T=Ts | ——— .
RzsV2

Liczbowo, dla danych w treéci zadania, T' =~ 221 K ~ —52,1°C.



