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Rozwiazywanie zadan

Jezeli przez zadania bedziemy rozumieli konkretne, postawione w jezyku matematyki
pytania, na które nie znamy odpowiedzi (a nie tzw. zadania szkolne bedace tylko
testami sprawdzajacymi opanowanie przez ucznia danej "partii materialu"), to
pytanie, czy matematyka polega na rozwiazywaniu zadan, nie wyda nam sie
bezsensowne. Sa w tej kwestii, oczywiscie, przeciwstawne zapatrywania i zamilowania.
Waclaw Sierpinski, na przyklad, przez cale swoje 'zycie wylacznie rozwiazywal
i stawial zadania i to dalo mu poczesne miejsce wsród najwiekszych matematyków.
A trudno byloby sprowadzic do rozwiazywania zadan nie mniej ceniona na calym
swiecie twórczosc matematyczna Kazimierza Kuratowskiego - on tworzyl teorie

(np. domknieciowa definicja ~opologii).

Najklarowniejsza wypowiedz na temat roli rozwiazywania zadan dla matematyki dal
David Hilbert W slynnym wykladzie na II Kongresie Matematyków w Paryzu w 1900
roku (dokladnie 8 sierpnia). Wyklad ten jest znany pod nazwa Problemów Hilberta.

Hilbert stwierdzil, ze tylko rozwiazywanie zadan stanowi bodziec do rozwijania
matematyki, do wzbogacania jej o nowe pojecia i metody, do poszerzania jej jezyka.
I na potwierdzenie tej tezy dal wiele przykladów. Zadanie o brachistochronie dalo
Bernoulliemu impuls do stworzenia rachunku wariacyjnego. Tzw. Wielkie Twierdzenie
Fermata, choc nie udowodnione, naprowadzilo Kummera i Kroneckera na droge
usamodzielnienia algebry abstrakcyjnej. Zagadnienie trzech cial (tez nie rozwiazane)
stworzylo teorie równan rózniczkowych. Problem naj krótszych linii na powierzchni
to zródlo geometrii rózniczkowej. Pytanie o symetrie wieloscianów to zródlo teorii .
niezmienników. Itd. - wszystkie przyklady sa wziete z wykladu Hilberta.

Dlatego tez Hilbert w dalszej czesci wykladu podal 23 zadania, których rozwiazywanie
(jego zdaniem) powinno przyniesc matematyce znaczacy rozwój. I mial racje.
Rzeczywiscie, w zwiazku z tymi zadaniami powstala znaczna czesc dorobku
dwudziestowiecznej matematyki. '

W tym numerze Delty pragniemy zwrócic uwage na, niejako odwrotna, zaleznosc.
Chcemy po prostu przytoczyc kilka zadan - w wyslowieniu calkiem prostych - których
rozwia,zanie jest mozliwe wlasnie' dzieki istnieniu bardzo rozbudowanych teorii.

Warto przy tym zwrócic uwage na to, ze z owych teorii mozna korzystac jak
z narzedzi - nie wnikajac w to,'jak zostaly skonstruowane. Podobnie, jak mozemy
korzystac z samochodu czy z komputera, choc nie wiemy, jak mozna by go zbudowac.

Z pewnoscia kazdy, kto choc troche obserwuje przyrode, doszukuje sie w niej
rozmaitych prawidlowosci, jakiejs harmonii. Taka próba, usystematyzowania swiata
byla astrologia., przez niektórych uprawiana do dzis. Nie trzeba sie wiec dziwic, ze
skadinad niezmiernie zasluzony dla astronomii Kepler jest twórca "harmonii sfer"
(patrz okladka), w której iniedzy sferami o rozmiarach orbit planet sa umieszczone
kolejno wielosciany foremne. Jest ich piec, planet w czasach Kepiera znano szesc 
uklad taki byl wiec pieknie "zamkniety" i niemal szkoda, ze odkryto nastepne planety.
Wtedy okazalo sie, ze rozmiary orbit planet mozna opisac prawem Titiusa-Bodego i
znów powstala "harmonia", o której do dzis nie wiadomo, czy jest dzielem przypadku,
czy skutkiem praw przyrody. Sama zreszta eliptycznosc orbit planet i pozostale
swoje prawa Kepler znalazl tez przez dopasowanie do obserwacji, a dopiero duzo
pózniej okazalo sie, ze tak musi byc z przyczyn wyzszych. Taka dziwna z poczatku
prawidlowoscia, odkryta calkiem niedawno, bylo prawo Hubble'a. Prawo to pchnelo na
calkiem nowe tory kosmologie i dzieki temu wkrótce znalazlo wlasciwa interpretacje na
jej gruncie.

Ale i dzis odkrywa sie fakty, z którymi nie wiadomo co robic. Wspomnijmy np.
niezwykle prawo wiazace mase i moment pedu sluszne dla dowolnych obiektów
Wszechswiata cZy tajemnicze koincydencje wielkich liczb utworzonych ze stalych
fizycznych. Czy sa to jakies prawa natury, czy podziela los modelu z naszej okladki
- ~becnie nie wiadomo.

T.K.
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Twierdzenie Wantzela Problem, któremu chcemy poswiecic nieco uwagi, bedzie scisle zwiazany z
konstrukcjami; aczkolwiek nie przeprowadzimy tu zadnych konstrukcji. Zajmiemy sie
pewnym niebezpieczenstwem, czyhajacym na kazdego próbujacego cos skonstruowac 
niebezpieczenstwem, którego bardzo czesto nie jestesmy swiadomi. Ryzyko, o którym
mowa, najlepiej ukaze czesto cytowany przyklad.

c

A

dr Krzysztof CIESIELSKI,
dr Zdzislaw POGODA

B

Postawmy zad.anie: skonstruowac za pomoca cyrkla i liniiki taki tróikat równoramienny
o ramieniu dlugosci a, ze dlugosc odcinka dwu.siecznei poprowadzonei z kata przy
podstawie do ramienia równa iest d. Zakladamy przy tym, ze liczby a i d sa tak
dobrane, by poszukiwany trójkat istnial.

Zadanie wyglada na standardowe i wielu od razu podjeloby próby konstrukcji.
W pewnych sytuacjach nie doprowadzilyby one jednak do sukcesu. Dlaczego? Okazuje
sie mianowicie, ze konstrukcja jest niewykonalna. Argument, ze nikomu nie udalo sie
jej przeprowadzic, nie jest dobrym uzasadnieniem. Niewykonalnosc konstrukcji nalezy
precyzyjnie udowodnic. I to jest powaznym problemem. No bo jak to zrobic?

Z pomoca przychodzi zaawansowana algebra. Zadanie konstrukcyjne mozemy
rozwiazywac nie tylko geometrycznie (za pomoca pomyslów i sztuczek). Mozna to
zrobic takze metodami algebraicznymi, sprowadzajac problem konkretnej konstrukcji
do rozwiazania odpowiedniego równania. Jesli pierwiastki tego równania dadza sie
skonstruowac (tzn. mozemy zbudowac za pomoca cyrkla i linijki odcinki o dlugosciach
równych pierwiastkom), to i z figura sobie poradzimy. A o tym, które liczby mozna
w opisany powyzej &posób otrzymac, dokla9.nie wiadomo, zatem po ewentualnym
rozwiazaniu równania wynik jest natychmiastowy.

W przypadku nasz~go zadania wykorzystamy nastepujace kryterium:

Pierwiastki równania trzeciego stopnia o wspólczynnikach calkowitych sa konstruowalne
za pomoca cyrkla i linijki wtedy i tylko wtedy, gdy równanie to ma przynajl"!'-nieijeden
pierwi.astek wymierny.

Dowód tego kryterium jest trudny. Wymaga zastosowania matematyki niezwykle
zaawansowanej. Mowa o teorii pierwiastnikowych rozszerzen cial, a konkretnie o tak
zwanym twierdzeniu Wantzela ..

Wypa.daloby tu zapewne poswiecic tej teorii kilka zdan. Niestety, "wytoczona armata"
jest na to zbyt wielka i ciezka ..

Majac juz do dyspozycji owo potezne narzedzie, przejdzmy do rozstrzygniecia
wyjsciowego problemu. Zaznaczmy, ze wykorzystywane twierdzenie zostalo
wYpowiedziane calkowicie elementarnie.

Przedstawmy najpierw pewien wzór pozwalajacy wyrazic dlugosc odcinka dwusiecznej
za pomoca dlugosci boków trójkata

d2 = b (b + C)2 - a2
c (b + c)2 ,

gdzie a, b, c, sa dlugosciami boków trójkata, d dlugoscia odcinka dwusiecznej
poprowadzonej do boku a. Wzór ten na ogól nie jest podawany w szkole, jest jednak
prosty do wykazania.

Rozwazmy nasz problem przy konkretnie ustalonych liczbach: a = d = 1, trójkat jest
równoramienny, .wiec a = b, c jest dlugoscia podstawy. Czytelnik zechce sprawdzic,
ze przy tych zalozeniach szukany trójkat istnieje. Nasz wzór przyjmuje postac

1 = c (c(: ~:): 1. Po .elementarnych przeksztalceniach dostajemy równanie
c3 + c2 - 2c - 1 = O. Znane jest proste twierdzenie mówiace o tym, ze gdy liczba

wymierna m (przedstawiona w postaci ulamka nieskracalnego) jest pierwiastkiemn
wielomianu o wspólczynnikach calkowitych, to m musi byc dzielnikiem wyrazu
wolnego, a n dzielnikiem wspólczyn.nika przy najwyzszej potedze. W naszym zatem
przypadku ewentualnymi wymiernymi pierwiastkami równania moglyby byc tylko 1
lub -1. Zadne z nich równania jednak nie spelnia. Oznacza to, ~e konstrukcja, od
której wystartowali4my, jest niewykonalna.

(

Owoce po.eznej i zawilej teorii dopomogly nam w rozwiazaniu problemu, wydawalobysie, zupeWie elementarnego. Nasza-radosc maci jednak pytanie: czy musielismy z tej
pomocy korzystac?

Brzmi to moze nieprawdopodobnie, ale zastosowana metoda jest jedyna obecnie
znana·
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Korelacje biegunowe

p

Rys.l

•

s

Rys.2

dr hab. Marek KORDOS

Zadanie: Poslugujac sie jedynie linijka skonstruowac. styczna przez dany punkt do
danego okregu.

Rozwiazanie: Przez punkt P pr~wadzimy (jakas) prosta 1 przecinajaca okrag w
punktach 2 i 3. Powtarzamy te czynnosc: przez P prowadzimy (inna) prosta 4
przecinajaca okrag w punktach 5 i 6. Prosta 7 przechodzaca przez 2 i 5 przecina
prosta 8 przechodzaca przez 3 i 6 w punkcie 9. Podobnie prosta 10 przez 2 i 6
przecina prosta 11 przez 3 i 5 w punkcie 12. Punkty 14 i 15 otrzymujemy w przecieciu
prostej 13 poprowadzonej przez punkty 9 i 12 z okregiem. Proste P14 i P15 sa
styczne do okregu. Ale dlaczego?

Bardzo dowolny sposób obrania prostych 1 i 4 utrudnia zastosowanie zwyklych metod
geometrycznych. Poprawnosc konstrukcE mozna za to dosc prosto uzasadnic, gdy zna
sie geometrie rzutowa.

Pomysl geometrii rzutowej polega na tym, by poza zwyklymi punktami geometrii
euklidesowej poslugiwac sie równiez punktami "w nieskonczonosci" - punktami
wspólnymi prostych równoleglych. Latwo wpasc na taki pomysl obserwujac pobocza
ginacej na horyzoncie drogi - sa równolegle, ale na horyzoncie sie zbiegaja.

W ten sposób plaszczyzna zostala wzbogacona nowymi (licznymi) punktami i jedna
(z nich zlozona) prosta - horyzontem.

Pierwsze spostrzezenie, jakiego dokonano, to stwierdzenie równoprawnosci punktów
i prostych na plaszczyznie rzutowej. Dowolne dwa punkty maja "swoja" prosta,
dowolne dwie proste maja "swój" punkt. Okazalo sie, ze kazde twierdzenie o punktach
i prostych plaszczyzny rzutowej pozostaje .prawdziwe, gdy napiszemy je zamieniajac
miejscami nazwy punktów z nazwami prostych. Zastanowiono sie tez nad tym, jakie
wlasnosci moze miec funkcja realizujaca te zamiane. Funkcje taka (zamieniajaca
punkty na proste i proste na punkty tak, by wszystkie wlasnosci geometryczne byly
zachowane) nazwano korelacja. "'-

Sposród róznych korelacji wyrózniaja sie te, które maja nastepujaca wlasnosc:

1>(A) = k +-+ 1>(k) = A,

czyli jesli punkt przechodzi na jakas prosta, to równoczesnie ta prosta przechodzi
na ten punkt. Korelacje te nazwano biegunowymi, a odpowiadajace sobie punkt i
prosta - biegunem i biegunowa. Von Staudt udowodnil, ze zbiór punktów lezacych na
swojej biegunowej (w danej korelacji) - o ile jest niepusty - jest stozkowa (hiperbola,
parabola" elipsa; w szczególnosci moze byc okregiem). Zbiór zas owych biegunowych
sklada sie ze wszystkich stycznych do tej stoz'kowej i to w odpowiadajacych im·
punktach.

W naszym zadaniu prosta 13 okaze sie biegunowa P. Aby sie o tym przekonac,
musimy wspomniec o jeszcze jednym pojeciu i jeszcze jednym twierdzeniu. Jezeli dla
czterech punktów A, B, G, D, lezacych na prostej, istnieje czworokat PQRS taki,
ze proste PS i QR przechodza, przez A, PQ i RS przez B, QS - przez G i PR 
przez D, to czwórke (A, B, G, D) nazywamy harmoniczna,. ·Dla dowolnych trzech
wspólliniowych i róznych punktów A, B, G istnieje dokladnie jeden punkt D, taki,
ze (A, B, G, D) jest harmoniczna.

Seydewitz wykazal, ze jesli prosta l przecina stozkowa w punktach K i L, to
biegunowa dowolnego punktu M z prostej l przecina prosta l w takim punkcie N,
ze (K, L, M, N) jest harmoniczna. Spójrzmy na rysunek 1. Czworokat 9, 6, 12,
5 pokazuje, ze (2, 3, P, A) jest harmoniczna, a poniewaz ostatni z tych punktów
jest wyznaczony jednoznacznie, wiec A (punkt przeciecia 13 i 1) lezy na biegunowej
punktu P. Podobnie obserwujac czworokat 12, 2, 9, 3 i prosta 4 stwierdzamy, ze B
(punkt przeciecia 13 i 4) lezy na biegunowej punktu P. Ta biegunowa musi wiec byc
prosta 13.

A jak stad wynika, ze proste P14 i P15 sa styczne? Juz bardzo prosto.
Oznaczmy przez 1> korelacje biegunowa odpowiadajaca naszemu okregowi. Zatem
14 i 15 leza na 1>(P). Poniewaz 1>jest korelacja biegunowa (patrz okreslenie korelacji
i korelacji biegunowej), wiec 1>(14) i 1>(15) przechodza przez P. Ale z twierdzenia von
Staudta wynika, ze 1>(14) i 1>(15) sa styczne do okregu w punktach 14 i 15. Koniec
uzasadnienia konstrukcji. .

Przy okazji okazalo sie, ze podany tu sposób konstrukcji sama linijka stycznych do
okregu jest dobry takze dla rysowania stycznych do hiperboli, paraboli i elipsy (gdzie 2

cyrkla i tak pozytek bylby maly).
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Ta czegc cieczy, kt6ra byla nad
otworem, podniesie sie, a ciecz pod
otworem przesunie sie ~ d6l. Z
warunku r6wnolfci cilfnien w lewej
i prawej czelfci wynika, ze ponizej
otworu ciecz bedzie rozlozona
jednakowo w obu dolnych czelfciach.
W lewej i prawej czegci znajdzie
sie slup drugiej cieczy o wysokolfci
ho/2. W ten spos6b poziom cieczy w
prawej czelfci zmieni sie o wielkolfc x
r6wna zmianie poziomu w lewej czelfci.
Oznaczmy przez h wysokolfc poziomu
cieczy do momentu rozpoczecia
przeciekania w prawej czelfci powyZej
otworu, a przez H wysokoll'c poziomu
w lewej czelfci. Z warunku r6wnoll'ci
cill'nien na dole (h + hO)P2 = HPI i z
warunku r6wnolfci cill'nien na poziomie
otworu po zakonczeniu przeciekania:
hP2 + XPI = (H - ho - X)PI wynika, ze

x=;a-(~-l).

Twierdzenie ergodyczne

Proponuje Czytelnikowi zastanowic sie nad ciagiem pierwszych cyfr zapisu dziesietnego
liczby 3n. Niechaj zatem n-ty wy,raz tego ciagu oznaczony przez Cn równy bedzie
pierwszej cyfrze liczby 3n. Wypiszmy kilka poczatkowych poteg trójki: 1, 3, 9,
27, 81, 243, '129, 2187, 6561, 19683, itd. 'Jakie reguly rzadza naszym ciagiem? Z
pewnoscia pewne prawidlowosci istnieja, np. po 1nigdy nie nastapi cyfra wyzsza od
5, po 4 lub 5 zawsze nastapi 1 itp. Cóz jednak odpowiedziec, gdy ktos zaproponuje
taka gre:

Podajesz liczbe k spomiedzy 10000 a 100 000. Wówczas oblicza on na szybkim
komputerze wyrazy ciagu (cn) az do Ck wlacznie. Zlr kazda 3 placisz mu symboliczna
stawke 1zl, za kazde 7 lub 9 on placi Tobie tyle samo .

. Po dlugim i chyba daremnym namysle nad ta propozycja blysnac moze mysl
nastepujaca: moze wartosci ciagu (cn) wystepuja tak mniej wiecej"losowo, na chybil
trafil? W koncu dziesiatka, beClaca podstawa systemu pisania liczb, nie ma wiele
wspólnego z trójka, której potegi bierzemy pod uwage. Przy duzej liczbie takich prób
losowych, a 100 tysiecy wyglada na takowa, srednia czestosc wystepowania kazdej z
cyfr powinna dazyc do prawdopodobienstwa jej wylosowania, tj. do ~. Zatem 7, 9 i
3 powinny wszystkie wystepowac z ta sama czestoscia, zatem oplaca sie grac. Zreszta
nasza próbka dla paru pierwszych wyrazów ciagu potwierdza te prawidlowosc.

Oczywiscie nie podejmuje sie obrony tego rozumowania przed Czytelnikiem choc
troche zaznajomionym z rachunkiem prawdopodobienstwa, postaram sie jednak w
dalszym ciagu wykazac, ze jakies jadro racjonalne w rlim jest.

Zanim jednak zabierzemy sie do rozwiazywania naszego problemu, postaramy sie go
nieco przeformulowac. Rozpatrzmy ciag Q wyrazach an = n log 10 3 wraz z ciagiem (un)
czesci ulamkowych liczb an •. Zauwazmy, ze znajomosc samej tylko liczby Un pozwala
wyznaczyc Cn. Istotnie, 3n = 10••••- ••••·10 ••••, przy czym pierwszy czynnik, bedacy
naturalna potega dziesiatki, nie ma wplyw~ na cyfry rozwiniecia 3n. Wnioskujemy
sta,d, ze Cn jest równe pewnemu l spomiedzy 1 a 9 wtedy i tylko wtedy, gdy Un
zawiera sie w przedziale [loglo " log 10 (l + 1)). Wyobrazmy sobie dalej okrag S
o obwodzie 1z ustalonym punktem PO. Punkt Pn wybieramy tak, aby dodatnio
zorientowany luk (PO,Pn) mial dlugosc Un. Zauwazmy, ze Pi powstaje Z Pi-l przez
obrót o kat skierowany 271" logio 3. Poniewaz polozenie pn na okregu S wyznacza
Un, wyznacza tez Cn. Zdarzeniu polegajacemu na tym, ze pewien Cnjest równy "

odpowiada luk na S o dlugosci IOglO(l + t).
Nie przypadkiem uzylem w poprzednim zdaniu ,slowa zdarzenie. Spróbujmy
spojrzec na S jako na przestrzen zdarzen elementarnych. Rózni sie ona pod jednym
istotnym wzgledem od przestrzeni rozpatrywanych w elementarnym kursie rachunku
prawdopodobienstwa'- jest nieskonczona. W takich sytuacjach zwykle nie ma
sensu zadawanie rozkladu prawdopodobienstwa przez podanie prawdopodobienstw

wszystkich zdarzen elementarnych, gdyz te z reguly sa, równe, O. My rozpatrzymy na S
rozklad prawQopodobienstwa intuicyjnie okreslany jako jednostajny, który mozna przy
tym scharakteryzowac przez warunek, ze prawdopodobienstwo tego, ze punkt nalezy
do luku jest równe dlugosci tego luku. Hipoteze, która, calkiem mgliscie postawilem
na pocza,tku artykulu, chcialoby sie teraz sformulowac tak: dla dowolnego punktu
nalezacego do S czestosc wpadania jego obrazów przy obrocie o ka,t 271" loglo 3 do
zbioru (zdarzenia) A dazy do prawdopodobienstwa A, gdy liczba rozpatrywanych
obrazów dazy do nieskonczonosci ..

Ro.wi".anie .adania F :346. Ciecz
bedzie wyciekoc przez otw6r z lewej
czesci powodujac "rozerwanie" slupa
cieczy w drugiej czegci.
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R.edGCJu'B lU hGb. And.t-~ HDlNEL

ZMARL KLAUS FUCHS

Nazwisko Klausa Fuchsa wiaze si~ z historia
fizyki jadrowej i budowa bomby atomoweJ w
Los Alamos (USA) w czasie drugiej wojny
swiatowej. Fuchs byl synem niemieckiego
pastora luteranskiego, czlonkiem
Komunistycznej Partii Niemiec i jednym
znajzdolniejszych uczni6w Maxa Borna. Idac
sladami swojego mistrza, kt6ry opu~cil
hitlerowskie Niemcy, Fuchs zbiegl w 1933
roku do Anglii. Pracowal tam z Nevill Mottem
w Bnstolu, nast~pnie z_Maxem Bornem w
Edynburgu i w koncu w 1941 roku trafil do
zespolu kierowanego w Birmingham przez
kolejnego uciekiniera Rudolfa Peierlsa z
Berlina. Zespol ten zajmowal si~ problemami
rozszczepienia jadra atomowego i w 1941 roku
prowadzil obliczenia dotyczace ilosci uranu 235
potrzebnego do wywolania eksplozji atomowej,
wspolpracujac poczatkowo nieformalnie, a
poZniej JUz sci~le z uczonymi znajdujacymi
si~ w Stanach Zjednoczonych. Od konca 1943
roku Fuchs przebywal juZ w USA, a w
okresie od sierpnia 1944 roku do czerwca 1945
roku w samym centrum amerykanskich
badatl atomowych - Los Alamos, pracUjac
nad bomba plutonowa, zrzucona potniej na
Nagasaki. Po wojnie objal on kierownictwo
oddzialu fizyki teoretycznej w Harwell
(Anglia). Po kilku latach Amerykanie
odszyfrowali depesz~, wyslana w 1944 roku z
Nowego Jorku do Moskwy, dotyczaca badan
jadrowych i jednoznacznie wskazujaca Fuchsa
jako Zrodlo informacji. W mi~dzyczasie sam
Fuchs w rozmowach z agentem kontrWywiadu
brytyjskiego opowiedzial, iz od poczatk6w 1942
roku do wiosny 1949 roku przekazywal do
ZSRR wszystkie dost~pne mu tajemnice
atomowe. ·Ostatecznie 27 stycznia 1950 roku
zostal on aresztowany i nast~pnie skazany na
14 lat wi~zlenia. W 1959 roku zostal
zwolniony za dobre sprawowanie i wyjechal
do NRD. Byl tam inicjatorem programu
wykorzystania energii jadrowej, szefem
o~rodka badan atomowych w poblizu Drezna i
czlonkiem KC NSPJ. W 1979 roku przeszedl na
emerytur~, zmarl w styczniu 1988 roku w
wieku 76 lat. Zdaniem P. Grudzinskiego,
historyka zajmujacego si~ dziejami bomby
a tomoweJ:" .dla odkrycia zasadniczego
sekretu, czyli faktu, Ze Stany Zjednoczone
podj~ly szeroko zakrOjone prace nad bomba
atomowa, nie potrzeba bylo informacji
Fuchsa." (Uczeni i barbarzyncy, Polityka
nuklearna Stan6w Zjednoczonych 1939-1945,
PWN Warszawa 1987, s.124). Grudzinski
powoluje si~ przy tym na I. Golowina (biografa
"ojca radzieckiej bomby atomowej"
J. W. Kurczatowa) twierdzacego, ze "w tym
czasie" (tj okolo polowy roku 1942) rzad
radziecki dysponowal informacjami o projekcie
amerykanSkIm Natomiast ostatnio akademik
Andriej Sacharow potwierdzil na lamach
pisma "Moskowskie Nowosti", iz Fuchs
rzeczywiScie przekazal do ZSRR zalozenia
teoretyczne amerykanskiej bomby atomowej,
a co najwazmeJsze - podal w 1942 r., 'Ze
stworzenie takiej bomby jest w og6le mozliwe,
i Ze nad tym si~ pracuje. Z kolei jeden z
tw6rc6w pokazywanego niedawno przez polska
telewizj~ filmu "Ryzyko" - Barszczewskij
oSWiadcryl, Z, obecnie przygotowywuje film o
zyciu i dzialalnoSci Fuchsa. Ponadto w 1987
roku ukazaly si~ dwie ksia'zki: N. Moss "Klaus
fuchs: The Man Who Stole The Atom Bomb"
w Anglii oraz R.C.Williams "Klaus Fuchs,'
Atom Spy' w USA, kt6re zawieraja tekst
zeznan Fuchsa. Tak wi~c, ten niezwykle
interesujacy aspekt historii XX wieku jest
coraz blizszy pelnego wyjaSnienia

Od dawna' wiadomo, ze tak postawiona hipoteza jest falszywa. Niezwykle latwo jest
bowiem podac kontrprzyklad. Niech punkt x bedzie dowolnie wybrany na S i niech A
bedzie zbiorem skladajacym sie z ciagu, którego wyrazami sa obrazy punktu x przy
iteracjach .obrotu. Jest jasne, ze dla punktu x czestosc wpadania jego obrazów w A
jest równa l;ale dla wielu innych punktów, np. lezacych w wymiernej odleglosci od x,
czestosc jest równa O. Dlatego tez zadamy zwykle, aby prawdopodobienstwo tego, ze
punkt x wpadnie kiedys do zbioru A, bylo równe 1, jesli tylko prawdopodobienstwo
P(A) zdarzenia A jest dodatnie. Mówimy wtedy, ze obrót jest ergodyczny wzgledem
prawdopodobienstwa P.
Twierdzenie

Obrót na okregu o kat a jest ergodyczny wzgledem jednostajnego rozkladu
prawdopodobienstwa wtedy i tylko wtedy, gdy a jest niewspólmiernez 11', tj., gdy 01/11'

nie jest liczba wymierna.

Twierdzenie to niemal od razu pozwoli nam podjac sluszna decyzje w sprawie
przystapienia do ewentualnej gry. Udowodnimy mianowicie nastepujacy

Wniosek

Dla dowolnego punktu x, nalezacego do S oraz luku A, czestosc wpadania obrazów x
pod dzialaniem obrotu o 211' loglO 3 dazy do dlugosci A.
Dowód

Sprawdzmy, ze obrót ten jest ergodyczny. Wobec Twierdzenia wystarczy w tym celu
wykazac jedynie, ze liczba loglO 3 jest niewymierna. Gdyby tak nie bylo, zachodzilaby
równosc loglO 3 = l? Z pewnymi naturalnymi p i q. Stad wnosilibysmy, ze 3 = '1O~, aq

zatem sq = 10", co przeciez zdarzyc sie nie moze, bo lewa strona dzieli sie przez 3, a
prawa nie. Z ergodycznosci wynika nasz wniosek dla zbioru wartosci x miary 1.

Oznaczmy przez fn(x, A) czestosc wizyt punktu x w zbiorze A przy n obrotach, tzn.
liczbe ~, gdzie k oznacza liczbe tych nieujemnych liczb calkowityc~ i < n, dla których
i-ty obraz punktu x nalezy do A. Chcemy wykazac, ze ciag fn(x,A), przy n d~acym
do nieskonczonosci, przy dowolnym x i A bedacym lukiem, jest zbiezny do dlugoSci
luku A (oznaczanej przez dl(A». W tym celu wystarczy wykazac, ze dla dowolnego e

istnieje takie M, ze dla dowolnego n > M mamy

Ifn(x,A) - dl(A)1 < e.

Wybierzmy luki: B zawarty w A oraz C zawierajacy A tak, by ich konce lezaly w

odleglosci ~ od koncpw A. Wybierzmy dalej punkty y oraz z w odleglosci

od x mniejszej od ~ tak, aby ciagi fn(Y, B) i fn(Z, C) byly zbiezne odpowiednio3
do dlugosci luków B i C. Zwrócmy uwage, ze gdyby np. taki punkt y nie istnial, to
zdarzenie, polegaja~e na tym, ze ciag fn(t, B) nie jest zbiezny do dlugosci B, mialoby

prawdopodobienstwo nie wieksze od 1 _2e , wbrew ergodycznosci obrotu. DalejS
zauwazmy"ze jesli i-ty obraz 11wpada w B, to i,-ty obraz x wpada w A ,jesli zas i-ty
obraz x wpada w A, to i-ty obraz z .wpada w C. Stad otrzymujemy nierównosc

fn(y,B):::; fn(x,A):::; fn(z,C),

Istnieje zatem takie M, ze jesli n> M, to
e Se

fn(y,B) > dl(B) - - = dl(A) - - = dl (A) - e. S S

e 3e·
fn(y, C) < dl(C) + - = dl(A) + - = dl(A) + e.3 3

Wobec tego

dl(A) - e <fn(y, B) :::; fn(x, A) :::; fn(Z, C) < dl(A) + e.
Zatem

Ifn(x, A) - dl(A)1 < e.
c.n.d.

W ten sposób mamy juz odpowiedz na pytanie postawione na wstepie. Czestos,C
wystepowania cyfry 3 w ciagu (en) dazy do loglO(l + l), czestosc wystepowania 7 i
9 do loglO(~)+loglOe90) = IOglO(:~)' Poniewaz l jest wieksze od :~, wbrew wszelkim
pozorom proponowana gra na 7 i9 przynioslaby nam straty.

dr Grzegorz SWIA TEK
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Rys.!

Ksiezycowe niebo i figury Lissajous

Co wspólnego moga miec figury Lissajous z ksiezycowYmniebem? Okazuje sie, ze nie mniej
niz. np. piernik z wiatrakiem.

W 1967 roku ukazal sie w ZSRR, w serii konnicu8kaja lanta8tika, znaczek pocztowy o
nominale 6 kop. Na znaczku widzimy dw6ch kosmonautów wedrujacych po powierzchni
Ksiezyca, a spod horyzontu, na tle rozgwiezdzonego nieba, wylania sie Ziemia. Podpis pod
rysunkiem brzmi: Na Lunie. Dalej mamy nadrukowany czarny prostokat, dosc szczesliwie
laczacy sie z czarnym cieniem w zalomie skalnym w dolnym, prawym rogu rysunku (rys.1).
Jezeli znaczek oswietlimy silnie od spodu, z latwoscia odczytamy dalszy ciag tekstu:
W08Chodit Ziemla. Podobno czesc znaczków trafila do obiegu bez nadruku. Mamy wiec
rarytas filatelistyczny (filatelisci bardzo cenia znaczki z rózn~go rodzaju usterkami, bledami,
dodrukami itp).

Ale czy rzeczywiscie poprawka byla konieczna? Czy naprawde z powierzchni Srebrnego
Globu nie mozna podziwiac wschodów i zachodów Ziemi? Na pierwszy rzut oka wydaje
sie, ze rzeczywiscie nie mozna. Jesli bowiem patrzac z Ziemi widzimy stale te sama strone
naszego satelity, to bedac na Ksiezycu powinnismy widziec Ziemie stale w tym samym
punkcie ksiezycowegonieba.

Rys.2

s
Rys.3

RysA

s

N

Zajrzyjmy teraz do A8tronomii W8pólcumej L. Ostera na strone 31. Zobaczymy tam
piekne zdjecie zatytulowane W8chodzaca Ziemia ob8enuowana z poldadu Apolla 8 krq,Zacego

po orbicie okolobieZflcowej. Ziemia znajduje 8ie okolo 5° nad horgzontem bieZJIcoWfll'Tl.
Apollo 8 okrazal Ksiltzyc na niewielkiej w porównaniu z jego promieniem wysokosci
(hp = 111 km, ha. = 315 km). Stad tez niebo ogladane z pokladu statku niewiele sie
róznilo od nieba widzianego z powierzchni globu.

Rozpatrzmy problem nieco dokladniej - na poczatku z punktu widzenia obserwatora
znajdujacego sie na powierzchni Ziemi. Jakkolwiek rzeczywiscie okres obrotu Ksiezyca wokól
wlasnej osi jest dokladnie równy okresowi obiegu wokól Ziemi, to nalezy jeszcze zwr6cic
uwage, ze wokólziemska orbita Ksiezyca jest elipsa. Stad ruch Ksiezyca wokól Ziemi nie
jest jednostajny, jest on najszybszy w perygeum, najwolniejszy w apogeum. Popatrzmy na
rysunek 2 przedstawiajacy ten fakt w duzej przesadzie. Zaznaczono na nim cztery pozycje
Ksiezyca na orbicie w odstepach jednotygodniowych. Strzalki wskazuja orientacje wybranego
obiektu na srodku tarczy Ksiezyca. Kolejne strzalki maja kierunki zmienione o 90°. Kat
ten odpowiada 1/4 okresu obr~tu. Ze wzgledu na niejednostajny ruch po orbicie eliptycznej
kolejne pozycje Ksiezyca rozmieszczone sa w nierównych odstepach. Kolor bialy odpowiada
widocznej z Ziemi w danej chwili czesci powierzchni Ksiezyca. Dla obserwatora patrzacego z
Ziemi Ksiezyc nieco sie "kolysze" i widzimy w ciagu miesiaca I>0nad50% jego powierzchni.
Jest to dobrze znane zjawisko libracji Ksiezyca w dlugosci. Dla obserwatora znajdujacego sie
na Ksiezycu (zmieniamy teraz uklad odniesienia) wynikiem tej libracji bedzie ruch Ziemi na
ksiezycowym niebie ze wschodu na zachód i z powrotem. Ruch ten odbywa sie z amplituda
15°48' i okresem równym miesiacowi anomalistycznemu (27413'"18"'33'), tj. okresowi miedzy
kolejnymi przejsciami Ksiezyca przez perygeum.

Zauwazmy tez, ze os obrotu Ksiezyca nie jest prostopadla do plaszczyzny jego orbity.
Wynika stad natychmiast zjawisko libracji w szerokosci. llustruje to w wystarczajacy
sposób rysunek 8. Dla obserwatora na Ksiezycu w wyniku tej libracji Ziemia odchyla sie na •
przemian na pólnoc i na poludnie od plaszczyzny rownika (oczywiscie ksiezycowego). Okres
tego ruchu jest równy miesiacowi smoczemu (2745'"5"'36'), tj. okresowi miedzy kolejnymi
przejsciami Ksiezyca przez wezel wstepujacy, amplituda natomiast wynosi 13°40'.
Mamy wiec i figure Lissajous. Poniewaz okresy obu ruchów niewiele sie roznia, bedzie to
krzyWa "trudno domknieta" (rysA).

Jesli nasi kosmonauci (ci ze znaczka) znajdowali sie w dlugosci selenograficznej bliskiej 90°
(lub 270°), mogli z powodzeniem obserwowac wschód Ziemi. Szerokosc pasa, z którego jest
to mozliwe, jest dosc znaczna i wynosi okolo 480 km (na równiku) i okolo 410 km w poblizu
biegun6w. Powierzchnia tego pasa stanowi okolo 1/5 powierzchni Srebrnego Globu.

Ruch Ziemi na ksiezycowym niebie mozna pieknie modelowac, jesli posiadamy oscyloskop
katodowy i przestrajalny generator akustyczny. Na plytki odchylania poziomego podajemy
napiecie sieci (50 Hz), na plytki odchylania pionowego napiecie z generatora nastrojonego na
czestotliwosc nieco nizsza:

miesiac smoczy _
miesi~c anomalistycr;ny 

Stosunek amplitud powinien wynosic

49,38 Hz
50 Hz

Juliusz DOMANSKI

13°40' 1
15°48' = l,2

Modelowanie bedzie blizsze.rzeczywistosci, jezeli zaopatrzymy sie w dwa generatory bardzo
niskiej czestotliwosci (0,5 - l Hz) lub jeszcze mniejszej i rozogniskujemy nieco plamke na
ekranie oscyloskopu.
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Patrz w niebo

Rozwiazanie na str. 10

Rozwiazanie na str. 11

Redaguje dr RaJal SZTENCEL

mgr Joanna UDALSKA

(;) == [i] (mod p).

Znacznie rozszerza to mozliwosci obserwowania powierzchni
KsieZyca z Ziemi - zamiast 50% powierzchni tarczy,
jakie widzielibysmy w przypadku braku libracji, mamy
szanse zobaczyc az 60% jego powierzchni (rzecz jasna, nie
jednoczesnie). W dokladnych badaniach zlozonego zjawiska
libracji wybiera sie jakis dobrze widoczny.szczegól w centrum
dysku ksieZycowego i kazdego dnia dokonuje sie dokladnych
pomiarów odleglosci od czterech punktów krawedzi.

Obserwacje libracji Ksiezyca moga stanowic pouczaj ace
zadanie dla milosników astronomii. Oczywiscie, znaczne
ulatwienie stanowi uzycie lornetki, c.oc nawet golym okiem
mozna dostrzec okresowe przesuwanie sie wiekszych obszarów
charakterystycznych na tarczy naszego satelity. Porównywania
wygladu tarczy ksiezycowej mozna dokonywac na podstawie
fotografii lub nawet rysunków wykonanych przez obserwatora.
W czasie lipcowej pierwszej kwadry libracja w dlugosci osiagnie
najwieksza wartosc (24 lipca) tak, ze Morze Przesilen ukaze sie
przesuniete najbardziej ku brzegowi tarczy. Po uplywie polowy
okreSu tej libracji (6 sierpnia) oddali sie ono na maksymalna
odleglosc od brzegu. Niestety, nie bedzie wtedy dla nas
widoczne, gdyz akurat znajdzie sie na nieoswietlonej czesci
tarczy KsieZyca w ostatniej kwadrze. Aby zaobserwowac Morze
Przesilen w maksymalnej odleglosci od krawedzi, trzeba bedzie
zaczekac az do 23 grudnia.

__ Zadania

M 508. Znalezc prawdopodobienstwo otrzymania w serii n rzutów moneta
(niekoniecznie symetryczna) parzystej liczby orlów.
Rozwiazanie na str. 11

• 21 • 2
M 510. Znalezc lim SIn + SIn 2 + ... + sin2 n

n-OC) n

I

M 509. Niech [x] oznacza czesc calkowita. liczby x. Udowodnic, ze jesli p jest liczpa
pierwsza, to

Znacznie mniejszy efekt wywoluje istnienie libracji
paralaktycznej. Nie jest ona, jak poprzednie, zwiazana z
ruchem samego KsieZyca, ale ze zmiana pozycji ziemskiego
obserwatora wywolana przez obrót naszej planety. Wskutek
~awiska paralaksy staja sie dostepne obserwacjom dalsze
fragmenty wschodniej pólkuli KsieZyca obserwowanego na
niebie zachodnim (oczywiscie analogicznie jest dla pólkuli
zachodniej, pólnocnej i poludniowej). Libracja paralaktyczna
osiaga najwieksza wartosc (Rl 1°) na równiku ziemskim.

Wszystkie trzy typy libracji wywoluja laczne przemieszczanie
sie srodka dysku ksieZycowego "na tle" obszaru o promieniu
katowym równym w przyblizeniu 10° (tzn. kat ten ma
wierzcholek w centrum KsieZyca).

Obrót KsieZyca wokól osi jest, wskutek jego duzej
bezwladnosci, jednostajny, ruch zas po okoloziemskiej orbicie
eliptycznej - niejednostajny. Dlatego mozna ogladac fragmenty
odwrotnej strony globu KsieZyca. Zjawisko to nazywa sie
Iibracj a w dlugosci. Mozna dzieki niemu ujrzec obszary
polozone o okolo 8° dlugosci selenograficznej poza wschodnim
i zachodnim brzegiem tarczy KsieZyca. Wystepowanie zjawiska
libracji w szerokosci wywolane jest nachyleniem plaszczyzny
równika ksieZycowego do plaszczyzny jego wokÓlziemskiej
orbity. Plaszczyzny te tworza kat Rl 6','5, a wiec o tylez poza
bieguny ksieZycowe moze zajrzec ziemski obserwator_

Redaguje dr RaJal STARONSKI

.F 246. W naczyniach polaczonych majacych ksztalt litery U ze stykajacymi sie
wewnetrznymi sciankami (rys.) znajduja sie w równowadze ciecze o gestosciach
Pl i P2 (Pl < P2). Granica rozdzialu cieczy znajduje sie nad srodkiem dna zbiornika.
Na wysokosci ho od dna zrobiono niewielki otw6r w wewnetrznej sciance, przez który
ciecz zaczela. przeciekac. Jak na skutek tego bedzie sie zmienial poziom w czesci, gdzie
znajdowala. sie ciecz o gestosci P2? Przyjmujemy, ze rurka jest cienka, a ruch cieczy
mozliwy jest tylko w okolicy otworu.
Rozwiazanie na str.4

F 247. Szklanka wypelniona jest do wysokosci h kawalkami lodu, które zajmuja.
60% objetosci. Pocza.tkowo w szczelinach miedzy ni.mi znajduje sie powietrze. Lód
zaczyna topniec, przy czym stosunek objetosci lodu do objetosci szczelin pozostaje nie
zmieniony. Znalezc wysokosc poziomu wody w szklance, w momencie kiedy roztopilo'
sie 70% lodu. Stosunek gestosci lodu do gestosci wody wynosi k = 0,9.
Rozwiazanie na str.11
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mala delia
Co da sie naprawde narysowac?

Oczywiscie, to, ze nie udaje sie zrobic
"prawdziwego" rysunku, nie jest dostatecznym
argumentem za tym, iz wykonanie takiego obrazka
jest w og6le niemozliwe. Potrzebujemy dowodu
matematycznego, który wyglada tak. Zalózmy,
ze graf G da sie jakims cudem "naprawde"
narysowac na pJaszczyznie. Wtedy mozemy go
tez "naprawde" narysowac na sferze (powierzchni
kuli) .

Jednakze nie kazdy graf lezacy w przestrzeni
mozna narysowac "naprawde", to jest tak, by
krawedzie nie przecinajace sie w rzeczywistosci nie
przecinaly sie tez na obrazku. Nie uda sie to np.
z narysowanym nizej grafem G (spróbujcie l).

G

D

~CAA~

A" "B",
Podobnie mozemy narysowac pudelko (szescian),
a nawet znacznie bardziej skomplikowana bryle:

Niezaleznie od tego, co chcemy narysowac, zwykle
ograniczamy sie do zaznaczenia. na papierze
konturów naszej bryly. Obrazek sklada sie wiec
ze skonczonego ukladu punktów i laczacych je
luków - matematycy zwykli nazywac taki obiekt
geometryczny grafem.

Wszystkim narysowanym wyzej obrazkom mozna
zarzucic, ze nie sa ,,,prawdziwe": krawedzie
AC i BD przecinaja sie na papierze, choc w
rzeczywistosci leza daleko od siebie. A przeciez
piramide mozna narysowac "naprawd'e".,
Wystarczy ustawic oko nad jej wierzcholkiem
i narysowac, co widac w dole:

Zapewne kazdy z Was staral sie kiedys narysowac
na kartce papieru jakas bryle, op. domek, konia,
kolezanke lub po prostu - czworoscian:
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Obraz naszego.grafu rozetnie sfere na kilka obszarów (panstw). Niech W oznacza liczbe wierzcholków grafu'
(grube kropki), K -liczbe krawedzi (luki laczace kropki), a P -liczbe panstw. Mozna udowodnic, ze dla
kazdego grafu narysowanego na sferze zachodzi wzór (pochodzacy od Eulera)

(*) W - K + p = 2.

Sprawdz sam
na swoich

przykradach !

P= 6,K=12 ~W=8 ,P=4 '.

/~2--1f-_',~ \
"

W=4 K=6, "

1/

,
G

Mala Delte przygotowal Zbigniew MARCINIAK

Graf y G i G' sa specjalne. Polski topolog,
Kazimierz Kuratowski udowodnil w 1930 roku,
ze G i G' sa jedynymi minimalnymi grafami,
które nie dadza sie narysowac "naprawde". Graf
nazwiemy minimalnym, jesli nie ma zbednych
wierzcholków (postaci II ) oraz jesli
usuniecie z niego dowolnej krawedzi pozwala go
juz narysowac "naprawde"·

Naprawde pytamy tu o to, czy nastepujacy graf
G' da sie narysowac "naprawde". Spróbujcie
to rozstrzygnac sami. Postepujac z grafem G'
tak, jak zrobilismy to z grafem G nie uzyskamy
odpowiedzi. Potrzebny bedzie jeszcze inny, oprócz
wzoru Eulera, argument.

WrÓCmydo naszego grafu G, o którym
przypuscilismy, ze da sie narysowac na sferze.
Z obrazka G widzimy, ze W = 5 i K = 10. A
ile jest panstw? To obliczymy latwo ze wzoru
(*): 5 - 10+ p = 2, stad P = 7. Zauwazmy, ze
dodanie liczby boków wszystkich panstw da nam
podwojona liczbe krawedzi (kazda liczylismy
dwukrotnie). Poniewaz kazde panstwo jest co
najmniej trójkatem, to powyzsza suma jest równa
co najmniej 7 . 3 = 21. Tak wiec, z zalozenia, ze G
da sie narysowac "naprawde" , wyprowadzilismy
wniosek, iz 21 :::;20. Za~em "prawdziwy" rysunek
dla G nie istnieje .

.Wielu z Was zetknelo sie zapewne z n.astepujaca'
lamiglówka o trzech zwasnionych gospodarzach
i o trzech studniach. Kazdy z gospodarzy chcial
miec. sciezke od swojego domu do kazdej ze studni,
poprowadzona tak, by po drodze nie spotykac
zadnego z sasiadów. Czy taki uklad sciezek
istnieje?
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Niezaleznosc twierdzenia Goodsteina

Redakcja za.iadala ode mnie, abym opisal twierdzenie,
które latwo sformulowac, ale które "nie ma elementarnego
dowodu". Mówiac "nie ma elementarnego c;iowodu"
mamy przewaznie na mys1i, ze wszystkie znane dowody
sa trudne i zrozumienie któregokolwiek z nich wymaga
znajomosci jakiejs zaawansowanej teorii. Oczywiscie nie
wyklucza to, zew przyszlosci ktos madry odkryje dowód
krótki i operujacy jedynie pojeciami znanymi ze szkoly
podstawowej.

Chcialbym potraktowac zadanie redakcji doslownie i
przedstawic twierdzenie Goodsteina, o którym mozna
udowodni~, ze nie ma dowodu elementarnego. W
tym celu skonstruujmy najpierw, przez indukcje, liczby
naturalne G~ dla k, n= 1,2, ...

Niech Gt = k. Jesli G~ = O, to G~+1 = o. Zalózmy,
ze mamy G~ > O.Wykonujemy nastepujace operacje:
rozwijamy G~ - 1,przy podstawie n + 1, w taki sposób,
aby w rozwinieciu tym wystepowaly wylacznie liczby nie .
wieksze od n + 1. Potem zamieniamy wszystkie n + 1 na
n + 2. Tak utworzona liczba jest szukanym G~+I.

Brzmi to nieco zawile, ale przyklady wyjasnia, mam
nadzieje, wszystko.

Gl6 = 16. Teraz obliczamy G~6. Najpierw rozwijamy
Gl6 - 1, przy podstawie 2. Mamy: Gl6 - 1 = 15 =
= 23 + 22 + 2 + 1 = 22+1 + 22 + 2 + 1. A terazzamieniamy
dwójki na trójki: G~6 = 33+1 + 33 + 3 + 1 = 112.
Ol,>liczamy dalej: G~6 - 1 = 111 = 33+1 + 33 + 3,
GA6 = 44+1 + 44 + 4 = 1284, GA6 - 1 = 44+1 + 44 + 3,
Gl6 = 55+1 + 55 + 3 = 18753, itd.

Latwo obliczyc, ze Gl: = 1717+1 + 7.177 + 7· 176+
+7· 175 + 7.174 + 7 .173 + 7 .172 + 6·17 + 15.

Inny przyklad: poniewaz Gl041 - 1 = 210+ 24 =
= 222+1+2 + 222, to G~041 = 333+1+3 + 333..

Widac, jak sadze, ze ciag (G~):;O=1 rosnie bardzo szybko.
Naprawde jednak ciag ten zachowuje sie jak kozak Makar
w anegdocie Franca.Fiszera: skacze bardzo wysoko,
a potem b a r d z o w o l n o opada.

Goodstein udowodnil, ze dla kazdego k istnieje takie n,
ze G~ = o.

Jedyny znany mi dowód tego twierdzenia nie jest
bardzo trudny i do zrozumienia go wystarczy znajomosc
arytmetyki liczb porzadkowych. Zauwazmy jednak, ze
twierdzenie Goodsteina mówi o liczbach naturalnych,
zatem rozsadnym Wyjsciem jest nazwac elementarnym
dowód, w którym uzywamy jedynie prostych wlasnosci
dodawania, mnozenia i porzadku liczb naturalnych oraz
zasady indukcji.

Teoria aksjomatyzujaca te pojecia nazywa sie arytmetyka
Peano. Otóz udowodniono nastepujace twierdzenie: jesli
arytmetyka Peano jest niesprzeczna, to nie mozna w niej
udowodnic twierdzenia Goodsteina. I to jest wlasnie scisle
sformulowanie braku "elementarnego dowodu".

PoWyzszy fakt wydaje mi sie znacznie ciekawszy niz samo
twierdzenie Goodsteina. Znane dowody tego faktu nie
sa latwe i wymagaja stosowania teorii modeli lub teorii
dowodu, ale to juz zupelnie inna historia.

dr Adam KRA WCZYK

Roawi"aanie aadania M 609.
Liczby n, n-l, n - 2,... , n - p + 1
daja przy dzieleniu przez p reszty
0,1, ... , p-L Jedna z tych liczb,

m, dzieli sie przez p. Zatem [~I = ~
Mam'y teraz

"("-1) ...(,,-,+1) == (p _ l)! (mod p),

skad po pomnozeniu obu stron przez
z;- dostajemy

"("-1) ../"-'+1) == ('-~)Im (mod p),

i po podzieleniu przez liczbe (p - l)!,
wzglednie pierwsza z p, otrzymujemy

---!lL- = !Il (mod p),,1(,,-,)1 - ,

co kortezy dow6d.

Mamy dana tablice swietlna zbudowana z lampek, z których kazda moze znajdowac
sie w jednym z dwóch stanów: byc zapalona lub zgaszona. Mamy tez uklad
przelaczników, z których kazdy dziala na pewna ustalona czesc lampek w ten sposób,
ze po jego przelaczeniu lampki palace sie (w obszarze dzialania przelacznika) gasna,
a zgaszone zapalaja sie. Wykazac, ze liczba ukladów, które mozemy na tej tablicy
wyswietlic, jest potega dwójki.

Niech g bedzie zbiorem wszystkich podzbiorów (lacznie ze zbiorem pustym)
zbioru lampek. Moc g jest równa 2', gdzie 8 jest liczba lampek. Dzialanie
przyporzadkowujace kazdym dwóm zbiorom A, B E g ich róznice symetryczna
A + B = A U B \ A n B spelnia warunki:

A + B = B + A, (A + B) + C = A + (B + G), A + 0 = A, A + A = 0.

Zbiór g z dzialaniem + jest wiec grupa, przemienna,.

Zauwazmy teraz , ze jesli D", oznacza zbiór, na który dziala wylacznik w, to startujac
z wygaszonej tablicy i przelaczaja,c wylaczniki Wl, ••• ,Wn zapalimy lampki dokladnie
ze zbioru D"1 + D"2 + ... + D ••". Oznacza to, ze startujac z wygaszonej tablicy
mozemy wyswietlic dokladnie tyle ukladów, ile jest elementów w najmniejszej
podgrupie P grupy g, której elementami sa, wszystkie zbiory D",. Jezeli startujemy
w sytuacji, gdy na tablicy zapalone sa lampki ze zbioru A, to liczba ukladów, które
mozemy wyswietlic, jest równa mocy warstwy grupy g wzgledem podgrupy P

wyznaczonej przez A (czyli mocy zbioru {A +B:B E P}, która jest, oczywiscie,
równa mocy podgrupy P). Z twierdzenia Lagrange'a (rzad podgrupy dzieli rzad
grupy) wynika wiec, ze ta liczba jest dzielnikiem rzedu grupy g, a wieC jest to potega
dwójki.

doc. dr Edmund PUCZYLO WSKI
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Rozwi".anie .adania M li08.
Niech p b<:dzie prawdopodobienstwem
otrzymania orla w pojedynczym
rzucie, q = 1 - Pi niech u'" oznacza
szukane prawdopodobienstwo.
Mamy u" = qU,,-l + p(l - u,,-l\.
Istotnie, je~li w pierwszym rzucie
wypadl orzel, w pozostalych ma
wypa~c nieparzysta liczba orlów. Jesli
reszka - parzysta. Zauwazmy, ze
u" - t = (q - P)(U"-i - t). Poniewaz
Uo = l, mamy u" - t = t(q - p)", czyli
u" = t + t(q - p)".

Ro.wi".anie " ••dani •• M lilO.
Poniewaz sin2 x = t(1- cos2x), mamy

sin2 1 + sin2 2 + ... + sin2 n
Hm ------------- n
l cos 2 + cos 4 + ... + cos 2n= - - Hm -------------.
2 n._Q:) 2n

Ostatnia granica jest równa zeru, gdyz
ciag

cos 2 + cos 4 + + cos 2n =
= Re(e2i + e.i + + e2"i) =

( 2i l - e2"i )
=Re e ---1- e2i

jest ograniczony. Szukana granica jest
wiec równa t.

Rozwi".anie .adania F 24'1.
Oznaczmy przez a stosunek obj<:to~ci
lodu do objetosci zajmowanej przez lód
porowaty, przez {3- czeU lodu, która
ulegla stopieniu.

Objetosc wody, która,powstala przy
topnieniu lodu, jest równa

V", =a·{3·h·k·S,

gdzie S jest polem powierzchni
przekroju szklanki. Pozostala masa
lodu wynosi (p - gestoU lodu)

mL = (1 - (3)a . h . p' S.

Korzystajac z prawa Archimedesa
otrzymujemy objetosc zanurzonej
czesci lodu

Vi = (1.- (3)a . h . k . S,

a stad wysokosc poziomu wody
V., +Vi

H = --S-- = a . h .k = 0,54 h.
Od momentu, gdy lód zaczyna plywac
w wodzie, dalsze topnienie nie ma
wplywu na poziom wody w szklance.

Norma 2-adyczna

Kwadrat nie moze byc podzielony na nieparzysta liczbe trójkatów o równych polach.

Nim przystapimy do dowodu tego twierdzenia, przedstawimy dwa ogólne rezultaty,
na których bedziemy sie opierali. Dowód pierwszego z nich wymaga zaawansowanych
rozwazan algebraicznych, których przedstawienie przekracza mozliwosci tego artykulu.

1. W zbiorze liczb rzeczywistych mozna wprowadzic tzw. norme 2-adyczna, tzn.
okreslic funkcje, przyporzadkowujaca dowolnej liczbie rzeczywistej x liczbe rzeczywista
nleujemnallxll, spelniajaca warunki:

a) IIxll = O wtedy i tylko wtedy, gdy x = O,

b) II~II= 2.

Dla dowolnych liczb x, y

c) IIx . yll = lIxII: lIyll,

d) IIx+ yll ~ max(lIxll, lIyll)·

Z c) wynika, ze 11111= 11111. 11111,a wiec 11111=1. Podobnie, II - 111. II- 111= 1, czyli
11- 111= 1. W konsekwencji, dla dowolnego x mamy 11- xII = \lxII.

Norma 2-adyczna ma równiez wlasnosc:

e) jesli \lx\l > \lyll, to \Ix + y\l = IIx\l.

Istotnie, na podstawie d) mamy IIx + yll ~ max(lIx\l, \lyll) = lIxii. Z drugiej strony,
\lx\l = \Ix + y + (-y)1I ~ max(lIx + y\l, lIyll)· Stad i z faktu, ze lIyll < \lxII wynika, ze
\lxII ~ \Ix + yll· W konsekwencji IIxll = IIx+ yll·

Nietrudno teraz zauwazyc, ze jesli niezerowa liczbe wymierna w,przedstawimy w
postaci w = 2k • l!., gdzie k jest liczba calkowita, zas p,q -liczbami calkowitymiq

nieparzystymi, to liwII= 2-k•

2. Zalózmy, ze pewien czworokat na plaszczyznie podzielono na trójkaty i kazdy z
wierzcholków trójkatów podzialu pomalowano na jeden z trzech kolorów: zielony,
niebieski, czerwony w ten sposób, ze na zadnej prostej nie leza punkty wszystkich
trzech kolorów oraz ze dwa sasiednie wierzcholki czworokata sa pomalowane jednym
kolorem, a dwa pozostale - pozostalymi. Wówczas pewien trójkat podzialu ma
wierzcholki róznokolorowe.

Zalózmy, ze jednokolorowe wierzcholki czworokata sa niebieskie. Boki trójkatów
podzialu sa podzielone przez wierzcholki róznych trójkatów na odcinki. Zauwazmy ze
na obwodzie trójkata, którego wierzcholki nie sa róznokolorowe, lezy parzysta liczba
odcinków, których jeden koniec jest niebieski, a drugi czerwony. Jesli wiec zaden
trójkat podzialu nie ma róznokolorowych wierzcholków, to sumujac liczby takich
odcinków na obwodach tych trójkatów, otrzymamy liczbe parzysta, Zauwazmy, ze
przy tym sumowaniu kazdy odcinek, który nie lezy na obwodzie czworokata, byl
liczony dwukrotnie, a kazdy odcinek z obwodu - jednokrotnie. Wynika stad, ze liczba
tego typu odcinków, lezacych na obwodzie czworokata, jest parzysta. Jest to jednak
niemozliwe, bo na boku czw?rokata o koncach niebieskich lezy parzysta ich liczba, a
na pozostalych nieparzysta.

Przejdziemy teraz do dowodu sformulowanego na poczatku twierdzenia. Poniewaz
norma 2-adyczna jest funkcja przyjmujaca wartosci rzeczywiste nieujemne, wiec
mozemy podzielic plaszczyzne na trzy rozlaczne zbiory:

z = {(x, y) : IIxll< 1, \lyll < l}, N = {(x, y) : \lxII ~ 1, IIxll ~ lIy\l},

C = {(x, y) : \lxII < lIy\l, \lyll ~ l}.
Pomalujmy punkty pierwszego z tych zbiorów na zielono, drugiego na niebiesko i
trzeciego na czerwono. Zauwazmy, ze

I. Jesli (XI,YI) jest punktem zielonym, a (X2,Y2) - niebieskim (czerwonym), to
(X2 - XI,Y2 - yI) jest punktem niebieskim (czerwonym).

\

Istotnie, gdy (X2' Y2) jest punktem niebieskim, to z wlasnosci normy 2-adycznej
otrzymamy, ze IIx2 - fIli = \lX2\1 ~ T. Poniewaz \lX2\1 ~ IIY211oraz IIYIII< 1, wiec
\lX2 - XI\l ~ max(IIY211,IIYIII) ~ \lY2- YI\l. Punkt (X2 - Xl, Y2- yI) jest wiec tez
niebieski. Dowód dla punktu czerwonego jest podobny.
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ll. Na zadnej prostej nie leza punkty wszystkich trzech kolorowo

. Zalózmy, ze jest inaczej. Przesuwajac prosta, na której leza punkty wszystkich ·trzech
kolorów, równolegle w ten sposób, by punkt zielony przeszedl na (0,0) i korzystajac
z 1. mozemy zalozyc, ze punkt czerwony (Zl,1/I) i niebieski (Z2,1/2) leza na. prostej
przechodzacej przez (0,0). Istnieje wiec liczba ~ taka, ze z~ = ~Z2, 1/1 = ~1/2. Zatem
IIZ111 = 1I~III1Z211, 111/111= 1I~1I111/211·Poniewaz IIz111 <: 111/111i ~ i- 0, wiec IIz211 < 111/211,
co jest niemozliwe. '

Zalózmy, ze kwadrat o wierzcholkach (0,0), (0,1), (1,0), (l,l)podzielono na n
trójkatów o równych polach. Wierzcholek (0,0) jest zielony, (0,1) - czerwony, a dwa
pozostale - niebieskie. W mysl 2, którys z trójkatów podzialu ma róznokolorowe.
wierzcholki. Przesunmy ten trójkat równolegle tak, by wierzcholek zielony przeszedl
na (0,0). Z 1. wynika, ze pozostale wierzcholki nie zmienia kolorowo Zalózmy, ze po
przesunieciu wierzcholkiem czerwonym jest (Zl,1/1), a niebieskim - (Z2,1/2)' Pole
trójkata o wierzcholkach (0,0), (Zl,1/1), (Z2' 1/2) jest równe ~ = !IZ11/2 - Z21/11.

Poniewaz IIz111 < 111/111i IIz211 ~ 111/211,wiec IIZ11/211 < IIZ21/1II· Zatem II~II =
= 1I!lIl1z211111/111~ 2· 1 . ,1 = 2. Wynika stad, ze n jest liczba parzysta, ggyz jak
zauwazylismy, dla nieparzystego n mamy II ~II = 1.

Jak dobrze wiadomo Czytelnikom Delty, przy wielokrotnym rzucie symetryczna
moneta do uzyskania orla potrzebne sa srednio dwa rzuty (zadanie M 469 Delta
5/1987). Jasne jest, ze taka sama jest srednia liczba rzutów potrzebna do otrzymania
reszki. A co sie dzieje przy oczekiwaniach na serie dlugosci dwa? Wówczas sytuacja
zmienia sie radykalnie. Jak nietrudno sprawdzic, srednia liczba rzutów potrzebna do
uzyskania dwóch orlów pod rzad jest 6, natomiast dla uzyskania serii (O,R) potrzeba
srednio tylko 4 rzuty. Róznice te sa jeszcze bardziej widoczne przy oczekiwaniach na
dluzsze serie; i .tak na przyklad do uzyskania serii (O,O,R,R,O,O) potrzeba srednio
70 rzutów, dla serii (0,0,0,0,0,0) az 126,podczas gdy dla serii (O,O,O,O,O,R)
wystarczaja srednio 64 rzuty, czyli prawie dwukrotnie mniej! Obliczenie czasów
oczekiwania w tym przypadku wymaga dosc zmudnych rachunków. Okazuje sie
jednak, ze przy uzyciu podstawowych faktów z teorii martyngalów mozna latwo
wyliczac srednie czasy oczekiwania na serie dowolnej (skonczonej) dlugosci przy
wielokrotnym powtarzaniu doswiadczenia nawet bardziej skomplikowanego niz rzut
moneta· .
Sprecyzujmy dokladnie problem. Zalózmy, ze powtarzamy wielokrotnie doswiadczenie
losowe Z, w pojedynczej próbie mozemy otrzymac co najwyzej przeliczalna liczbe
wyników (kazdy z dodatnim prawdopodobienstwem). Oznaczmy zbiór tych wyników
przez.W. Niech A = (a1,a2, ... ,am) bedzie dowolnym ciagiem, którego wyrazami
sa elementy zbioru W i oznaczmy przez TA pierwszy moment pojawienia sie serii A
w ciagu powtórzen doSwiadczenia Z. Pytamy sie, ile razy trzeba srednio powtórzyc
doswiadczenie Z, by uzyskac serie A. I

Probabilistyczny model jest nastepujacy: dana jest dyskretna zmienna losowa
Z o zbiorze wartosci W oraz ciag (Zl, Z2'.") niezaleznych zmiennych losowych
okreslonych na przestrzeni probabilistycznej (O, P) o rozkladach prawdopodobienstwa
takich samych jak rozklad Z. Wtedy TA jest zmienna losowa przyjmujaca wartosci w
zbiorze liczb naturalnych, okreslona nastepujaco

TA (w) = mi~{k : Zk(W) = am, Zk-1(i.I1) = am-1, ... , Zk-m+1(W) = ad.
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Intuicyjny sens pojecia martyngalu
jest nastepujacy: wyobra:lmy
sobie hazardziste grajacego w
pewna gre i niech X" oznacza jego
laczna wygrana w chwili n. Liczbe

_1_) !X"+ldP interpretuje sieP(A
A

W rachunku prawdopodobienstwa
jako lfrednia wartolfe przyjmowana
przez Xn.+l' jelf1i wiadomo, ze zaszlo
zdarzenie A. R6wnoU w definicji
martyngalu m6wi wiec, ze niezaleznie
od przebiegu gry do chwili n lfrednia
wygrana w chwili n + l bedzie
taka sama jak lfrednia wygrana w
chwili n. Mozna wiec powiedziee, ze
martyngal to matematyczny model
"gry sprawiedliwej". Jednym z
najprosbzych przyklad6w martyngalu
jest ciag (X,,)'zdefiniowany Przez:
Xo == O, XIr.= rl + ... + rlr., gdzie (rio)"
jest ciagiem niezaleznych zmiennych
loso'wych o wspólnym rozkladzie
P(rlr. = l) = P(rk = -l) = 1/2.
Jest to model gry w "orla i reszke"
- rzucamy wielokrotnie moneta, jelfU
wypadnie orzel, to wygrywamy l, a
jelfli reszka, to przegrywamy 1.

Jak latwo sprawdzie, moment
pierwszego pojawienia sie +1 w
ciagu (rlr.) (tzn. zmienna T(w) =
= inf{n : r,,(wl = +l}) jest
momentem zatrzymania, natomiast
moment ostatniego pojawienia sie
+1 nie jest (jem np. w chwili 3
pojawilo sie +1, to obserwujac
zmienne rl, r2, rs mozemy 81twierdzic,
czy jest to pierwszy taki moment, a
do stwierdzenia, czy jest on ostatni,
p9trzebna jest znajomolfe r., rs, ... ).

Na podstawie artukulu Shuo-Yen
Robert Li, A martingale approach
to the .tudy ol occurence ol .equence
pattern. in repeated experiment.,
Annais of Probability 8( 1980 l,
117i-1176.

Natomiast sredni czas oczekiwania na serie A to po prostu wartosc oczekiwana
zmiennej losowej TA. Aby podac wzór na te wartosc, wprowadzimy jeszcze jedno
oznaczenie. 'Dla dwóch (byc moze róznej dlugosci) ciagów A = (al, a2, ... , am) i
B = (bl, b2, ••• , bn) o wyrazach z W okreslamy

{l' 'l' b
di j = P(Z=aj)' Jes l aj = i,

, O, w przeciwnym przypadku,
gdzie i = 1,2, ... , n, j = 1,2, ... , m oraz

B* A = dl,l . d2,2· ••• · dn,n + d2,l . d3,2· ••• · dn,n-l + ... + dn-l,l . dn,2 + dn,l.
Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie

(*) ETA = A*A.

Fakt ten mozna latwo udowodnic korzystajac z teorii martyngalów.

Cóz to takiego jest martyngal? Dla naszych rozwazan wystarczy ograniczyc sie do
przypadku dyskretnych zmiennych losowych. Ciag (Xo, Xl,' .. ) takich zmiennych jest
martyngalem, jesli dla dowolnego n ~ l srednia wartosc zmiennej losowej Xn+l na
zbiorze, gdzie zmienne Xo, XI, .. '-, Xn przyjmuja ustalone wartosci, jest taka sama
jak wartosc zmiennej Xn na tym zbiorze, tzn. dla dowolnego ciagu (zo, Zl, ... , Zn)
spelniona jest równosc

! Xn+l=! Xn=zn·P(Xo(w)=ZO,,,.,Xn(W)=Zn),
a a

gdzie C = {w: Xo(w) = Zo, ... ,Xn(W) = Zn}.

Wyilika stad w szczególnosci, ze

EXn+1 = EXn = ... = EXo.

Przez moment zatrzymania wzgledem martyngalu (Xn) bedziemy rozumiec taka
zmienna losowa T przyjmujaca wartosci w zbiorze liczb naturalnych, ze dla dowolnego
n ~ l zbiór {w : T(w) = n} nalezy do rozbicia () wyznaczonego przez zmienne
(Xo, Xl, ... , Xn) (rozbiciem () wyznaczonym przez zmienne (Xo, Xl, ... , Xn)
nazywamy rodzine zbiorów postaci {w : XO(W) = ZO,... ,Xn(W) = Zn}, gdzie Zi
przebiega wszystkie mozliwe wartosci zmiennej losowej Xi dla i = O, l, ... , n). Innymi
slowy moment zatrzymania to taka zmienna losowa, o której mozemy stwierdzic czy
przyjela wartosc n obserwujac zmienne losowe XO,XI, ... ,Xn.

Nastepujace twierdzenie ma podstawowe znaczenie w teorii martyngalów:

Twierdzenie (Doob). Jesli (Xn) jest martyngalem, a T takim momentem zatrzymania,
ze f IXT( ••)(w)ldP(w) <00, oraz sup inf f IXl:ldP = o, to ciag (XO,XT) jest

. n~ll:~n {••:T(••»l:}
martyngalem. W szczególnosci ~Xo = EXT•

Wrócmy do wzoru (*). Aby go udowodnic, zdefiniujmy ciag (Xn)

Xo = O, Xl:(w) = (ZI(W), ... , Zl:(w» * A-k.
Pominiemy tu sprawdzenie, ze ciag (Xn) jest martyngalem, a T,A'momentem
zatrzymania spelniajacym zalozenia twierdzenia Doqba. Zauw.azmy, ze

XTA (••) (w) = (ZI(W), .•. , ZTA (••)(w» * A - TA(W).

Ale ostatnie m wyrazów ciagu (ZI(W)"",ZTA(")(W» jest takie jak wyrazy serii A i
TA (w) jest pierwszym takim momentem zatrzymania. W zwiazku z tym

(ZI(W), ... , ZTA (••)(w» * A = A * A.
Stosujac teraz twierdzenie Dooba otrzymujemy

0= EXo = EXTA = A*A - ETA,

co dowodzi wzoru (*).

Wrócmy wreszcie do rzutu moneta. Tutaj Z jest zmienna losowa przyjmujaca wartosc
O lub R, kazda z prawdopodobienstwem 1/2, Zi oznacza i-ty rzut moneta, a di,i jest
równe O badz 2. Dla dowolnej serii A o dlugosci m pierwszy skladnik sumy A * A jest
rózny od zera i jest równy 2m. Jesli wszystkie wyrazy serii A sa równe, to równiez
nastepne skladniki A * A sa rózne od zera (i sa odpowiednio równe 2m-l,2m-2, ... , 2).
Sredni czas oczekiwania na taka serie jest wiec równy 2m + 2m-1 + ... + 2 = 2m+l - 2.
Natomiast, je~li ostatni wyraz 'serii A jest rózny od wszystkich poprzednich, to
wszystkie skladniki A * A poza pierwszym sa zerami i sredni czas oczekiwania jest
równy 2m.

Opracowal dr Pawel HITCZENK O
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Klub44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji' "Delty"

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadali z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania
czterech, trzech, dw6ch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od ° do 1 z dokladno~cia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wsp6lczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe os6b, kt6re nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punkt6w otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punkt6w, w dowolnym czasie i w kt6rejkolwiek z dw6ch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punkt6w jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczeg6lowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1988.

!=44
Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadan z matematyki z num.eru 2/1988

Przypominamy tresc zadan:
165. Funkcja r6zniczkowalna I:{O; 00) --+ R spelnia warunek: lim (f(x) + I'{x)) = O. Czy~-oo
stad wynika, ze lim I(x) = O ?~-oo
166. Niech K bedzie szescianem jednostkowym o wierzcholkach w punktach kratowych
przestrzeni RlI i niech bedzie dany punkt kratowy P. Udowodnic. ze spo~r6d osmiu
odleglo€ci punktu P od wierzcholk6w K co najnllliej cztery sa liczbami niewymiernymi.

Lewa strona tej równosci jest albo liczba, nieparzysta, albo liczba, podzielna przez 4.
Natomiast prawa strona, wobec parzystosci z i y, dzieli sie przez 2, ale nie przez 4.
Otrzymana sprzecznosc konczy dowód.

165. Odpowiedz jest twierdzaca. Aby to wykazac, przypuscmy, ze 'jest inaczej. Mamy
wtedy dwie mozliwosci: 10 granica lim fez) przy z -> 00 istnieje (skonczona lub
nieskonczona), ale jest rózna od zera; 20 granica ta nie istnieje. W przypadku 10
istnieje takze granica limf'(z) =f. ° i w zaleznosci od jej znaku mamy limf(z)=±oo
i odpowiednio lim(t(z)+f'(z))=±oo, wbrew zalozeniu. W przypadku 20 mozemy
znalezc liczby u i v oraz ciagi (Zn),(Yn) takie, ze Zl < Yl < Z2 < Y2 < Z3 < Y3 < ... ,
lim Zn = 00 = lim Yn, f(zn) ~ u < v ~ f(Yn). Niech Sn bedzie punktem, w którym
f osiaga maksimum na przedziale (Zn; ZnH), a tn - punktem, w którym f osiaga
minimum na przedziale (Yn;Yn+l). Wówczas f'(sn)=f'(tn)=O, f(sn)~v, f(tn)~u,

co i tym razem prowadzi do sprzecznosci z zalozeniem, ze lim(t(z) + f'(z)) = ° .
[Inna metoda dowodu (mniej elementarna): zastosowac regule de l'Hospitala do pary
funkcji ~(z) = e%f(z), tjI(z) = e% .j

(d - (z - l))(d + (z - 1)) = Z2 + y2 - 2z - 2y + 2.Z (4) wynika, ze .

166. Przypuscmy, ze P lezy w odleglosci wymiernej od pieciu wierzcholków K . Piec
wierzcholków szescianu mozna wybrac na trzy sposoby (z dokladnoscia do izometrii),
jak to pokazuje rysunek 1. We wszystkich przypadkach powtarza sie konfiguracja
czterech wierzcholków przedstawiona na rysunku 2. Mozna przyjac, ze wierzcholkami
szescianu K sa punkty o wspólrzednych zero-jedynkowych, a cztery wierzcholki z
rysunku 2 - to punkty (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (1,1,1). Niech a, b, c, d beda
odleglosciami punktu P = (z, y, z) od tych czterech wierzcholków. Otrzymujemy uklad
równosci

(1) z2+y2+z2=a2

(2) (z_1)2+y2+z2=b2

(3) Z2 + (y - 1)2 + Z2 = c2

(4) (z_1)2+(y_l)2+(z_1)2=d2

gdzie a, b, c, d sa liczbami wymiernY\lli - a wiec i calkowitymi (skoro ich kwadraty sa
calkowite) .

Odejmujac stronami (2) od (3) dostajemy 2(z - y) = (c - b)(c + b) ; zatem liczby
c ± b, a w konsekwencji takze z -'y,- sa parzyste. Parzysta jest wiec i liczba Z2 + y2,
równa na mocy (1) iloczynowi (a - z)(a + z), a to znaczy, ze liczby a ± z sa parzyste,
tak, ze Z2 + y2 dzieli sie przez 4. Stad iloczyn zy = H(z + y)2 - (Z2 + y2)) jest liczba
parzysta, wiec z i y sa parzyste.

Rys.2

Rys. 1
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Redaguje dr Andrzej NADOLNY

Rozwi~zania zadan z fizyki z numeru 2/1988

Przypominamy treaf~zadan:
68. Na poziomym stole spoczywa kielich o masie M. Jego wewnetrzna powierzchnia jest
paraboloida obrotowa, kt6rej przekr6j plaszczyzna przechodzaca przez o€ paraboloidy jest
(w ukladzie zwiazanym z kielichem - rys.l) okrdlony r6wnaniem 'I = ke2(-a ~ e ~ al. Na
brzegu paraboloidalnej powierzchni umieszczono maly klocek o masie m i puszczono go.
Okre€lic charakter ruchu, jaki bedzie wykonywany przez ten klocek przy zaniedbywalnym
tarciu klocka o kielich oraz kielicha o st61 i znalezc r6wnanie toru klocka (traktowanego
punktowo) w ukladzie zwiazanym ze stolem.

JRys. l

64. Zestawiono obwód jak na rysunku 2, zlozony ze zródla napiecia o sil•. elektromotorycznej
e = 18 V i oporze wewnetrznym r = 3 0, kondensatora o pojemno€ci C = 40 mF oraz
opornika (o nominalnej mocy 0,5 ,)III)o oporze R = 10 0, wiszacego na przewodach miedzy
bateria a kondensatorem.
O ile wzro€nie temperatura opornika po zamknieciu obwodu, je€1i jego masa wynosi
m = 0,7 g, a cieplo wla~ciwe, przy traktowaniu opornika jako ciala termicznie j•.dnorodnego.
c = 0,7 J/gK? Czy wzrost temperatury opornika bylby taki sam, mniejszy czy tez wiekszy.
gdyby jegp op6r wynosil 10 kO?

Y

63. Klocek bedzie sie zeslizgiwal po wewnetrznej
powierzchni kielicha, nabywajac energie kinetyczna,
a nastepnie - kosztem tej energii - wslizgiwal sie po
przeciwleglej stronie tej powierzchni w góre az do
zatrzymania, po którym nastapi ponowne zeslizgiwanie
sie w dól. Ruch ten bedzie mial charakter oscylacji
nietlumionych ze wzgledu na brak tarcia. Odpowiednie
drgania bedzie tez wykonywal kielich przesuwajac sie po
stole.

Wprowadzmy uklad wspólrzednych X,1/ zwiazany ze
stolem, jak na rysunku l (os x lezy w plaszczyznie stolu,
pionowa os 1/ przechodzi przez poczatkowe polozenie
klocka). Wspólrzedne klocka w obu ukladach sa powiazane
zaleznosciami x = X + e, 1/ = d + '1, gdzie X jest odcieta
wierzcholka paraboloidy. Poczatkowe polozenia klocka oraz
kielicha okreslone sa nastepujaco:

(l) xo=O, 1/0=ka2+d, Xo=a.

Oznaczajac predkosc klocka w ukladzie kielicha przez
w = [w." Wy] i w ukladzie stolu przez v = [tI." tll/]'

a predkosc kielicha w ukladzie stolu przez V = [V, O],
mamy

(2) tI., = V + W." tly = wY'

Wspólrzedne predkosci w mozemy wyrazic przez funkcje
kata a nachylenia stycznej do paraboloidy:

(3) W., = wcos a, Wy = w sin a,

przy czym

(4) tga = ~~ = 2ke = 2k(x - X).
Z prawa zachowania pedu

(5) mtl., +MV = O

wynika V = -JW." gdzie ~ = miM. Stad otrzymujemy

(6) X = a - ~x.

Na podstawie równan (2), (3), (5) mamy

(7) tI., = wcosal+~'
a z zaleznosci (4) i (6)

(8) tga = -2k (a - (l + ~)x).

Równanie toru klocka wyznaczamy z prostego równania
rózniczkowego:

d1/ _ tly

dx - tI.,'
które po uwzglednieniu zwiazków (3), (7) i (8) przyjmuje

postac ~ = -2k (a - (l + JL)x) (l + jJ,). W wyniku
calkowania tego równania z uwzglednieniem warunków
poczatkowych (l) otrzymujemy dla O $ x $ 2a/(1 + JL)

równanie toru

11 = k ((l + JL)x - a)2 + d.

Jak widac, tor klocka jest parabola scisnieta w stosunku
do paraboli kielicha o czynnik (l + ~).
64. Po zamknieciu obwodu nastapi ladowanie
kondensatora do napiecia e. Jesli poczatkowo kondensator
byl nie naladowany, to w obwodzie przeplynie ladunek
Q = Ce. Przyrost energii kondensatora wyniesie óEc =
= Qe/2 = Ce2/2. Energia zródla, z którego pobrano
ladunek Q, zmaleje o óEz = Qe = Ce2• Róznica energii
óEz - óEc ulegnie wydzieleniu w postaci ciepla Joule'a
na oporze R opornika oraz na oporze wewnetrznym
r zródla w proporcji odpowiadajacej stosunkowi tych
oporów. Wobec tego na oporniku wydzieli sie energia

l R 2ER= ---Ce = 5 J.
2R+r

Caly ten proces zajdzie praktycznie w czasie kilku stalych
czasowych tego obwodu T = (R + r)C, a wiec w czasie
rzedu sekundy. Wymiana ciepla miedzy opornikiem
a otoczeniem w tak krótkim czasie bedzie na tyle mala,
ze mozna ja zaniedbac. Wobec tego cala energia ER
spowoduje przyrost temperatury opornika o óT, okreslony
równaniem ER = cmóT. Stad otrzymujemy

óT = RCe2 = 10 K.
2cm(R+ r)

Dla R = 10 kO stala czasowa wynosilaby T = 500 s.
Wymiana ciepla z otoczeniem w takiej sytuacji
odgrywalaby juz istotna role, zatem przyrost temperatury
opornika bylby mniejszy (maksymalna moc wydzielana
w tym przypadku w oporniku po zamknieciu obwodu
wynosi zaledwie okolo 0,03 W).
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Zaproponowany przez Nielsa Bohra i rozwiniety przez Arnolda
Sommerfelda planetarny model budowy atomu wodoru
wyjasnial istnienie skwantowanych stanów energetycznych
atomu. Obliczane energie dosc dobrze zgadzaly sie z wynikami
pomiarów. Przejscie do opisu atomów wieloelektronowych
wymagalo dodania do teorii jeszcze jednego zalozenia
dotyczacego sposobu obsadzania stanów przez elektrony.
Sformulowal je Wolfgang Pauli w pracy z 1925 r. (tzw. zakaz
Pauliego):w atomie nie ma nigdy dwu lub wiecej elektronów w
tym samym stanie, tj. ~tanie opisanym tymi samymi liczbami
kwantowymi.

Nieco wczesniej, bo juz w 1911 r., Wladyslaw Natanson
jako pierwszy zauwazyl, ze wyprowadzenie wzoru Planck;
(wzoru opisujacego rozklad energii w widmie promieniowania
ciala doskonale czarnego) wymaga zalozenia calkowitej
nierozróznialnosci kwant6w promieniowania (fotonów).

Oba te fakty, niezrozumiale w ramach fizyki klasycznej,
zostaly "wyjasnione" po sformulowaniu mechaniki
kwantowej. Odpowiednia regula brzmi: Funkcja falowa
ukladu identycznych czastek o spinie równym nieparzystej
wielokrotnosci h/2 (tzw. fermionów - elektrony, protony,
neutrony ...) jest zawsze calkowicie antysymetryczna,
natomiast funkcja falowa ukladu identycznych czastek o spinie
calkowitym (fotony ...) jest zawsze calkowicie symetryczna.
Czy jest to jednak wyjallnienie zadowallijace?

Jedna z konsekwencji zakazu Pauliego jest istnienie
ferromagnetyzmu. W sieci krystalicznej dla jednakowych
sasiednich atomów, majacych niezapelniona powloke
elektronowa, jest energetycznie korzystne równolegle ustawienie
ich spinów, a wiec i momentów magnetycznych. Mechanizm
ten prowadzi do powstawania obszarów (domen) o jednakowo
zorientowanych momentach magnetycznych. Wynikajace z
zakazu Pauliego oddzialywanie moment6w magnetycznych
elektronów jest znacznie wieksze od ich "klailycznego"
oddzialywania magnetostatycznego.



Ulamki lancuchowe Jako curiosum powiemy jeszcze, ze, wychodzac z rozwiniecia liczby 991, momaby
zapomoca niezbyt dlugich rachunków obliczyc, iz najmniejszym rozwiazaniem w liczbach
naturalnych. równania

jest

U =379516400906811930638014896080, v= 12055735790331359447442538767.

Mamy tu pouczajacy przyklad, jak moze mylic indukcya, oparta jedynie na doswiadczeniu.
Podstawiajac za v wartosci kolejne 1,2,3, ... , az do 1028, nie otrzymujemy rozwiazania
równania u2 - 991t12= 1, a jednak wnioskowanie stad, ze równanie to nie jest
rozwiazalne w liczbach naturalnych byloby bledne. Powyzszy cytat pochodzi z ksiazki
Waclawa Sierpinskiego "Teorja liczb" (Warszawa 1925). Opowiemy dalej, o jakim
rozwinieciu liczby v'99i mówi profesor Sierpinski. Chodzi tu o ulamki lancuchowe.

Kazda liczbe niewymierna z mozna zapisac jako ulamek lancuchowy
1

z = ao + 1al+--- 1a2+---
as +

1+
1+

gdzie ao jest liczba calkowita i al,a2, ... sa liczbami naturalnymi.
oznacza, ze z jest granica ciagu tzW. reduktów Rn, gdzie

1
Rn = ao + 1al+------

a2 +

Zapis powyzszy

i nastepnie

Oznaczmy Po = ao, qo = l,
Pl = aOal + l, ql = al oraz
Pn. = an.pn.-l + Pn.-2,
q•• = a"q ••-l + q••-2 dla n = 2,3, ...
Wtedy R" = ~, przy czym ulamek
ten jest nieskracalny.

- - - Uli

Uwazny Czytelnik spostrzegl zapewne,
iz ciag liczb w nawiasie, poza pierwsza
i ostatnia, jest symetryczny, a
ostatnia to podwojona pierwsza -
tak jest zawsze, gdy d jest liczba
wymierna wieksza od l, która nie jest
kwadratem liczby wymiernej.

(Liczby wymierne daja sie zapisac jako skonczone ulamki lancuchowe.) W dalszym
ciagu bedziemy dla oszczednosci miejsca zapisywac równosci podobne do powyzszych
jako

z = (aO;al'''')' Rn = (aO;al, ... ,an).

Latwo podac wzór rekurencyjny na ciag (an). Oznaczmy Zo = z, ao = [zol
([t] czesc calkowita liczby t), wtedy

1
Zn+l = ---, an+l = [Zn+l]'

Xn - an

W przypadku gdy z jest pierwiastkiem (niewymiernym) równania kwadratowego
o wspólczynnikach calkowitych, ciag (an) jest (poczynajac od pewnego miejsca)
okresowy. Zapisujemy to jako z = (ao;al, .. ..,ap,ap+l, ... ,ap+.) (gdy liczby
apH, ... ,ltp+. powtarzaja sie). Gdy niewymierna liczba z > 1 jest pierwiastkiem z
liczby wymiernej, zapis staje sie jeszcze prostszy z = (ao; al, ... , a.).

Okazuje sie, ze znajomosc rozwiniecia w ulamek lancuchowy liczby -Id (d - liczba
naturalna nie bedaca kwadratem) pozwala znalezc rozwiazania naturalne równania

u2 - dtl2 = 1. Jesli -Id = (ao; al, ••• , a.), to dla s parzystego wystarczy zapisac
redukty R.-l, R2.-l, Rs.-l,. .. jako ulamki nieskracalne ~, ~, ~, ... Pary (Ui,Vi) sa"1 "2 "3
szukanymi rozwiazaniami. Dla s nieparzystego rozwiazaniami sa liczniki i mianowniki
reduktów R2.-l, Rh-l, !lt;.-l,. ..

A teraz przepis na znalezienie ciagu (an) (dla liczby -Id). Okreslamy

h = [v'd], eo = 1, fo = O"

an-l = [fn-l + h], fn = an-len-l - fn-l, en = d - f~ .en-l en-l

Uklad ciagów (enJn) jest okresowy, a wiec ciag (an) tez jest okresowy. Wystarczy
znalezc takie s, ze e.+l = el, f.H = h. Wtedy -Id = (ao;al, ... ,a.).

Gdy za d wezmiemy liczbe 991, to "zapomoca niezbyt dlugich rachunków"
otrzymujemy

v991 = (31; 2, 12, 10, 2, 2, 2, l, 1, 2, 6,T, i, l, 1,3,1,8,4,1,2,1,2,3,1,4,1,20,6,

4,31,4,6,20,1,4, 1,3,2, 1,2,1,4,8,1,3,1,1,1, 1,6,2,1,1,2,2,2,10,12,2,62).

Opracowal dr Jerzy RYLL
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