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Tréjkatny dywan Sierpinskiego na znaczkach pocztowych...
Jan SWADZBA

... to mila niespodzianka nie tylko dla matematykéw, ale i dla filatelistéw
zbierajacych polonika, jak i dla zainteresowanych ,mathemafilatelig”.

Na kwadratowym znaczku w bloku Poczty Finlandii (1 na okladce) tréjkatny
dywan (dokladnie: jeden z etapéw budowy dywanu) zajmuje tylko jego niewielka
czesé, za to w calosci wypelnia hologram w ksztalcie trojkata prostokatnego.

Nie jest to wiec klasyczny tréjkatny dywan z wyjsciowym tréjkatem réwnobocznym,
nie ma tez nazwy — nazwa trdjkqt Sierpinskiego pojawia sie dopiero w opisie bloku
w miedzynarodowym katalogu Michla. Blok ma niespotykana wéréd polskich
wydawnictw pocztowych budowe tangramu (na przywieszce tekst finski i szwedzki,
a na jej odwrocie rozwiazanie tangramu) — jego segmenty maja ksztalt tréjkatow,
réwnolegtoboku i kwadratu; miedzy tymi ostatnimi projektant umiescit hologram.
Jest wiec edukacja i zaproszenie do zabawy!

Znaczki z tréjkatnym dywanem
Sierpifiskiego to takze polonika. O wiele wiecej edukacji i zabawy proponuje Poczta Makau (2). Projektant serii
Chaos i fraktale na jednym malym znaczku potrafil pokazaé proces powstawania
dywanu Sierpinskiego i to jeszcze z podpisem. Malo tego, obok mamy tréjkatny
dywan, ale jako wynik gry w chaos! Na pozostalych znaczkach mozemy podziwiaé¢
zbiér Cantora, fraktal drzewiasty, krzywe Hilberta i Kocha. Znakomicie prezentuje
sie takze w bloku (3) zbiér Mandelbrota — jego ,,barokowe” ksztalty przypominaja
raczej ,balwana $nieznego z naroslami” niz ,,guzowate serce silnie przypalonego
kurczaka” (okreslenia z artykulu w Swiecie Nauki, X1I, 1993). Jest tez jego
»przodek” — zbiér Julii, bo to znaczek z nim i cena 8,00 Ptcs decyduje o wartosci
calego bloku, a widoczny wzér przypomina o badanych przez Pierre’a Fatou

i Gastona Julig iteracjach, ktérych obserwacje doprowadzity do zaistnienia fraktali.
Zbiér Julii znajduje sie takze na znaczku Poczty Izraela (4), fraktalowe tlo ma tez
znaczek Poczty Wloch (5) reklamujacy Swiatowy Rok Matematyki 2000.

Najwiecej filatelistycznych polonikéw
zawdzieczamy Janowi Pawlowi 11,
Mikotajowi Kopernikowi i. ..
Czestawowi Stani.

Czestaw Stania projektowal i rytowal
znaczki polskie i wielu innych panstw,
szczegdlnie Szwecji, gdzie zamieszkal

w 1956 r. Warto popatrzeé na figury
niemozliwe (6, 7, 8). W 1972 r. otrzymat
tytul nadwornego grawera Krélestwa
Szwecji, w 1986 r. dwa znaczki z jego
autoportretem wydala Poczta ONZ.
Jako 9 i 10 wystepuja dwa ,takie same”
znaczki — polski i szwedzki — jego
autorstwa.

Pierwsze wartosci wielomianéw

Dobra dekada dla liczb pierwszych

A. Schinzel w 1958 roku sformutowal nastepujace
przypuszczenie.

Hipoteza 2. Niech fi,..., fr € Z[m] bedq wiclomianami
catkowitymi 1 nierozkladalnymi o najwyzszych
wspolczynnikach dodatnich. Jesli dla kazdej liczby
pierwszej q zachodzi qf fi(m) - ... fr(m) dla pewnego
m € Z, to fi(n),..., fr(n) sq jednoczesnie liczbami
pierwszymi dla nieskoriczenie wielu n € N.

Oto spektakularne wyniki z lat 1997-2009, dotyczace
liczb pierwszych.

Wielomianowy test pierwszoS$ci

M. Agrawal, N. Kayal i N. Saxena podali w 2004 roku
pierwszy deterministyczny algorytm weryfikujacy,

czy dana liczba naturalna n > 1 jest pierwsza,

w czasie wielomianowym, tzn. opisanym przez funkcje
wielomianowg od liczby cyfr liczby n.

Hipoteze 2, w przypadku jednego wielomianu liniowego,
rozstrzyga twierdzenie Dirichleta o liczbach pierwszych
w ciggach arytmetycznych. Udowodnione zostaly takze,
metodami sita, nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 1. Istnieje deterministyczny test
pierwszodci o zlozonosci obliczeniowej O((Inn)=z +€)
przy dowolnym & > 0.

Dtlugie ciggi arytmetyczne liczb pierwszych

P. Erdés w 1980 roku zaoferowat 3000 dolaréw za
rozwigzanie nastepujacego problemu.

Hipoteza 1. Kazdy taki zbior ACN, ze ) 4 % = 00,

zawiera cigg arytmetyczny dlugosci k, dla wszystkich k.
B. Green i T. Tao, uzywajac metod ergodycznych,
udowodnili w 2008 roku te hipoteze w przypadku, gdy
A = P jest zbiorem wszystkich liczb pierwszych.

Twierdzenie 2. Dowolny zbior A C P o relatywnie
dodatniej gornej gestosci, tzn. spelniajocy warunek
lim sup A0 L N
Nooo |PN[1,N]|
zawiera nieskonczenie wiele ciggow arytmetycznych
dowolnej dlugosci.

>0,

Twierdzenie 3 [Fouvry, Iwaniec 1997]. m, m? + n? sq
jednoczesnie liczbami pierwszymi dla nieskonczenie wielu
m,n € N.

Twierdzenie 4 [Friedlander, Iwaniec 1998]. m? + n*
jest liczbg pierwszq dla nieskoriczenie wielu m,n € N.
Twierdzenie 5 [Heath-Brown 2001]. m?3 + 2n? jest
liczbg pierwszq dla nieskoriczenie wielu m,n € N.
Male odstepy pomiedzy liczbami pierwszymi

D.A. Goldston, J. Pintzi C.Y. Yildirim udowodnili w 2009
roku, metodami sita Selberga, nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 6. Niech p, bedzie n-tq z kolei liczbg
pierwszq. Wowczas
lim inf 2241~ Pn
n— o0 Inp,

=0.

Adam GR YGIEL, Wydzial Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Loédzki



M Gazeta Wyborcza, Wroctaw 2.11.2009.

®Zob. np. http://pl.wikipedia.org/
wiki/Real_time PCR , zob. tez hasta PCR,
RT-PCR, nested PCR.

(3)Carl W. Dieffenbach, Gabriela
S. Dveksler, PCR Primer: A Laboratory
Manual, New York 2003, s. 154.

D Wielkosci CFU/ml sg rzedu 102108,
dlatego tez przy okreslaniu doktadno$ci
testu podaje si¢ zazwyczaj logarytm
liczby CFU/ml.

(5)S. E. Ten Heuvel, H. J. Hoekstra,

A. J. Suurmeijer, Diagnostic Accuracy
of FISH and RT-PCR in 50 Routinely
Processed Synovial Sarcomas, Appl.
Immunohistochem. Mol. Morphol., 2008,
May, 16 (3), 246-250.
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Wzér Bayesa a Swinska grypa
Piotr DWORNICZAK "

Jesien 2009 roku. Na Ukrainie na poczatku listopada choruje na grype juz 200 000
0s6b. W kilkunastu przypadkach potwierdzono obecno$é wirusa A/HIN1, zwanego
potocznie wirusem swinskiej grypy. W Polsce narasta niepokdj. Potwierdzono
obecno$é tego wirusa u kilku oséb. Czy bedziemy mieli epidemie? Rzad uspokaja:
liczba zachorowan na grype nie roénie. Ile z tych zachorowan dotyczy swinskiej
grypy, doktadnie nie wiadomo, wykonuje si¢ testy na obecno$¢ wirusa. Z danych
Panstwowego Zakladu Higieny wynika, ze do 28 pazdziernika 2009 roku odnotowano
w Polsce 171 przypadkéw grypy typu A/HIN1. Giéwny Inspektorat Sanitarny

w specjalnym komunikacie nakazuje natychmiastowe zglaszanie sie do lekarza
wszystkim powracajacym z zagranicy, ktérzy maja goraczke, katar, bél gardta czy
béle miQéniowo—stawowe(l). Niepokoi¢ zaczynaja sie takze ci, ktérzy maja jakies z tych
objawéw, mimo ze za granica nie byli. Proszg lekarzy o zlecenia na badanie krwi pod
katem obecnodci wirusa. Po wywiadzie lekarskim najczesciej okazuje sie, ze nie ma
podstaw do takiego badania. Ale niepokdj zostaje. Niektérzy decyduja sie zrobié
badanie na swéj koszt.

Test i prawdopodobienstwo

Metoda, ktéra moze by¢ stosowana w celu wykrycia obecnosci wirusa, jest metoda
Real-time PCR (ang. Polymerase Chain Reaction)<2). Obecno$é materialu genetycznego
wiruséw jest uznawana za oznake zakazenia. Wielu ekspertow zgodnie uznaje, ze PCR
to najlepsza metoda umozliwiajaca monitoring chorych i majaca ogromna wartosé
diagnostyczna dla lekarza prowadzacego.

Niezaleznie od tego, jak dobra jest metoda, moga wystapi¢ przypadki btedu
wynikajacego, na przyktad, z jakosci materialu badawczego lub btedu operatora.

Dla poprawnego dziatania testu PCR wazna jest koncentracja drobnoustrojéw, liczona
najczesdciej w CFU/ml (ang. Colony Forming Units). Oczywiscie, im koncentracja jest
wigksza, tym wieksze jest prawdopodobienstwo, ze przeprowadzony test da poprawny
wynik. W ksiazce wprowadzajacej w te technike autorzy podajq<3), ze badania nad
pierwotniakiem Cryptosporidium parvum pozwolity uzyskaé¢ prawdopodobienstwo
poprawnego wyniku rzedu 95% dla logarytmu dziesiQtnegO(4) CFU/ml wynoszacego
okoto 4,5. Przy koncentracji dziesigciokrotnie mniejszej prawdopodobienstwo wynosi
okoto 75%, natomiast przy 100-krotnie mniejszej tylko okoto 30%. Trudno jest

przy jednokrotnym stosowaniu metody uzyskaé¢ prawdopodobienstwo rzedu 99%,
niezaleznie od koncentracji. Oczywiscie, przy wykonaniu wiekszej liczby niezaleznych
testéw prawdopodobienstwo wykrycia istniejacego w probce pierwotniaka wzrasta.
Pewne badania(® dotyczace komoérek nowotworowych pokazuja zgodnosé testu ze
stanem faktycznym ponizej 95%. Dla wiruséw ocena CFU lub podobna nie jest
przeprowadzana, nie ma bowiem praktycznej mozliwosci stwierdzenia, jakie jest

ich stezenie, gdyz mikroskopy nie zauwazaja tak matych organizméw, a wirusy

nie tworza kolonii. Gdyby bardzo optymistycznie przyjaé¢ zgodnoéé testu réwna 99,9%,
oznaczaloby to, ze jest bardzo wysoka. Znaczy to tez, ze srednio test mylilby sie raz na
1000 razy lub, innymi stowy, ze wyznaczone czestosciowo prawdopodobienstwo, iz test
da wynik zgodny z rzeczywistoscia, wynosi 0,999.

Wzér Bayesa

Thomas Bayes, osiemnastowieczny matematyk angielski, zapewne nie przypuszczal,
ze podany przez niego wzér, nazywany dzis wzorem Bayesa, stosowany bedzie
powszechnie w statystyce i przyczyni sie cho¢by do rozwoju wspotczesnego

rynku finansowego (wycena instrumentéw pochodnych). Wzér ten zwiazany jest

z pojeciem prawdopodobienstwa catkowitego, czyli prawdopodobienstwa wystgpienia
zdarzenia, ktére moze zajs¢ po uprzednim zajsciu pewnych warunkéw. Formalnie

o prawdopodobienstwie catkowitym moéwi ponizsze twierdzenie.

Jezeli A jest dowolnym zdarzeniem, B1, Ba, ..., B, za$ sq zdarzeniami

(a) wykluczajacymi sie parami, tzn. B; N B; = 0 dla i # j,

(b) o dodatnich prawdopodobieristwach zajscia, tzn. P(B;) >0 dla i =1,2,...,n,
(¢c) takimi, Ze ich suma jest zdarzeniem pewnym, tzn. B1 U B2 U...U B, =Q,

to prawdopodobienstwo (nazywane calkowitym) zajscia zdarzenia A okreslone jest
rownoscig

() P(A) = P(B1)P(A|B1) + P(B2)P(A|B2) + ...+ P(Bn)P(A|B).

2
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Rozwigzanie zadania M 1295.
Oznaczmy przez P’ punkt przeciecia
prostych AD i QR. Nalezy dowiesé, ze
P=PF.
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Twierdzenie to w skrétowej formie mozna wypowiedzie¢ nastepujaco: jezeli skutek A
moze nastapi¢ po zaistnieniu jednej z jedynie mozliwych, wykluczajacych si¢ przyczyn
Bi1, Bs, ..., By, to prawdopodobienstwo zaj$cia skutku A wyraza sie wzorem (x).

7 powyzszego twierdzenia wynika kolejne, nazywane twierdzeniem Bayesa.

Jezeli A jest zdarzeniem o dodatnim prawdopodobienstwie, a zdarzenia B, Ba, . ..
spelniajq warunki (a), (b) i (c) poprzedniego twierdzenia, to prawdopodobienstwo
warunkowe P(B;|A) zdarzenia B; pod warunkiem A okreslone jest réwnoscig
P(Bi)P(AIB')
) (AIB) + P(B) P(AIB2) +

5 Bn

P(Bi|A) =

P(By)P ..+ P(Bn)P(A|B,)"

Mozna to wypowiedzieé¢ nastepujaco: jezeli skutek A wystapil po zaistnieniu

jednej z jedynie mozliwych, wykluczajacych sie przyczyn Bi, Ba, ..., By, to
prawdopodobienistwo tego, ze przyczyna zajscia skutku A byta przyczyna B;, wyraza
sie¢ wzorem ().

Twierdzenie Bayesa okresla zatem prawdopodobienstwo przyczyny, gdy wiemy, ze
nastapil pewien skutek mozliwy do spowodowania przez nia.

Myslenie racjonalne

W potowie XVI wieku w pracach Cardano pojawito sie prawdopodobienistwo
zdefiniowane jako proporcja — czyli iloraz — liczby zdarzen sprzyjajacych zaj$ciu
badanego zdarzenia do liczby wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych (tych, ktére
moga wystapi¢ w danym doswiadczeniu). Pojecie to rozwiniete zostalo w XVII wieku
w pracach Bernoulliego, Fermata i Pascala, a pdzniej byto badane przez Laplace’a.
Witedy tez dla oszacowania mozliwosci wygranych w grach losowych zaczeto wyznaczaé
prawdopodobienstwa i wielko$ci nazywane dzi§ wartosciami oczekiwanymi zmiennych
losowych. Do czasu pojawienia si¢ w potowie XIX wieku teorii uzytecznosci Gossena
szacowanie mozliwosci bylo traktowane jako najbardziej prawidlowy, pod wzgledem
naukowym, sposéb racjonalnego rozwigzywania problemu wyboru w warunkach

ryzyka. Tak pojmowana racjonalno$¢ przyjmuje réwniez, ze rozpatrujac mozliwosé
wystapienia przyczyny, gdy zaistnial pewien skutek, powinnismy wykorzystywac

wzér Bayesa.

Badania przesiewowe, mys$lenie codzienne i rachunki

Grypa jest niebezpieczna, a skoro istniejg testy wykrywajace wirusa, to czy nie warto
zrobié¢ powszechnych badan na jego obecnosé?

Badanie przesiewowe to w medycynie rodzaj powszechnego badania, ktére wykonuje sie
w populacji lub tylko w tzw. grupach wysokiego ryzyka. Celem badania jest wykrycie
choroby, ustalenie liczby lub frakcji chorych i umozliwienie zastosowania odpowiedniej
terapii. W przypadku pozytywnego wyniku badania przesiewowego choroba musi by¢
potwierdzona innymi metodami diagnostycznymi. Oczywiscie, badania sg obarczone
btedem. Zarzuca sie im ponadto ,uspokojenie” pacjentéw z ujemnym wynikiem testu,
mimo ze tak naprawde sg chorzy. Testy uzywane w badaniach powinny wykazywacé sie
wysoka dokltadnoscia(®.

Gdyby wykona¢ badanie przesiewowe, to jak bardzo nalezy sie przejmowaé
w konkretnym przypadku jego wynikiem?

W listopadzie 2009 r. przeprowadzitem badanie ankietowe 175 studentéw uczelni
ekonomicznej. Zadatem im pytanie jak poniZejm.

W Polsce coraz wiecej mowi sie o tzw. swinskiej grypie. Robione sq testy potwierdzajqce
obecnos$é wirusa AJ/HIN1. Testy te sq bardzo dokladne. Pomylka zachodzi raz na
1000 razy. Zalézmy, zZe w Polsce, ktéra ma 38 min mieszkaricow, jest 200 0séb
chorych na Swinskq grype (dotychczas taczna liczba takich przypadkdéw wynosita 171).
Wybrano losowo jedng osobe. Test wykryl obecno$é wirusa A/HINL. Jak oceniasz
prawdopodobieristwo, Ze ta osoba jest rzeczywiscie chora?

Czy jest to raczej malo prawdopodobne

(1° ponizej 0,01, 2° miedzy 0,01 a 0,1, 3° miedzy 0,1 a 0,5),

czy raczej bardzo prawdopodobne

(4° miedzy 0,5 a 0,7, 5° miedzy 0,7 a 0,9, 6° powyzej 0,9)7

Prosze o zaznaczenie jednej odpowiedzi.

Liczba twierdzacych odpowiedzi dla poszczegblnych punktéw byta nastepujaca:
1° 53, 2° 43, 3° 19, 4° 11, 5° 19, 6° 30,
co dla zobrazowania wygodnie jest przedstawié¢ na wykresie.
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(®)Zob. np. D. Kahneman, A. Tversky,
Subjective probability: A judgment of
representativeness, Cognitive Psychology
3 (1973), ss. 430-454; A. Tversky, Features
of similarity, Psychological Review 84
(1977), ss. 327-352; cytowane w bardzo
dobrej ksigzce T. Tyszki (red.), Psychologia
ekonomiczna, GWP, Gdansk 2004.

(Q)Zauwazmy, ze osoby ankietowane sg
studentami kierunkéw ekonomicznych.
Uwazam, ze gdyby poddacé
eksperymentowi losowo wybrang grupe
0s6b z Polski, wyniki swiadczylyby

0 jeszcze gorszym szacowaniu
prawdopodobienstw.

w7
ﬂ{ oﬁw’%ﬁ

A0A Twoja odpowiedz, Czytelniku?

(1 0d kilku godzin do okolo 2 dni
w zalezno$ci od temperatury, wilgotnosci
i podtoza.

Widaé tu preferowanie odpowiedzi skrajnych (1° + 6°) — tacznie ponad 47%.
Odpowiedz pierwsza wybrato 30% ankietowanych i zblizong odpowiedz druga

prawie 25%, co razem daje prawie 55% ankietowanych. Oznacza to, ze wéréd badanych
mniej wiecej co druga osoba uznala, ze opisane zdarzenie jest mato prawdopodobne.
Stosunkowo duzy procent odpowiedzi 6° moze swiadczyé o tym, ze ankietowani

w odpowiedzi kierowali si¢ jedynie wysoka wiarygodnoscia testu, lekcewazac informacje
statystyczna, mowiaca o tym, ze niezmiernie mate jest prawdopodobienstwo spotkania
osoby chorej. Czy taki rozktad odpowiedzi nalezy uznaé za dziwny? Raczej nie.

Wyniki eksperymentu zgadzaja sie z badaniami® Tversky’ego oraz Tversky’ego

i Kahnemana, na podstawie ktorych badacze doszli do wniosku, ze ludzie zazwyczaj
nie kierujg sie w wyborach regutami wynikajacymi z probabilistycznej natury zjawiska.
O ile bez obliczen jest w oczywisty sposéb dosé trudno poda¢ w miare doktadna
liczbowa ocene prawdopodobienstwa, o tyle stwierdzenie, czy zdarzenie jest raczej
mato prawdopodobne, czy raczej bardzo prawdopodobne, powinno byé¢ dokonane

w przewazajacej wiekszosci w sposéb wlasciwy. W przeprowadzonym badaniu jest

tak w stosunku 115:60. Oznacza to, ze prawie co trzecia osoba diametralnie mylila sie
w ocenie — zaraz zobaczymy, jak bardzo®

Sprébujmy zatem pomysle¢ o badaniach przesiewowych w kontekscie rachunku
prawdopodobienstwa, przechodzac do ,racjonalnego” myslenia i wzoru Bayesa.

Zatézmy, ze Polska ma 38 000 000 mieszkancéw, z ktoérych 200 jest chorych na
$winska grype. Gdyby$my wybrali losowo jedna osobe, to prawdopodobienistwo
tego, ze jest ona chora, wynosi 200/38000000, czyli w przyblizeniu 0,0000053.
Oczywiscie, prawdopodobienstwo tego, ze nie jest chora, wynosi 1 — 0,0000053, czyli
0,9999947. Przyjmijmy, ze test wykazal obecnos¢ wirusa. Zastanéwmy sie, jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze pacjent, u ktérego stwierdzono obecnos$é wirusa, jest
rzeczywiscie chory.

Skutkiem w naszym do$wiadczeniu jest stwierdzenie, ze pacjent jest chory. Pytamy
o prawdopodobienistwo, ze istotnie tak jest. Oznaczajac przez A zdarzenie, ze
u pacjenta stwierdzono obecno$¢ wirusa A/HI1N1, natomiast przez Bi i Bs
odpowiednio zdarzenia, ze pacjent jest chory, oraz ze chory nie jest, zgodnie ze
wzorem (%) otrzymujemy
0,999 - 0,0000053 N

P(B1]4) = 0,999 - 0,0000053 + 0,001 - 0,9999947 ~ 0,005.
Powyzszy wynik oznacza, ze przy losowo wybranej osobie prawdopodobienistwo
zdarzenia, ze ma ona istotnie $winska grype, mimo iz test na obecnos¢ wirusa dat
rezultat pozytywny, jest mate. Dzieje si¢ tak mimo wielkiej doktadnosci testu!
Przypomnijmy, ze w badaniu ankietowym odpowiedz te (tzn. okoto 0,005) wybrato
30% ankietowanych, a zblizong odpowiedz druga prawie 25% pytanych. Oznacza to,
ze wsrod badanych mniej wiecej co druga osoba podala wynik zblizony do obliczonego
ze wzoru Bayesa.

A juz poza ankietg — jak byloby, gdyby wynik testu byl negatywny? Oznaczajac
przez A’ zdarzenie przeciwne do A (tzn. zdarzenie, ze wynik testu jest negatywny),
mozna obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia, ze osoba jest chora, mimo ze wynik
testu jest negatywny. Otrzymujemy wtedy
0,001 - 0,0000053
P(Bi|A) = 0,001 - 0,0000053 + 0,999 - 0,9999947 * 0,000000005.
Oznacza to, ze jesli wynik testu jest negatywny, to osoba testowana prawie na pewno

rzeczywiscie nie ma $winskiej grypy.

Skad wobec tego takie odpowiedzi ankietowanych(m)? Dlaczego nie mys$limy
kategoriami prawdopodobienstwa? Ulegamy panice? Moze troche. Dlaczego

tak jest? By¢ moze dlatego, ze lepiej spanikowaé i ucieka¢ nawet przed mato
prawdopodobnym nieszczeéciem, niz skazaé si¢ na prawie niemozliwa, ale bardzo
niekorzystnag sytuacje. Co ma robié¢ spoteczenstwo? Opinia publiczna wymusza czasem
na politykach pewne decyzje. Bywa, ze decyzji tych nie mozna zaliczy¢ do racjonalnych
w sensie probabilistycznym. Dotychczas nie notuje si¢ w mediach propozycji badan
przesiewowych populacji. I bardzo dobrze, gdyz z rachunkéw wynika, ze obarczone

sg wielkim btedem. Mimo duzej doktadnosci testu jego wynik, jakikolwiek by nie byt,
niesie ze sobg malto informacji o przyczynie. A koszty sa niemate.

Co robié, aby unikngé groznej choroby? Stosowaé sie do takich samych zalecen
jak w przypadku innych choréb zakaznych — unikaé¢ kontaktu z chorymi, stosowaé
podstawowe zasady higieny i cieszy¢ sie, ze wirusy grypy doéé¢ szybko gina poza
organizmem nosiciela lub chorego™?, a my mamy przed nimi naturalng obrone.
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Zycle na

Wyobrazmy sobie...

° Wyobrazmy sobie, ze Srednia roczna temperatura atmosfery spada o kilka
stopni. Rosnie zatem pokrywa $niezna obu biegunéw i rosnie ilos¢ swiatta
Z y \M 2 odbijanego w przestrzen kosmiczna, w wyniku czego dalej spada temperatura.
W dotychczasowych obszarach laséw tropikalnych obniza sie ilos¢ i regularnosé
opadéw, wymieraja rosliny wymagajace calorocznych opadéw i fauna od nich

zalezna.

Od strony obu biegunéw rosnace czapy lodu tacza sie z gorskimi lodowcami

i dalej rosna. Ubywa wody w oceanach. Przed czotami lodowcow wieja lodowate
wiatry, wydmuchujac masy pylu na uprzednio uprawne ziemie. W obszarach
okotoréwnikowych wymiera wigkszo$¢ gatunkow drzew, zastepowane sa przez
trawe i wytrzymale na wahania klimatyczne chwasty lub nawet gola skale.
Wymieraja wszystkie gatunki zwierzat zwiazane z ta strefa klimatyczna.

7 chwila obnizenia temperatury moérz gina gatunki cieptolubne, rozpadaja sie

sieci pokarmowe.

:gﬁ%/
S

\
24
7

w\
2
) I~
\

('

W miare lodowacenia poziom morza obniza si¢ nadal, odstaniajac wielkie
obszary przybrzeznego dna. Gina wielkie rafy koralowe.

Wszystkie nadmorskie miasta leza teraz w glebi ladu. Zapylenie powietrza
likwiduje lotnictwo odrzutowe. Upadaja dotychczasowe obszary rolnicze, znika
kukurydza, pszenica i ryz. Przemieszczanie si¢ mas ludnosci wywoluje wojny.

Powtérzenie podobnego rozumowania dla przypadku ocieplenia wskazuje
— na jeszcze szybciej nastepujaca Apokalipse, ,blyskawiczng” redukcje
( - bioréznorodnosci, zblizajaca sie do pelnej sterylizacji planety.

Strescitam czesciowo przemawiajaca do wyobrazni przedmowe do ksiazki
Petera Warda, Hipoteza Medei. Czy Zycie na Ziemi zmierza do
samounicestwienia?

Ward odwotuje sie do intuicyjnie uznawanej przez wielu uczonych i ,zwyklych”
ludzi koncepcji Ziemi jako wielkiego ,organizmu” zywego, Gai, kochajacej
matki wszystkiego, co zyje (hipotezy powolanej do zycia przed ponad
trzydziestu laty przez Jamesa Lovelocka). Zaklada sie¢ w niej stabilizacje
nieorganicznych cykli chemicznych i fizycznych panujacych na planecie, co

- stabilizuje i utrwala zycie.

' Przeciwstawna hipoteza Medei, ztej matki, zaklada, iz ewolucja zycia
spowodowala i bedzie powodowaé serie katastrof o tragicznych dla zycia
skutkach. Same organizmy zywe zmniejszaja szanse przetrwania zycia (mozna

. znalez¢ na poparcie tej tezy szereg argumentéw z historii Ziemi). Zatrzymajmy
sie na globalnej roli cztowieka w unicestwianiu zycia. Ujemne skutki pewnych
dzialan moga by¢ zauwazalne juz przez naszych bliskich potomkdéw. Najbardziej
dyskutowanego problemu, udzialu CO5 w bilansie energetycznym Ziemi,
nie udato si¢ jeszcze doprowadzi¢ do stanu naukowego konsensusu.

Spokojnie sobie myslac ,,przed zasnieciem”, czujemy,
ze ,wszystko ze wszystkim”, co sie wokol nas dzieje,
jest Scisle powiazane, niczego nie wolno rozpatrywac

— jak to robili straszni mieszczanie Tuwima — osobno.
Gaja jest hipoteza nadziei, cho¢ lekko niepokoi wiedza
o gatunkach, ktére na zawsze odeszly w niebyt (nawet
katalog samych ssakéw jest imponujacy, co dopiero,
gdy pomyslimy np. o owadach i o réznych pelzajacych
stworzonkach, ktore nie zostawilty po sobie §ladéw
kopalnych). Ale, patrzac dalej w przyszlosé (to sie
wydaje dzi$ czysto akademickim problemem, cho¢
udowodnionym), w konsekwencji cyklu zycia gwiazdy
(Stonca) koniec naszego $wiata (na razie nie koniec
Wszech$wiata) nastapi w przewidywalnej przysztosci,
obliczanej w miliardach lat.

My, ludzie, nie musimy unicestwié¢ zycia na Ziemi. Moze
wyjscie z tej sytuacji znajdzie sie dzieki nowej galezi
nauki, z perspektywami na szybkie wdrozenia: biologii
syntetycznej. Proponuje ona stworzenie przez ludzi
np. takich mikroorganizméw, ktorych nie wytworzyta
ziemska ewolucja, a ktére wykonywalyby rézne funkcje,
uznane (przez nas) za pozyteczne, ratujace zycie przed
roznymi katastrofami. Méwi si¢ m.in. o regulowaniu

w sposob inzynierski” stezenia COs w atmosferze.

ALE: nim zaczniemy co$ globalnie ulepszaé¢, warto
pomysle¢. Bo rycerze Apokalipsy nadjada, czy tego
bedziemy chcieli, czy nie. Pytanie brzmi: czy wtedy bedzie
jeszcze istnie¢ na Ziemi gatunek Homo sapiens sapiens?

Magdalena FIKUS



Mota delld

Jak opisa¢ tadny jezyk?

Przyjmijmy, ze stowem bedzie dla nas dowolny ciag liter. Nie tylko taki, ktory
da sie¢ wyméwié albo ktorego znaczenie jest objasnione w stowniku. Zupetnie
dowolny ciag, ztozony z jednej litery, kilku lub nawet dlugosci calej encyklopedii.
Mozemy wziaé takze bardzo wyjatkowy ciag o dlugosci zero, nazywany stowem
pustym. Niektérzy zajmuja si¢ tez nieskonczonymi stowami, ale to inna historia.
Dla nas kazde stowo ma dlugoéé bedaca liczba catkowita nieujemna.

A wlasciwie jakie litery dopuszczamy? Czy pozwalamy tylko na alfabet angielski,
czy akceptujemy wszelkie ogonki, kropki, kreslenia i akcenty? Ot6z mozemy
ustali¢, co nam si¢ podoba, ale trzeba to zrobi¢ na poczatku zabawy. Czyli
zaczynamy od wybrania alfabetu — zestawu znakéw, z ktérych bedziemy sktadac
stowa. Moze to byé¢ alfabet angielski, moze by¢ polski, moze by¢ zbior egipskich
hierogliféw albo nawet zestaw *, O, [J, o. Na przyktad komputery, wezytujac
program, pracuja zwykle na stowach nad alfabetem zlozonym z matych i duzych
liter, cyfr i kilku znakéw specjalnych (np. kropka, podkreslenie). A zapisujac
dane, uzywaja dwuliterowego alfabetu: 0 1 1. Wszystkie znaki w alfabecie,
jakkolwiek by one nie wygladaly, bedziemy nazywacé literami.

Jesli mamy wybrany alfabet, to umiemy budowaé¢ stowa, wiec mozemy tez
tworzy¢ jezyki. Jezykiem bedzie dla nas po prostu zbiér stow zbudowanych

z liter wybranego alfabetu. Moze by¢ skonczony, tak jak zbidr wszystkich
slow jezyka polskiego albo jezyk nad alfabetem {a,b, ¢} zlozony z czterech
stéw a, ab, abc i abbeee, albo tez jezyk zlozony tylko ze stowa pustego. Ale
moze by¢ nieskonczony. Dla dowolnego alfabetu mozemy mianowicie wziaé
zbior wszystkich stow, ktore da sie posktadac z jego liter. Poza jednym
wyjatkiem — kiedy alfabet ma zero liter i jedyne stowo nad nim to stowo puste
— tak utworzony jezyk jest nieskonczony.

Przyjrzyjmy si¢ najprostszemu przypadkowi, ktéry ma szanse by¢ ciekawy:
alfabetowi zlozonemu z jednej litery a. Mozemy napisa¢ stowo jednoliterowe a,
dwuliterowe aa, trzyliterowe aaa, ... Wszystkie stowa, czyli pelny jezyk nad tym
alfabetem, to ciagi powtérzen litery a. Stowo puste, oznaczane tradycyjnie ¢,
mozemy rozumieé jako ,zero powtorzen litery a”. Ale sg tez inne jezyki nieskonczone
nad tym alfabetem, mniejsze od pelnego, czyli bedace jego podzbiorami.
Na przyklad jezyk sléw o parzystej dlugosci {e, aa, aaaa, aaaaaa, ...}, jezyk stow
o nieparzystej dlugosci {a, aaa, aaaaa, aaaaaaa, ...}, jezyk stéw o dlugosciach
bedacych liczbami pierwszymi, jezyk stow o dlugosciach podzielnych przez 157,
jezyk stéw o dlugosciach bedacych szedcianami liczb nieparzystych... Mamy
mnéstwo mozliwosci. A jesli wezmiemy wigkszy alfabet, chociazby dwuliterowy
aib, to pojawia si¢ takie przyklady, jak jezyk stéw majacych na poczatku n liter a,
a dalej tyle samo liter b:
{e, ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, . . .},

jezyk stow zawierajacych doktadnie jedna litere b:

{b, ab, ba, aad, aba, baa, aaad, aaba, abaa, baaa, aaaab, aaaba, . . .},
czy jezyk stow zawierajacych przynajmniej dwa razy wiecej liter b niz a:
{e, b, bb, bba, bab, abb, bbb, bbba, bbab, babb, abbb, bbbb, bbbba, babbb, bbbbaa, bbabab, . . .}.
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Podalismy tylko po kilka krétkich stéw, ale na pewno,
Czytelniku, umiesz te listy przedtuzyé, a pewnie

tez znalez¢ algorytm wypisywania stow z kazdego

z podanych jezykéw, tak zeby zadnego nie pominac.

Trudno sie spodziewaé, aby wszystkie jezyki byly tak
samo interesujace. Pewnie, na przyklad, czedciej umiemy
wykazaé jakie$ ciekawe wlasnosci jezyka okreslonego, jak
wyzej, jakas regula niz losowego zbioru stéw. Dobrym
sposobem opisywania porzadnych jezykéw sa wzory
skladajace si¢ z liter wybranego alfabetu, trzech symboli
+, - 1 %, o ktérych za chwile opowiemy, i, jak zwykle,
nawiasow dla zaznaczenia kolejnosci dziatan. Takie
wzory na konstrukcje jezyka nazywaja sie wyrazeniami
reqularnymi, a jezyki, ktére za ich pomoca mozna
opisaé, to jezyki reqularne. Sa to najporzadniejsze

z interesujacych jezykow — zwykle, zeby jezyk wyrazal
co$ ciekawego, musi mie¢ bardziej skomplikowana
strukture. Nie zawsze: budowa lekseréw (czesci
kompilatoréw) jest oparta na jezykach regularnych, ale
juz parsery, wykonujace kolejny po analizie leksykalnej
krok kompilacji, uzywaja jezykéw opisanych bardziej
zlozonymi ,rownaniami” niz wyrazenia regularne.

Zajmijmy sie naszymi regulami. Mozna sie domy$li¢,
ze + oznacza sumowanie dwoch jezykow, czyli
wrzucenie do jednego jezyka wszystkich stéw z obu
danych zbioréw. Dalej, - to tez operacja na dwbch
jezykach — nowy jezyk to sklejenia wszystkich stéw
z pierwszego jezyka ze wszystkimi z drugiego. Kropke
w zapisie najczesciej sie pomija, tak jak znak mnozenia
w arytmetyce. Na przyktad,
{a,ab,ba} + {b,aa} = {a,ab, ba, b, aa},
{a,ab,ba} - {b,aa} = {ab, aaa, abb, abaa, bab, baaa}.

Natomiast * to operacja na jednym jezyku. Nowy jezyk
sktada sie ze wszystkich sklejenn dowolnej dtugosci stéw
z podanego jezyka. Czyli, na przyklad, zbiér wszystkich

slow zlozonych z litery a zapisuje sie jako {a}*, a zbi6r
wszystkich stéw z liter a, b i ¢ to {a,b, c}*.

Teraz jeszcze trzeba sie przyzwyczai¢ do tego, ze
symboli +, - i * bedziemy uzywaé nie tylko do jezykdw,
ale tez do wyrazen opisujacych jezyki. Czyli przez

({a} + {b} + {c})* rozumiemy zastosowanie operacji *
do jezyka {a} + {b} + {¢} = {a,b, c}. Nawiasy klamrowe
wokot pojedynczych stéw bedziemy dla wygody
opuszczaé, wiec ostatecznie wyrazenie opisujace pelny
jezyk nad alfabetem a to po prostu a*, a wyrazenie dla
pelnego jezyka nad alfabetem a, b, ¢ to (a + b+ ¢)*.

A wyrazenia dla innych jezykow? Zacznijmy od alfabetu
jednoliterowego i stow o parzystej dtugosci. Kazde

takie stowo mozna podzieli¢ na pary aa, czyli jest

ono sklejeniem pewnej liczby stow aa. Wobec tego
odpowiednim wyrazeniem regularnym jest (aa)*.
Poniewaz * obejmuje tez mozliwosé sklejenia zera

stéw z danego jezyka, to nie musimy sie osobno

martwié¢ o stowo puste.

Teraz stowa o dlugosci nieparzystej. Jesli obetniemy
pierwsza litere a z takiego stowa, to zostanie stowo

o parzystej dlugosci, czyli ten jezyk powstaje przez
sklejanie litery a ze stowami z jezyka z poprzedniego
przyktadu. Wystarczy wiec dokleié¢ litere a do opisanego
wyzej wyrazenia: a - (aa)*. A gdyby$my napisali

(aa)* - a? Jak widaé, jeden jezyk moze byé¢ opisywany
przez wiele wyrazen regularnych.

7 pewnoécia juz wiesz, Czytelniku, ze jezyk sléw

o dlugosci podzielnej przez 157 jest opisywany przez
wyrazenie (a'57)*, gdzie a'®” zastepuje, oczywiscie,
odpowiednio dlugi ciag, i potrafisz podaé¢ wyrazenie dla
jezyka stéw o dtugosciach dajacych reszte 19 z dzielenia
przez 91. Co z wyrazeniem dla stéw o dlugoéciach
bedacych liczbami pierwszymi? Lepiej bedzie poszukaé
dowodu, ze takie wyrazenie nie istnieje. ..

Jezyk nad alfabetem a, b zlozony ze stéw z dokladnie jedna litera b
konstruujemy tak: najpierw piszemy pewna liczbe liter a (moze zero), p67niej
wstawiamy b i koficzymy ciagiem a (znéw moze pustym). Czyli poczatek
i koniec zapisujemy jako a*, a cale wyrazenie to a*ba*. Mozemy tez opisaé zbiér
slow (nad dwuliterowym alfabetem), w ktérych zadna litera nie wystepuje
trzy razy pod rzad. Ten warunek oznacza, ze litery a i b wystepuja blokami
co najwyzej dwuelementowymi. Wezmy stowo zaczynajace si¢ i koniczace litera a.
Wtedy poczatek to a lub aa. Jesli stowo sie na tym nie koniczy, to dalej mamy
b lub bb, potem znéw a lub aa i ta sytuacja moze si¢ powtarza¢. Wobec tego
stowa z naszego jezyka zaczynajace sie i koficzace a sa opisywane wyrazeniem
(a + aa)[(b+ bb)(a + aa)]*. Pozostale trzy przypadki: stowa zaczynajace sie b
i konczace a, zaczynajace i konczace b oraz zaczynajace a i konczace b mozemy
opisa¢ podobnie i doda¢ wyrazenia definiujace cztery czesci jezyka:

(a + aa)[(b+ bb)(a + aa)]* + [(b+ bb)(a + aa)]* +

+ (b4 bb)[(a + aa)(b+ bb)]* + [(a + aa)(b+ bb)]*.

Jak opisa¢ jezyk zawierajacy trzy kolejne wystapienia pewnej litery? A jezyk
stéw o nieparzystej dltugoéci? Albo jezyk stéw, w ktorych litera a pojawia sie
nieparzysta liczbe razy? Mozna rozwazaé alfabet dwuliterowy, a mozna wiekszy.
Podpowiemy jeszcze, ze wyrazen dla pozostaltych przyktadéw z poprzedniej
strony nie ma sensu szukaé¢ nawet w dlugie zimowe wieczory. Ale warto pomysleé
nad dowodem, ze ich nie ma.

Malqg Delte przygotowala Maria DONTEN-BURY



Dlaczego woda wylewa sie z wiadra? Maciej LISICKI*

Jaka jest maksymalna wysokosé szklanki,
dla ktérej efekt da si¢ zaobserwowac?

o\ R

Rys. 1. Pélwalcowe zaburzenie
w uproszczonym modelu.

Polozenie srodka masy mozna uzyskadé
droga bezposredniego catkowania. Moze
Czytelnik znajdzie prostszy sposéb
wyprowadzenia?

Rys. 2. Schematyczny wykres zaleznosci
energii zaburzenia od ,dlugosci” fali.

Ry, R

*student, Wydzial Fizyki,
Uniwersytet Warszawski

Gdybys$my wzieli wiadro pelne wody i udatoby nam sie obroécié je tak, by swobodna
powierzchnia wody byta dnem, woda niemal natychmiast wylataby sie. Powszechnie znane
jest do$wiadczenie z kartka, ktérg nakrywamy powierzchnie szklanki wypelnionej woda,
a nastepnie odwracamy naczynie i obserwujemy, ze woda nie wylewa sie. Przyczyna jest
obecno$é ci$nienia atmosferycznego, ktore jest wicksze niz ci$nienie hydrostatyczne tuz nad
kartka. Sita parcia wynikajaca z réznicy cisnien jest skierowana ku gérze i powstrzymuje
ciecz przed wylaniem sie. Jedli jednak sprobujemy usunaé kartke, natychmiast zmoczymy
siebie i okolice. Co dawala nam wiec obecnos¢ kartki? W czym kartka lepsza jest

niz powierzchnia cieczy? Z drugiej strony, jesli wezmiemy wiadro w rozmiarze mini,

np. flakonik po perfumach, i wypelnimy woda, po obréceniu naczynia do géry dnem ciecz
pozostanie w $rodku i nie wyleje sie. Zatem rozmiar powierzchni ma tu znaczenie. Jaki
tajemniczy mechanizm stoi za wylewaniem si¢ wody z wiadra? Wydaje sie, ze jesteSmy
tak przyzwyczajeni do tego zjawiska, ze nie zadajemy sobie tego pytania, a tymczasem
jest to bardzo ciekawe pole do popisu dla prostych modeli energetycznych.

Ponizej przedstawimy rozumowanie zaczerpniete z rosyjskiej ksiazki S.S. Chilkiewicza [1].
Jest to bardzo prosty model, ktéry jednak pozwala uchwyci¢ mechanizm fizyczny tego
zjawiska i wyeksponowaé role sil napiecia powierzchniowego i grawitacji przy analizie
niestabilnosci powierzchni.

Rozwazamy zaburzenia powierzchni w formie fal o ksztalcie pétwalcéw (rys. 1).
7 powodu istnienia napiecia powierzchniowego o praca zwigzana ze zwiekszeniem pola
powierzchni rozdzialu ptynéw wynosi W1 = 0 AS. Wygieciu powierzchni towarzyszy
réwniez przemieszczenie pewnej masy wody, ktorej energia potencjalna zmienia sie.
Jesli rozwazymy pewna mase wody o srodku masy na wysokosci h nad ziemia, jej
energia potencjalna wyniesie Wo = mgh. W przypadku pojedynczego ,zafalowania”,
polegajacego na wygieciu prostokatnego fragmentu powierzchni o wymiarach 4R x ¢
w dwa pétwalce, z ktorych jeden jest wypelniony ciecza, zmiana pola powierzchni tego
obszaru wyniesie
AS =55 —S1 =2nRl{ — 4RL.
Wobec tego zostata wykonana praca
Wy = 20(m — 2)RL.
7 drugiej strony, zmienila sie réwniez energia potencjalna wody. Jezeli srodek masy porcji
wody obnizyt si¢ o h, to zmiana jego energii potencjalnej wyniosta Wy = —mgh. Latwo
znajdujemy wysokos¢ srodka masy uktadu, poniewaz nasze wybrzuszenia sa pétwalcami
o promieniu R i dtugosci £. Jesli poczatkowo $rodek masy wody, tworzacej pétwalec,
znajdowal si¢ na wysokosci d nad poziomem powierzchni rozdziatu faz, to teraz obnizyt
sie 0 h = 2d (po prostu ,wykroiliémy” poétwalec wody znad powierzchni i ,przykleilismy”
go do dna). Dla takiego poétwalca polozenie srodka masy mozna zapisaé jako
4
d= —R.
3
Calkowita zmiana energii przy tworzeniu si¢ takiego zaburzenia wynosi wigc

2
W= Wi + W = 2R( [(w 9o — gpgRQ] — W(R).
Otrzymalidsmy wyrazenie wielomianowe wzgledem R. Zbadajmy je.

Zadanie, ktére stoi teraz przed nami, jest bardzo podobne do nastepujacego zagadnienia:
rozwazmy cialo poruszajace sie na prostej, ktorego energia potencjalna zalezy od potozenia
E = E(z). Zmiana energii potencjalnej ciala jest réwna pracy wykonanej nad ciatem, czyli
pracy sil pola wzietej ze znakiem minus: AE, = —Wyo1a. Jesli wybierzemy dostatecznie
malg odlegto$é Az, to prace sit pola mozemy zapisaé jako F,Az. Mozemy zatem zapisaé
wyrazenie na lokalna wartos¢ sity w zaleznosci od potozenia jako

AE, dE,

Az Ac—0 dz

W przypadku, gdy przemieszczamy ciato ku ,,gérce” energii potencjalnej, sita bedzie
skierowana przeciwnie do kierunku wzrostu energii potencjalnej (co jest intuicyjne).
Potozenie na szczycie bedzie polozeniem réwnowagi nietrwatej, bo na wychylone

z niego ciato dzialaé bedzie sita, ktéra zwiekszy wychylenie — za chwile wykorzystamy
ten wniosek. Plynie stad jeszcze jeden moral — polozenie o minimalnej energii bedzie
polozeniem réwnowagi trwatej.

Fp=—

Przedstawiony na rysunku 2 przebieg funkcji W (R) wskazuje istnienie maksimum.
Okazuje si¢ wigc, ze istnieje krytyczna warto$¢ promienia Ry, powyzej ktérej
amplituda fali bedzie nieograniczenie wzrastaé¢, bo dla R > Ry, zwigkszenie amplitudy
bedzie prowadzito do zmniejszenia energii zaburzenia. Zysk energetyczny wynikajacy
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Wysoko$é¢ bariery jest rzedu
AG =~ 10 — 100k T, wiec
prawdopodobienstwo pojawienia sig¢

takiego zarodka, ktére mozna oszacowaé
jako e

—AG/kBT jest malefikie.

Niestabilnosé granicy plynéw opisat
po raz pierwszy John Strutt (lord
Rayleigh) w 1883 r. i dopiero w latach

50. XX wieku zaczeto si¢ nim interesowac
glebiej, za sprawa prac Geoffreya Taylora.

Literatura

(1]

(2]

S.S. Chilkiewicz, Fizika wokrug

nas, nr 40 z serii ,,Biblioteka
Kwant”, 1985. Ksiagzka jest dostepna
w wersji elektronicznej na stronie
http://ilib.mirrorl.mccme.ru/
djvu/bib-kvant/kvant_40.htm

T.E. Faber, Fluid dynamics for
physicists, Cambridge Univ. Press,
2001.

z obnizenia polozenia srodka masy bedzie wiekszy anizeli strata zwigzana

z powiekszaniem pola powierzchni granicy faz. Dzieje sie tak dlatego, ze jesteSmy tu
$wiadkami konkurencji sit powierzchniowych (rosnacych z pewng charakterystyczna
dla uktadu skala dtugosci L jak L?) i sit objetosciowych (rosnacych jak L?). Dla
dostatecznie duzych dtugosci wktad do catkowitej energii cieczy pochodzacy od energii
objetosciowej (potencjalnej) przewaza. Mozna teraz znalezé maksimum funkcji W(R)
i przekonad sig, ze interesujaca nas warto$¢ promienia to

-2
Ro= T2
2 pg

Dla p = 10® kg/m?3, 0 = 7,3- 1072 J/m? otrzymujemy krytyczny promien Rj = 2 mm.

Stad dlugosé fali
e = 4R, =2, [2(r —2) 2.
rg

W przypadku fal ,walcowych” znalezliSmy zaleznos¢ zmiany energii zaburzenia od
promienia zaburzajacej fali. Jasne jest teraz, ze narasta¢ beda takie zaburzenia,
dla ktérych R jest odpowiednio duze. Zaburzenia, ktérych R znajdzie si¢ na lewo
od maksimum, beda mialy tendencje do zanikania, natomiast te na prawo beda
powodowaly niestabilno$é powierzchni.

Bardzo podobne rozumowanie prowadzi si¢ w klasycznej teorii przy analizie tworzenia sie
w ukladzie metastabilnym zarodkéw nowej fazy. Przypusémy mianowicie, ze pojemnik
z gazem ochtodzimy ponizej temperatury wrzenia. Mamy woéwczas do czynienia

wladnie ze stanem metastabilnym — z termodynamicznego punktu widzenia dla

uktadu korzystniejsze jest przebywanie w stanie cieklym, jednakze przejscie fazowe
wymaga powstania zaczatkow fazy cieklej, czyli matych kropelek. Utworzenie kropelki
jest zwigzane z pewnym kosztem energetycznym, ktéry wynika z istnienia napiecia
powierzchniowego. Mamy wiec réwniez do czynienia z gestoscig energii powierzchniowej
oraz gestoscig energii objetosciowej i konkurencja tych dwéch wktadéw do catkowitej
energii uktadu G. Prowadzi to do wniosku, ze i w tym przypadku rowniez istnieje
bariera przy tworzeniu sie jadra kondensacji, a zaleznosé zmiany energii ($cislej méwiac —
energii swobodnej Gibbsa) od promienia kropli ma takze charakter wielomianu trzeciego
stopnia. W zwigzku z tym powstajace w ukladzie w sposéb przypadkowy zarodki, jesli
sa za male, szybko znikaja, parujac ponownie, bo dla R < Ry zmniejszenie promienia
zmniejsza energie uktadu. Z kolei powstanie odpowiednio duzej kropli jest dalece mniej
prawdopodobne. W praktyce okazuje sig, ze zarodek krytyczny zawiera okoto 200 atomdw
(czasteczek) i ma rozmiary rzedu 6-10 A.

Ale dla przypadku fal na odwréconej powierzchni to, oczywiscie, zbyt prosty model.
Przede wszystkim nie pozwala nam on rozrézni¢ dwéch bardzo waznych parametrow

— dtugosci fali i amplitudy. W przypadku fal sinusoidalnych analiza jest o wiele
bardziej skomplikowana. Zjawisko niestabilno$ci powierzchni rozdzielajacej dwa plyny
w polu grawitacyjnym, gdy gesto$¢ gérnego plynu jest wigksza niz dolnego, nazywa

sie niestabilnoscig Rayleigha—Taylora. Czytelnika zainteresowanego doktadniejsza
analizg niestabilnosci fal sinusoidalnych na powierzchni rozdziatu ptynéw odsyltamy do
podrecznikéw mechaniki pltynéw (zwiezly opis mozna znalezé np. w ksiazce Fabera [2]).
Przedstawione tam kryterium, otrzymane w bardziej wyrafinowany sposéb, rézni sie od
powyzszego jedynie wspélczynnikiem liczbowym

N, = 2w .
rg

Jesli poréwnamy to z dltugoscia fali wyliczona w ramach przedstawionego powyzej
modelu, okaze sig, ze wartosci te réznia sie do$¢ znacznie

Ak

— =~ 0,48,

Ak
jednak zaskakujaco prosty model fal o przekroju pétkolistym daje dobry rzad wielkosci
przewidywanej dtugosci fali.

Tym samym rozwiazala sie nasza zagadka — woda wylewa si¢ z wiadra, bo jest ono duze.
Srednica otworu jest na tyle duza, ze na powierzchni cieczy maja szanse wytworzy¢ sie
dostatecznie dtugie, niestabilne fale. Oczywiscie, kartka, ktéra przykryjemy powierzchnie,
bardzo efektywnie ttumi takie zaburzenia. W przypadku flakonika perfum lub aromatu
do ciasta $rednica otworu jest na tyle mala (rzedu kilku milimetréw), ze nie moga tam
powstaé dtuzsze fale, zaburzenia zas o mniejszej dtugosci fali sa ttumione i nie prowadza
do niestabilnosci powierzchni, wiec i bez kartki widzimy efekty dziatania cisnienia
atmosferycznego. Przekonaé¢ mozna sie o tym w jeszcze jeden sposdéb — zamiast kartka,
mozna nakry¢ szklanke plaskim sitkiem i kartka, odwrécié i delikatnie usunaé kartke —
woda utrzyma sie, bo sitko wyttumia dtugie, ,niebezpieczne” fale.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Zapraszamy gimnazja, licea, licea profilowane i technika
do udzialu w IX edycji
Polsko-Ukrainskiego Konkursu Fizycznego
,Lwigtko 2011”.

Konkurs zostanie przeprowadzony
28 marca 2011 roku.

Konkurs rozgrywany jest w szkotach catej Polski w pieciu
kategoriach wiekowych. Szkoty moga zglosi¢ uczestnikow

w dniach od 15 listopada 2010 roku do 15 stycznia 2011 roku
wylacznie drogg elektroniczna za posrednictwem formularza
umieszczonego na stronie internetowej Konkursu:

www.lwiatko.org

W tym samym miejscu mozna znalezé wigcej informacji
dotyczacych harmonogramu oraz zasad konkursu, a takze
zadania konkursowe z lat ubiegtych.

Wszelkie informacje mozna réwniez uzyskaé, dzwoniac pod
numer 514 866 380 lub piszac na adres:

konkurs.lwiatko@o2.pl

W dniach 11-14 listopada 2010 roku w Toruniu
odbedzie sie
IX Ogdlnopolska Sesja Kot Naukowych Fizykow.

Organizatorem tegorocznej edycji jest Koto Naukowe
Studentéw Fizyki dziatajace przy Instytucie Fizyki
Uniwersytetu Mikotaja Kopernika.

OSKNPF jest coroczng konferencja przeznaczong dla
aktywnych studentéw i doktorantéw fizyki oraz pokrewnych
dziedzin zrzeszonych w kotach naukowych.

Gléwna czes¢ konferencji stanowi¢ beda referaty uczestnikéw
oraz zaproszonych gosci. Ponadto odbedzie sie sesja
plakatowa prezentujaca projekty realizowane przez
studentéw i doktorantéw. Najlepsze referaty i plakaty
zostana nagrodzone.

Wiecej informacji dostepnych jest na stronie

www.9osknf . fizyka.umk.pl

9. 0\K*F
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Spelniona OPERA

,Liebe Radioaktive Damen und Herren”, tak zaczyna sie
stynny list Wolfganga Pauliego, w ktorym, 80 lat temu, dla
ratowania zasady zachowania energii w rozpadach beta,
w akcie rozpaczy, zarysowal ideg istnienia bezmasowej,
neutralnej czastki, ktora tak stabo oddzialuje z materia,
ze ,prawdopodobnie nigdy nie uda si¢ jej wykry¢”.

Te hipotetyczna czastke Enrico Fermi nazwal neutrinem.

Neutrina udalo sie jednak zaobserwowaé, ale dopiero
¢wier¢ wieku pézniej, wykorzystujac reaktor jako zrédlo.
Nastepnie do$wiadczalne potwierdzenie znalazta sugestia,
ze elektron i mion maja osobne neutrina. W tym samym
czasie (1957-1969) Bruno Pontecorvo uzmystowit

sobie, a nastepnie rozwinal swoje przypuszczenie,

ze jezeli jest wiecej niz jeden rodzaj neutrin oraz

ich masy nie sa dokladnie réwne zeru, to moga one
zamieniaé sie¢ (oscylowac) jedne w drugie. W 1968 roku
Ray Davis przeprowadzil kolejny ,nieprawdopodobny”
eksperyment neutrinowy. Wykryl, za pomoca
wytawiania pojedynczych atoméw argonu, powstalych
w wyniku reakcji v, + 37Cl — 37Ar + e, z olbrzymiego
zbiornika wypelnionego czterochlorkiem etylenu
(tetrachloroetylenem C5Cly), neutrina produkowane

w Stoncu. Jego wspoétpracownikiem byt John N. Bahcall,
ktéry opracowal model dziatania Stonca, oszacowal
strumien neutrin i spodziewane prawdopodobienstwo ich
reakcji z chlorem. Okazalo sie, ze tylko okoto jednej trzeciej
spodziewanego argonu jest produkowane, co mogto by¢
interpretowane jako sygnal oscylacji. Trzeba bylo jednak
kolejnych trzydziestu lat, zeby ostatecznie przekonaé do
tego spotecznosé naukowa.

Eksperymenty z neutrinami sg bardzo trudne, a kazdy
postep wymaga pomystowosci, czasu i sporych funduszy.
Zadaniem, ktore postawil przed sobg zespdt badawczy
OPERA (Oscillation Project with Emulsion-tRacking
Apparatus), bylo znalezienie pozytywnego sygnatu
zamiany w locie neutrina mionowego w trzeci znany
rodzaj: neutrino taonowe. Miedzy innymi w tym celu
zaprojektowana zostata wigzka neutrin mionowych

z CERN do podziemnego laboratorium wydrazonego
przy okazji budowy tunelu pod masywem Gran Sasso.
Eksperymentalnym wymogiem byto zaobserwowanie
rozpadu produkowanego leptonu tau, ktéry przemierza
zaledwie okolo milimetra. Dlatego sercem detektora
uczyniono automatycznie usuwalne bloki z otowiu
przektadanego $wiatloczula emulsja. Blok, wskazany
przez system wyzwalania, byl wyjmowany do analizy.

Po siedmiu latach przygotowan, trzech latach zbierania
danych i przeanalizowaniu okoto jednej czwartej zebranego
materiatu, znaleziono jednego kandydata, ktéry przeszedl
wszystkie stadia wyrafinowanej selekcji. Spodziewano sie
okoto potowy poszukiwanego przypadku oraz kilka razy
mniej przypadkéw tla.

Cho¢ wynik nie jest zaskakujacy i wymaga potwierdzenia,
to istotnie powieksza nasza wiedze o neutrinach oraz o tym,
co jest, a co nie jest mozliwe do zaobserwowania.

Piotr ZALEWSKI
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Drodzy Czytelnicy,

zapraszamy wszystkich do rozwigzywania informatycznych zadan
olimpijskich, ale tych, ktérzy chcg wziaé udzial w Olimpiadzie, zobo-
wiazujemy do przeczytania ,,Zasad organizacji zawodow XVIII OI”,
ktére zawieraja wazne wymagania dotyczace rozwiazan i nie tylko.
»Zasady...”
rozwiazujace przedstawione ponizej zadania nalezy nadsylaé przez
strong http://sio.mimuw.edu.pl, na ktéra skadinad warto zagladad,
gdyz znajduja sie tam rézne ogloszenia dotyczace przebiegu I etapu
Olimpiady, wybrane odpowiedzi na pytania zawodnikéw, narzedzia
do sprawdzania rozwigzan pod wzgledem formalnym i wysylania
rozwiazan oraz forum shuzace do wymiany do$wiadczen miedzy za-
wodnikami.

Zachecam wszystkich interesujacych sie informatyka do uczestnic-
twa w Olimpiadzie. Nawet jesli startujac pierwszy raz, nie potrafimy
rozwiaza¢ wszystkich zadan, sprébujmy zrobié¢ tylko niektore z nich.
Startujac w Olimpiadzie, stajemy si¢ natychmiast cztonkami presti-
zowego klubu olimpijczykéw-informatykdw.

Termin nadsylania rozwiazan przedstawionych tu zadan I etapu
Olimpiady to 15 listopada 2010.

Mtodzi polscy olimpijczycy to $cista czotéwka swiatowa. Potwier-
dzaja to chociazby wyniki laureatéw ubieglorocznej, XVII Olim-
piady Informatycznej na zawodach miedzynarodowych. W Olimpia-
dzie Informatycznej Krajow Baltyckich, ktéra odbyla sie w maju
w Estonii, nasi olimpijczycy zdobyli cztery medale: Pawel Lipski
— zloto, Lukasz Jocz i Krzysztof Leszczynski — medale srebrne,
a Stanistaw Barzowski

znajduja sie na stronie Ol: www.oi.edu.pl. Programy

medal brazowy. Ten znakomity wynik
osiagneli uczniowie mlodsi, ktérzy w tym roku maja szanse wy-
startowaé raz jeszcze w Olimpiadzie. Nasza pierwsza reprezenta-
cja wspaniale spisata sie podczas Olimpiady Informatycznej Krajow
Europy Srodkowej (Slowacja, lipiec) oraz podczas Miedzynarodo-
wej Olimpiady Informatycznej (Kanada, sierpien). Zwyciezcezynia
tegorocznej Olimpiady Informatycznej Krajéw Europy Srodkowej
zostala Anna Piekarska. Jan Kanty Milczek zdobyl srebrny medal,
a Adrian Jaskétka i Igor Adamski medale brazowe. W Kanadzie
najlepiej z naszych reprezentantéw wypadl Adrian Jaskolka, zaj-
mujac trzecie miejsce w Swiecie i zdobywajac ztoty medal, medale
srebrne zdobyli Anna Piekarska i Jan Kanty Milczek, a braz przypad?l
w udziale Igorowi Adamskiemu. Te wszystkie sukcesy potwierdzaja
to, ze Informatyka jest specjalnoscig miodych Polakow.

Korzystajac z serwisu Olimpiady i portalu main.edu.pl, mamy
szanse uczy¢ sie od najlepszych i doskonali¢ swoje umiejetnosci
tak, zeby w przyszloéci osiggaé olimpijskie sukcesy. Awans do fi-
nalu Olimpiady to mozliwo$¢ wyboru najlepszych uczelni w Polsce
do studiowania informatyki. To, w dobie kierunkéw zamawianych,
wysokie stypendia od poczatku studiow. Sukcesy olimpijskie sa tez
brane pod uwage przez liczne firmy podczas rekrutacji na atrakcyjne
staze wakacyjne.

Na koniec chcialbym podziekowaé wypréobowanym przyjaciotom
Olimpiady: Fundacji Rozwoju Informatyki — formalnemu organi-
zatorowi, wspolorganizatorowi — firmie Asseco Poland SA, firmie
Combidata Poland, Ogdélnopolskiej Fundacji Edukacji Komputero-

wej, wydawnictwom — PWN i WNT.

prof. dr hab. Krzysztof Diks

Zadania

KONSPIRACJA
plik zrédtowy kon.*, dostepna pamieé 128 MB

Wroga Bitocja napadla zdradziecko na Bajtocje i okupuje znaczna jej czesé.
Krol Bajtocji, Bajtazar, chce zorganizowaé na okupowanych terenach ruch
oporu. Bajtazar rozpoczal od wytypowania osob, ktére utworza strukture or-
ganizacyjna ruchu oporu. Nalezy je podzieli¢ na dwie grupy: konspiratoréw,
ktorzy beda prowadzi¢ bezposrednia dziatalno$é na terenie okupowanym, oraz
grupe wsparcia, ktéra bedzie dziala¢ z terytorium wolnej Bajtocji.
Pojawil sie jednak pewien problem — podzial taki musi spelniaé¢ nastepu-

jace warunki:

® Kazde dwie osoby z grupy wsparcia powinny sie zna¢ — zagwarantuje

to, ze beda stanowily zwarta i zgrana grupe.
® Konspiratorzy nie powinni si¢ zna¢ nawzajem.

® Zadna z grup nie moze by¢ pusta, tzn. musi byé przynajmniej jeden

konspirator i jedna osoba w grupie wsparcia.

Bajtazar zastanawia sie, ile jest réznych sposobéw podziatu wytypowanych
0s6b na dwie grupy zgodnie z powyzszymi warunkami, a przede wszystkim,
czy taki podzial jest w ogéle mozliwy. Jako ze sam nie calkiem umie sobie

z tym poradzié, poprosit Ci¢ o pomoc.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia znajduje sie jedna liczba cal-
kowita n (2 < n < 5000), oznaczajaca liczbe 0s6b zaangazowanych w orga-
nizacje ruchu oporu. Osoby te sa ponumerowane od 1 do n. W kolejnych n
wierszach opisane jest, ktére osoby sie znaja. W i-tym z tych wierszy znajduje
si¢ opis znajomych osoby nr 7, zlozony z liczb calkowitych pooddzielanych po-
jedynczymi odstepami. Pierwsza z tych liczb, k; (0 < k; < n — 1), oznacza
liczbe znajomych osoby nr i. Dalej w wierszu znajduje si¢ k; liczb calkowitych
A3,1505,25 -
dane w kolejnosci rosnacej. Mozesz zalozy¢, ze jesli w ciagu liczb a; wystepuje

2 - Liczby a; j spelniaja 1 < a;j <N, a;j # 4 oraz sa po-
liczba z, to takze w ciagu liczb ay wystepuje liczba i.

Wyjscie

W pierwszym i jedynym wierszu standardowego wyjscia Twdj program powi-
nien wypisa¢ jedna liczbe catkowita: liczbe sposobéw, na ktore osoby majace
utworzy¢ ruch oporu moga zostaé¢ podzielone na grupe wsparcia i grupe dzia-
tajaca na terenach okupowanych. Jezeli nie istnieje zaden podzial wytypowa-
nych oséb na dwie grupy spelniajacy podane warunki, wéwczas poprawnym

wynikiem jest 0.

Przyktad

Dla danych wejsciowych: 1—2

oW
W =N
N W W

poprawnym wynikiem jest:
3

‘Wyja$nienie do przykladu: Dla tej grupy spiskowcéw sa mozliwe trzy po-
dzialy na grupy. Grupe konspiratoréw moga stanowié¢ uczestnicy o numerach

114, o numerach 2 i 4 lub sam uczestnik o numerze 4.

11



OLIMPIADA
INFORMATYCZNA

MINISTERSTWO EDUKACJI NARODOWEJ
FUNDACJA ROZWOJU INFORMATYKI
KOMITET GEOWNY OLIMPIADY INFORMATYCZNEJ

XVIII OLIMPIADA INFORMATYCZNA

et

LIZAK
plik Zzrodiowy liz.*, dostepna pamigé 64 MB

Bajtazar prowadzi w Bajtogrodzie sklep ze slodyczami. Wéréd okolicznych
dzieci najpopularniejszymi stodyczami sa lizaki waniliowo-truskawkowe. Skta-
daja si¢ one z wielu segmentéw jednakowej dlugosci, z ktorych kazdy ma jeden
smak — waniliowy lub truskawkowy. Cena lizaka jest réwna sumie wartosci
jego segmentéw; segment waniliowy kosztuje jednego bajtalara, a truskaw-
kowy dwa bajtalary.

Rys. 1: Przykladowy lizak o pieciu segmentach, trzech tru-
skawkowych i dwoch waniliowych, utozonych na
przemian. Cena tego lizaka wynosi 8 bajtalarow.

Obecnie Bajtazarowi zostal na skladzie tylko jeden (za to by¢ moze bardzo
dlugi) lizak. Sprzedawca zdaje sobie sprawe, ze by¢ moze nikt nie bedzie cheial
go kupié¢ w calosci, dlatego dopuszcza mozliwo$é tamania go na granicach
segmentéw w celu uzyskania lizaka o mniejszej dlugosci. Fragment lizaka
przeznaczony ostatecznie do sprzedazy musi pozostaé¢ niepolamany.

Dos$wiadczenie pokazuje, ze klienci najczesciej chca kupi¢ lizaka za cale
swoje kieszonkowe. Bajtazar zastanawia sie, dla wielu mozliwych wartosci
k, jak przelamaé posiadany lizak tak, aby otrzymaé lizak o cenie réwnej
dokladnie k bajtalaréw. Poniewaz zadanie nie jest wcale proste, poprosit Cie

0 pomoc.

Wejscie
W pierwszym wierszu standardowego wejscia znajduja sie dwie liczby catko-
wite n oraz m (1 < n,m < 1000000) oddzielone pojedynczym odstepem.
Oznaczaja one odpowiednio liczbe segmentéw ostatniego pozostalego w skle-
pie lizaka oraz liczbe rozpatrywanych wartosci k. Segmenty lizaka sa ponu-
merowane kolejno od 1 do n. W drugim wierszu znajduje sie n-literowy opis
lizaka, zlozony z liter T i W, przy czym T oznacza segment truskawkowy, zas W
waniliowy; i-ta z tych liter opisuje smak i-tego segmentu. W kolejnych m
wierszach znajduja si¢ kolejne wartosci k do rozpatrzenia (1 < k < 2000000),

po jednej w wierszu.

Wyjscie

Twdéj program powinien wypisaé na standardowe wyjscie dokladnie m wierszy
zawierajacych wyniki dla kolejnych wartosci k, po jednym wyniku w wierszu.
Jesli dla danej wartosci k nie da sie wylamaé z lizaka spéjnego fragmentu
o wartosci rownej k bajtalarow, nalezy wypisa¢ stowo NIE. W przeciwnym
przypadku nalezy wypisaé¢ dwie liczby { oraz r (1 < I < r < n) oddzielone
pojedynczym odstegpem, takie ze fragment lizaka zlozony z segmentéw o nu-
merach od ! do r wlacznie ma warto$é¢ dokladnie k bajtalaréw. Jesli istnieje

wiele mozliwych odpowiedzi, Twéj program moze podaé¢ dowolna z nich.

Przyktad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
53 13

TWTWT 2 2

5 NIE

1

7

Wyjasnienie do przykladu: Przyklad opisuje lizak z rys. 1. Segmenty
o numerach od 1 do 3 tworza lizak postaci TWT, wart 5 bajtalaréw. Segment
numer 2 ma smak waniliowy i kosztuje 1 bajtalara. Z tego lizaka nie da sie

w zaden sposéb uzyskaé lizaka wartego 7 bajtalaréw.

PIORUNOCHRON
plik zrédtowy pio.*, dostepna pamieé 128 MB

Postepujace zmiany klimatu zmusity wladze Bajtogrodu do wybudowania du-
zego piorunochronu, ktéry chronitby wszystkie budynki w mieécie. Wszystkie
budynki stoja w rzedzie przy jednej prostej ulicy i sa ponumerowane kolejno
od 1 do n.

Zaréwno wysokosci budynkéw, jak i wysoko§¢ piorunochronu wyrazaja
si¢ nieujemnymi liczbami catkowitymi. Bajtogréod dysponuje funduszami na
wybudowanie tylko jednego piorunochronu. Co wigcej, im wyzszy ma byé
piorunochron, tym bedzie drozszy.

Aby piorunochron o wysokosci p umieszczony na dachu budynku i (o wy-
sokosci h;) mégl skutecznie chronié¢ wszystkie budynki, dla kazdego innego

budynku j (o wysokosci hj) musi zachodzi¢ nastegpujaca nieréwnosé:

hj <hj+p—a/li—jl|

Tutaj |i — j| oznacza warto$¢ bezwzgledna réznicy liczb i oraz j.
Bajtazar, burmistrz Bajtogrodu, poprosil Ci¢ o pomoc. Napisz program,
ktéry dla kazdego budynku ¢ obliczy, jaka jest minimalna wysoko$¢é pioruno-

chronu, ktéry umieszczony na budynku ¢ bedzie chronil wszystkie budynki.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia znajduje sie jedna liczba cal-
kowita n (1 < n < 500000) oznaczajaca liczbe budynkéw w Bajtogrodzie.
W kazdym z kolejnych n wierszy znajduje si¢ jedna liczba catkowita h;

(0 < h; <1000000000), oznaczajaca wysokosé i-tego budynku.
Wyjscie
Twdj program powinien wypisa¢ na standardowe wyjscie n wierszy. W i-

tym wierszu powinna znalez¢ si¢ nieujemna liczba catkowita p;, oznaczajaca

minimalna wysokos$¢ piorunochronu na i-tym budynku.
Przyktad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:

BN NWOO
oW o w N

PRZEKLADANKA
plik Zrédlowy prz.*, dostepna pamieé 64 MB
Bajtazar kupil synkowi Bajtkowi zestaw klockéw ponumerowanych od 1 do n
i ustawil je w rzedzie w pewnej kolejnosci. Zadaniem Bajtka jest ustawienie
klockéw w kolejnosci numeréw tych klockéw, od najmniejszego do najwigk-

szego. Jedyne ruchy, jakie moze wykonywaé Bajtek, to:
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® przelozenie ostatniego klocka na poczatek (ruch typu a), oraz
® przelozenie trzeciego klocka na poczatek (ruch typu b).

Poméz Bajtkowi i napisz program, ktory sprawdzi, czy dany uktad klockéw

da si¢ w ogéle ustawi¢ w zadanej kolejnosci, a jezeli tak, to poda, jak to zrobié.

‘Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejécia znajduje sie jedna liczba catko-
wita n, 1 < n < 2000. W drugim wierszu znajduje si¢ n liczb catkowitych
z zakresu od 1 do n pooddzielanych pojedynczymi odstepami. Liczby te nie

powtarzaja si¢ i reprezentuja poczatkowe ustawienie klockéw.

Wyjscie

Jedli nie istnieje sekwencja ruchéw prowadzaca do ustawienia klockéw w po-
rzadku rosnacym numeréw, Twdj program powinien wypisa¢ na standardowe
wyjécie ,NIE DA SIE” (bez cudzyslowéw).

W przeciwnym przypadku, w pierwszym wierszu wyjécia powinna znalezé
sie jedna liczba catkowita m (m < nz)7 oznaczajaca liczbe wykonywanych
operacji. Przez operacje rozumiemy k-krotne wykonanie jednego z ruchéw a
lub b.

Jezeli m > 0, to w drugim wierszu powinien znalez¢ si¢ ciag m liczb
catkowitych z dodanymi pojedynczymi znakami a lub b. Zapis postaci ka
(dla 0 < k < n) oznacza k-krotne wykonanie ruchu a. Zapis postaci kb (dla
0 < k < n) oznacza k-krotne wykonanie ruchu b.

Dodatkowo, znaki stowarzyszone z liczbami znajdujacymi si¢ w drugim
wierszu musza by¢ utozone na przemian.

Jesdli istnieje wiecej niz jedno rozwiazanie, Twdj program moze wypisaé

dowolne z nich.

Przyktad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
4 4

1324 3a 2b 2a 2b

natomiast dla danych: poprawnym wynikiem jest:
7 NIE DA SIE
1324567

a dla danych: poprawnym wynikiem jest:
3 0
123

WYKRES
plik zrédtowy wyk.*, dostepna pamieé 64 MB

‘Wykresem nazywamy dowolny ciag punktéw na plaszczyznie. Dany wykres
(Pq,...,Pn) zamierzamy zastapi¢ innym wykresem, ktéry bedzie mial co
najwyzej m punktéw (m < n), ale w taki sposdb, aby ,przypominal” jak
najbardziej oryginalny wykres.

Nowy wykres tworzymy w ten sposob, ze dzielimy ciag punktéw Py, ..., Pn
na s (s < m) spéjnych podciagéw:
Py WPy (P g P

(Pro+1>- (Pry 41+

przy czym 0 = kg < k1 < kg < ... < ks = n, a nastepnie kazdy podciag
(Pkif1+1"'"7pk‘i)’ dla i = 1,...
Q;- Méwimy wtedy, ze kazdy z punktéw P, 141

, 8, zastepujemy jednym nowym punktem
- P, zostal Sciagniety

do punktu Q;. W rezultacie otrzymujemy nowy wykres reprezentowany przez

ciag Q1,...,Qs. Miarag podobiefstwa tak utworzonego wykresu do oryginal-

nego jest maksimum odleglosci kazdego z punktéw P, ..., Pp do punktu, do

ktérego zostal on Sciagniety:

max

max d(P;,Q; ,
i=1,...8 (j—/ciﬁl,..‘,ki( i ’))>

przy czym d(Pj ,Q;) jest odleglodcia miedzy P;i @Q; i wyraza sie standardo-

wym wzorem:

d((w1,1), (v2,92)) = Vi —21)2 + (42 — 1)

5 P3

Rys. 1: Przykladowy wykres (Py,...,P;) i nowy wykres

(Q1,Q2), gdzie (P1,...,Py) Sciagamy do ()1, na-
tomiast (Ps, Ps, P7) do Q3.

Dla danego wykresu skladajacego si¢ z n punktéw nalezy znalezé wy-
kres najbardziej go przypominajacy, ktory zawiera co najwyzej m punktow,
przy czym podzial wykresu na spdjne podciagi jest dowolny. Ze wzgledu na
skoniczong precyzje obliczen, za poprawne beda uznawane wyniki, ktérych
podobienstwo do danego wykresu jest co najwyzej o 0.000001 wigksze od

optymalnego wyniku.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia znajduja sie dwie liczby catko-
wite n oraz m oddzielone pojedynczym odstepem, 1 < m < n < 100000.
Kazdy z nastepnych n wierszy zawiera po dwie liczby calkowite oddzielone
pojedynczym odstepem. W (i + 1)-szym wierszu znajduja sie liczby z;,y;,
—1000000 < z;,y; < 1000000, reprezentujace wspolrzedne (z;,y;) punktu
P;.

Wyjscie

W pierwszym wierszu standardowego wyjscia nalezy wypisa¢ jedna liczbe rze-
czywista d, bedaca miara podobienstwa znalezionego wykresu do wykresu
oryginalnego. W drugim wierszu standardowego wyjscia nalezy wypisa¢ jedna
liczbe caltkowita s, 1 < s < m. Nastepnie, w kolejnych s wierszach powinny
zosta¢ wypisane wspolrzedne punktéw Q1, ..., Qs, po jednym punkcie w wier-
szu. W (i + 2)-gim wierszu powinny znalezé sie liczby rzeczywiste u; i v;
oddzielone pojedynczym odstepem i okreslajace wspélrzedne (u;,v;) punktu
Q;- Wszystkie liczby rzeczywiste na wyjéciu nalezy wypisaé¢ z rozwinieciem

do co najwyzej 15 cyfr po kropce dziesietnej.
Przyktad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
2 3.00000000

2

2.00000000 1.76393202
11.00000000 1.99998199

=00 > O NN
NN DO
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USTALENIA TECHNICZNE Wskazéwki dla uczestnikéw
Polecenia uzywane do kompilacji rozwigzan (np. zadania abc): 1. Aby Twoje rozwiazanie moglo zostaé¢ wlasciwie ocenione,
Dla ¢ gcec -02 -static abc.c -1m zastosuj sie do ustalen zawartych w ,,Zasadach organizacji
Dla cpp g++ -02 -static abc.cpp -1m zawodow” i tresciach zadan.
Dla pas ppc386 -02 -XS -Xt abc.pas 2. W Systemie Internetowym Olimpiady sio.mimuw.edu.pl

znajduja sie odpowiedzi na pytania zawodnikéw dotyczace

Do kompilowania rozwiazan uzywane beda nastepujace kompila-
Olimpiady. Poniewaz odpowiedzi moga zawiera¢ wazne in-

tory:
) formacje dotyczace toczacych si¢ zawoddw, polecamy Ci re-
® Pascal — Free Pascal Compiler 2.2.2 gularnie zapoznawaé si¢ z ukazujacymi si¢ odpowiedziami.
e C/C++ —GCC4.4.1 Dalsze pytania nalezy przysytaé¢ poprzez System Interneto-

wy Olimpiady.

Ograniczenia:
3. Przestrzegaj doktadnie warunkéw okreslonych w tresci za-
e kod 7rédtowy rozwigzania nie powinien przekraczaé¢ 100 KB, dania.
a kod wykonywalny 5 MB, 4. Nalezy zalozyé¢, ze dane testowe sa bezbledne, zgodne z wa-
® czas kompilacji rozwigzania nie powinien przekraczaé¢ 30 s, runkami zadania i podang specyfikacja wejécia. Twoj pro-
e wielko$¢ pamieci operacyjnej dostepnej programom jest po- gram nie musi tego sprawdzac.
dana w tresciach zadan (wartosé ta dotyczy sumarycznego za- 5. Nie przyjmuj zadnych zalozen, ktore nie wynikaja z tresci
potrzebowania na pamieé, a wiec zawiera m.in. rozmiar kodu zadania.
wykonywalnego, stosu, sterty itp.). 6. Staraj sie dobra¢ taka metode rozwiazania zadania, ktéra
Rozwiazania powinny: jest .nie tylko poprawna, ale daje wyniki w jak najkrétszym
czasie.

e skiadac si¢ z jednego pliku zroédlowego o nazwie podanej 7. Ocena za rozwiazanie zadania jest okreSlana na podsta-
w tresci zadania, wie wynikéw testowania programu i uwzglednia poprawnosé
® czytaé dane ze standardowego wejscia, zapisywaé¢ wynik na oraz efektywno$é metody rozwigzania uzytej w programie.
standardowe wyjscie, chyba ze dla danego zadania wyraznie W szczegdlnosci programy poprawne, lecz dzialajace zbyt
napisano inaczej, dlugo — zwtlaszcza dla duzych rozmiaréw danych — moga
® koticzy¢ dzialanie kodem wyjscia O (inne kody wyjscia uzna- zostaé ocenione nisko.
wane sa za blad wykonania). 8. Koniecznie zapoznaj sie z materiatami dostepnymi w wi-

Rogwi L. trynie Olimpiady: www.oi.edu.pl.
ozwigzania nie moga: T ——
2 &2 9. Nie udostepniaj innym swoich rozwigzan zadan

® otwiera¢ jakichkolwiek plikow, przed uplywem godziny zakonczenia zawodoéw.
® tworzy¢ nowych proceséw, Chron je przed niepowolanym dostepem. Jesli ktos
o korzystaé z funkeji sieciowych, wyS$le skradzione Tobie lub udostgpnione przez
e korzystaé¢ z zewnetrznych bibliotek (np. crt, graph), C_leble rozwigzania zadai, mozesz zostaé zdyskwa-
L. i lifikowany.
® uruchamiaé innych programéw. 10. Z uwagi na zwigkszenie efektywnosci strumieni w kompila-
Wigcej informacji (w tym przyklady) mozna znalezé w witrynie torze G++ od wersji 3.4, istnieje mozliwo$é ich uzywa-
internetowej Olimpiady. nia w rozwiazaniach zadan, bez obawy przekroczenia li-

mitu czasu na operacjach wejscia/wyjscia. W tym celu, na-
lezy na samym poczatku programéw uzywajacych stru-
mieni wylaczaé synchronizacje wejscia/wyjscia przy uzyciu
ios_base::sync_with_stdio(0);

Przewodniczacy Komitetu Gléwnego
Olimpiady Informatycznej

L (ks

prof. dr hab. Krzysztof Diks
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Przestrzenie ilorazowe, czyli sklejanie kartki papieru
AndTZB] ORLOWSKI, student, Wydziat Matematyki, Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Najpierw troche teorii (od Redakcji)

1. Przeksztalcenia. Podstawowym pojeciem, ktére jest potrzebne,
bedzie izometria: przeksztalcenie, ktore nie zmienia odlegltosci
przeksztalcanych punktow. Takie sg np. przesuniecia, obroty czy
symetrie z poslizgiem. Wszystkie dalej omawiane przeksztalcenia
beda izometriami.

Jesli mamy przeksztalcenia plaszczyzny o tej wlasnosci, ze kazdy
punkt, ktéry ruszaja, odrzucaja na odlegtosé réwna co najmniej
pewnej ustalonej stalej, to mozna tych przeksztalcen uzyé¢ do
stworzenia nowej geometrii.

Najpierw powinnismy dysponowaé¢ kompletnym, zamknietym
zestawem takich przeksztalcen (zwanym przez matematykéw
grupa). W tym celu wraz z kazdymi dwoma przeksztalceniami
musimy mieé przeksztalcenie polegajace na wykonaniu ich kolejno.
Z kazdym przeksztalceniem musimy tez mie¢ przeksztatcenie do
niego odwrotne. I juz.

2. Orbity. Gdy te wszystkie fanaberyjne wymagania (nazwijmy
je W) beda spelnione, mozemy zajac si¢ orbitami. Orbita punktu
to wszystkie punkty, ktére mozemy z tego punktu otrzymac przez
zastosowanie przeksztatcen z naszego kompletu.

Mozna wyobrazié¢ sobie, ze taka orbita jest jednym punktem.
Najlatwiej jest zobaczy¢ to na nastepujacym przyktadzie:
naszym zestawem przeksztatcen niech bedzie zbiér wszystkich
przesunieé¢ o wielokrotno$é danego wektora ¥. Orbitag kazdego
punktu bedzie z obu stron nieskonczony ciag kropek lezacych na
prostej réwnoleglej do ¥, w ktérym sasiednie kropki sg odlegte

o |d|. Nietrudno sobie wyobrazié, ze gdyby ptaszczyzna byta

z przezroczystej folii do pakowania kwiatéw, to datoby si¢ ja
zwina¢ w rulonik, tak aby wszystkie punkty (kazdej!) orbity byty
widoczne jako jeden punkt (dla kazdej orbity inny).

Okazuje sie, ze tak samo mozna (cho¢ niekoniecznie fizycznie)
poskleja¢ punkty w kazdej sytuacji spelniajacej W. Otrzymuje
sie wtedy nowa geometrie.

Geometria walca

Rys. 1
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3. Przestrzen ilorazowa. Aby sie nig zajaé, trzeba jeszcze
powiedzie¢, jak na takiej przestrzeni ilorazowej (bo tak nazywa
si¢ sytuacje, gdy za punkty uwazamy orbity) mierzy si¢ odlegtosé.
Okazuje sie, ze najprostsze rozwigzanie spelnia wszystkie
wymagania matematykéw: odlegtosé dwéch orbit — punktow
przestrzeni ilorazowej — to dlugo$é najkrétszej krzywej, jaka taczy
ktorekolwiek punkty jednej i drugiej orbity.

I jeszcze o figurach. Proste w przestrzeni ilorazowej to takie
linie, ktérych male tuki to obrazy po zwinieciu zwyktych
odcinkéw. Okregi to — jak zazwyczaj — zbiory punktéw o danej
odlegtosci od danego punktu. I t.p. Badanie wygladu takich figur
w ,pozwijanych” przestrzeniach to temat tego artykutu.

4. Obszar fundamentalny. Unaoczni¢ sobie nowa geometri¢
mozna za pomoca obserwowania jej na fragmencie (uwaga:
nieposklejanym!) plaszczyzny. Jesli bowiem weZzmiemy pod uwage
taki jej obszar, na ktérym jest reprezentowana, ale tylko raz,
kazda orbita, to wszystko, co sie dzieje w przestrzeni ilorazowej
(czyli przestrzeni orbit), bedziemy mogli na tym obszarze
zilustrowaé. Mamy przeciez na nim reprezentowane wszystkie
punkty, ktére sktadaja sie na przestrzen ilorazowa. Taki obszar
nazywamy obszarem fundamentalnym. Jego gléwna zaleta jest to,
ze na nim nic nie sklejamy — sklejamy tylko jego brzegi.

W rozpatrywanym przykladzie obszarem fundamentalnym
moze byé, na przyklad, pasek prostopadly do ¥ o szerokosci |d].
Po sklejeniu brzegéw réwniez na sklejeniu kazda orbita
wystepowaé bedzie takze tylko raz. Oczywiscie, otrzymamy cos,
co bedzie wygladalo tak, jak oryginalna przestrzen ilorazowa —
rulonik, czyli nieograniczonej dtugosci walec.

5. Badania. Zauwazmy, ze gdy zainteresuje nas tak mata figura
na plaszczyznie, ze zmiesci sie¢ ona w obszarze fundamentalnym, to
jej wlasnosci nie ulegng zmianie. Dlatego méwimy, ze przestrzen
ilorazowa jest lokalnie euklidesowa. A jesli zajmiemy si¢ figurami
wigkszymi? — To wlasnie bedziemy badac.

Do roboty!

Pierwsza modyfikacja kartki, jaka przychodzi nam do glowy, jest zwinigcie jej

w rulonik. Na rysunku 1 szarym kolorem zaznaczony jest obszar fundamentalny
przestrzeni ilorazowej wyznaczonej przez wszystkie przesuniecia bedace catkowitymi
wielokrotnosciami pewnego wektora. Kropki to punkty jednej z orbit. Sprobujmy
postuzyc¢ sie tym rysunkiem dla stwierdzenia, jak wygladaja proste w tej przestrzeni.

Okazuje sie, ze mamy ich trzy rézne typy. Pierwszy, czyli prosta pionowa,
wlasciwie nie rézni si¢ od prostej na plaszczyznie. Drugi to prosta zamknieta,
ktora wyglada jak gumka recepturka naciagnieta na walec. Taka prosta ma
skonczong dtugosé. Trzeci typ to nieskonczona sprezyna.

Jak wiemy, przez dwa punkty na plaszczyznie przechodzi doktadnie jedna prosta.
Na walcu nie jest to prawda. Wybierzmy na plaszczyznie punkty A i B. Dla kazdego
punktu z orbity punktu B poprowadZmy prosta przez niego i przez A (rys. 2).

Co widzimy na walcu? Nieskonczenie wiele prostych przechodzacych przez orbity
punktéw A i B. To ,sprezyny” o réznych katach nachylenia do osi walca (rys. 3).

Nasuwa sie pytanie, czy taka geometria jest cho¢ troche ,porzadna” —
sprawdzmy na przyklad, czy spelniony jest piaty postulat Euklidesa: do danej
prostej, przez dany punkt leZgcy poza nig, mozna poprowadzi¢ co najwyzej jedng
prostq roztgezng. Okazuje sie, ze tak: do kazdej prostej mozna dobraé¢ doktadnie
jedna prosta tego samego typu rownolegla do niej i przechodzaca przez ustalony
punkt (rys. 4). Proste réznych typéw nie moga by¢ réwnolegle.

Zajmijmy sie z kolei okregami — interesujace sa te, ktore nie mieszcza sie
w obszarze fundamentalnym. Juz okrag o srednicy réwnej szerokosci obszaru



Figura jest niewypukla, jezeli ma takie
dwa punkty, ze odcinek je taczacy
nie jest zawarty w tej figurze.
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Rys. 5
Rys. 6
Okazuje sig, ze wstegi zrobionej
z prawdziwej plaszczyzny, a nie
ograniczonego paska papieru, nie da si¢
przedstawié¢ bez samoprzecieé

w przestrzeni tréjwymiarowej —
potrzebne sa cztery wymiary.

Rys. 9

fundamentalnego zaczyna wykazywaé nieco dziwne wlasnosci. Jest on bowiem
styczny sam do siebie (rys. 5(a)). A jesli jeszcze troche zwigkszymy promien, to
uzyskamy okrag niespdjny. Patrzac na orbity punktéw okregu na plaszczyznie,
ktére nie zmiescily sie w obszarze fundamentalnym, mozna sobie wyobrazié,

ze wystajace skrzydetka zawina si¢ do $rodka. Wobec tego nie zostana
uwzglednione, poniewaz ich odleglosé od srodka okregu jest mniejsza niz dlugosé
promienia (rys. 5(b)). Okrag podzieli si¢ na cze$é¢ gérna i dolna.

Pewnie nie zdziwi nas juz, ze dwa okregi na walcu moga mieé¢ od zera do
czterech punktéw wspoélnych. Jedng z ciekawych mozliwoéci pokazuje rysunek 6.

Dziwne wlasnosci okregéw to jeszcze nic w poréwnaniu z tym, jak zachowuja

sig na walcu kota. PrzyzwyczailiSmy sie do mysli, ze kolo jest figura wypukla.

A tymczasem na walcu koto moze byé niewypukte! Rysunek 7 pokazuje, ze kazde
dwa punkty mozna polaczy¢ odcinkiem przechodzacym ,z tytu” walca. Dla kot
o duzych promieniach niektére z tych odcinkéw sa zawarte w kole, ale zawsze
znajda sie takie, ktére wychodza poza koto.

Dochodzimy do najwazniejszego punktu programu dla walca. Pokazemy, ze

nie jest spelniona pierwsza cecha przystawania trojkatow: trdjkety o bokach
a,b,c i a' b, sq przystajgce, jezeli ich boki sq parami przystajgce. Konstrukcje
kontrprzyktadu zaczynamy od narysowania dwoch okregdéw o czterech punktach
wspélnych. Pierwszy tréjkat powstaje przez polaczenie ich srodkéw i jednego

z punktéw przeciecia. Podstawg drugiego tez jest odcinek taczacy srodki,

ale jako trzeci wierzcholek wybieramy drugi punkt przeciecia okregdéw — ten,
ktoéry lezy na poziomej prostej z trzecim wierzchotkiem pierwszego tréjkata.
Efekt wida¢ na rysunku 8. Boki tréjkatow sa przystajace: jeden jest wspolny,

a pozostate dwa to promienie obu narysowanych okregéw. Natomiast tréjkaty
nie sa przystajace, chociazby dlatego, ze boki jednego rozcinaja walec na

czed¢ ograniczona i nieograniczona, a drugiego na dwie nieograniczone. Zatem
nie moze istnie¢ izometria walca przeksztalcajaca jeden tréjkat na drugi.

Geometria wstegi Mobiusa

Inna, a moze nawet lepsza, zabawa z kartka papieru jest zrobienie z niej wstegi
Mobiusa. Przeksztalcenia, ktére wykorzystujemy tym razem, to symetrie

z poslizgiem: ustalamy prosta na plaszczyznie oraz réwnolegly do niej wektor

i kazdy punkt ptaszczyzny przesuwamy o wektor, a potem odbijamy wzgledem
prostej (a moze na odwrét?). Obszar fundamentalny jest taki sam, jak dla walca,
ale orbity punktéw nie leza juz na prostej, tylko zawieraja punkty nad i pod
wybrana osig symetrii (rys. 9). Oczywiscie, z wyjatkiem orbit punktéw lezacych
na samej osi symetrii.

Okazuje sie, ze na wstedze Mdbiusa mozna wyrdznié jeszcze wiecej typow
prostych niz na walcu. Oprécz pionowych i spiralnych mamy proste zamkniete
dtuzsze i krétsze. Prosta pochodzaca od osi symetrii jest dwa razy krétsza od
wszystkich innych prostych zamknietych. Mozna to sprawdzi¢ doswiadczalnie,
rozcinajac jedna wstege przez srodek, a druga przy brzegu. Wszystkie rodzaje
prostych pokazuje rysunek 10. Wida¢ na nim, na przyktad, ze proste spiralne
maja samoprzeciecia. W szczegdlnosci wynika stad, ze piaty postulat Euklidesa
nie jest spelniony. Warto jeszcze zauwazy¢, ze tak jak na walcu, przez dwa
punkty moze przechodzié¢ nieskonczenie wiele prostych spiralnych.

O ile na walcu poszczegodlne okregi zachowywaly sie dos¢ stabilnie, teraz juz nie jest
tak dobrze: proponujemy, na przyktad, poszukaé¢ dwoch okregdéw o tym samym
promieniu, ale roznej dlugoséci. Natomiast konstrukcja trojkatow niespelniajacych
pierwszej cechy przystawania przebiega podobnie jak poprzednio. Tym razem
jednak obydwa tréojkaty rozcinaja przestrzen na czes¢ ograniczona i nieograniczona,
wiec trzeba zauwazy¢ co$ innego, zeby je rozrézni¢. Okazuje sie, ze wystarczy zbadac,
w ktoérym z otrzymanych obszaréw mozna zmiesci¢ prosta.

Przesuniecia w dwoéch kierunkach

Do tej pory zajmowalidmy sie sklejaniem kartki tylko w jednym kierunku. Tym razem
do skonstruowania przestrzeni ilorazowej uzyjemy przesunieé¢ o wektor poziomy
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Jesli zanurzymy ten torus w przestrzen
tréjwymiarows i bedziemy obliczaé
odlegltosci punktow tak, jak w tej
przestrzeni, to otrzymana geometria
bedzie inna niz ta, ktéra rozpatrujemy

(czyli eksperymenty na oponie

nie wchodza w gre). Natomiast nasza

geometri¢ mozemy zrealizowad,
zanurzajac torus w przestrzen
czterowymiarowa.

Rys. 10

Rys. 11

Rys. 12

Rys. 13

i przesunie¢ o wektor pionowy. Obszarem fundamentalnym jest prostokat —
utozsamiamy w nim réwnolegle brzegi. Otrzymana przestrzen wyglada troche
jak walec, ale obciety z dwdch stron i sklejony — to jest torus.

Opis prostych zacznijmy od zamknietych. Oczywiscie, jest prosta pionowa

i pozioma, ale mozna tez zrobi¢ ukosna, réwniez zamknieta. Co wiecej, mozemy
skonstruowaé¢ dowolnie dluga prosta zamknieta. W obszarze fundamentalnym
narysujemy ja, dzielac, na przyklad, poziome brzegi na odpowiednio duzo
rownych czesci, jak na rysunku 12. Ale mamy tez proste nieskonczone.
Zaznaczmy na dolnym boku prostokata, mierzac od lewego konica, odcinek

o dlugosci niewspdlmiernej z dlugoscia tego boku (na przyklad niewymiernej,
jesli bok ma dlugosé bedaca liczbg wymierna). Wraz z lewym bokiem prostokata
ten odcinek utworzy mniejszy prostokat — przedluzenie jego przekatnej to
interesujaca nas prosta. Latwo sprawdzié, ze nigdy si¢ nie zamknie i utworzy
zbiér gesty w torusie (czyli jej punkty beda dowolnie blisko kazdego punktu).
Mimo to zostaje jeszcze na tyle duzo miejsca, zeby mozna bylo dotozyé¢ druga
prosta, réwnolegla do tej, tak aby piaty aksjomat Euklidesa byt spelniony!

Ciekawym okregiem, ktéry mozna zaobserwowacé na torusie, jest okrag bedacy
zbiorem pustym. Wystarczy przyjaé¢ odpowiednio duzy promien, a wszystkie
punkty przestrzeni beda lezaly zbyt blisko srodka, by naleze¢ do okregu. Wobec
tego widaé tez, ze caly torus jest bardzo dobrym kotem.

ZauwazyliSmy juz, ze torus mozemy otrzymac z rozwazanego wczesniej walca
przez dodanie przesunie¢ o pionowe wektory. Mozemy sobie wyobrazi¢ to
przejécie jako wykonanie dwbch poziomych cigé na walcu i sklejenie brzegu
ograniczonej czesci. To oznacza, ze konstrukcje, ktére wykonalidmy na walcu,
wiec tez wszystkie opisane fenomeny geometrii, przenosza sie na torus:
wystarczy wykona¢ konstrukcje na walcu, obcia¢ walec tak, zeby nie naruszy¢
konstrukcji i sklei¢ brzegi. Czytelnik Wnikliwy z pewnoécia zechce zbadac,
czy na torusie mozna znalezé jeszcze co$ ciekawego, w szczegdlnosci zasd
odpowie na pytanie, ile punktéw przeciecia moga mieé¢ narysowane na nim
dwa okregi.

Skrzyzowanie torusa ze wstegg Mobiusa

A gdyby$my wykonywali przesuniecia o wektor w kierunku pionowym i symetrie
z poSlizgiem w kierunku poziomym? Tak otrzymana przestrzen ilorazowa to
butelka Kleina. Obszarem fundamentalnym znow jest prostokat, ale tym razem
musimy pamietac, ze w poziomej parze jeden bok przed sklejeniem obracamy.
Orbite pewnego punktu wida¢ na rysunku 13.

Okazuje sie, ze to tez juz wladciwie przerabialiémy. Butelke Kleina mozemy sobie
wyobrazaé jako walec (tym razem z brzegiem), w ktérym sklejamy czesci brzegu,
ale w innym kierunku, niz zeby dostaé¢ torus. A mozemy tez wyobrazi¢ sobie,

ze we wstedze Mobiusa (tez z brzegiem) dzielimy brzeg na pél i odpowiednio
sklejamy. Wszystko zalezy od tego, w jakiej kolejnosci bedziemy sie przygladac
przeksztalceniom: symetriom z poslizgiem i przesunieciom. A przyjrzenie si¢ im
to tadne ¢éwiczenie na wyobraznie wielowymiarowa. W kazdym razie to, co umiemy
skonstruowaé¢ na walcu i na wstedze, przenosi si¢ na butelke.

Cos jeszcze?

Do tej pory nie uzywaliSmy obrotéw, czyli nie probowalismy zwina¢ kartki

w stozek. Czytelnik sprawdzi jednak, ze obcinajac wierzcholek tak otrzymanego
stozka, dostajemy geometrie walca, wiec wszystkie konstrukcje, ktére umiemy
wykonaé¢ dla walca, przenosza sie na ten przypadek.

Tropienie dalszych fenomenéw geometrii przestrzeni ilorazowych pozostawiamy
wytrwaltym poszukiwaczom przygdd.

Felix Klein udowodnit, ze kazda (dwuwymiarowa) przestrzen dwa rodzaje. Wreszcie istnieje jeszcze tylko jedna inna mozliwo$é:
lokalnie euklidesowa powstaje jako taka wtasnie przestrzen to geometrie lokalnie takie, jak ta, ktéra nazywamy imionami
ilorazowa i jest tych przestrzeni pie¢ rodzajéw. Podobnie, jako Janosa Bolyaia i Nikotaja Lobaczewskiego — jak sie tatwo domyslié,
takie przestrzenie ilorazowe otrzymujemy wszystkie przestrzenie jest ich nieskonczenie wiele rodzajéw. Je réwniez uzyskujemy

lokalnie takie jak sfera, czyli powierzchnia kuli — sa ich

z plaszczyzny Bolyaia—t.obaczewskiego jako przestrzenie ilorazowe.
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Rozwigzanie zadania F 775.
Przez uktad (r, R2) nie przechodzi

strumien zmiennego pola magnetycznego,

zatem nie indukuje si¢ w tym uktadzie
sita elektromotoryczna. Opory Rs i 7

mozna wigc traktowac jako polaczone

réwnolegle, stad

I = S/N T‘R2 1 o
_R1+’I’R2/(T‘+R2)T‘+R2T_
ER>

~ N[ (R + Ra) + RiRa]’

Dzielenie przez x w grupie Z;a jest
mnozeniem przez odwrotnoéé z !
elementu x w tej grupie. Odwrotnosé
mozna obliczyé w czasie O(log p®),
korzystajac z rozszerzonego algorytmu
Euklidesa.

L...]

Rozwigzanie zadania F 776.
Z prawa zachowania energii dostajemy
U2 I? 12
2 ) o)
Poréwnujac strumienie magnetyczne
przechodzace przez cewki, mamy

LiI, = Lals. Rozwiazujac uklad réwnan,

otrzymujemy

[, <©
Iy = Ugy/ — s
Ly Ly + L2
- L4 C
Ly Ly + L2

Wspélczynniki dwumianowe modulo m
Tomasz IDZIASZEK

W informatycznym kaciku olimpijskim w poprzednim numerze Delty opisane
zostalo zadanie, ktorego rozwigzanie sprowadzono do obliczenia pewnej liczby
wspotczynnikéw dwumianowych modulo ustalony modut m. Przedstawiono
tam tez prosty algorytm obliczania wartosci (Z) mod m, dzialajacy w czasie
O(k?1ogn), zatem niezbyt praktyczny, gdy zaréwno n, jak i k sa duze.

W niniejszym artykule przedstawimy inny algorytm, ktéry po fazie obliczen

wstepnych zajmujacych czas O(m) pozwoli na obliczanie (Z) mod m w czasie

O log’ﬁ);”m logn + logm).

Na poczatku pokazemy, jak oblicza¢ wspotczynniki dwumianowe modulo potega
liczby pierwszej. W dalszej czesci artykulu p zawsze bedzie oznaczaé liczbe
pierwsza, a p® jej potege o wykltadniku catkowitym dodatnim.

Aby obliczy¢ (") mod p®, skorzystamy ze wzoru

k
n n!
(k) T Bn—k)

i sprobujemy sprowadzi¢ zadanie do obliczenia n! mod p®. Musimy jednak
uwazaé, gdyz np. dla k = p® w mianowniku pojawia nam si¢ zero. Aby
poradzi¢ sobie z tym ktopotem, wyciagniemy z silni wszystkie czynniki p. Niech
mianowicie ay,(n) bedzie najwicksza potega liczby p dzielaca n!. Jesdli bedziemy
umieli znalez¢ liczbe
|
Bp(n) = Iﬁ (mod p%),

to rozwiazaniem bedzie
Bp(n)

Y _ ap(n)—ap(k)—ap(n—k)___ Pp")
*) (k) =7 Bo ) (n — F)

Dzielenie w powyzszym wzorze jest wykonywane w grupie Zj..

(mod p©).

Czytelnicy znajacy rozwiazanie zadania ,obliczy¢, iloma zerami konczy sie zapis
dziesietny liczby n!” wiedza, a pozostali latwo sie przekonaja, ze
ay(n) =Y _[n/p'] = |n/p] + a(|n/p)),
i>1
zatem «,(n) mozemy latwo obliczy¢ w czasie O(logn). Pozostaje juz tylko
znalez¢ wartosé 5,(n).

Zdefiniujmy silniopodobna funkcje n!, oznaczajaca iloczyn liczb od 1 do n
niepodzielnych przez p. Wprowadzmy tez oznaczenie
.- —1 dlap# 2 lub p* =4,
P 1 dlap=2ip*#4.
Przypomnijmy, ze twierdzenie Wilsona orzeka, ze dla liczby pierwszej p
spelnione jest p!, = —1 (mod p). Uogdlnienie tego twierdzenia na potegi liczb
pierwszych p® wyglada nastepujaco:
p®l, =g, (mod p%).

Dla dowodu zauwazmy, ze po lewej stronie kongruencji mamy iloczyn
wszystkich elementéw grupy Z;.. Kazdy element tej grupy ma zdefiniowany
jednoznacznie element odwrotny. Iloczyn elementéw, ktére nie sa swoimi
wlasnymi odwrotnosciami, wynosi 1. Pozostaje zatem obliczy¢ iloczyn
elementéw spelniajacych rownanie

(%) r? =1 (mod p®).

Roéwnanie to jest réwnowazne kongruencji (z — 1)(z + 1) = 0 (mod p®), co
dla p # 2 jest réwnowazne x = 1 (mod p®) lub x = p® — 1 (mod p®). Zatem
p*l, = —1 (mod p®).

W przypadku p = 2 mamy 2!, =1, 4], = 3, a dla « > 3 réwnanie (**) ma cztery
rozwigzania: 1, 2971 — 1, 2271 + 11 2% — 1, ktérych iloczyn modulo p* wynosi 1.
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& Teraz juz mozemy pokazaé, jak obliczaé (,(n). Mianowicie, jesli wprowadzimy
' : oznaczenie N; = |n/p*] mod p®, to
Rozwigzanie zadania M 1294. a1
Szukamy liczb catkowitych dodatnich a, b ﬁp(n) = Egp(\_n/p D H Ni!p (HlOd pa).
oraz liczby pierwszej p, dla ktérych i>0

(a+b)(a® —ab+b?) = p". ) . . . - ,

. ) ) Dowoéd przeprowadzimy przez indukcje wzgledem n. Jesli n = 0, to wzoér

Dla a = b = 1 powyzsze réwnanie X X °. K X X K
sprowadza si¢ do p? = 2, co spelnione na (,(n) jest speliony. Dla n > 1 zalézmy wigc, ze spelniony jest w przypadku
by¢ nie moze. Przyjmijmy wigc bez [n/p] < niwywnioskujmy z tego prawdziwosé¢ dla n.
straty ogdélnosci, ze a > b oraz a > 2.
Wtedy a+b > 1 oraz a® —ab+0” > 1, Kluczowa sprawg jest wyznaczenie n!, mod p®. Kazda liczbe w tym iloczynie

skad wniosek, ze p|a + b oraz . . i a . . P
pla® —ab 4 b? = (a4 b)? — 3ab. A zatem przedstawiamy w postaci k = ip® + j, a nastepnie korzystamy z uogdlnionego

p | 3ab. Wobec tego p = 3 lub p | ab. twierdzenia Wilsona:

e . | o S\ —
w przypad‘l:u, g;iy p = 3, otrzymujemy n!p = H k= H (Zp + J) : H (Ln/p Jp + J) =
réwnanie a” + b° = 81. Bezposrednio 1<k<n 0<i< [n/;DaJ 1< <No
sprawdzamy, ze réwnanie to nie ma ptk 1<j<p® ptj
rozwigzan w liczbach catkowitych ptj

dodatnich a, b.

H H j- H j= (poz!p)tn/po‘J - Nolp =

0<i<[n/p>] 1<j<p® 1<j<No
p1J p1J

ellj"/paj - No!p (mod p®).

Z kolei z podzielnosci p | ab wynika, ze p
jest dzielnikiem jednej z liczb a lub b, co
po wykorzystaniu podzielnosci p|a + b
pozwala wywnioskowaé, ze liczba p jest

dzielnikiem obu liczb a, b. Wobec tego
@ =par, b=pby, gdzie liczby a1, b1 52 W celu obliczenia (3,(n), liczby od 1 do n rozbijamy na dwie grupy: niepodzielne

calkowite i dodatnie. Dane réwnanie . h 1 L. ' d k , . .
przybiera wtedy postac przez p (ich iloczyn to oczywiscie n.p) oraz reszte, do ktorej zastosujemy

(a1 + b1)(a® — arby +b2) = p. zalozenie indukcyjne:

A poniewaz a1 4+ by > 1, wiec a1 +b1 =p n! 1 Ln/pJ' — 6 (L / J) _
oraz af —aib + b? = 1. Z ostatniej pap(n) =N pap(\_n/pj) =Np p\LT/P]) =
réwnosci dostajemy: a1 = by = 1. R

. _ _ — 1 — 92 oras — _|n/p® ap(|n/p*~
?tjcd p__20,1+b1 =2,a=p=2oraz :Slg /p JNO!p'app(L /p J)HNi-‘rl!p —

—res i>0
Bezposrednie sprawdzenie dowodzi, ze para o (In/p>—1 o
(a,b) = (2, 2) spelnia warunki zadania. = ‘f':pp(L /P b H Nl'p (mOd p )
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Dla ustalonego p® wartosci s[z] = z!, mod p® dla 0 < z < p® mozemy
wyznaczy¢ w fazie obliczenn wstepnych. Faktycznie, s[0] = 1 oraz dla = > 1
olz] = (s[x — 1] - ) mod p* dla ptux,
| slz—1] dla p|x,
zatem mozenly to zrobi¢ w czasie O(p®). Majac tablice s, obliczamy 5, (n)
w czasie O(logn). Ostatecznie, wzor (*) obliczamy w czasie O(logn + log p®).

Przejdzmy teraz do przypadku ogdlnego. Chcac obliczy¢ (Z) mod m, musimy

Wspébtczynniki T X . X .
w dwudziestu krokach najpierw roztozy¢ modul na iloczyn poteg liczb pierwszych
b1 := a1 + a2, _ (e%]
o= ar +as m= [T »"
by :=aq - asz, 1<ie
bz := a3 + aa, . . ., . . ..
BT s Mozemy sobie pozwoli¢ na zastosowanie naiwnego algorytmu O(m), gdyz i tak
by := a3 - ayq, . . . .. )
G e obliczanie tablic s zajmie czas O pi*) = O(m).
bs := by + b3,
be = bs + as = p, Jesli teraz oznaczymy c¢; = (Z) mod p3*, to z chinskiego twierdzenia o resztach
by = bs - as, dostajemy, ze
bg := by + by, n\ _ m m -1
by = by - by, () L) = E Ci p_cw p_ai (mod m),
b1o := bg + by, 1 1<i<e ! !
. m )y . . .
bir := bio + b7 =g, gdzie (T) oznacza odwrotno$é tego elementu w grupie Z;ai. Poniewaz
b1z := bio - as, Pi i

big := by - by, Zlogp?t — long;lq’

b4 := by - b3,
bis := b1z + b4,
big :=bi2 +bi5 =1,

bi7 := b5 - as,

zatem obliczenie wszystkich odwrotnosci (réwniez tych uzywanych przy
obliczaniu ¢;) zabierze taczny czas O(logm). Ostatecznie obliczenie wartosci ¢;
i wzoru (s#x*) zajmie czas O(£logn + logm + £).

big := by - ba, Poniewaz ¢ = O(%), zatem ostatecznie dostajemy, ze po wstepnych
big :=bi7 + big = s, obliczeniach zajmujacych czas O(m) mozemy obliczy¢ dowolny wspotezynnik
bao 1= bis - a5 = t. dwumianowy () modulo m w czasie O(blg‘){% logn + logm).
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Rys. 1. Przygotowanie szpulki od
przylepca do do$wiadczen; s — szpulka,
p — plastelina, n — nitka, o — kat
nachylenia nitki do poziomu.

(b)

Ruch obrotowy bryly sztywnej, czesé I
Stanistaw BEDNARFEK

Celem do$wiadczen opisanych w tym artykule bedzie poznanie podstawowych
prawidlowosci rzadzacych ruchem obrotowym bryty sztywnej. Bryta sztywna

to takie ciato, w ktérym odlegtosci miedzy jego kazdymi dwoma punktami
pozostaja stale, niezaleznie od sit dziatajacych na to ciato. Jest to, oczywiscie,
pewna idealizacja teoretyczna, ale w praktyce wiele cial z dobrym przyblizeniem
spelnia to zalozenie — tak tez bedzie w naszych doswiadczeniach. Czesto
rozpatruje sie sytuacje, w ktérych ruch bryly sztywnej jest zlozeniem ruchu
obrotowego oraz postepowego. Przykladem takiego ruchu jest toczenie sie cial,
np. két jadacego samochodu lub kulki po réwni pochytej.

Do przeprowadzenia naszych doswiadczen beda potrzebne: szpulka od przylepca
medycznego, plastelina, nitka o dtugosci okoto 1 m, arkusz papieru, trzy kawatki
tektury, oléwek, cyrkiel, nozyczki, linijka o dlugosci 50 cm i tasma klejaca.

Wyniki pierwszego doswiadczenia dadza odpowiedZ na pytanie, co jest
potrzebne do spowodowania ruchu zlozonego bryly sztywnej. Wiemy, ze do

(©) P wprawienia ciala w ruch postepowy
oraz do zmiany wartosci lub
kierunku jego predkosci w tym
ruchu potrzebne jest dziatanie

sity. W pierwszym doswiadczeniu

A‘T‘

|
'
i
'
'
I
i

przekonamy sig, czy samo przylozenie
Rys. 2. Wyjasnienie wplywu momentu sity na kierunek obrotu szpulki; Slly wystarczy do spowodowama
F —sita, A — chwilowy $rodek obrotu szpulki, O — $rodek szpulki, r — ramig sily, ruchu Z}oZonego bry}y sztywnej,

« — kat nachylenia kierunku dzialtania sity do poziomu.

Py k

. —

O a

551 b

423 !
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Rys. 3. Uktad do badania toréw punktéow
na kole, toczacym si¢ bez poslizgu po linii
prostej; k — koto, I — linijka, a — arkusz
papieru, O — otwér w §rodku kotla,

1,2, 3,4 — otwory rozmieszczone wzdluz
promienia kota.

Rys. 4. Przyktady toréw punktéw na kole,
toczacym sie bez podlizgu w ukladzie

z rys. 3; O — tor érodka kota, 2 — tor
wybranego punktu na promieniu kota
(cykloida skrécona), 4 — tor punktu na
brzegu kota (cykloida peina).

Rys. 5. Uklad do badania toréw punktéw
na kole toczagcym si¢ bez poslizgu po
innym, nieruchomym kole; k — toczace
si¢ koto, n — nieruchome koto, a — arkusz
papieru, O — otwér w §rodku toczgcego
sig kota, 1,2, 3,4 — otwory rozmieszczone
wzdluz promienia tego kota.

AN

Na sérodkowa czesé szpulki od
przylepca (rolke) nawijamy okoto 3/4 dlugosci nitki. Otwér w rolce wypelniamy
catkowicie plasteling w celu zwiekszenia masy szpulki. Ustawiamy szpulke

na poziomej powierzchni stotu. Chwytamy palcami za swobodny koniec nitki

i wyprostowujemy ja, trzymajac pod niewielkim katem « (prawie réwnolegle)
do powierzchni stotu (rys. 1). Co sie stanie, kiedy zaczniemy coraz silniej
ciagna¢ swobodny koniec nitki? SprawdZmy nasze przewidywania. Nastepnie
powoli podnosimy koniec nitki do gory, zwigkszajac przez to kat a i nadal
pociagamy za nitke. Obserwujemy, jak wplywa to na zachowanie sie szpulki.
Jeszcze bardziej zwigkszamy kat « (tak by stal sie niemal katem prostym). Co
sie przy tym zmienito?

Przeprowadzone doswiadczenie wykazalo, ze przy matym kacie nachylenia nitki
do stolu szpulka toczy sie w paradoksalny sposéb — ciagnieta nitka nie jest
rozwijana, ale nawija sie na szpulke (rys. 2(a)). Po zwigkszeniu kata o do pewnej
wartosci granicznej szpulka nie toczy sie, tylko §lizga po powierzchni stotu

(rys. 2(b)). Przy jeszcze wiekszym kacie o szpulka zmienia kierunek toczenia

i nitka odwija sie ze szpulki (rys. 2(c)). Wniosek z tego doswiadczenia jest

taki, ze do wprawienia bryly sztywnej w ruch obrotowy nie wystarczy tylko
odpowiednio duza sita. Decydujace znaczenie ma wielko$¢ zwana momentem sity.
Wartosé momentu sity M wyraza si¢ wzorem

(1) M = Fr,

gdzie F' oznacza wartos¢ sily, a r — jej ramie, czyli odleglo$¢ miedzy prosta,
wzdtuz ktérej dziala sila, a osia, wokol ktérej zachodzi obroét.

Obrét naszej szpulki podczas toczenia zachodzi wokol chwilowego srodka obrotu.
Jest nim punkt kontaktu szpulki ze stolem, oznaczony na rysunku 2 przez A.
Patrzac na rysunek 2(a), zauwazamy, ze moment sily M obraca szpulke w prawo
i ni¢ musi na nia sie nawija¢. Z rysunku 2(b) wynika, ze moment sity M jest
réwny zeru, poniewaz kierunek dziatania sity przy danym kacie o przechodzi
przez punkt A, wiec r jest rowne zeru. W tej sytuacji szpulka nie moze sie
obracaé, a jedynie przesuwac. Z kolei rysunek 2(c) pokazuje, iz moment sity M
obraca szpulke w lewo i ni¢ si¢ odwija.
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Rys. 6. Przyktady toréw punktéw kota
toczacego sie w uktadzie z rys. 5; O — tor
$rodka kota, 1 — fragment toru wybranego
punktu na promieniu kota (epicykloida).

@‘

Rys. 7. Uklad do badania toréw punktow
na kole toczacym sie¢ bez poslizgu po
brzegu kolowego otworu; k — toczace

sig¢ kolo, t — nieruchoma tektura

z kolowym otworem, a — arkusz papieru,
O — otwér w srodku toczacego sie kota,
1,2, 3,4 — otwory rozmieszczone wzdluz
promienia tego kota.

)
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Kolejne doswiadczenia pozwola nam wykresli¢ tory punktéw toczacego sie

kota. Na tekturze rysujemy kolo o promieniu okoto 4 cm, wycinamy je i na
jego promieniu wykonujemy kilka otworkéw przeznaczonych do wlozenia
grafitu oléwka (rys. 3). Jeden z otworéw powinien byé tuz przy brzegu

kota, a jeden w jego érodku. Na stole kladziemy arkusz papieru, na nim za$
uktadamy linijke. Przyklejamy papier i linijke do stotu za pomoca tasmy
klejacej. Do linijki przyktadamy koto z tektury i w otwor znajdujacy sie tuz
przy brzegu kota wkladamy grafit otéwka. Obracamy koto palcami, tak zeby
toczyto sie bez poslizgu po linijce, i dociskamy lekko otéwek do papieru. Co
zauwazamy na papierze? Powtarzamy to doswiadczenie, wkladajac grafit otéwka
w otwory potozone coraz blizej §rodka kota oraz w jego $rodek. Czym rdznia sie
wykreélone na papierze linie?

Otrzymane krzywe to cykloidy (rys. 4). Przedstawiaja one w nieruchomym ukladzie
odniesienia tor punktu lezacego na toczacym si¢ kole. Gdy grafit otéwka byt

tuz przy brzegu kola, otrzymalidmy cykloide pelna (linia 4). W pozostatych
przypadkach pojawily sie cykloidy skrécone (np. linia 2). Interesujace krzywe
mozemy uzyska¢ takze w przypadku toczenia przygotowanego wczesniej kota po
wigkszym kole, np. o promieniu 10 cm, réwniez wycietym z tektury (rys. 5). Wowczas
w ogblnym przypadku otrzymamy linie nazywane epicykloidami (rys. 6). Sprébujmy
jeszcze wyciaé w kwadratowym lub prostokatnym kawaltku tektury wiekszy,
kotowy otwér i toczy¢ kolo z otworkami po brzegu tego otworu (rys. 7). Wtedy
w ogllnym przypadku otrzymamy krzywe nazywane hipocykloidami. Sprébujmy
wykredli¢ hipocykloidy, po ktorych poruszaja sie rézne punkty lezace na promieniu
toczacego sie wewnatrz otworu kota, i zobaczmy, czym réznig sie one od epicykloid.
Epicykloidy, nazywane tez epicyklami, mialy bardzo wazne znaczenie w astronomii
przed opisaniem przez Kopernika ukladu heliocentrycznego, poniewaz stuzyly

do wyjasniania i przewidywania ruchu planet (dlaczego?). Obecnie epicykloidy

i hipocykloidy znajduja zastosowanie m.in. przy projektowaniu két zebatych.

i Zadania

C
D
N
AR
A B
Rys. 1
| Ry
~E AN ( B
B -
o——| A Ry
7
Rys. 2

Ly 3L

]

Rys. 3

Redaguje Waldemar POMPE

M 1294. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie a, b, dla ktérych liczba
a® + b jest czwarta potega liczby pierwszej.
Rozwiazanie na str. 19

M 1295. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD, w ktérym
XDAB =90° (rys. 1). Proste AD i BC przecinaja sie w punkcie P. Punkty
@ i R sa rzutami prostokatnymi odpowiednio punktéw A i D na proste

BD i AC. Dowieé¢, ze punkty P, @, R leza na jednej proste;j.

Rozwiazanie na str. 3

M 1296. Niech p bedzie liczba pierwsza postaci 4k + 3. Dowieé¢, ze zbioru
ztozonego z p — 1 kolejnych liczb catkowitych nie da sie podzieli¢ na dwa
podzbiory w taki sposob, aby iloczyn liczb w jednym podzbiorze byt réwny
iloczynowi liczb w drugim podzbiorze.

Rozwiazanie na str. 24

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 775. Jedno uzwojenie transformatora obnizajacego napiecie ma N zwojow,
drugie jeden. Transformator ten podlaczony jest do zrédla napiecia zmiennego

o sile elektromotorycznej £. Do pojedynczego uzwojenia podlaczony jest

w punktach A i B galwanometr o oporze wewnetrznym r, dzielac zwdj na czesci
o oporze Ry 1 Ry (rys. 2). Jakie natezenie pradu bedzie pokazywal galwanometr?
Rozwiazanie na str. 18

F 776. Kondensator o pojemnosci C oraz cewki o indukcyjnosciach Ly i Lo
tworza uktad elektryczny jak na rysunku 3. Znalezé maksymalne natezenie
pradu w ukladzie, przyjmujac, ze poczatkowy spadek potencjaléw na cewkach
byt réwny Uyp.

Rozwiazanie na str. 18
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Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl

Jednym z celéw statutowych Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematycznej
jest wspieranie i rozwijanie zainteresowan mlodziezy szkolnej w zakresie
matematyki. Zrodzila si¢ stad inicjatywa Zarzadu SEM uruchomienia

/MY

Internetowego Kota Matematycznego dla gimnazjalistéw. Co miesiac — od
potowy sierpnia — publikowane sa na stronie internetowej

www.sem.edu.pl/omg/kolko.php

zestawy siedmiu zadan przypominajacych swoim charakterem zadania
konkursowe Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow. Kazdy zainteresowany
uczen (réwniez nauczyciel!) moze zapoznaé sie z treSciami zamieszczonych
zadan i sprébowacé je rozwiaza¢. Po dwéch tygodniach od ukazania si¢ zestawu
na stronie zamieszczane sg wskazéwki do zadan, a po kolejnych dwoch pelne
rozwigzania. Ponadto przed publikacja rozwiazan w kilkunastu miastach w calej
Polsce odbywaja sie spotkania, gdzie sa one omawiane. Lista miejsc wraz

z terminami spotkan znajduje sie na stronie kota.

W chwili pojawienia si¢ tego numeru Delty zamieszczone sa trzy zestawy

zadan oraz wskazowki i rozwigzania do pierwszych dwéch. Zachecajac
wszystkich zainteresowanych do zapoznania si¢ z zadaniami Internetowego Kota
Matematycznego, przedstawiamy dwa zadania wybrane z tych zestawow.

1. W pudetku znajduje sie 11 kul biatych i 11 kul niebieskich.
Jas 1 Malgosia grajg w nastepujacq gre, ktorg rozpoczyna
Malgosia. Wyjmugje ona z tego pudelka wybrane przez

siebie dwie kule. Jezeli wybierze kule jednakowego koloru,

to do pudetka doklada jednq kule biatq; jezeli wybierze

kule roznych koloréw, to doklada kule niebieskq. Nastepnie
swdj ruch, wedtug tych samych zasad, wykonuje Jas

i znow Malgosia, znow Jas itd., aZ w koncu w pudetku
zostanie tylko jedna kula. Jezeli ta kula bedzie biala,
wygrywa Malgosia. W przeciwnym razie wygrywa Jas. Czy
Malgosia moze tak prowadzi¢ te gre, aby wygrac? OdpowiedZ
uzasadnij.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze po kazdym ruchu liczba kul

w pudetku zmniejsza si¢ o 1 (gracz wybiera dwie kule,

a doklada jedna). Ponadto nie zmienia sie parzysto$é liczby
kul niebieskich. Rzeczywiscie — jezeli gracz wybierze dwie
kule biate, to doktada zamiast nich kule¢ biata, czyli liczba
kul niebieskich w pudetku nie zmienia sie, a jezeli gracz
wybierze dwie kule niebieskie, to doktada zamiast nich
kule biala, czyli liczba kul niebieskich w pudetku zmniejsza
sie o 2. I wreszcie, gdy gracz wybierze dwie kule réznych
koloréw, to doktada zamiast nich kule niebieska, czyli liczba
kul niebieskich w pudetku nie zmienia sie.

Na poczatku gry w pudetku byla nieparzysta (11) liczba
kul niebieskich, zatem jesli pozostanie w nim tylko
jedna kula, musi ona by¢ niebieska. Jak widaé, zawsze
wygrywa Jas.

Uwaga. Mozna to uzasadni¢ réwniez inaczej. Oznaczmy
kazda kule biala liczba +1, a kazda kule niebieska liczba —1.
Zauwazmy, ze po wykonaniu kazdego ruchu nie zmienia

sie iloczyn liczb przypisanych kulom znajdujacym sie

w pudetku. Jezeli bowiem wyjmujemy dwie kule biate lub
dwie kule niebieskie, to iloczyn liczb na tych kulach bedzie
rowny +1, czyli liczbie przypisanej kuli biatej. Zatem po
wyjeciu dwbch kul jednakowego koloru i dodaniu kuli biatej,
iloczyn liczb przypisanych kulom znajdujacym si¢ w pudetku
nie zmieni sie. Analogicznie, jezeli wybierzemy z pudetka
dwie kule réznych koloréw i dotozymy kule niebieska, to

22

iloczyn liczb na kulach znajdujacych sie w pudeltku réwniez
nie zmieni sie. Oznacza to, ze iloczyn liczb na kulach na
poczatku gry jest réwny liczbie na ostatniej kuli. Iloczyn
jedenastu liczb 41 i jedenastu liczb —1 jest rowny —1, czyli
ostatnia kula w pudetku ma znak —1. Jest to zatem kula
niebieska.

2. Czy istniejg roine liczby pierwsze p, q i r, dla ktérych
liczba
(P+a)(g+r)(r+p)
pgr
jest liczbg calkowitq? Odpowied? uzasadnij.

P+ Qg +r)(r+p)

par
jest catkowita. Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze

p < q < r. Liczba r jest pierwsza, wiec musi by¢ dzielnikiem
jednej z liczb p + q, ¢ + r, r + p. Gdyby liczba g + r byta
podzielna przez r, to przez r podzielna bylaby réwniez
liczba ¢, co nie jest mozliwe. Podobnie, gdyby liczba r 4+ p
byta podzielna przez r, to przez r podzielna bytaby réowniez
liczba p, co tez nie jest mozliwe. Wobec tego 7 |p + ¢
i w konsekwencji mamy

pt+q 2r

1«2 <= =2,
T T

Rozwigzanie. Zatézmy, ze liczba

p+q

Zatem liczba — jako liczba catkowita — musi by¢

rowna 1. Stad ugyskujemy p+q=r, co z kolei implikuje
réwnos$é p = 2 (w przeciwnym razie liczba r = p + ¢, jako
suma dwdch liczb nieparzystych, bytaby liczbg parzysta
wieksza od 2, czyli ztozona). Wobec tego p = 2 oraz
r=q+2.

Dany w treéci zadania utamek redukuje sie zatem do postaci
P+alg+r)(r+p) _ (2¢+2)(q+4) _

pqr 2q
Liczba ta jest catkowita tylko wtedy, gdy ¢ = 2, ale wtedy
q = p. Otrzymujemy sprzecznosé¢ z zatozeniem, ze liczby
p i q sa rézne. Tak wiec nie istniejg liczby p, ¢, r spelniajace
warunki zadania.

4
qg+5+—.
q

Tomasz SZYMCZYK
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Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Klub 44

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
— http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html
—
o Zadania z matematyki nr 609, 610

Redaguje Marcin E. KUCZMA

609. W tréjkacie ostrokatnym ABC bok AB jest najdluzszy. Na bokach
AB i AC zaznaczono odpowiednio punkty X i Y tak, ze |AY| = |BX].
Wykazaé, ze 2 - | XY| > |BC|.

Termin nadsytania rozwigzan: 31 I 2011

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
597 (WT = 2,25) i 598 (WT = 2,85)

610. Ciag (a,) jest okreslony rekurencyjnie: a; = 1, ag = 3,
z numeru 3/2010

dla n > 3.

Dowie$¢, ze zaden wyraz tego ciagu nie ma dzielnika dodatniego postaci 8k + 5.

p = 20p_1+ Qp_2

Franciszek S. Sikorski Warszawa 42,35
Warszawa 41,22
Olsztyn 40,19
Warszawa 34,27

Marek Spychata
Piotr Kumor

Janusz Olszewski Zadanie 610 zaproponowal pan Michal Kieza z Warszawy.

Zadania z fizyki nr 506, 507
Redaguje Jerzy B. BROJAN

506. Pozioma plytka kolowa o promieniu r i momencie bezwtadnosci I obraca
sie wokol swojej osi bez tarcia. Jej poczatkowa predkosé katowa to wy. W plytce
jest rowek, a w rowku — kulka o masie m, ktéra moze si¢ w nim toczy¢ bez tarcia.
Kulka poczatkowo znajdowata sie¢ w Srodku ptytki, a pod wptywem bardzo stabego
impulsu zaczela sie toczy¢ na zewnatrz i spadla z ptytki. Ile wynosita koncowa
predkosé katowa plytki wi? Rozwazy¢ trzy przypadki — gdy rowek biegnie prosto
wzdluz promienia (rys. 1(a)) i gdy ma ksztalt pélokregu (rys. 1(b) i (¢)).

s @ ) (©

Rys. 1 Rys. 2

Termin nadsylania rozwigzan: 31 I 2011

507. W soczewce skupiajacej o ogniskowej f widzimy obraz pozorny stozka, ktérego
o$ pokrywa sie z osia soczewki (rys. 2). Kat rozwarcia stozka wynosi 2«, a jego
wierzcholek jest odlegly od soczewki o x. Ile wynosi kat rozwarcia obrazu stozka 237

Liczmy oszczedniej Np. obliczajac

Liczby a1, a2, as, as, as sa pierwiastkami réwnania
z® — px4 + qac3 —rz? + sz —t = 0. Zatem znajac te
liczby mozna obliczy¢ wspotczynniki p, q, r, s i t. Stuza

rT=a1-a2-a3+0a1 a2 a4+ a1 -az2- a5+ ai-a3-as+

+air-az-as+ai-as4-as5+az-a3-a4+az-a3-as+

do tego tzw. wzory Viete'a, ktérych wersje dla réwnan
stopnia drugiego znamy ze szkoly. Méwia one, ze p jest
sumg wszystkich liczb od a1 do as, ¢ jest sumg iloczynéw
wszystkich par tych liczb, r — sumg iloczynéw wszystkich
tréjek, s — caworek, wreszcie t to iloczyn calej piatki. Gdyby
obliczaé wspoétczynniki ,na piechote”, trzeba by wykonaé
sporo dziatan.

+az-as-a5+asz-as-as
musieliby$my — liczac krok po kroku — wykonaé (jak tatwo
policzy¢ na palcach, o ile uzyjemy réwniez nég) 20 mnozen
i 9 dodawan. Dla obliczenia w ten sposéb wszystkich
wspOtczynnikéw potrzeba 75 dziatan. A czy mozna to samo
obliczy¢ uzywajac mniejszej liczby dziatan?
M. K.

Mozna — w numerze jest podany sposob obliczenia wszystkich wspélczynnikéw za pomoca dwudziestu dziatan.

Czy jest to juz ich najmniejsza liczba?
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Rozwigzanie zadania M 1296.

Jesli wéréd p — 1 kolejnych liczb
catkowitych jest liczba podzielna przez p,
to iloczyn liczb w jednym podzbiorze jest
podzielny przez p, a iloczyn w drugim
nie jest podzielny przez p. Mozemy wiec
przyjac, ze wérod p — 1 kolejnych liczb
catkowitych nie ma liczby podzielnej
przez p.

Oznaczmy przez a iloczyn liczb w jednym
podzbiorze, a przez b iloczyn liczb
w drugim i przyjmijmy, ze a = b.
Woéwecezas, na mocy twierdzenia Wilsona,
a®>=ab=(p—1)!'=—-1 (mod p).

Poniewaz liczba [ = (p — 1)/2 jest
nieparzysta, wiec

a® =) =1 =-1
Z drugiej strony, na mocy malego
twierdzenia Fermata wiemy, ze
a?"l =1

sprzecznosé, ktéra dowodzi, ze a # b.

(mod p).

(mod p). Otrzymalismy

Patrz w niebo: Na krancach WszechsSwiata

Od wielu juz lat trwa nieformalny wyscig do najodleglejszych obiektéw
Wszech$wiata. Oznacza to, ze zawsze zaciekawienie budza doniesienia

(a najlepiej zdjecia) dotyczace najodleglejszych galaktyk, kwazaréw, najbardziej
ku czerwieni przesunietych widm galaktyk itd. Udzial w tym niby-wyscigu
biorg urzadzenia czule na najrozmaitsze zakresy widma zainstalowane na
najpotezniejszych teleskopach obiegajacych Ziemie na orbitach satelitarnych.
Najwieksze obserwowane obecnie przesuniecia widm (redshifts) wynosza

co najmniej 7. Satelita Chandra wykryt juz wielky liczbe punktowych zrédet
rentgenowskich, ktérymi moga by¢ supermasywne czarne dziury, mieszkajace
w jadrach galaktyk. I tu pojawil sie problem, gdyz Teleskop Hubble’a niektére
z tych galaktyk zobaczyl, a niektérych nie. Wlasciwie dlaczego? A jest to
istotne, poniewaz odlegloéé¢ i natura samotnego zrédla rentgenowskiego ma
prawo by¢ nieznana, dopdki nie zostanie zaobserwowany chocby $lad jego
macierzystej galaktyki.

Badacze przedstawili trzy powody, dla ktérych taka bardzo odlegta galaktyka
moze by¢ niewidoczna. Po pierwsze, znajduje sie ona na bardzo wczesnym etapie
zycia, a wigc prawdopodobnie w okresie intensywnego tworzenia gwiazd, gdy
wiekszos¢ ich widzialnego promieniowania moze przestaniaé niezuzyty tam do
konica pyl. Po drugie, galaktyka ta — jako bardzo mtoda — moze sktadaé sie
glownie z czerwonawych, stabych gwiazd. Wreszcie po trzecie, wskutek duzego
przesuniecia widma ku czerwieni nawet nadfiolet takiej galaktyki moze znalez¢ sie
w dalekiej podczerwieni. I rzeczywiscie, dopiero obrazy w podczerwieni ukazuja
mnostwo odlegltych galaktyk, ktérym dla odmiany nie zawsze odpowiadaja
jakiekolwiek zrodta rentgenowskie. Jak juz wspomnieliémy, nie wiadomo, czym
jest samotne (tzn. bez galaktyki) Zrédlo rentgenowskie, natomiast galaktyka bez
zrodla rentgenowskiego jest zapewne tzw. zwykla galaktyka, taka jakie w wielkiej
liczbie wida¢ na zdjeciach uzyskanych za pomoca podczerwonego Spitzer Space
Telescope. Sugeruje to, ze postepu w tych badaniach krancéow Wszechswiata
mozna oczekiwaé po uruchomieniu wielkiego teleskopu na podczerwien. Takim
ma by¢ James Webb Space Telescope, ktorego wyslanie na orbite przewiduje sie
(przynajmniej w chwili obecnej) na rok 2011.

Tomasz KWAST

Listopad

Droga Mleczna wieczorem przecina niebo od wschodu do zachodu, a najwyzej,
dos¢ blisko zenitu, mozna w pogodny wieczér zobaczy¢é M 31, czyli Wielka
Mglawice w Andromedzie. Galaktyke te widaé¢ zazwyczaj golym okiem,
oczywiscie, o ile niebo jest dostatecznie ciemne i czyste. Na poludnie od
Andromedy mamy rozlegly gwiazdozbiér Ryb, pozbawiony jednak jasnych
gwiazd i zawierajacy malo obiektéw dostepnych dla amatora. Przez ten
gwiazdozbiér przechodzi zaréwno zerowy réwnoleznik niebieski (réwnik),

jak i zerowy poludnik, zatem w Rybach znajduje sie punkt réwnonocy
wiosennej, zwany tez od starozytnosci punktem Barana. Najjadniejsza gwiazda
w Rybach jest eta (3,94 mag), bedaca gwiazda podwdjna, przy czym slabszy
sktadnik jest duzo stabszy od gtéwnego, gdyz ma jasno$é 11 mag. Aby go ujrzed,
potrzebny jest juz maly teleskop. Koto ety jest galaktyka M 74, ktéra mozna
préobowaé dostrzec tez przez teleskop, gdyz ma jasnosé 10,2 mag.

Wenus jest w Pannie, blisko wiec Stonca (ktére jest w Wadze), ale mozna
probowacé zobaczy¢ ja przed wschodem. Mars jest w Wezowniku, wschodzi
rano i zachodzi wieczorem, a wiec go nie widaé¢. Jowisz jest w Rybach i widaé¢
go praktycznie przez cala noc. Saturn jest w Pannie i, podobnie jak Wenus,
mozna go zobaczy¢ tuz przed wschodem. Now Ksiezyca wypada 6 XI, a pelnia
21 XI. Zadnych zaémien ani zakry¢ jasnych gwiazd w listopadzie nie bedzie.

7 przewidywalnych rojow meteoréw mozna obserwowaé Leonidy okoto 15 XI
oraz bardzo skromny r6j Taurydow okoto 7 XI i jeszcze skromniejszy réj

Andromedydéw okoto 23 XI.
T. K.
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Rys. 1. Prosta k — styczna do elipsy

w punkcie P, punkt G’ — obraz G w symetrii
wzgledem k. Wtedy punkty F, P, G’ leza
na jednej prostej i FG' = 2a.

G l

Rys. 3. Jesdli kolorowe katy sg réowne,

to punkty F, G nazywa si¢ izogonalnie
sprzezonymi wzgledem prostych k, [
(moga leze¢ w réznych odleglo$ciach od
wierzchotka).

Izogonalnie sprzezone  Joanna JASZUNSKA

Elipsa o ogniskach w punktach F, G i o stalej 2a > FG to zbior takich punktow P
plaszczyzny, ze PF + PG = 2a. W poprzednim deltoidzie udowodnilismy kilka
wlasnosci elips (m.in. rys. 1). W tym numerze wykorzystamy elipsy do rozwiazania
zadan olimpijskich. Zacznijmy od jeszcze kilku wtasnosci.

Fakt. Z punktu T poprowadzono proste k,l, styczne do elipsy o ogniskach F,G
odpowiednio w punktach K, L. Wowczas < FTK = SGTL i XTFK = <TFL.

Dowdd. Niech F’, G’ bedg obrazami ognisk F,G w symetriach odpowiednio
wzgledem prostych k,l (rys. 2). Wtedy TF' =TF, TG' = TG oraz, z rysunku 1,
FG = F'G = 2a. Wobec tego AF'TG = AFTG', zatem <F'TG = <FTG'.
Stad réownosé katéw < FTF' = <GTG’, czyli tez ich poléwek: S FTK = <GTL.

Kolejno z symetrii, ze wspolliniowosci punktéow F’, K, G, z przystawania
AF'TG i AFTG' oraz ze wspélliniowosci punktéw F, L, G', mamy
JTFK = XTF'K =<TF'G=<TFG = <TFL.O

Cwiczenia. Udowodnij, ze:

(a) dla dowolnych punktéw F, G, izogonalnie sprzezonych wzgledem danych
prostych k, [ (rys. 3), istnieje elipsa o ogniskach F, G styczna do tych prostych,

(b) jesli punkty F, G wewnatrz tréjkata sa izogonalnie sprzezone wzgledem
kazdej z dwoch par prostych zawierajacych boki, to sa tez sprzezone
wzgledem trzeciej pary,

(c) takie F,G sa wtedy ogniskami pewnej elipsy wpisanej w ten tréjkat,

(d) w dowolny trdjkat ostrokatny mozna wpisaé elipse o ogniskach O, H, gdzie
O to srodek okregu opisanego, a H to ortocentrum trojkata.

1. (LI OM) Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC = BC. Punkt F' lezy wewnatrz
trojkata ABC, przy czym X FAB = < FBC. Punkt M jest $rodkiem boku AB.
Udowodnij, ze X AFM + < BFC = 180°.

2. (XLVIII OM) Punkty F, G leza wewnatrz trojkata ostrokatnego ABC, przy czym
JACF = <BCG i xCAF = < BAG. Punkty K, L, M sa rzutami prostokatnymi
punktu F' odpowiednio na boki BC, C A, AB. Wykaz, ze kat K LM jest prosty wtedy
i tylko wtedy, gdy punkt G jest punktem przeciecia wysokoéci tréjkata BK M.

Wskazowka. W poprzednim deltoidzie udowodnilismy, ze zbior rzutéw prostokatnych
ogniska elipsy na proste styczne do tej elipsy to okrgg opisany na elipsie.

3. (LIV OM) Sfera wpisana w czworo$cian ABCD jest styczna do $ciany ABC
w punkcie H. Druga sfera jest styczna do Sciany ABC' w punkcie O oraz

jest styczna do plaszczyzn zawierajacych pozostate Sciany tego czworoscianu

w punktach, ktére do czworoécianu nie naleza. Wykaz, ze jezeli O jest $rodkiem
okregu opisanego na trojkacie ABC, to H jest punktem przeciecia wysokosci
tego trojkata.

Wskazdéwka. Elipsa to przekréj stozka odpowiednio nachylona plaszczyzna (rys. 4).
Ogniskami sg punkty stycznosci tej plaszczyzny do sfer ,wpisanych” w stozek.

Rozwigzania

R1. Niech G bedzie obrazem F' w symetrii wzgledem prostej CM (rys. 5).
Wtedy < FAB = <FBC = <GAC oraz <F'BC = <FAB = <GBA.

7Z éwiczenia (c) istnieje wiec elipsa o ogniskach F, G, wpisana w tréjkat
ABC'. Jest ona styczna do boku AB w punkcie M i do bokéw BC, AC
odpowiednio w K, L. Z Faktu, xAFM = SAFL, xBFK = <BFM,
JCFK = <CFL. Suma tych szeéciu katéw daje kat pelny 360°, zatem
JAFM + <BFK + <CFK = 180°, co konczy dowod. O

R2. Z ¢éwiczenia (¢) punkty F, G sa ogniskami pewnej elipsy wpisanej w tréjkat
ABC (rys. 6). Na mocy wskazéwki punkty K, L, M leza na okregu o srodku

w $rodku S odcinka FG. Kat K LM jest prosty < KM jest srednica tego okregu
< S jest érodkiem KM < KFMG jest réwnoleglobokiem < KG | FM L AB
oraz MG | FK 1 BC < G jest punktem przeciecia wysokosci tréjkata BKM. O
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