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Czy mozna skonstruowaé¢ wyjscie szeregowe z mézgu do komputera i sterowaé maszyna
wylacznie za pomocg mysli? Joanna Jedrzejewska-Szmek i Magdalena Michalska
(na zdjeciu) podpowiedzg, jak to zrobi¢ w warunkach domowych.
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Inne spojrzenie, czyli odpowiedZ na pytanie, dlaczego

Martin Gardner byl wielkim matematykiem,

1Y T

Puchary

cho¢ matematykiem nie byt

Martin Gardner urodzit si¢ 21 pazdziernika 1914 r., a zmart 22 maja 2010 r.
Dwadziedcia pieé lat (1956-81) z jego dlugiego zywota zajelo redagowanie kacika
matematycznego w Scientific American. I mozna by dopisaé tu liste jego ksiazek
i artykutéw. Ale to byloby bez sensu. Bo o tym, co czlowiek zrobil naprawde,
decyduje jedynie to, co w Swiecie po jego $mierci jest — dzigki niemu — inne, niz
gdy sie rodzit.

Doé¢ rozpowszechnione jest mniemanie, ze matematyka to jest to, co robia
matematycy. I wydaje sie na pozér, ze nie ma mozliwosci réznych interpretacji
tego zdania. Pewien niepokdj moze, co prawda, wywolywac fakt, ze tego
rodzaju poglad maja réwniez uczniowie szkét nizszych szczebli, co dla tych

z nich, ktérzy sprébuja uprawia¢ matematyke zawodowo, moze sie stac
traumatycznym przezyciem po wstapieniu na studia. Aby temu zaradzid,
powstalo (w szczegblnosci) dzieto Co to jest matematyka? Couranta i Robbinsa,
w ktorym w sposob przystepny zrelacjonowano gtéwne pojecia i wyniki matematyki
u progu XX wieku. Zaplecze dla tej ksiazki stanowily (niezbyt, co prawda,
liczne) opracowania, od Geometrii pogladowej Hilberta i Cohn-Vossena po
Kalejdoskop matematyczny Steinhausa. I one definiowaly matematyke, cho¢
spoleczna opinie na ten temat deformowaly (obok programu szkolnego)
rozliczne dzieta popularyzatorow. I wydawalo sie, ze tak byé¢ musi i tak

juz zawsze bedzie: matematyka to produkty koncowe tego, czym zajmuja

sie zawodowcy, plus techniczne przepisy umozliwiajace wykonywanie

obliczen praktycznych.

Martin Gardner nie byl matematykiem. Moze wtasnie dlatego mégl dostrzec,
ze matematyka — nawet okreslona wedle powyzszych zasad — zmienia sig.
Coraz wiecej bowiem matematykéw zaczelo zajmowaé sie budowaniem
matematycznych modeli rzeczywistosci. Dzialalno$é ta zaczela dotyczyc

nie tylko oczywistych opisow zjawisk fizycznych i ich technicznych realizacji,
ale réwniez proceséw chemicznych, struktur biologicznych, medycyny,

regul genetycznych, prawidlowosci handlu — i szerzej — gospodarki, zjawisk
spolecznych i psychicznych, wszelkiej logistyki, a nawet kultury.

Powszechnosé¢ stosowania modeli matematycznych we wszystkich dziedzinach
zycia kazata Gardnerowi postawié¢ pytanie, co on powinien zaczerpnaé

z matematyki, by mégt prawidtowo i bez obaw postugiwaé sie tymi wszystkimi
strukturami. Odpowiedz byla bardzo prosta — i moze dlatego dla wielu do dzi$
niedostrzegalna — nie bedac matematykiem, z matematyki trzeba zaczerpnaé
nie jej wyniki i pojecia, lecz sposéb my$lenia. I upowszechnieniem tego
przekonania zajmowal si¢ cale zycie.

Kazdy bez trudu w Internecie, bibliotece czy ksiegarni znajdzie wiele tekstow
Gardnera. Nie bede wiec ich wyliczal, a pragne tylko zwréci¢ uwage na niektére
zadania czy pomysty, ktore dobitnie wskazuja, jak inne jest jego spojrzenie na
matematyke od prezentowanego np. w wymienionych wyzej ksiazkach.

Miatem okazje wraz z Pawlem Strzeleckim by¢ obiektem
agresji w Kawiarence Naukowej Przekroju — rozwiazania
ponizszego zadania nie tylko nie zrozumiano, lecz nawet
nie uwierzono, ze jest mozliwe.

W jednym pucharze jest woda, w drugim wino.
Zaczerpnieto z drugiego pucharu kieliszek wina i wlano
do pierwszego. Potem zaczerpnieto ten sam kieliszek

z pierwszego pucharu i wlano do drugiego. Czy na koncu
wiecej byto wody w winie, czy wina w wodzie?

1

Powodem agresji byl fakt, ze rozwiazanie nie zalezy

od tego, czy puchary mialy te sama objetos¢, ani od
stosunku objetoséci pucharow i kieliszka, ani od tego, czy
po pierwszej operacji wymieszano plyn w pierwszym
pucharze itd. Wynik zawsze jest taki sam: tyle samo jest
wody w winie, co wina w wodzie.
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Kolejka

Codziennie o 16:00 maz powraca z pracy kolejkq
podmiejskq do rodzinnego Iksinowa. W tym tez
momencie jego Zona zajezdza na przystanek swoim
samochodem, by odwieZé go do domu. Pewnego razu
mezowt udalo sie wsigsé do godzine wczesniejszej kolejki.
Po przyjezdzie do Iksinowa ruszyl pieszo na spotkanie
zony. Gdy spotkala go na drodze i powrécili do domu,
okazalo sie, Ze sq 10 minut wczesniej niz zwykle. Ile
czasu maqz szedl pieszo?

I tu nie jest wazne, jaka byla odleglos¢ przystanku
od domu, z jaka predkoscia jechal samochéd i z jaka
predkoscia szedl bohater opowiesci. Jakiekolwiek by
one nie byty, wynik jest zawsze ten sam: maz szedl
55 minut.
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Obie metody, zastosowane przy rozwiazywaniu powyzszych zadan, nosza

w matematyce odpowiednio godne (moze zreszta dla laikéw odstraszajace)
nazwy, ale nie ma najmniejszego powodu, by je przytaczaé¢. U Gardnera

nie uczymy sie matematyki — uczymy sie mysle¢ jak matematycy, a to zupelnie

co$ innego.

Najbardziej moze istotnym elementem matematycznego myslenia wedlug
Gardnera (ale przeciez wszyscy matematycy w istocie tak sadza) jest obserwacja.
Zobaczmy to na przyktadach.

Tramwaj

Jas po obiedzie biegnie na przystanek i wsiada

w prerwszy nadjezdzajocy tramwag. Jadgee w prawo
wiozqg go do biblioteki, a jadgce w lewo — na basen.

W kazdg strone tramwaje jezdzZg regularnie co dziesiecé
minut. Po polroczu okazalo sie, zZe Jas cztery razy
czesciej bywal na basenie niz w bibliotece. Czy mozna
wyjasnic te niesymetrycznosé, nie kwestionujgc tego,
ze obiady sq podawane z duzq, losowq niereqularnoscig,
a Jas tak samo lubi basen jak biblioteke?

Odetnij polowe

czyli przetnij przedstawiona figure na dwie identyczne
czesci.

Turniej

W turnieju tenisowym (a wiec rozgrywanym systemem
pucharowym) bierze udzial 197 tenisistéw. Jak
zaplanowad turniej, by wyloni¢ zwyciezce, a przy tym —
ze wzgledu na wielkq liczbe uczestnikow — Zeby rozegrana
zostata nagmniejsza liczba meczow?

Zadanie to, podane w bardziej frywolnej scenerii,
bylo poczatkiem pierwszego wykladu z rachunku
prawdopodobienstwa na moich studiach (w szkole
wtedy probabilistyki nie bylo). I zawstydzilismy sie, gdy
okazalo sig, iz oczywiscie mozna.
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Oczywiscie, z punktu widzenia liczby meczéw, kazde
jego ulozenie jest jednakowo oszczedne.
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To ostatnie zadanie przypomina znane zadanie o czekoladzie (np. 6 x 4):
jak najlepiej jg tamaé, by kazdy kafelek byt osobno.
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Aby otrzymaé dobry wynik (w naszym przypadku 23 lamania), trzeba dodaé
warunek, by nie tamaé za jednym zamachem kilku kawalkéw potozonych jedne
na drugich. Wolne od takich ograniczen jest kolejne zadanie.

Ciecie pila

Jak wiadomo, szescian dzieli si¢ na 27 szeScianow o trzy — CI6CHT I6C TWIIG) ICP PAG UI6 IUON6 (9 CNA ITON6 PAG Q)
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Wszystko to pieknie, ale nie sposéb nie zadaé pytania

czy taka gardnerowska matematyka
to ta sama matematyka, ktérg uprawiaja zawodowcy?

Innymi stowy, skad wzia¢ pewnosé, ze nie sa to tylko jakies ,anegdotki” (by
uzy¢ sformulowania wybitnego autorytetu edukacji)? Jak udowodnié, ze
gardnerowskie myslenie to rzeczywiscie myslenie matematyczne?

Przede wszystkim jest mocny dowdd socjologiczny. Wiekszo$é zardwno
wybitnych, jak i szeregowych matematykow uwaza, ze to, co proponuje
Gardner, wyraza ich sposéb my$lenia, a na dodatek jest — jako przygoda
intelektualna — atrakcyjne rowniez dla nich samych. Zostalo to wyrazone
w wielu publikacjach, w formie licznych nagréd, w wydaniu kilku ksiag
ku czci Gardnera.

Ale o wiele lepszym dowodem jest jednak przyjrzenie sie procesowi odkry¢
dokonywanych na pierwszej linii matematycznych zmagan. Tam, gdzie jestesmy
w stanie wyluskaé¢ go z pancerza formalizméw, okazuje sie on identyczny

z przytoczonymi wyzej zadaniami.

Roéwnanie trzeciego stopnia

Tartaglia przyjrzal sie temu, co bedzie, gdy z przeciwleglych rogdéw szescianu
o krawedzi A wytniemy sze$ciany o krawedziach B i z stykajace si¢ jednym
wierzchotkiem. I spostrzegt, ze to, co zostanie, to trzy identyczne cegly

. o krawedziach A, B, x. Daje to zalezno$¢

A% =B+ 2%+ 3ABz, czyli 2® +3ABx = A% — B?

Gdy wiec mamy rozwiazaé¢ réwnanie 3 + px = ¢, mozemy wyobrazi¢ sobie taki

* ===

L]

1

1

L]
58—

szescian, w ktérym 3AB = p (czyli A*B3 = ) i A3 — B3 = ¢. Otrzymaliémy

1
1
1
1
1
IR [ D

—y—
x
\

Lok - zwykte, szkolne réwnanie kwadratowe:
‘ A ‘ syp3 P’ 3\2 5 P’
‘ ‘ B)B? = i (B B3 —— =0.
(¢+B°) o7 cayli (B%) +4q(B°) - 5o =0
e | Zatem
1 1 | I ] 3
S T —q+1/q* +42 2 3 2 3
TN pro UVET e P [P0
'{.-. ...... +'_I___7 2 4 27 2 4 27 2
z . c : Poniewaz z rysunku mamy A = B + x, wigc
: . sl J¢* p* a 3] J¢* PP g
: o —A-B= LI T L2
R I * \/\/4+27+2 \/\/4+27 2
.’ " Na przyklad dla 23 + 62 + 7 = 0 mamy

19 49
\/\/—+8——— \/\/—+8+—= Vi-¥8=1-2=-1.

Oczyw1sme dalej moga (musza!) pojawi¢ sie klopoty — juz réwnanie

2% — 7z + 6 = 0 zaskoczy nas niespodzianka — wzory sie ,zatng”, choé sa
oczywiste pierwiastki —3, 1, 2. Bo samo sprawne my$lenie do tworzenia
matematyki nie wystarczy — aby wzory Tartaglii udoskonali¢ tak, by dziataly
zawsze, potrzebny jest sprawny matematyczny warsztat, ale poczatek zostat
zrobiony przez cigcie sze$cianu.
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Wielokat foremny

Euklides po narysowaniu pieciokata foremnego i tréjkata réwnobocznego (czyli
tez foremnego), ktore sa wpisane w ten sam okrag i maja wierzcholek wspélny,
zauwazyl, ze jeden z lukéw wyznaczonych przez ich wierzcholki to 1/15 okregu.
Zatem gdy umiemy skonstruowaé pieciokat foremny i tréjkat réwnoboczny
(a to umial i niektérzy sposrdd nas tez umieja), umiemy tez skonstruowaé
pietnastokat foremny. Ten wniosek z obserwacji obrazka byl kluczowy dla
sprawy konstruowalnosci wielokatéw foremnych. Idac bowiem dalej tym tropem,
Euklides stwierdzil, ze jesli umiemy skonstruowac n-kat foremny i m-kat
“ V foremny, a przy tym n i m nie maja wspélnych dzielnikéw, to rysujac je wpisane
w ten sam okrag i tak, by mialy wspdlny wierzcholek, otrzymamy na okregu
tuk stanowiacy jego nm-ta cze$¢, a wiec bedziemy umieli skonstruowaé nm-kat
foremny. Stad juz niedaleko do niepoprawialnego do dzis twierdzenia:

jesli umiemy skonstruowad p;-kqt foremny dla réznych liczb pierwszych p;,
i=1,...,m, to konstruowalne sqg n-kqty foremne, dla ktorych

n=2"pr-. . pm,
gdzie k jest dowolng liczbg naturalng.

Gauss i Wanzel udowodnili, dla jakich liczb pierwszych jest spelnione powyzsze
jesli, efektywnie znaleziono dotychczas 5 takich liczb i nie wiadomo nic wiecej
o tym, ile ich jest.

Jak widaé, dystans, jaki dzieli podziwiany przez FEuklidesa obrazek od do dzi$
nierozstrzygnietych pytan, jest niewielki.

Liczby pierwsze

Euklides i liczby pierwsze nasuwaja kolejna, gardnerowska w stylu, obserwacje.
Otéz wlasnie Euklides zauwazyl, ze przypuszczenie, iz 2, 3 1 5 to wszystkie
liczby pierwsze, prowadzitoby do sprzecznosci nawet wtedy, gdyby$my nic

31 to liczba pierwsza. 2-3-5-7+1to O innych liczbach nie wiedzieli. Bowiem wtedy liczba

tez liczba pierwsza. Mozna by z tego 31=2-3-5+1
wysnué wniosek, ze powiekszony o 1
iloczyn kazdej liczby poczatkowych liczb  nie moglaby istnieé: nie bylaby pierwsza (bo zalozylidmy, ze pierwsze sa tylko

pierwszych jest liczbq pierwsza, ale bylby wyvmienione trzy). Nie bylaby tez zlozona, bo przez zadna liczbe pierwsza (czyli
to wniosek falszywy, choé¢ bardzo dlugo 9 ie dzieli si
otrzymuje si¢ faktycznie liczby pierwsze. » 3 5) nie dziell sig.

Chwata Euklidesowi (choé pewnie e 1. . . . , . . .
nie dotar! do micjsca, gdy otrzymana A moral z tego taki, ze liczb pierwszych jest nieskoniczenie wiele, bo gdyby ich

liczba okazuje si¢ zlozona), ze w te lista byla skonczona i miala dlugosé n (ktére, oczywiscie, mogloby by¢ bardzo

pulapke nie wpadl. Polecam sprawdzenie, quze), to w analogiczny sposéb wykluczalaby istnienie liczby
kiedy po raz pierwszy otrzymuje si¢

w ten sposéb liczbe zlozong. pre...-pn+ 1.

Uznajmy wiec poglad, ze Gardner uczy myslenia matematycznego, za dowiedziony, ale zadajmy pytanie,
czy mozna tak uczyé¢ w szkole?

Faktycznie sa to trzy pytania:

czy uczniowie uzyskaliby na tej drodze znajomos¢ podstawowych faktow
matematycznych?

czy takie wyksztalcenie matematyczne byloby spolecznie bardziej przydatne
od realizowanego obecnie?

czy potrafilibySmy to zrobi¢?

Zacznijmy od pierwszego. Oto przyklad.

Podzial kwadratu

Ponizsze zadanie wywodzi si¢ z tzw. folkloru i ma te ceche, ze wielu
matematykdéw uwaza, iz to oni je pierwsi rozwiazali (w tej liczbie zaréwno
Garduner, jak i ja). Jest to, oczywiscie, raczej niemozliwe, ale wskazuje na wysoka
atrakcyjnosé problemu.

Podziel kwadrat na tréjkgty ostrokgtne.

Rozwiazanie (ciekawe, ze identyczne u wszystkich ,autoréw”) jest obok.
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Zapewne wielu z Czytelnikéw miato
problem w wytlumaczeniu swoim
dzieciom, uczniom, stuchaczom czy
znajomym, jak z paska papieru zrobié
wstege Mobiusa. Gardnerowskie podejscie
jest takie, by nie da¢ im mozliwosci
popelnienia bledu. W tym celu nalezy
poprosié¢ o narysowanie na pasku strzalek,
jak ponizej,

— — |

a nastepnie o ztozenie paska tak, by
strzatki dotykaly sie ,calym cialem”.
Sprawdzitem to po raz pierwszy na
dwustu niematematykach — wszyscy
natychmiast uzyskali wstege.

Uzyskuje sie w ten sposéb podzial na osiem tréjkatéw. Zmudnie mozna dowiesd,
Ze na mniej si¢ nie da.

Ale na czym polega ,szkolno$é” tego przykladu? Na tym, ze jest to okazja
do sprowokowania uczniéw do wlasnego odkrycia kilku standardowych,
podrecznikowych twierdzen.

Po dluzej lub krécej trwajacym zmaganiu sie klasy z zadaniem (i ewentualnym
podaniu jego rozwiazania) pytamy: ale dlaczego tak? Po co te okregi?

I proponujemy, aby poglebi¢ nasza wiedze na temat tréjkatéw ostrokatnych.
Stawiamy problem:

Mamy punkty P i Q. Gdzie leZg takie punkty R, Ze trdjkgt PQR jest ostrokgtny?

Wynikiem jest widoczna obok figura. I znow pytamy: dlaczego akurat taka?
Trzymajac si¢ poprzednich konwencji, i t¢ odpowiedZz podam lustrzanie.

BOGII6 OBLYDICN6TIY N b64102CI ICIUTOMT6 (INg2g9qUIT 29T0T
Mm16¢ gIp & leep LONMITEN

® 480, = &'
MmI16¢c gy & leap 0=fLA’ OLYN
o+ 13 =90,
ey ggpom m (rolrdere leer 180,)
boen&mlensh 216 1LARNIKICNT OPOK” |49 U W9IIA (mARorsiepmldc monmyclé’ se
Q6211 fiexuIomIe mieqas* N6 kgp mbregmh obgrfh vy 2requIcA leap broefk’ o qyyel

I poprzestafimy na tym (przeciez nie jedynym) przykladzie.
Pytanie drugie. Tu odpowiedZ mozna zasugerowa¢ dwoma przyktadami.

Nikt nie sadzi, ze budowniczowie katedr gotyckich uprawiali lub przynajmniej
znali geometrie na poziomie cho¢by Euklidesa, o Archimedesie nie wspominajac.
A to, co stworzyli, jest najpigkniejszym zastosowaniem geometrii wszech czaséw.
Oni geometrii nie znali — oni mysleli geometrycznie.

Kazdy pas transmisyjny uzywany na dzisiejszej polskiej wsi jest wstega
Mobiusa, co tatwo sprawdzi¢. Rzecz jasna, nikt tego nie wie — bo i po co?
Wystarczy, ze wszyscy wiedza, ze takie pasy Scieraja sie dwa razy wolniej od
walcowych.

Bo — powtdérze istote gardnerowskiego podejscia do matematyki — trzeba ja znaé,
gdy chce sie ja tworzy¢; natomiast gdy sie chce w pelni korzystaé ze stworzonych
w oparciu o nig urzadzen, struktur, koncepcji, nie trzeba jej znaé, ale trzeba
my$le¢ matematycznie.

I w tym miejscu uwazam, ze moge napisac, iz tytutowa teza zostata
udowodniona. Jeden z moich przyjaciol glosil, ze dobrym kupcem bawelny

nie jest ten, kto nig dobrze handluje, lecz ten, kto dba o rozwdj handlu bawelng.
Sadze, ze ta my$l da sie zastosowaé do Gardnera.

Pozostaje pytanie trzecie. Dzisiaj odpowiedzia na nie jest z cala
pewnoscia nie. Jednak zaréwno pomyst, by z wszystkich uczyni¢ mniej lub
bardziej sprawnych matematykow, jak pomyst, by traktowa¢ matematyke
tak, jak za czaséw mojej mtodosci traktowano w szkole lacing (niewazne,
ze nieprzydatna, ale jak dyscyplinuje umystowo!), nie nadaja si¢ do obrony.
I nastgpi taki moment, gdy spoteczenstwo samo upomni sie, by je uczyé
matematycznego myslenia, bo to jest optacalne — tak stalo si¢ przeciez, gdy
ogromne pieniadze zostaly przez ludzi wlozone w nauke jezyka angielskiego
i windowséw. I to bedzie wielki sukces Gardnera, pierwszego, ktory odkryt
te sprawe.

Pewnie to nie bedzie zaraz. Ale bedzie, czego jestem tak pewien, jak tego,
ze swego czasu Pitagoras zapoczatkowal istnienie dewiantéw, zwanych
matematykami (choé¢ tez przy tym nie bylem).

Marek KORDOS



Gardner kontra pseudonauka: 60 lat walki

L7

Rozwigzanie zadania M 1302.

Jezeli tréjkat jest rownoramienny

(AC = BC), to teza zachodzi ze

wzgledu na symetrie¢ calego rysunku.

W przeciwnym przypadku oznaczmy
przez X punkt stycznosci okregu
wpisanego z bokiem AB. Sumujac
odpowiednio réwnosci odcinkéw stycznych
poprowadzonych z punktéw A, Bi C

do okregu wpisanego, otrzymamy

2.-AX = AB + AC — BC. Podobnie
2.-BD = AB + AC — BC,
czyli AX = BD, wiec
punkt M jest A
$rodkiem

odcinka DX.

c B

Oznaczmy przez P drugi punkt przecigcia
prostej X I z okregiem wpisanym. Jest
to punkt antypodyczny do X, wiec
styczna poprowadzona przez P jest
réwnolegta do AB. Ponadto okrag
wpisany i dopisany sa jednoktadne
wzgledem punktu C' — jednokladno$c¢ ta
przenosi styczng w punkcie P na prosta
AB, a sam punkt P na D. To oznacza,
ze C, P i D leza na jednej prostej.
Wystarczy wiec wykazac, ze proste
IM i PD sa réwnolegte, co uzyskujemy
bezposrednio z twierdzenia odwrotnego
do twierdzenia Talesa, poniewaz

PX DX 5

Ix  Mx 7

Krzysztof TURZYNSKI

Pisanie o nauce do wysokonaktadowych gazet moze by¢ niebezpieczne.
Przekonal sie o tym bolesnie Simon Singh, autor znanych takze w Polsce
ksiazek popularnonaukowych, po tym, jak 19 kwietnia 2008 roku na tamach
Guardiana odniést sie do dzialan Brytyjskiego Towarzystwa Kregarskiego
(British Chiropractic Association, BCA). Owo towarzystwo na swych stronach
internetowych ogtaszalo, ze kregarstwo jest skuteczng terapia w bélach ucha

i napadach kolki u niemowlat. Komentarz Singha zas$ stwierdzal, ze nie ma nawet
odrobiny dowoddéw naukowych na te twierdzenia, a BCA w tych przypadkach
radosnie promuje lzZe-terapie. Singh mégl o tym co nieco wiedzie¢, jest wszak
wspolautorem ksigzki o alternatywnej medycynie, analizujacej naukowe
podstawy kregarstwa. Towarzystwo poczulo sie zniestawione wyréznionymi
kursywa stwierdzeniami i podato Singha do sadu. Sprawa przetoczyta sie przez
dwie instancje, a stenogramy z rozpraw sg fascynujaca lektura, zwlaszcza we

S fragmentach, gdzie BCA odnosi sie do pierwszej wypowiedzi, przekonujac, ze

korzystne dla kregarstwa badania naukowe istnieja, tyle ze nie sg wiarygodne
(pojecie badan naukowych nie jest Scisle skodyfikowane, z niewatpliwym pozytkiem
dla wolnosci tychze). Ostatecznie, po dwoch latach prawniczych batalii, sad
apelacyjny zadecydowal, ze slowa Singha nalezy traktowaé jako opinie, a nie jako
stwierdzenie faktu. Poniewaz wolnos¢ wyrazania opinii jest prawem podlegajacym
szczegblnej ochronie, BCA skarge wycofato, pozostawiajac Singha z portfelem
chudszym o 100000 funtéw. Kwestia zmiany prawodawstwa dotyczacego
zniestawienia jest obecnie przedmiotem dyskusji w brytyjskim parlamencie.

W latach dwudziestych to gazety stanowily glowny srodek komunikacyi
ekscentrycznych uczonych z masowq publicznosciq |...] Jednak stopniowo,

w ciggu nastepnych dwoch dekad, dziennikarstwo naukowe doczekalo sie
niepisanego kodeksu etyki naukowej [...] W duzym stopniu dokonalo si¢ to
dzieki wspoldzialaniu wydawcow czasopism i ksigzek. Dzi$ wszakze wycofujg

sie oni z tych dobrych praktyk — ubolewal Martin Gardner we wstepie do

swej pierwsze] ksiazki [1]. Ksiazka ta jako jedna z pierwszych podejmowala
kwestie penetracji Swiadomosci spolecznej przez bezwartosciowe czy wrecz
bzdurne teorie. Gardner zaproponowal tez uzywana do$¢ powszechnie

po dzi$ dzien klasyfikacje pozwalajaca odréznié¢ pseudouczonego czy szalbierza
od zaslugujacego na szacunek naukowca wyrazajacego ryzykowne opinie.

Ci pierwsi pracuja w catkowitej izolacji, nie korzystajac z wynikéw badan
kolegéw i nie przedstawiajac wynikow swoich badan na po$wieconych

temu forach, co gorsza, zatracajg sie w swoistej paranoi, twierdzac, ze ich
izolacja jest wynikiem spisku srodowiska naukowego niebedacego w stanie
zrozumieé przelomowodci ich teorii. Czesto takze oskarzaja luminarzy nauki
(w szczegblnosci Newtona i Einsteina) o ciasnote umystowa lub, przeciwnie,
stawiaja sie¢ w jednym z owymi luminarzami szeregu, czasem przypominajac tez
o przesladowaniu Galileusza.

Niektore historie opisane przez Gardnera moga co najwyzej wywolaé¢ usmiech
na twarzach czytelnika. Wezmy poglady Cyrusa Reeda Teeda, ktory w konicu
XIX wieku postulowal, ze ludzko$¢ zyje na sferycznej powierzchni planety —
ale tej wewnetrznej, oswietlonej Stoncem znajdujacym sie w srodku sfery. Albo
przypadki Johanna Beringera, profesora z uniwersytetu w Wiirzburgu, ktéry
wlasnym sumptem rozpowszechnial katalogi swoich znalezisk archeologicznych,
az, odkrywszy gliniang tabliczke z wlasnym nazwiskiem, przekonal sie, ze padl
ofiarag okrutnego zartu studentéw, i spedzil reszte zycia, tropiac i wykupujac
egzemplarze publikacji swego autorstwa, ktore stalty sie przez to trudno
dostepnymi i niezwykle kosztownymi rarytasami antykwarycznymi.

Inne fragmenty ksiazki Gardnera moga wspotczesnego czytelnika przygnebic.
Wymyslona w koncu XIX wieku przez Andrew Taylora Stilla osteopatia
twierdzita, ze gléwna przyczyna niedomagan ludzkiego organizmu sa
niewielkie przemieszczenia kosci kregostupa, powodujace ucisk na nerwy
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Rozwigzanie zadania M 1300.

Z warunku zy = 1 (mod z) wynika, ze
z jest wzglednie pierwsze zaréwno z x,
jak iz y. Podobnie ged(x,y) = 1, czyli

liczby x, y, z sa parami wzglednie pierwsze.

Stad liczba zy + zx + yz — 1, jako
podzielna przez xz, y i z, jest podzielna
przez xyz. To oznacza, ze liczba

1 1 1 1
-+ -+

Ty z

Az, y,2) =

e E =
o wytze+yz—1
n Yz
jest catkowita.
ogélnosci < y < z, mamy = > 2, y > 3,
z > 5 1 wobec tego

Przyjmujac bez straty

1
— =1,
30 '

1 1 1 1
HEr RIS
T yz y oz

jest malejaca wzgledem zmiennej x
i analogicznie wzgledem pozostalych.

0 ol
,Y,2) < —+ -+ - —
Y 27375

bo funkcja

Az, y, 2) =

Ponadto, jesli cho¢ jedna z tych
nieréwnosci jest ostra, to mamy
A(z,y,z) < 1, co przy oczywistej
nieréwnosci A(z,y,z) > 0 daje
sprzecznosé. Stad jedyne rozwiazania to
wszystkie permutacje tréjki (2, 3,5).
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[1] M. Gardner, In the Name of Science,
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Publications, 1957; wyd. pol. skrécone
Pseudonauka 1 pseudouczeni, przekt.
B. Krzyzanowski i W. Zonn, PWN,
1966; cytaty w tlumaczeniu wlasnym
na podst. wyd. z 1957 r.

[2] M. Gardner, Oprah Winfrey: Bright
(but Gullible) Billionaire, Skeptical
Inquirer 34.2 (2010).

[3] M. Gardner, When You Were
a Tadpole and I Was a Fish and
Other Speculations on This and That,
Hill and Wang, 2009.

i zaklécajace krazenie krwi (subluksacje kregowe). Terapia osteopatyczna,
poprzez odpowiednie uciskanie ciala pacjenta, ma przywracaé¢ owe kosci do

ich wlasciwego polozenia. W szczegoélnosci, zdaniem wcezesnych osteopatéw,
schizofrenia miala by¢ wynikiem subluksacji szyjnego odcinka kregostupa.
Pojecie subluksacji i pomys! terapii manualnej zostaly pdzniej zapozyczone
przez Daniela D. Palmera, wlasciciela sklepu spozywczego i handlarza ryb oraz
twércy kregarstwa. Pierwsi osteopaci i kregarze (dzi$ te terminy stosowane sa
wymiennie) byli na tyle radykalni w swych pogladach, ze odrzucali pomyst,

ze wiele choréb jest wynikiem dziatania drobnoustrojow. Ich propozycje
terapeutyczne trafiltyby zapewne szybko do lamusa, gdyby nie talenty
przedsigbiorcze B.J. Palmera (syna), ktory, skoficzywszy formalna edukacje

na poziomie dzisiejszego gimnazjum, zalozyl pierwsza szkote kregarstwa

w Davenport. Gardner zauwaza, ze kregarstwo nie byto jednolite w podejsciu
do terapii. B.J. Palmer nauczal, ze dyfteryt jest skutkiem subluksacji széstego
kregu piersiowego, podczas gdy szkota chicagowska kregarstwa zalecala masaze
m.in. od pierwszego do piatego i siddmego, ale nie szdstego kregu. Takze

wedle bardziej wspoélczesnych zrédel masaze stosowane przez réznych kregarzy
w danym przypadku moga obejmowaé roztaczne odcinki kregoshupa.

Opinia Simona Singha odzwierciedla wspdlczesna wiedze naukowsa, chociaz
masaze dawane przez kregarzy potrafia w niektorych przypadkach przynie$é
ulge osobom cierpigcym na przewlekle béle kregostupa. Jednak aspiracje
terapeutyczne kregarzy siegaja znacznie dalej, o czym mozna si¢ przekonad,
studiujac ogloszenia odpowiednich gabinetéw. Skad ta wiara w cudowna

moc kregarstwa? Gardner wyrdznia dwie przyczyny ,wewnetrzne” i jedna
wzewnetrzna”. Pierwsze dwie opieraja sie na tym, ze niektore dolegliwosci
ustepuja samoistnie, niezaleznie od terapii, oraz na tym, ze cze$¢ choréb miewa
podloze psychosomatyczne, zatem kazda, najbardziej nieszkodliwa interwencja
terapeutyczna moze wplywaé na morale pacjenta i tagodzi¢ dolegliwoéci.
Czynnik zewnetrzny polega na wzbudzaniu zaufania, poprzez tworzenie
gabinetéw i korporacji zawodowych na wzor lekarskich, odwolywaniu sie do
medycyny ludowej zamiast do dorobku Palmerdw, obfitemu uzywaniu zargonu,
wreszcie na umiejetnym postugiwaniu sie technikami public relations (nawet
opisany wyzej komentarz Singha byl reakcja na zorganizowany przez BCA
Tydzien Swiadomogci Kregarskiej). To wszystko niewatpliwie kreuje popyt

na tego rodzaju ustugi. Autor tego artykulu do dzi$§ pamieta zaskoczenie,
kiedy, bedac w szpitalu klinicznym przy jednym z najlepszych amerykanskich
uniwersytetéw publicznych, znalazt wéréd dostepnych opcji leczenia zabieg
wykonywany przez pielegniarke naturopatyczna, ktéra ruchami wytrenowanych
dloni miata usuwaé zaburzenia pola elektromagnetycznego pacjenta.

Gardner wielokrotnie wracal w swych publikacjach do pseudonauki, takze wielu
innych autoréw podejmowalo zainicjowany przez niego watek. Charles P. Pierce
w ksiazce Idiot America sarkastycznie podsumowal powszechng obecnosé
pseudonauki w mediach w postaci trzech postulatow. Po pierwsze, kazda teoria
jest dobra, o ile zwigksza sprzedaz ksiazek, pozycje w rankingach itp. Po drugie,
cokolwiek moze by¢ prawda, jesli kto$ proklamuje to wystarczajaco glosno.

Po trzecie, prawda jest to, w co wierzy dostatecznie wiele oséb. Postulaty

te nie miatyby racji bytu bez ochoczej wspolpracy ludzi mediow. W jednym

ze swoich ostatnich artykuléw [2] w prowadzonej przez 27 lat rubryce na
tamach czasopisma Skeptical Inquirer, Gardner surowo karcit Oprah Winfrey

za promowanie wsrod swej milionowej publiczno$ci medycznie bezwartosciowych
poglgdow, ktore w niektorych przypadkach mogq prowadzié do smierci, takich jak
ten, ze autyzm jest powodowany przez szczepionki, ktére maja poza tym jeszcze
liczne skutki uboczne, tak ze powszechne szczepienia przynosza wiecej strat niz
korzysci. To, Ze tak liczni obywatele sq¢ naukowymi analfabetami, oslabia nasz
nardd — wyjasnia Gardner w ostatniej z wydanych za zycia ksiazek [3] swoje
ponadszes$édziesiecioletnie zwalczanie obskurantyzmu.

Ale czy publicznego opowiadania bzdur mozna zakaza¢? Trzeba by, cytujac
wyrok sadu apelacyjnego w sprawie Singha, powota¢ Ministerstwo Prawdy. ..
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Gardner i liczby szczesliwe

Nie wiem, czy wielu Czytelnikéw Delty styszalo

o szczesliwych liczbach. Nie chodzi tu o to, ze czesto
siddemke uwaza sie za liczbe szczesliwa, trzynastke zas
za pechowa, ale o matematyczne pojecie. Ja o liczbach
szczesliwych, ich rozmaitych wlasnosciach oraz
pewnych hipotezach dowiedzialem sie z artykutu
Martina Gardnera w kwartalniku The Mathematical
Intelligencer w roku 1997. Okazuje sie, ze trzynastka
tez jest szczesliwa.

Wiadomo, na czym polega metoda sita Eratostenesa,
dzigki ktérej znajdujemy liczby pierwsze. No to
sprébujmy postapi¢ podobnie:

Wypisujemy wszystkie liczby naturalne od jedynki,
po czym usuwamy co druga (czyli wszystkie parzyste).

W tym, co zostanie, usuwamy co trzecia, czyli z ciagu
1,3,5,7,9,11,13,15,... wyrzucamy 5,11,17,23, ...
i pozostaje: 1,3,7,9,13,15,19,21,25,27,31, ...

Ale uwaga — usuwalismy liczbe co trzecia nie dlatego,

ze jest po dwdjce, ale dlatego, ze 3 byla DRUGA liczbg
w ciggu, na ktérym dokonywaliémy operacji! Co teraz?
Teraz popatrzmy, jaka liczba jest na TRZECIM miejscu
w nowo otrzymanym ciagu. Siédemka. Usuwamy wiec
co si6édma liczbe; pierwsza wyrzucona bedzie 19.

7 nowego ciagu usuwacé bedziemy liczbe co dziewiata, bo
w nim na CZWARTYM miejscu jest dziewigtka. I tak
dalej, w nieskonczonos¢. Liczby, ktore zostana, to liczby
szczedliwe. Widzimy, ze wsrdd nich jest trzynastka.

Mozna odnies¢ wrazenie, ze jest to taka sobie dos¢
dziwna zabawa. Przeczy temu jednak nazwisko
pomystodawcy tej konstrukeji... O nim za chwile.

Liczb szczedliwych jest nieskonczenie wiele. Maja pewne
ciekawe wlasnosci. Chocby taka, ze ich ,gestosé”

w zadanym przedziale jest zaskakujaco bliska ,,gestosci”
liczb pierwszych. Na przyktad, wsréd liczb od 1

do 100 sa 23 pierwsze i 25 szczesliwych. Podobnie jest

7z yblizniaczymi liczbami szezesliwymi” (czyli rézniacymi
sie 0 2) 1 liczbami pierwszymi bliZniaczymi.

Sa tez otwarte problemy. Na przykltad, czy kazda liczba
parzysta jest suma dwoch liczb szczesliwych (niektérym
Czytelnikom chyba ten problem co$ przypomina)?
Sprawdzono komputerowo co najmniej do 100 tysiecy

— nie znaleziono wyjatku. ..

O tym, ze liczb szczesliwych jest nieskonczenie

wiele, mozna si¢ przekonaé, rozumujac podobnie jak

w stynnym dowodzie Euklidesa dla liczb pierwszych.
Ale na pytanie, czy liczb, ktore sa jednoczesnie pierwsze
i szezesliwe, jest nieskonczenie wiele, jeszcze niedawno
nie znano odpowiedzi i nic nie wiem o tym, by to sie
zmienito. . .

Charles Ashbacher postawil hipoteze, ze kazda liczba
szczesliwa jest koncoéwka” wiekszej liczby szczesliwej.
Na przyktad, liczba 7 konczy sie 37, liczba 13 konczy
sie 613. To tez wciaz jedynie hipoteza.

W artykule Gardnera, o ktérym mowa na poczatku,
czytamy: The notion of lucky numbers originated
about 1955 with Stanislaw Ulam, the great Polish
mathematician [...] Ulam wyjechal z Polski na stale
w roku 1935, w wieku 26 lat, i do konca zycia, do roku
1984, zyl i pracowal w USA. Zagraniczni autorzy pisza
zazwyczaj ,American mathematician”, w najlepszym
razie ,,Polish-born American mathematician”.

A Gardner napisal ,,polski matematyk”. To mite.

Krzysztof CIESIELSKI

Instytut Matematyki, Uniwersytet Jagiellonski

Kula i dziura

lggph xg wgjo

Przytoczmy za Martinem Gardnerem nastepujace zadanie. W kuli wywiercono
na wylot otwér w ksztalcie walca o wysokosci 6 cm, przechodzacy przez srodek
kuli. Jaka jest objeto$¢ pozostalej czesci kuli? Gardner nazwat to zadanie
yhiewiarygodnym problemem”. Na pierwszy rzut oka wydaje sig, ze danych jest
za mato. A moze to wlasnie jest pewng wskazowka? Zadanie mozna rozwiagzywaé
metodami klasycznymi, mozna wykorzystaé¢ rachunek catkowy, ale mozna tez
zastanowi¢ sie chwile i rozwiazac je bez zadnych rachunkéw. Dodajmy jeszcze,
byé moze dla ulatwienia, ze powinno wyjéé 36w cm?. Czy wiesz, Czytelniku, jak
- to rozwigzac? A moze znasz podobne zadania?

brxebromyqeenic 2f9uqyLqomeso LYCPAUKT’ UI6 NL9xgldc 216 (AT N6 qyUAcp leafp
RCIGICE L 8CL80N" ) [LIODOIIMI6IIA SMELAITROMITIE (650 LONITITOMITTY bobryex

(p\B @9LgU6Ly TOSMIFNIDIG 0 Doqy] 10pT p* CGIWIDPGE]] MAGIMCT J2L0msqsd
oplépoac boxoepgte] cxéect péqsie LomIy oplépoact KA O 2L6qUICA Q CEIfAIIGLOM’
péqsI6 poRy 29y’ &qA bLxAlmiensd’ s6 bromien ogmors Jeef N6LomA" YUICYA (0° N6
lequoNTgcsU6 LOSMIFNIDIGC® 0 0plépoae boexngimsene] priyh leap 2poys’ o miée
lequoxnycxue rosmigyynie’ 8qAx 1wycxe] uie xybrobomomgno ph 80° 621 12¢UI6l6
16qU0 X DIefADOMACY TONMIINYT WION6 MAB[IqYC fIK: NgquDIc bomInmo miec

Zdzistaw POGODA

Instytut Matematyki, Uniwersytet Jagiellonski



Ile jest typ6w czworos$cian6w?

Dziwne pytanie, oczywiscie nieskonczenie wiele. Sa bardziej sptaszczone,
wydluzone, szpiczaste, sa tez prawidlowe, foremne. .. Jedli jednak pominiemy
dtugosci krawedzi, katy ptaskie i dwuscienne itp., zachowamy tylko ogdlna
strukture, to widzimy, ze jest tylko jeden typ czworoscianu. Nie istnieje
czworo$cian, ktory mialby éciane nietréjkatna. W przypadku pieciosciandéw
mamy dwa typy: typ ostrostupa o podstawie czworokata oraz typ graniastostupa
o podstawie tréjkata. Pierwszy ma jedng $ciane czworokatng i cztery tréjkatne,
a drugi trzy czworokatne i dwie trojkatne. Innych nie ma. Gdy zetniemy
wierzcholek czworoscianu, to dostaniemy piecioscian drugiego typu. Powolujac
sie na Johna McClellana (artyste z Woodstock), Martin Gardner zadal pytanie:

Dowéd twierdzenia, ze istnieje dokladnie ile jes , S , d 9l ktveh)?
siedem wypuklych szedciogcianéw, mozna  11C JESt tyPOW szescioScianbw (w domysle wypuklych)?
znalez¢ w pracy Donalda Crowe’a, Euler’s
formula for polyhedra and related topics
w: A. Beck, M. Bleicher, D. Crowe,
Ezxcursions into Mathematics, Worth,

1969, str. 29-30.

Nalezy uwaza¢ na przypadki wygladajace na pozér réznie, a jednak dajace
ten sam typ. Mozna p6jsé dalej i zapytac o liczbe typéw siedmiosciandéw,
o$mioscianéw itd. Moze jest jaki$ ogélny schemat postepowania?

Gardner przytacza 7 réznych typéw wypuklych szescioécianéw, dodajac, iz

srédia: nie zna prostego dowodu, ze nie ma innych. Informuje tez, ze istnieja 34 rodzaje
P.J. Federico, wypuktych siedmioscianéw, 257 oSmioscianéw i 2606 dziewigcioécianéw. Natomiast
¢ Enumeration of polyhedra: The number piewypuklych sze$cio$cianéw mamy trzy typy,

Dla specjalistéw podamy profesjonalne

of 9-hedra, J. Combin. Theory 7 (1969)
155-161;

e Polyhedra with 4 or 8 faces, Geom.
Dedicata 3 (1975), 469-481;

o The number of polyhedra, Philips Res.
Rep. 30 (1975), 220-231.

* 26 siedmio$ciandéw i 277 o$mio$ciandéw.

Instytut Matematyki, Uniwersytet Jagiellonski

VELOAADHID
Zdzistaw POGODA @@@@@@@@
@@@@@@@@

OBBPDDAD DVPIVPIP GGOOBDOR
DOROORH G VPVOBVDR B b H N H MK
ORRBBOOHR VEIBEEIIDDINRPROAHH

D

-

RODBDDOHRK
m@@@@@>

Vi

HODHBD )
HODHBC R
DHDHORD

X
<
A
P

<@@@@@@@@@®@@®®®®@@®@@@@@@
\ HRDDDDDD VEBHOROD HAHIODBD

265

@@@@@@@@@@@@@@@E@@@INIII
@@@@@@@@@®@%@®®®IQIAEIH@
@@%@@@@@@®%®@@@@llll®@nl
@@@@@@@@%@@@@@@%’ﬂl!llﬁ!
T OBRQVRDBY PHDDRADE

AA

300 301

Oto diagramy Schlegela wszystkich 4-, 5-, 6-, 7- i 8-§cianéw wypuklych — tak widaé¢ wielo$cian wypukly przez jedna z jego $cian.

The Mathematical Gardner

W 1981 roku grupa amerykanskich matematykéw

w glebokiej tajemnicy przed Gardnerem przygotowala
i wydala ksiazke, sktadajaca sie z 30 artykulow

29 autoréw (autorem dwdéch prac byl Donald E. Knuth),
ksiazke-niespodzianke, prezent i hotd na 65. urodziny
ogrodnika matematyki (choé¢ publikacja nieco

sie op67nita). Wybitni matematycy (wéréd nich

— oprocz wymienionego juz Donalda E. Knutha —
Claude Berge, Solomon W. Golomb, Richard K. Guy,
Harold S.M. Coxeter) analizuja gry, badaja ciekawe
sytuacje geometryczne, rozciagaja detke rowerowa,
projektuja mozaiki ptaskie i przestrzenne,

9

obracaja szklanki ustawione w rogach stotu, wchodza
w kryptografie. Autorzy sa nie tylko popularyzatorami, ale
i naukowcami — w pracach znajduja sie ich wlasne wyniki,
niekiedy bardzo ,deltowe” w stylu (jak choc¢by przyklad
wyginajacego sie wielogcianu Roberta Connelly’ego).
Niektére artykuly sa wprost inspirowane zadaniami
Gardnera, inne trafiaja w jego klimat. Czy graliscie
kiedys w pokera przez telefon? A w szachy — nie widzac
(prawie) ruchéw przeciwnika? Czy widzieliScie magiczny
szescioo$mioscian (z magiczng liczba 26)? Z pewnosScia
ksiazka The Mathematical Gardner musiala jubilata
bardzo ucieszy¢.

Wiktor BARTOL



Zagadki Gardnera
Krzysztof CIESIELSKI

Instytut Matematyki,
Uniwersytet Jagiellonski

[\1/1
R 4

/‘i/: R
(i A bf/* \\,, —
‘\\_? \gi

— —

8|2

-t

6

S

| WA

3l A A

2| A3 A

1 A B
d f

S

2

5

ol
~

f\

A——

Rozmaite bywaja drogi do zaawansowanej matematyki. Dla niektérych
matematyczne poczatki zwigzane sa z rozwiazywaniem zagadek i famigtéwek
matematyczno-logicznych. Jestem wsréd nich.

Moze to zabrzmi dziwnie, ale jako uczen nie styszalem o Martinie Gardnerze. Po prostu
nikt mi o nim nie powiedzial, a Internetu nie byto. .. Pasjonowatem si¢ Rozkoszami
Lamania Glowy Lecha Pijanowskiego, zagadkami z kétka matematycznego, rozwiazywatem
zadania z Lilavati. Z nazwiskiem Gardnera zetkngtem sie dopiero jako student, w efekcie
nabycia rosyjskich wydan paru jego ksiazek — kupowalem wtedy wszystko, co byto po
rosyjsku dostepne o matematyce, kosztowalo grosze. .. Wtedy poznalem fenomen jednego
z najwiekszych Mistrzéw w tej dziedzinie, choé¢ akurat w zakupionych ksiazkach zagadki
logiczne pojawialy sie sporadycznie.

Kilka kapitalnych zadan propagowanych przez Gardnera jest juz podanych w artykule
Marka Kordosa w tym numerze Delty. Dla mnie jednak jest to temat, ,,0 ktérym
mozna w nieskonczonos¢”. Ponadto, niezwykta jest réznorodnosé ,gardnerowskich”
zadan. Niektoére z nich sa niemal ,typowo matematyczne”, inne w zaskakujacy sposéb
nawigzuja do glebszej mysli matematycznej, a niektére tak naprawde oprécz logicznego
myslenia czy tego, ze podstawowsq sprawa jest pomyst, raczej wigkszych zwiazkéw

z matematyka nie maja.

Zadania, ktorych rozwiazanie proponuje Czytelnikom, pochodzg z wydanej ongis
przez oficyne Quadrivium cienkiej ksiazeczki Gardnera: Moje najlepsze zagadki
matematyczne i logiczne (w ksiggarniach praktycznie nawet wtedy niedostepnej).
Niektoére z kilkudziesieciu umieszczonych tam zadan znatem wczesniej, niektore
poznalem dopiero dzigki ksiazce.

Pewien mnich o Swicie wybral sie na pewng gore, dotart na szczyt o zmierzchu.

Po spedzonej tam nocy wyszedl znowu o Swicie, o zmierzchu byt na dole. Wykazad,

ze gdzies na Scieice istnieje punkt, w ktérym mnich zaréwno podczas wspinaczki,

jak i podczas schodzenia byl dokladnie o tej samej porze dnia.
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Znana jest zagadka ,jakiego koloru byt niedzwiedZ” o podréinym, ktory spotkal misia
podczas nietypowej wedréwki: kilometr na potudnie, kilometr na zachdd, kilometr na
polnoc, po ktorej znalazl sie w punkcie wyjscia. Ale czy naprawde moglo sie to zdarzyé
wylgcznie na biegunie pélnocnym?
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Na marginesie pokazana jest szachownica. Czy biale mogg wykonac taki ruch, by

nie daé mata? I czy w ogdle taka pozycja mogla zostaé uzyskana w prawdziwej grze?
Ul6 WY LOBI MICI6CNKI’ 96 m 6] 2hpngcl] gpggmFch 8o BOUI6C IION6 NORLYC NPIFA
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Gdy Gardner opublikowal ten problem, wielu czytelnikéw napisato do niego, ze taka
sytuacja jest niemozliwa, bo na szachownicy dwa biale gonce stojg na polach tego
samego koloru. Czy istotnie tak si¢ zdarzy¢ nie moze?
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Wykresli¢ osiem liter tak, aby pozostate utworzyly jedno stowo:
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Na zadanie, ktére podam jako ostatnie, Gardner daje jedng minute. Znam
matematykéw, ktérym zajeto ono wiecej czasu. . .

Czy mozna, znajgc dlugosci dwich odcinkéw, zaznaczone na rysunku obok, obliczyé
dlugosé odcinka AC?

Opr16 bixegdpne broepogdes ad romue’ 9 £ LASY fo bromrey ogLé&m: - -
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Lehmus, Steiner, Powszechnie znany jest fakt, ze w trojkacie réwnoramiennym dwie dwusieczne
Gardner maja rowne dtugosci, podobnie jak dwie wysokosci i dwie srodkowe. Naturalne
. jest pytanie: a odwrotnie, czy réwno$¢ dwoch ze wspomnianych wielkosci gwarantuje

Zdzistaw POGODA réwnoramiennosé trojkata? Dla dwoch wysokosci i dwbdch srodkowych jest to proste

Instytut Matematyki, zadanie (moze Czytelnik zechce sobie przypomnieé, jak to si¢ robi). Wydaje sie, ze

Uniwersytet Jagiellonski , . . . Y . .
w przypadku dwéch dwusiecznych tez powinno p6jé¢ tatwo, a jednak. .. Jakos$ trudno
od razu znalezé prosty geometryczny dowdéd. Mozna w ostatecznos$ci wykorzystaé
rachunki, lecz nie o to chodzi. Przed podobnym problemem stanat w 1840 roku Daniel
Christian Ludolph Lehmus: jak geometrycznie, bez dtugich rachunkéw, udowodnié ten
fakt? Wystal to pytanie do J.Ch.F. Sturma, ten, miedzy innymi, do Jacoba Steinera,
ktéry dowdd przedstawil. Pozniej pojawito si¢ wiele innych dowoddéw, a i sam Lehmus
tez w koncu twierdzenie udowodnit.

Twierdzenie, nazwane twierdzeniem Steinera—Lehmusa, rozpropagowal ponownie
Martin Gardner w Scientific American (nr 204, 1961, str. 166-168) przy okazji recenzji
ksigzki H.S.M. Coxetera Introduction to Geometry (znanej w Polsce jako Wstep do
geometrii dawnej i nowej). Otrzymal potem od czytelnikéw setki listéw z dowodami.
Przeanalizowal wszystkie i wybral, jego zdaniem, najprostszy. Dowdd ten, ktérego
autorami byli dwaj angielscy inzynierowie, G. Gilbert i D. McDonnell, mozna

znalezé w The American Mathematical Monthly (7, 1963, str. 79-80). Zobaczmy, jak
wyglada to rozumowanie. Jego podstawowym pomystem jest udowodnienie ,innego”
spostrzezenia na temat dwusiecznych:

Jesli w trojkacie sq dwa rézZne kqty wewnetrzne, to dwusieczna wychodzaca z kgta

mniejszego ma wiekszq dlugosé niz dwusieczna wychodzgcea z kata wiekszego.

Korzystajac z niego, stwierdzamy: skoro tréjkat nierownoramienny ma kazda
dwusieczng innej dtugosci, wiec taki, w ktérym dwie dwusieczne sa rowne,
réwnoramienny by¢ musi.

Poszlo gtadko, wiec wypada jeszcze udowodnié spostrzezenie, z ktorego skorzystaliSmy.
Rozwazmy zatem trojkat ABC, w ktérym XA < <B. Niech AM i BN beda
dwusiecznymi odpowiednich katéw. Na AM wybierzmy taki punkt M’, Zeby
XM'BN = %{A < %{B = XNBM.
Stad AM’ < AM. Punkty A, B, M' i N leza na jednym okregu, poniewaz
LM'BN = <M'AN. Teraz zauwazmy, ze
1 1
XA < §(<L4+ LB) < §(<IA—|— LB+ xC).

A stad wynika, ze X{BAN < <M'BA < 90°, czyli BN < AM' < AM. Pierwsza
I | nieréwno$¢ bierze sie stad, ze mniejszemu katowi wpisanemu w okrag odpowiada
krétsza cigciwa, na ktorej si¢ ten kat opiera (prosze sprawdzié).

Podobno nieopublikowany dow6éd Lehmusa wygladat doktadnie tak samo. ..

Koszulka

Martin Gardner opisat pewng sztuczke, ktéra wyglada Jest raczej oczywiste, ze w takiej sytuacji nie da sie catkiem
niewiarygodnie. Mamy na sobie koszulke zalozong przez gtowe  zdjaé koszulki, przeszkadza w tym wlaénie sznurek. Ale da sie
(np. z napisem ,Delta”). Bierzemy sznurek o dlugosci np. tak pomanewrowaé koszulka, zeby w koncu mie¢ ja na sobie
okoto metra i jeden koniec obwiazujemy wokot nadgarstka przenicowana, to znaczy na lewa strone, jak widaé¢ (oczywiscie
jednej reki, a drugi koniec wokét drugiego nadgarstka. sznurka nie odwiazujemy ani nie rozcinamy).

Z. P.

Patrz tez strona 25.



Matematyczne wyscigi

Nie bedzie chyba zbyt Smialym stwierdzeniem, jezeli napiszemy, ze matematycy
uwielbiaja gry. Zaréwno takie, ktére mozna badaé¢ pod katem matematycznym,
jak i takie, w ktére sie po prostu przyjemnie gra. Jezeli znajdziemy gre

o prostych zasadach, w ktérej rozgrywka stanowi prawdziwe wyzwanie
intelektualne, a do tego, by w nia gra¢, wystarczy zwykla kartka papieru i cos
do pisania, mozemy $mialo powiedzie¢, ze mamy gre idealna. Martin Gardner
w jednej ze swoich ksiazek [1] przedstawil gre spelniajaca wszystkie powyzsze
wymagania (co wiecej, dajaca sie bada¢ matematycznie [2]). Gre ,,przywidzl”

z podrézy do Szwajcarii znajomy Gardnera, Jirg Nievergelt, informatyk

z Uniwersytetu Illinois. Jest to prosta w formie, a zupelnie niebanalna, jezeli
chodzi o rozgrywke, symulacja wyscigéw samochodowych, przez Gardnera
nazywana RaceTrack. Plansze stanowi kartka w kratke z wyrysowana

trasa dowolnego ksztaltu (zob. rysunek). Na poczatku gry samochody
wszystkich graczy (punkty, najlepiej w réznych kolorach) ustawione sa na linii
startu. Gracze przemieszczaja swoje pojazdy miedzy punktami kratowymi
naprzemiennie, wedlug wezeéniej ustalonej kolejnosei (na przyklad przez
losowanie), oraz stosujac sie bezwzglednie do trzech nastepujacych zasad:

e nowy punkt kratowy, w ktérym staje samochdd, oraz odcinek taczacy go
z poprzednim musza w calodci leze¢ na trasie,
e w kazdym momencie gry w kazdym punkcie moze sta¢ co najwyzej jeden pojazd,
e jezeli w swoim poprzednim ruchu gracz przesunal sie¢ o k kratek w pionie
i m w poziomie, to w kolejnym ruchu kazda z tych liczb moze zmniejszy¢
lub zwiekszy¢ co najwyzej o jeden (w pierwszym ruchu mozna sie przesunaé
co najwyzej o jedna kratke do gory i jedng w bok, gdyz uprzednio samochod
stal w miejscu).

Literatura

[1] M. Gardner, Sim, Chomp, and
RaceTrack, w: Knotted Doughnuts
;“‘i Ot“}er Matthevr"]“’;_tlicgi . Jak to zwykle w przypadku wyécigéw bywa, wygrywa ten z graczy, ktory

ntertaimmments, . eeman an . o . . , . .
Company, New York, 1986, 56-57. pierwszy przekroczy lini¢ mety. Kierowca, ktéry wypadnie z trasy lub zderzy sie

[2] M. Holzer, P. McKenzie, The z innym pojazdem, konczy wyscig. Szerokiej drogi!
Computational Complexity of

RaceTrack, Fun with Algorithms, Zoﬁa MIECHOWICZ
2010. Wydzial Matematyki, Informatyki i Ekonometrii, Uniwersytet Zielonogérski

Zadania Redaguje Przemystaw MAZUR
i M 1300. Znalezé wszystkie takie trojki liczb catkowitych z, vy, z, wiekszych

od 1, ze liczba yz — 1 jest podzielna przez x, zx — 1 jest podzielna przez vy,
a xy — 1 jest podzielna przez z.
Rozwiazanie na str. 7

M 1301. Ferdek rzuca monetg n razy, a Halinka n 4 1 razy. Halinka wygrywa,
jezeli wyrzuci wiecej ortéw niz Ferdek, a w przeciwnym przypadku przegrywa.
Kto ma wieksze szanse wygra¢?

Rozwiazanie na str. 14

M 1302. W tréjkacie ABC punkt M jest srodkiem boku AB, punkt [
— érodkiem okregu wpisanego, a punkt D — punktem stycznosci okregu
dopisanego do boku AB. Wykaza¢, ze proste IM i C'D sa réwnolegte.
Rozwiazanie na str. 6

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 779. Dluga jednorodna cienka tasma o stalej szerokosci i dtugoéci [ lezy na
plaskiej powierzchni. Jej jeden koniec jest zagiety i ciagniety poziomo ze stata
predkoscia v. Znalez¢ predko$é srodka masy
poruszajacej sie czesci tasmy.

Rozwiazanie na str. 24

(e —

F 780. Cienki jednorodny tancuch o masie m i dlugosci [ jest utrzymywany
pionowo nad stolem tak, ze jego dolny koniec dotyka powierzchni stolu. Znalezé
site, ktéra wywiera na stét puszczony swobodnie tancuch w zaleznoéci od czasu.
Rozwiazanie na str. 15
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Nadzwyczajne kafelki

Kazdy wie, jak ulozy¢ posadzke, majac do dyspozycji trojkatne kafelki. Jeden
ze sposobow jest taki: obok kazdego tréjkata kladziemy tréjkat bedacy jego
odbiciem wzgledem $rodka jego boku. Ktorego? Kazdego. Gdy bedziemy tak
konsekwentnie postepowali, mozemy wyparkietowa¢ cala plaszczyzne.

Ciekawsze jest spostrzezenie, ze ta sama procedura pozwala wyparkietowaé
plaszczyzne dowolnymi czworokatami — na rysunku mamy parkiet ulozony (prosze
sprawdzié¢, ze w ten wlasnie sposob) z jednakowych czworokatéw niewypuklych.

Podany sposéb ma (zaréwno w przypadku tréjkatéw, jak tez czworokatdw)

te ceche, ze kazda z uzytych symetrii przeksztalci nam obraz tego parkietu
na niego samego. Podobnie bedzie mozna ten parkiet przemiesci¢ tak, aby

nic sig nie zmienilo, przesuwajac go o odpowiedni wektor (latwo wskazaé jaki
— prawda?). Takie parkiety, dla ktérych istnieje mozliwo$¢ przemieszczenia

w ten sposéb, by ich obraz sie nie zmienil, nazywamy periodycznymi. Prosze
sprébowaé, postugujac sie jednakowymi tréjkatami albo czworokatami, utozy¢
parkiet nieperiodyczny, to znaczy taki, ktérego kazde poruszenie daloby sie
wykryé. Nie wréze sukcesu. Ale warto sprébowaé, by poznaé trudnosci.

Mozna zabraé sie do sprawy inaczej, a mianowicie poszukaé takich kafelkéw, by
z nich parkiet nieperiodyczny dal sie utozyé. Oczywiscie, najpierw prébowano
poszukiwa¢ nieperiodycznych parkietow ztozonych nie z jednego rodzaju, lecz

z kilku rodzajéow kafelkow — Wikipedia podaje jaka$ absurdalnie wielka (choé
oczywiscie skoniczona) liczbe rodzajéw kafelkéw, jakich uzyto w pierwszej udanej
probie. Ale juz w 1970 roku Raphael Robinson udowodnit, ze sze$¢ widocznych
obok rodzajéw kafelkow pozwala na wyparkietowanie plaszczyzny, a otrzymany
parkietaz jest zawsze nieperiodyczny. Polecam proby wykazania jednego i drugiego.

Liczba szed¢ nie jest juz wielka, ale okazuje sie, ze mozna ja znacznie zmniejszy¢.
W 1977 roku Roger Penrose wymyslil, a Martin Gardner spopularyzowal dwa
rodzaje kafelkéw, ktore tez parkietuja plaszczyzne w sposéb ,,obowigzkowo”
nieperiodyczny.

To te widoczne obok. Penrose upiera sig, ze sa to zwykle
czworokaty, ale przeciez na obwodzie sa wyréznione punkty.
Wolno je bowiem sktadaé¢ jedynie tak, by narysowane na nich
linie przedluzaly sie. Aby pozby¢ sie tych linii, zmieniajac ksztalt
kafelkow Penrose’a tak, by pozostaly wielokatami, a nie stracily
swych niezwyklych wlasnosci, musialyby one sta¢ sie co najmniej
oémiokatami. Ale Penrose woli w nich widzieé¢ udekorowane
czworokaty i nazywa je dart i kite, czyli grot i latawiec. Grot
ma katy bedace 1/5, 1/10, 3/5, 1/10 kata pelnego, a latawiec
1/5,1/5, 2/5, 1/5 kata pelnego.
Mozna zajaé sie dowodzeniem, ze grotami i latawcami mozna wyparkietowaé
plaszczyzne i ze taki parkiet bedzie nieperiodyczny.
Ale mozna tez wystartowa¢ w trudniejszej konkurencji i poszukaé¢ odpowiedzi na
pytanie, czy istnieje taki jeden kafelek, ze jego kopiami mozna nieperiodycznie

wyparkietowa¢ plaszczyzne.
Malqg Delte przygotowal Marek KORDOS
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Rozwigzanie zadania M 1301.
Zauwazmy, ze Halinka, wykonujac wigcej
rzutéw, musi wyrzucié¢ wigcej ortéw lub
wiecej reszek niz Ferdek. Z drugiej strony
nie moze wyrzuci¢ jednoczesnie wigcej

ortéw i wiecej reszek, poniewaz wtedy
musiataby odda¢ o co najmniej dwa rzuty
wigcej. To oznacza, ze zajdzie dokladnie
jedno z dwéch zdarzen: Halinka wyrzuci
wiecej ortéw albo wyrzuci wiecej reszek.
Poniewaz moneta jest symetryczna, wigc
prawdopodobienstwa obu tych zdarzen

-4 1
Sg rowne 5

*Universitat de les Illes Balears

Jaka to liczba?
Francesc ROSSELLO*

Na og6l matematycy nie sa ulubionymi go$émi na przyjeciach. Poprzedza
nas reputacja nudziarzy, zanurzonych myslami w definicjach i twierdzeniach.
A jednak mozemy uzy¢ naszej wiedzy, by oczarowaé zebranych magicznymi
trikami, opartymi na wlasnosciach matematycznych. Moze przy okazji kto$
zainteresuje si¢ matematyka?

W jednej ze swoich pierwszych ksiazek Mathematics, Magic and Mystery,
przywolywanej juz w tym numerze Delty, Martin Gardner pokazuje wiele
magicznych chwytéow matematycznych. Niektore z nich, polegajace na
odgadywaniu ukrytej liczby, wywodza sie z nastepujacej wlasnosci liczby 9:

Niech n bedzie dodatnia liczba naturalna. Sumujemy jej cyfry, a nastepnie
sumujemy cyfry otrzymanego wyniku — i tak dalej, az do uzyskania liczby
jednocyfrowej (zwanej pierwiastkiem cyfrowym wyjsciowej liczby i oznaczanej
symbolem [n]). Wowczas jesli

e n jest wielokrotnoscia 9, to [n] = 9;

e n nie jest wielokrotnoscia 9, to [n] jest reszta z dzielenia n przez 9.

Wynika stad, ze dla dowolnych dodatnich liczb naturalnych n, m zachodza
réwnosci [n + m] = [[n] + [m]] oraz [n - m] = [[n][m]] (dlaczego?).

Ksiazka Gardnera miesci wiele trikéw opartych na tej wlasnosci. Tu bedzie
mowa o takim, ktéry — o dziwo — u Gardnera sie nie pojawit, choé¢ bardzo do
niego pasuje. Wymaga on nieco wprawy obliczeniowej, a moze takze troche
umiejetnosci aktorskich. Prosimy kogo$ (nazwijmy kogosia, na przyklad, Ania)
o wybranie w myslach liczby trzycyfrowej; nazwijmy ja abc. Teraz prosimy Anig,
by gdzies na kartce (niewidocznej dla nas) dodala wszystkie liczby otrzymane
przez permutacje cyfr wybranej liczby — bez niej samej — i podata nam tylko
otrzymana sume. Na przyklad, gdyby Ania pomys$lata liczbe 527, powinna teraz
dodaé liczby 572, 257, 275, 725, 752. Przyjmujemy, ze cyfry sa rozréznialne,

a wiec np. liczba 333 tez daje 5 dodatkowych permutacji cyfr. Co wiecej,

nie przeszkadza nam 0, nawet jedli pojawi sie na poczatku nowej liczby.

Po otrzymaniu sumy prosimy Anie, by skoncentrowala mysli na wybranej na
poczatku liczbie i po chwili (pokrywajac umiejetnosciami aktorskimi niezreczna
przerwe potrzebna na obliczenia pamieciowe). .. podajemy jej te liczbe. Jak to
mozliwe? Zbadajmy cala sytuacje.

Jesli wymyslona liczba jest abe, to niech Syp. = acb + bac + bea + cab + cba oraz
Tupe = abc + Sape. Rzecz jasna, znajac Sgpe, potrafimy podaé liczbe abe, jesli
tylko potrafimy obliczyé¢ Tyhpe, gdyz wtedy abc = Tope — Sape-

Zauwazmy, ze
Tope = (a-1004+b-104+¢)+ ...+ (c-100+b- 10+ a) =
=2-a+2-b4+2-¢)(1004+10+1) =222 (a+ b+ c).
Widad, ze znajomo$¢ liczby a + b + ¢ pozwoli wyznaczy¢ Type. Liczmy wige dalej:
Sape = Tope —abc=(2-a+2-b4+2-¢)(100+10+1) — (a- 100+ b - 10 + ¢),
co po krétkich obliczeniach daje Sup. = wielokrotnosé 9 +5 - (a + b+ ¢), czyli
2 - Sape = wielokrotnosé 9 4+ 10 - (a + b + ¢) = wielokrotnosé 9 + (a + b+ c).
Tak wiec reszta r z dzielenia a + b + ¢ przez 9 jest réwna reszcie z dzielenia

2+ Supe przez 9, czyli pierwiastkowi cyfrowemu [2 - Sgpc]. A ten pierwiastek
mozemy obliczy¢, poniewaz znamy Sgpe 1 wiemy, ze [2 - Sape] = [2 - [Sabe]]-

Znajomosé reszty r to nie wszystko, cho¢ duzo. Mamy bowiem
1 <a+b+c<27, atooznacza, ze a + b+ ¢ moze by¢ réwne r, r + 9 lub
r + 18. Ktére z nich? Wréémy do Type 1 rozpatrzmy te trzy mozliwosci:
222 -1,
Tope =222-(a+b+c) = {222- (r+9)=222-r+ 1998,
222 - (r+ 18) = 222 - r 4 3996.
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Rozwigzanie zadania F 780.

Na stot dziata sita cigzkosci, wywierana
przez lezaca na blacie czeé¢ tancucha,

oraz impuls pedu. Gérny koniec

tanicucha po przebyciu odleglosci =
spada z predkoscia v/2gz. Diugosé
taficucha lezgcego na blacie to @ = gt?/2.
Ped przekazywany stotowi wynosi

p = mvAz/l, a sila w ten spos6b
wywierana jest réwna

mv Az

I At

Cigzar lancucha o dtugoéci @ wynosi
Q = mgz/l. Zatem sumaryczna sila

jest réwna

F = 3mg

T
l
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l
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Widzimy, ze te mozliwe wartosci Type 16znia sie o prawie 2000 (co najmniej),
znamy Sgpe 1 wiemy, ze 100 < abe < 1000. Pozwala to jednoznacznie

wybra¢ odpowiednia z tych wartosci. To pierwsza z nich, ktéra jest wieksza
od Sgpe + 100.

Przes$ledzmy to na przykladzie liczby 527 wybranej przez Ani¢. Dowiadujemy si¢

od niej, ze Sso7 = 2581.

e Obliczamy [2581] = 7, mnozymy przez 2 i znéw obliczamy pierwiastek cyfrowy.
Dostajemy r = 5.

e Mnozymy: 222 -5 = 1110.

e Pierwsza mozliwa wartoscia Tso7 jest 1110 + 1998 = 3108 i w rezultacie. . .

e ... wybrana liczba jest 3108 — 2581 = 527.

Pozostaje jeden szkopul: jak szybko obliczy¢ w pamieci pierwiastek cyfrowy?

Otoéz jest prosta i szybka metoda. W trakcie sumowania cyfr wybranej liczby n

(na przyklad, od lewej) zastepujemy kazda sume cze$ciowa wigksza od 9

suma jej cyfr. Zobaczmy to na przykladzie liczby 8742953 (symbol = oznacza

zastapienie liczby dwucyfrowej suma jej cyfr):

§—=84+7=15=6—-6+4=10=1—-1+2=3—

—349=12=3—-3+5=8—8+3=11=2.

Tak wiec [8742953] = 2. Troche treningu i mozna iS¢ na przyjecie!

Zauwazmy na koniec, ze z wlasnoéci pierwiastka cyfrowego mozna wyciagnaé
interesujacy wniosek. Jesli w zapisie dziesietnym pewnej wielokrotnosci liczby 9
brakuje jednej cyfry (i wiemy, Ze nie jest nia zero), latwo mozemy ja odtworzyé
— jest nia ta cyfra, ktérej brakuje pierwiastkowi cyfrowemu do 9, lub 9, gdy
pierwiastkiem jest 9 (dlaczego?). Popatrzmy dla przyktadu na liczbe 2308302,
ktoéra jest wielokrotnoscia 9. Jedli usunieto z niej cyfre 8 i podano nam pozostale
cyfry (2, 3, 0, 3, 0, 2), obliczamy pierwiastek cyfrowy dowolnej liczby zbudowanej
z tych cyfr, na przyklad, [230302] = 1 i wiemy juz, ze brakujaca cyfrajest 9 — 1 = 8.

Niestety, tak dobrze nie jest, gdy pozwolimy, by usunieta cyfra byto 0. W naszym
przyktadzie mamy [230832] = 9, a to oznacza, ze brakujaca cyfra moze by¢ 0 lub 9.
Ale céz, zgadywanie zawsze jest obarczone pewnym ryzykiem. . .

ttumaczyl Wiktor BARTOL

Poliboromeusze

Matematycy wiedza, ze zabawy ze sznurkiem moga by¢ zrodtem réznych zadan
i probleméw matematycznych, czesto bardzo powaznych, o daleko idacych
konsekwencjach. Weztem w matematyce nazywa si¢ sznurek, zapleciony lub nie,
z utozsamionymi (zawigzanymi lub sklejonymi) koncami, czyli taki powyginany
i zapleciony okrag. Kilka takich weztéw nazywa sie splotem, a elementy

splotu ogniwami. Ogniwa w splocie moga by¢ zaczepione lub nie. Znany

jest dosé zaskakujacy przykltad splotu, nazywanego splotem Boromeuszéw,
gdyz wystepuje w herbie tego rodu. Splot Boromeuszow ma niezwykta ceche:
wszystkie trzy ogniwa sa splecione, ale dowolne dwa nie. Oznacza to, ze gdy
rozetniemy dowolne ogniwo, pozostate dwa beda niezaplecione. Pojawia sie
naturalne pytanie: czy mozna w podobny sposéb zaples¢ 4, 5, 6 lub wiecej
ogniw (np. wykonanych wlasnie ze sznurka)? W podobny sposéb, czyli tak, ze
rozciecie dowolnego ogniwa spowoduje rozpad calego splotu. Martin Gardner
podaje taki przyktad dla dowolnej liczby ogniw. Czy wiesz, Czytelniku, jak

go skonstruowaé? (Rozwiazanie Gardnera w numerze.) Pojawiaja sie jednak
kolejne pytania. Na przyktad: czy dla czterech ogniw istnieje rozwiazanie rézne
od zaproponowanego przez Gardnera? Ile jest takich rozwiagzan i czy w ogdle to
sie da okresli¢? A gdy liczba ogniw bedzie réwna 5, 6 lub wiecej?

Sploty o opisanych wlasnosciach nazywane sa czasem splotami Brunna, za
D. Rolfsenem, autorem pigknej ksiazki Knots and Links.

Zdzistaw POGODA

Instytut Matematyki, Uniwersytet Jagiellonski
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Gardner napisal tez niewielksg monografie
takich sztuczek: Mathematics, Magic and
Mystery, Wyd. Dover, 1956.

Persi Diaconis byl w mltodosci zawodowym
magikiem, ktéry dzigki pomocy Gardnera
rozpoczal studia matematyczne na
Uniwersytecie Harvarda. Jest profesorem
statystyki i matematyki na Uniwersytecie
Stanforda w USA.

Raymond Smullyan to matematyk
amerykanski, logik i filozof, autor
wspanialych ksiazek z zagadkami
logicznymi, wydanych réwniez po polsku.
Znany jako pianista koncertowy. W czasie
studiéw utrzymywal sie z pokazu
sztuczek magicznych.

Matemagik

W wielu ksiazkach Martina Gardnera mozna spotkaé opisy sztuczek magicznych
z uzyciem kart, monet, kosci, zapatek i domino. Sa tam pokazy znikania

figur, dziwnych manipulacji z chusteczkami, sznurkami i recepturkami. Sa tez
zgadywanki z tablicami liczb, kalendarzami, jak i rézne sposoby zgadywania
ukrytych liczb czy wieku uczestnikéw zabawy.

Prezentacje opisane przez Gardnera nie wymagaja sprytu rak. Cala ich istota polega
na wykorzystaniu wlasnosci liczb, figur czy przeksztalcen matematycznych. Magika
korzystajacego z matematyki nazwal matemagikiem. Wsréd mistrzéw matemagii
byli oprécz niego m.in. stynni matematycy: Persi Diaconis i Raymond Smullyan.
Swoj ostatni zbior tamigléwek matematycznych zadedykowal Diaconisowi .. .za
jego niezwykly wklad w matematyke i sztuke iluzji. .. Gardner intryguje widza
sztuczka magiczna, a potem zacheca do jej wyjasnienia. Daje to przedsmak
prawdziwego odkrycia matematycznego. Sztuczki to .. .eksperymenty, oparte na
matematyce, na wlasnosciach figur i liczb, tylko ukryte pod nieco ekstrawaganckq
postaciq. . . (G.E. Szylow, wstep do rosyjskiego wydania ksiazki Mathematics, Magic
and Mystery). Sprébuj odkryé, jakie fakty i techniki matematyczne kryja sie za
niektérymi sztuczkami opisanymi przez Gardnera.

Odgadywanie cyfry. (W czasie sztuczki matemagik stoi odwrécony plecami do
publicznosci.) Widz wybiera jaka$ liczbe naturalna. Tworzy z niej druga, rézna
od niej liczbe przez dowolne przestawienie cyfr. Odejmuje mniejsza od wiekszej

i z réznicy usuwa dowolna cyfre, rézna od 0. Podaje matemagikowi pozostate
cyfry w dowolnej kolejnosci. Matemagik odgaduje usunigta cyfre.

Hoswuicy leap bognieiuy bryex gy

Orzel czy reszka. Na stol kladzie sie gars¢ monet. Matemagik odwraca sie

i prosi kogos o przewracanie monet. Za kazdym obrotem nalezy powiedzie¢
glogno stowo ,jest”. (Mozna odwracaé¢ wielokrotnie te sama monete.)

Po zakoniczeniu jedna monete zakrywa sie. Matemagik odwraca sie i odgaduje,
czy na zakrytej monecie widaé¢ orta, czy reszke.

BYLsARpo2¢ £6] JIeNph l62p 10MIY DYLNAefo2cr JICNPA L62N6K:
PgpemIsBIK Nybomiéenle [1expé 1eexer 1 qoqyle [rexpé mibomieqsrsuicpy *leeg,

Zgadywanie karty. Matemagik rozdaje czterem
osobom po pie¢ kart z potasowanej talii. Rozdaje

tez pie¢ kart dla siebie. Kazda z czterech oséb prosi

o zapamietanie jednej karty. Zbiera karty od graczy

i sktada je razem ze swoimi, a nastepnie rozktada na
stole w pieciu kupkach po pie¢ kart. Prosi o wskazanie
dowolnej kupki i otwiera ja wachlarzykiem. Kazdy

z czterech widzéw zglasza, czy widzi swoja karte

w wachlarzyku. Matemagik wskazuje te karte.
Zgadywanie powtarza si¢ dla kazdej z pieciu kupek.

Jeme]l miqxy leeg m gbee Uy s-pAII mIIelecn og jemel

[IPOLIAJO 216 9 Rab6R 9Ly mApryns bryex §-{650 0q
LONK[9qy 0( J6m6] o bromel bo lequel gorcre’ pog gypi
YI9P6IYBIK SpleLy koLfA bo gofer gnbgymr’ ¢ nyapébule

Andrzej DABROWSKI

Instytut Matematyczny, Uniwersytet Wroctawski

Przyktad splotu zlozonego z 8 ogniw, takiego ze
rozciecie dowolnego ogniwa powoduje rozpad catego splotu.
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Wszystkie organizmy majace jadro
komérkowe kwalifikuje sie jako
eukarioty. Te bez jadra, majagce DNA
w bezposérednim otoczeniu wnetrza
komérki, to prokarioty (wszystkie
bakterie).

Craigowi Venterowi ku uwadze

Venter to ten uczony amerykanski, ktory juz trzy razy na konferencjach
prasowych oznajmil, ze syntetyzowal zycie. Doswiadczenia Ventera sa
rzeczywiscie pionierskie i imponujace — w duzym skrécie i uproszczeniu polegaja
na tym, ze syntetyzowany w pracowni genom ,na zamowienie” wstawiono do
pozbawionej wlasnego genomu komérki bakteryjnej i w tych warunkach komérka
podjela funkcje zyciowe, dyktowane przez wprowadzony genom, wsrod ktérych
najwazniejsza: rozmnazanie. Czy to oznacza stworzenie zycia de novo? Czy to
juz umiemy?

Grupa biologéw i informatykdéw z laboratorium w Heidelbergu postanowita
zatem przeanalizowaé zycie tego typu komorki, tworzac wirtualny model

o znanych sktadnikach i parametrach ich dziatan. Cel koncowy: zycie w pelni
kontrolowane w komputerze. Warunki wyjsciowe: prokariotyczna komorka
Mycoplazma pneumoniae, bliska krewna bakterii wybranej przez Ventera,

z jednym z najmniejszych genoméw. Sklada si¢ on z 689 genéw kodujacych
biatka (genom czlowieka ma 25 tys. genéw).

Zycie kazdej komorki sklada sie z podstawowych trzech etapéw: utrzymywania
w dobrej kondycji swojego genomu (DNA), proceséw przenoszenia informacji
z DNA na inny kwas nukleinowy (RNA), ktory stuzy jako matryca

do syntezy bialek. W duzej mierze te bialka to enzymy, katalizujace

wszystkie reakcje metaboliczne, czyli przeksztalcenia chemiczne zywej
komorki. Metaboliczne procesy, ich intensywno$é, decyduja o zyciu

tu i teraz.

Te trzy podstawowe zadania zywej komodrki przebiegaja réznie

u prokariotéw i eukariotow — udowodnienie tego zdania zajeto biochemikom
i genetykom kilkadziesiat lat. Upraszczajac, prokarioty sa duzo mniej
skomplikowane. Nadszedl czas, pomyslano, zeby jakiego$ prokariota
wyczerpujaco opisac i syntetyzowac¢. A potem zbudowaé taki sam organizm
in silico i sterowaé jego wirtualnym zyciem za pomoca programow
informatycznych.

Najpierw wykonano szereg do$wiadczen, w ktorych badano minimalne
potrzeby bakterii do wypelnienia podstawowych funkcji zycia. Polaczono
istniejaca wiedze o enzymach i ich katalitycznych reakcjach z wiedza

o aktywnosci genéw. Te wzajemne reakcje okazaly sie bardziej ztozone, niz
przewidywa¢ mozna w oparciu o podrecznikowa wiedze o regulacji metabolizmu
w bakteriach (kanon stworzony przez noblistéw Lwoffa, Monoda i Jacoba az

50 lat temu). Enzymy lacza sie w zespoly, czesto wieloskladnikowe. Funkcje
pojedynczych czasteczek enzymow sa réozne w kompleksie niz solo, 32 enzymy
moga prowadzi¢ 91 réznych reakcji.

Zmane fakty o regulacji reakcji w komérce wskazuja takze na role specyficznych
biatek, zwanych czynnikami transkrypcyjnymi. U mykoplazmy stwierdzono
istnienie jedynie 9 takich czynnikéw, choé zlozony charakter regulacji wielu
proceséw sugeruje istnienie wielu innych, dodatkowych, alternatywnych
mechanizméw regulacji. Jakich? Nie wiemy.

Z 411 przebadanych bialek (60% calej liczby) wigkszo$é tworzy wielosktadnikowe
kompleksy, potowa z ktorych nie byta dotychczas opisana i scharakteryzowana.
Kompleksy dodatkowo oddziatuja ze soba i lokalizuja sie w okreslonych
regionach komorki.

Zatem poznanie sieci czasteczek i ich oddzialywan najmniejszej zyjacej komorki
znowu odsunelo sie w nieokreslona przysztos¢. To dobry model badawczy —
mowiag uczeni. Z trudem przyznaja, ze jest to bardziej skomplikowany model,
niz sadzili. Nie mowiac juz o tym, ze oddalila sie perspektywa regulacji zycia
np. bakterii o tylko dwa razy wigkszym genomie.

Magdalena FIKUS
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Kacik przestrzenny (6)

Bisrodkowe, czyli odcinki tgczace érodki
przeciwlegtych krawedzi czworoscianu,
pojawily si¢ w trzecim odcinku kacika
przestrzennego (Delta 5/2010).

O prostej Eulera pisaliSmy ostatnio
w numerze 1/2009.

Wskazéwka: jaka jest $rednica tej sfery?

O okregu dziewigciu punktéw i sferze
dwunastu punktéw mozna przeczytad
w Delcie 3/1999.

Czworosciany ortocentryczne

Tym razem, zgodnie z obietnica, kacik poswiecimy czworo$cianom
ortocentrycznym. Jak wiadomo, nie w kazdym czworoscianie istnieje punkt
przeciecia wszystkich wysoko$ci. Czworo$ciany majace taki punkt nazywane sa
ortocentrycznymi. Sprébujmy opisaé je dokladniej.

Twierdzenie 1. Dla kazdego czworoScianu nastepujgce warunki sg rownowazne:

(a) istnieje punkt przeciecia wszystkich wysokodci,

(b) przeciwlegle krawedzie sq prostopadle,

(¢) sumy kwadratéow dlugosci przeciwleglych krawedzi sq réwne,

(d) réwnolegloscian opisany na czworo$cianie jest romboscianem,

(e) $rodki krawedzi lezg na jednej sferze,

(f) bisrodkowe sq réwnej dlugosci,

(g) kwadrat dlugosci kazdego odcinka {gczqcego $rodki przeciwleglych krawedzi jest
rowny sumie kwadratow ich dliugosci podzielonej przez 4,

(h) dloczyny cosinuséw przeciwleglych katéow dwusciennych sq réwne.

Dowéd réwnowaznosci tych wtasnosci warto potraktowac jako zadanie;
rozwigzanie mozna znalez¢ na internetowej stronie Delty.

Udowodnimy teraz pewna wlasnos¢ czworoscianéw ortocentrycznych analogiczna
do prostej Eulera na plaszczyznie, czyli prostej przechodzacej przez $rodek
okregu opisanego, srodek ciezkodci i ortocentrum danego tréjkata.

1. Srodek ciezkodci czworoscianu ortocentrycznego, jego ortocentrum i Srodek
sfery ma nim opisanej lezZg na jednej prostej, a ponadto $rodek ciezkosci jest
Srodkiem odcinka lgczgcego pozostate dwa wymienione punkty.

Rozwigzanie. W czworoscianie ortocentrycznym ABCD niech O bedzie
srodkiem sfery opisanej, a M i N — srodkami krawedzi AB i CD.

Przez G oznaczmy $rodek odcinka M N, czyli érodek ciezkosci czworoscianu
ABCD. Niech H bedzie punktem symetrycznym do O wzgledem G
(rysunek). Punkty O, G, H leza wtedy na jednej prostej, a G jest srodkiem
odcinka OH. Wobec tego chcemy wykazaé, ze H jest ortocentrum
czworoscianu ABCD.

Zauwazmy, ze czworokat MON H jest réwnoleglobokiem. W szczegdlnosci
proste OM i HN sa réownolegle. 7 definicji punktéw O 1 M wynika, ze odcinki
OM i AB sa prostopadle, wigc rowniez HN 1 AB. Stad i z prostopadtosci
prostych AB i CD (ABCD jest ortocentryczny!) wynika, ze plaszczyzna CDH
jest prostopadta do prostej AB. W takim razie prosta DH jest prostopadia

do prostej AB. Analogicznie dowodzimy, ze DH jest prostopadla réwniez do
prostej BC.

To za$ oznacza, ze jest prostopadla do calej ptaszczyzny ABC, czyli stanowi
wysoko$é czworo$cianu ABCD. Podobnie dowodzimy, ze proste AH, BH,CH
sa wysoko$ciami rozpatrywanego czworoscianu, co konczy dowod.

Na koniec zadanie dla Czytelnikow.

2. Wykazaé, Ze w czworoscianie ortocentrycznym $rodki ciezko$ci Scian, spodki
wysokosci czworoscianu oraz punkty dzielgce odcinki tgczqce ortocentrum
czworoscianu z jego wierzcholtkami w stosunku 2 : 1 (liczge od wierzcholkéw) lezq
na jednej sferze.

Jest to sfera dwunastu punktow — przestrzenny odpowiednik okregu
dziewieciu punktéw, czyli okregu przechodzacego przez $rodki bokéw danego
tréjkata, spodki jego wysokosci i $srodki odcinkéw taczacych wierzchotki

z ortocentrum.

Wiegcej zadan o czworoscianach ortocentrycznych mozna znalezé na internetowej
stronie Delty.
Michal KIEZA

18



Czytelnik Dociekliwy zauwazy zapewne,
ze blok k mozemy chcie¢ potozyé na sp6d
lub wierzch wiezy, a nie tylko pomigdzy
dwa bloki. Czy zmienia to przedstawione
rozumowanie? Jak poradzi¢ sobie z takim

przypadkiem?
L -

\.___/

Informatyczny kacik olimpijski (37): Ogromna wieza

Tym razem przyjrzymy si¢ zadaniu Ogromna wieza (ang. A huge tower) pochodzacemu
z Olimpiady Informatycznej Europy Srodkowej 2010 (CEOI 2010).

Mamy do dyspozycji n kamiennych blokéw réznych rozmiaréw. Mamy obliczy¢, na
ile sposobow mozna zbudowaé z tych blokéw wieze, jezeli nalezy uzy¢ ich wszystkich,
a jeden blok mozna potozyé na drugim tylko wtedy, gdy rozmiar gérnego jest

nie wigkszy niz rozmiar dolnego powigckszony o ustalong liczbe dodatnig d. Wynik
nalezy zwréci¢ modulo jaka$ nieduza liczba catkowita.

Oznaczmy przez 11,72, ...,T, rozmiary poszczegélnych blokéw, a wieze zbudowana

z nich zgodnie z warunkami zadania nazwijmy poprawng. Pierwsze rozwiazanie,

ktore przedstawimy, jest najmniej efektywne, ale nie wymaga zadnych spostrzezen.
Wystarczy uzy¢ programowania dynamicznego do stopniowego obliczania wartosci

t(S, a), ktére oznaczaja odpowiedZ na pytanie ,na ile sposobéw mozna zbudowaé
poprawna wieze z blokéw nalezacych do zbioru S C {1,2,...,n}, tak aby blok

o numerze a znalazl si¢ na dole?”. Naturalnie, zaktadamy, ze a € S. Jesli dostepny
jest tylko jeden blok, wieze mozna zbudowaé¢ na dokltadnie jeden sposéb. Jesli zas
mamy zbiér S co najmniej dwoch blokéw, a blok a ma znalezé si¢ na dole, to nalezy
na wszystkie sposoby wybraé blok, ktéry ma sie znalez¢é bezposrednio na nim. Jedli ten
przedostatni blok oznaczymy przez b, to pod warunkiem, ze r, < r, + d, znalezliSmy
t(S\ {a},b) sposobéw na zbudowanie naszej wiezy. Sumujemy takie wartosci po
wszystkich mozliwosciach wyboru b € S i otrzymujemy ¢(S,a). W ten sposéb, szukajac
odpowiedzi w kolejnosci od najmniej licznych zbioréw S, kazda z nich znajdujemy

w czasie proporcjonalnym do rozmiaru S, co oznacza, ze caly problem zostanie
rozwiazany po wykonaniu O(2"n?) operacji.

Aby znalezé bardziej efektywne rozwiazanie, warto inaczej pomysleé¢ o budowaniu
wiezy. Zamiast zastanawiaé sie, ktory z blokéw polozymy na spéd albo wierzch,
rozpatrujmy bloki kolejno, od najmniejszego do najwiekszego, ale za to dopusémy
umieszczanie kolejnego bloku gdzies w érodku juz zbudowanej konstrukcji. Zatézmy,
ze rozmiary blokéw r; sa uporzadkowane niemalejaco, i rozwazmy dowolna poprawna,
wieze zbudowang z blokéw o numerach od 1 do k — 1. Powiedzmy, ze w tej wiezy

blok a lezy pod blokiem b i pomiedzy nie chcemy teraz wlozy¢ blok k. Zastanéwmy
sie, kiedy nowa konstrukcja jest poprawna. Poza fragmentem zawierajacym bloki

a, bik, nowa wieza jest poprawna wtedy i tylko wtedy, gdy dotychczasowa byta.
Ponadto, musi by¢ ri < rq 4+ d oraz r, < ri + d. Pamietajmy jednak, ze r, < 7i,

wiec druga nieréwno$é zawsze zachodzi. To znaczy, ze jezeli mamy poprawna wieze
zbudowana z blokéw 1,...,k — 1 oraz rp, < rq + d, to wstawiajac blok k& miedzy

a oraz b, otrzymamy poprawna wieze dla blokéw 1,... k. Z drugiej strony, jesli mamy
poprawng wieze dla blokéw 1,...,k i blok k znajduje sie¢ w niej miedzy blokami

a oraz b, to rp < rq + d. Poniewaz jednak r, < rg, wiec mamy 7, < 7o + d i rozwazana
wieza po usunieciu bloku k staje sie poprawna wieza dla blokéw 1,... k — 1.

7 powyzszego rozumowania wyciggamy wniosek, ze wieza ze wstawionym pomiedzy
bloki a i b blokiem k (nie mniejszym od wszystkich blokéw wiezy) jest poprawna wtedy
i tylko wtedy, gdy byta poprawna bez niego oraz gdy mozna go polozy¢ na bloku a.
Bardzo wazne jest spostrzezenie, ze w tym wtasnie wniosku nie uzywamy tak naprawde
rozmiaréw blokéw innych niz a oraz k.

7 takim spostrzezeniem mozemy $miato konstruowaé algorytm rozwiazujacy nasz
problem. Oznaczmy przez ay liczbe tych blokéw sposrdd 1,...,k — 1, na ktére mozna
potozy¢ blok k. Kazdy blok mozna tez potozy¢ na samym dole wiezy. Widzimy, ze
uzywajac tylko pierwszego bloku, poprawna wiez¢ mozna zbudowaé¢ na a1 +1 =1
sposéb. Uzywajac pierwszych dwéch, na (a1 + 1)(az 4+ 1) sposobéw. I tak dalej:

aby utworzy¢ poprawna wieze z k pierwszych blokow, nalezy jakos zbudowaé wieze

z pierwszych k — 1 blokéw, a nastepnie na jeden z ar + 1 sposobéw ustawié blok k.
Ostatecznym wynikiem jest wiec (a1 + 1)(az +1) - ... (an + 1). Zauwazmy jeszcze, ze
wartosci a; mozemy szybko obliczyé, korzystajac z (niemalejacego) ciagu r;. Uzywamy
do tego dwoch indekséw, x oraz y, przy czym x przebiega kolejno wartosci od 1 do n,
a y ma by¢ zawsze najmniejszym takim indeksem, ze ry, + d = r,. W takim przypadku
mamy, dla kazdego kolejno rozpatrywanego z, réwno$é¢ a, = z — y. Dodajmy, ze oba
wskazniki w trakcie dziatania tego algorytmu jedynie wzrastaja, co zapewnia, ze czas
obliczenia ciagu a; jest liniowy. Catkowity koszt czasowy jest wiec uzalezniony od
sortowania rozmiaréw blokéw i wynosi O(nlogn).

Tomasz KULCZYNSKI
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Co LHC widzialo?

Rok 2010 byl pierwszym rokiem normalnego dzialania
Wielkiego Zderzacza Hadronéw (LHC — Large Hadron
Collider). Po wstepnym uruchomieniu na jesieni 2009
roku i osiagnieciu niskiej, ale i tak rekordowej energii
2,36 TeV, przystapiono do zderzania przeciwbieznych
wiazek protonéw z energia pojedynczego protonu

3,5 TeV, czyli zbierania danych przy calkowitej

energii zderzen 7TeV (to znaczy po przyspieszeniu
kazdego z protonéw potencjatem 3,5 biliona wolt).
Byta to energia uznana za bezpieczna z punktu
widzenia maksymalnego niezbednego pradu krazacego
w nadprzewodzacych magnesach dipolowych, stuzacych
do utrzymywania wiazek protonéw na ,zakretach”
LHC. Poniewaz poziom bezpieczenstwa uzytkowania
akceleratora zalezy takze od liczby krazacych w nim
protonéw, od ktorej z kolei zalezy tzw. Swietlnosé
urzadzenia, czyli liczba zderzen zachodzaca w jednostce
czasu, zdecydowano sie na stopniowe podnoszenie tych
wielkosci przez caly rok. W rezultacie liczba zebranych
danych rosta, mniej wiecej, w postepie geometrycznym.
Praktycznie co tydzien mieliSmy do dyspozycji dwa razy
wiecej danych niz tydzien wczesniej.

Ostatecznie uzyskano zamierzona na zeszlty rok
chwilowa $wietlnos$¢ szes¢ rzedow wielkosci wieksza od
poczatkowej. Detektory obejrzaty po ponad bilionie
przypadkéw, zapisujac najciekawsze, mniej wiecej

co dziesieciotysieczny.

Na tym jednak nie koniec. W listopadzie w ciagu
tygodnia przystosowano zderzacz do przyspieszania
jonéw (jader) otowiu 208Pb82+ i uzyskano ich
przeciwbiezne wiazki zderzajace si¢ przy energii

w srodku masy 2,76 TeV na pare nukleonéw, czyli
maksymalnej catkowitej energii zderzenia ponad

p6l PeV (10° elektronowoltéw). W ten sposéb
energia osiaggana w zderzeniach ciezkich jonow zostala
podniesiona czternastokrotnie.

Wieszczonego konca $wiata, pomimo rekordowego
zblizenia si¢ do warunkéw panujacych tuz po Wielkim
Wybuchu, oczywiscie nie bylo, ale i tak byto ciekawie.
LHC ma na swoim koncie dwa odkrycia, z ktérych jedno
byto spodziewane, a drugie jest troche zaskakujace.
Gléwnym celem zeszlorocznej kampanii bylo jednak
yodkrycie Modelu Standardowego na nowo”. Chodzito
nie tylko o wszechstronne sprawdzenie detektorow,

ale takze o zrozumienie, jak dobrze zgadzaja sie
przewidywane czestosci zachodzenia poszczegdlnych
znanych proceséw z rzeczywistoscia w niezbadanym
dotad zakresie energii. OdtworzyliSmy wszystko,

co powinnismy. Zrekonstruowali$my rezonansowe
stany zwiazane ciezkich kwarkéw (spektroskopia
stanéw o masie troche powyzej 3 GeV/c? dla par
kwark-antykwark powabny oraz troche powyzej

9 GeV/c? dla par kwark-antykwark piekny), bozony
poéredniczace WT, W~ i Z° oraz produkcje par
kwarkdéw top, czyli najmasywniejszych znanych
obiektow elementarnych.
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Eksperyment CMS zarejestrowal bardzo ciekawy
przypadek czteromionowy, zgodny z hipoteza rozpadu
pary bozonéw Z° na miony. Wlasnie tak powinien
przejawia¢ sie poszukiwany bozon Higgsa, jezeli miatby
mase ponad progiem umozliwiajacym rozpad na dwa
bozony Z°. Przypadki takie sa jednak oczekiwane
rowniez bez istnienia bozonu Higgsa o takiej masie,
wiec na razie nie ma co si¢ ekscytowac, ale znalezienie
takiego rzadkiego okazu raduje serce towcy.

Wracajac do odkry¢, to obydwa dotycza wlasnosci
gestej materii jadrowej uzyskiwanej w LHC. Zaczne

od drugiego, bo choé¢ uzyskane pdzniej, to jest tzw.
spodziewanym odkryciem, wiec nie ma si¢ co o nim
rozpisywac¢. Mianowicie po raz pierwszy zaobserwowano
produkcje bozonéw posredniczacych, konkretnie
bozonu Z°, w oddzialywaniach ciezkich jonéw.
Obserwacji tej dokonal zespol badawczy eksperymentu
CMS. Ztosliwi twierdza, ze mial po prostu szczescie.

Ze szczedciem niewiele juz wspélnego miato bardziej
zaskakujace odkrycie, tez dokonane przez CMS. Chodzi
o tzw. ridge effect, czyli, w wolnym tlumaczeniu,

o odkrycie ,linii grzbietowej” na wykresie korelacji
dwuczastkowych w oddzialywaniu proton-proton.
Zostalo to tak nazwane, bo na tréjwymiarowych
wykresach przypomina grzbiet gorski. Odkrycie

byto mozliwe dzigki zaprojektowaniu specjalnej

Sciezki systemu wyzwalania zapisu danych, ktéra
mogla by¢ uzywana tylko przy stosunkowo malej
Swietlnoéci na poczatku roku 2010, gdyz pdzniej
wysycitaby cale pasmo rejestracji danych. Zjawisko
zostato najpierw odkryte w zderzeniach jadro-jadro

w RHIC-u (Relativistic Heavy Ion Collider), dzialajacym
w Brookhaven National Laboratory, zlokalizowanym

na Long Island w Nowym Jorku, do niedawna
dysponujacym najwyzszymi energiami zderzen ciezkich
jonéw. Polega ono na zwickszonym prawdopodobienstwie
obserwacji par czastek, ktorych pedy niewiele réznia sie
katem azymutalnym ¢, ale moga si¢ znacznie rézni¢
katem polarnym 6, czyli rozlatuja sie nawet prawie

w przeciwne strony, ale w jednej potpltaszczyznie, ktérej
brzegiem jest o$ wiazki. Na tréjwymiarowym wykresie,
na ktérym miare stopnia korelacji przedstawia sie jako
funkcje réznicy kata azymutalnego A¢ i réznicy pewnej
funkgji kata polarnego An (konkretnie n = — In[tg(6/2)]),
widaé¢ wydtuzony garb dla A¢ ~ 0. Wystepowanie
takiego fenomenu w oddzialywaniach jadro-jadro
zostalo zinterpretowane jako jeden z (poczatkowo
nieoczekiwanych) przejawdéw wystepowania plazmy
kwarkowo-gluonowej. Wyglada na to, ze w najbardziej
centralnych zderzeniach proton-proton zachodzi

to samo zjawisko.

Obecny rok zapowiada sie jeszcze ciekawiej. Mamy
uzasadniong nadzieje, ze worek z tzw. nowa fizyka moze
si¢ rozwiaza¢. Pewnosci jednak nie ma i to, by¢ moze,
jest wlasnie najciekawsze.

Piotr ZALEWSKI



Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl
' W roku szkolnym 2010/2011 odbywa sie szésta edycja Olimpiady Matematycznej

Gimnagjalistéw. Jest to juz od kilku lat najbardziej prestizowy ogdlnopolski
konkurs matematyczny dla uczniéw gimnazjow. Pierwszy etap (korespondencyjny)
zakonczyl sie 25 pazdziernika. Wzieto w nim udzial okoto 1000 uczniéw (w momencie

@ skladania tego tekstu do druku nie byla znana dokladna liczba uczestnikéw). Jest
to liczba poréwnywalna z poprzednia edycja OMG. Ponizej przedstawiamy wraz
z przykladowymi rozwiazaniami trzy zadania z pierwszego etapu VI OMG, ktoére
— zdaniem autoréw tego tekstu — nalezaty do najciekawszych.

Zadanie 2. W pewnym czworoscianie kazdy wierzcholek polgczono odcinkiem ze
srodkiem okregu opisanego na przeciwleglej Scianie. Okazalo sie, Ze otrzymane
odcinki sq wysokosciami czworoscianu. Wykaz, Ze czworoscian ten jest foremny.

Rozwiazanie. Zauwazmy, ze jezeli odcinek taczacy wierzcholek czworos$cianu

ze $rodkiem okregu opisanego na przeciwleglej Scianie jest jednoczesnie
wysokoscia tego czworoscianu, to krawedzie wychodzace z tego wierzchotka

sa réwnej dlugosci (patrz rysunek 1). Oznaczmy wierzchotki czworo$cianu
przez A; oraz dlugosé krawedzi wychodzacych z wierzchotka A; przez a;, gdzie
i=1,2,3,4. Wtedy krawedZ A;Aj, gdzie ¢ # j, wychodzi z wierzchotka A; oraz
Rys. 1 z wierzcholka A;. Oznacza to, ze a; = a;, a wigc czworoscian jest foremny.

Zadanie 5. W kazde pole kwadratowej tablicy 100 x 100 wpisano liczbe
rzeczywistqg. Okazalo sie, Ze suma liczb wpisanych w kaZde cztery pola, ktore
L-tetraminem nazywamy figure mozna nakrycé L-tetraminem, jest rowna zeru. Wyznacz sume liczb wpisanych

skladajacy sig z caterech kwadratéw w pola, ktére znajdujq sie na obu przekgtnych tablicy.
o boku 1, utozonych jak na rysunku:

Rozwiazanie. Oznaczmy liczbe wpisana w i-ty wiersz i j-ta kolumne tablicy
przez a; j, gdzie i,j = 1,...,100. Przykrywajac L-tetraminem liczby a1 1, a1 2,
a2,2,a3,2, a nastepnie liczby a; 2, 02,2, a3,2,a1,3, stwierdzamy, ze a1, = a1 3.
Postepujac analogicznie, zauwazamy, ze a; j = a(i12),; dlai=1,...,98,
J=1,...,100 oraz a; ; = a; (j4o) dlai=1,...,100, j = 1,...,98. Otrzymany
wynik oznacza, ze rozwazana tablica jest okresowa o okresie 2. Innymi stowy,
L-tetramina mozna obracaé i odbija¢ dowolny kwadrat wymiaru 4 x 4, zawarty w tej tablicy, ma postac jak na
symetrycznie. rysunku 2. Przykrywajac L-tetraminem pierwsze dwie kolumny rozwazanego
kwadratu, wnioskujemy, ze a + b + ¢ + d = 0. Przykrywajac L-tetraminem liczby
a,c,a,b, otrzymujemy 2a + b+ ¢ = 0, co razem z poprzednia réwnoscia daje
a = d. Przykrywajac L-tetraminem liczby b, d, b, a, wnioskujemy analogicznie,
ze a = c. Zatem rozwazana tablica zawiera tylko dwie rézne liczby a = a; ;
dla i + j parzystych i b = a; ; dla i 4 j nieparzystych. Ponadto widzimy, ze
a+b+c+d=2(a+0b)=0. Stad suma wszystkich liczb stojacych na obu
gltéownych przekatnych tablicy wynosi

Rys. 2 a1+ az2+ ...+ aipo,100 + @1,100 + @299 + ... + a100,1 = 100((1 + b) =0.
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Zadanie 7. Udowodnij, zZe nie istniejq liczby nieparzyste a i b spelniajgce
réwnanie a® — b = 4.

Rozwiazanie. Zapiszmy rozwazane réwnanie w postaci (a + 2)(a — 2) = b.
Liczby a 4+ 2 i a — 2 sa nieparzyste i réznia sie o 4. Jezeli d jest wspolnym
dzielnikiem liczb a + 2 i a — 2, to d dzieli takze réznice tych liczb. Liczba 4
(poza liczbami 1 i —1) ma tylko parzyste dzielniki i dlatego liczby a + 2 i a — 2
sa wzglednie pierwsze. Wnioskujemy stad, ze a +2 =k3ia —2 = I3,

gdzie k, [ sa liczbami nieparzystymi. Z definicji liczb k i [ wiemy, ze

k3 — 13 = (k —1)(k® + kl + I?) = 4. Zauwazmy, ze liczba k — [ nie moze by¢
réwna 2, poniewaz liczba k? + kl 4 12 jest nieparzysta. Pozostal do rozwazenia
przypadek k — [ = 4. Wtedy k2 + kl +1?> = (k —1)? + 3kl = 16 + 3kl = 1, co
prowadzi do réwnosci kl = —5. Jedyne pary liczb catkowitych (k,1), gdzie k > I,
spelniajace te réwnos¢, to (5, —1) oraz (1,—5). W obu przypadkach k — [ = 6

i otrzymujemy sprzecznos¢, ktora konczy rozwiazanie zadania.

Krzysztof CHEEMINSKI
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Klub 44

1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 31 III 2011

Czoloéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
601 (WT =1,57) i 602 (WT = 2,18)
z numeru 5/2010

Franciszek S. Sikorski Warszawa 43,92

Janusz Olszewski Warszawa 41,94

Piotr Kumor Olsztyn 40,19

Barttomiej Dyda Wroctaw 37,34

Michal Kieza Warszawa 36,46
C

/ 1}' R\
A
K D 7 >

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
500 (WT = 1,21) i 501 (WT = 3,73)
z numeru 6/2010

Mateusz Lacki Krakéw 44,50
Jacek Piotrowski Rzeszow 37,13
Tomasz Rudny Warszawa 32,65
Jerzy Witkowski Radlin 31,75
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 30,57
Dariusz Wilk Rzeszéw 26,57
Andrzej Idzik Bolestawiec 26,47
Tomasz Wietecha Tarnéw 24,39

Witamy kolejnego cztonka naszego Klubu
— p. Lackiego.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html

Zadania z matematyki nr 613, 614
Redaguje Marcin E. KUCZMA

613. Czy da si¢ rozmiesci¢ na plaszczyznie skonczenie wiele két o roztacznych
wnetrzach tak, by kazde z tych két bylo styczne do pieciu innych?

614. Wyznaczy¢ wszystkie liczby wymierne x, niecatkowite, dla ktérych wartosé
wyrazenia 323 + 1022 — 32 jest liczba catkowita.

Zadanie 614 zaproponowal pan Pawel Najman z Jaworzna.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2010
Przypominamy tres¢ zadan:
605. Rozwigzac¢ réwnanie 23 + 22 = 16 4+ 2¥ w liczbach caltkowitych z, y.

606. Dany jest trojkat ABC. Rozwazamy punkt D, zmieniajacy swoje polozenie na boku AB. Prosta
styczna do okregéw wpisanych w tréjkaty ACD i BC' D, rozlaczna z odcinkiem A B, przecina odcinek C'D
w punkcie X. Udowodnié¢, ze wszystkie uzyskane w ten sposéb punkty X leza na pewnym okregu.

605. Latwo sprawdzié, ze wartodé wyrazenia x> + z2 — 16 moze daé przy dzieleniu
przez 7 wszystkie reszty z wyjatkiem 2 oraz 4. Potegi dwdjki daja jedynie reszty 1, 2, 4.
Rozwazane réwnanie moze wiec by¢ spelnione tylko wtedy, gdy 2¥ = 1 (mod 7); to za$
ma miejsce jedynie dla wykladnikéw y podzielnych przez 3.

Jesli wiec réwnanie 2 4+ 22 — 16 = 2V jest spelnione, to 2V jest sze$cianem liczby
catkowitej. Dla liczb catkowitych = > 4 wartosé 2 + z® — 16 lezy pomiedzy x>

a (z 4 1)3, wigc nie jest sze$cianem. Dla = < 3 warto$é 2® + 2% — 16 jest ujemna. Dla
x = 3 dostajemy réwnanie sprzeczne 20 = 2Y. Pozostaje wartos$¢ x = 4, ktéra wraz

z y = 6 daje jedyne rozwiazanie réwnania.

606. Przyjmijmy, ze okregi wpisane w trojkaty ACD i BCD sa styczne do boku AB
odpowiednio w punktach K i L; do prostej przechodzacej przez X — odpowiednio
w punktach M i N; za$ do odcinka C'D — odpowiednio w punktach P i Q.

Punkty stycznosci z okregiem wpisanym w tréojkat wyznaczaja na jego bokach odcinki

o dlugosciach wyrazajacych sie znanymi wzorami:

|AD| +|CD| - |AC]
2

|BD| +|CD| - |BC|

DK| =
IDK| s

, |DL|=
Po dodaniu stronami:
|AC| + |BC| — |AB|

KL| = |CD| - :

Odnotujmy takze zaleznosci
DP|+|PX DQ| +|QX DK|+ |MX DL|+|NX
|DX|:|\||+|Q\ [QX| _ |DK|+|MX|  |DL[+|NX]
2 2 2 2
_ |KL[+|MN|
= 5 .
Odcinki KL i M N sa symetryczne wzgledem wspoélnej osi symetrii obu okregdw.
Mozemy zatem przepisaé¢ ostatnia réwnosé jako |[DX| = |KL|.

7 uzyskanych zwiazkéw wnosimy, ze
AC BC|— |AB
(CX| = |cD| - |DX| = |D| - |K L] = ACIE] . | = [AB]
To znaczy, ze punkt X lezy na okregu o srodku C' i promieniu zaleznym jedynie od

tréjkata ABC, a nie od potozenia punktu D na boku AB.
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Klub 44

Zadania z fizyki nr 510, 511

Redaguje Jerzy B. BROJAN

510. Masa wolframowego widkna zaréwki wynosi m = 0,02 g, a ciepto wlasciwe wolframu

¢ =160 J/(kg - K). Gdy zaréwka byla zasilana stalym napieciem 230 V, jej opér wynosit 800 €,
a temperatura wiékna byta rowna 2500 K. Podlaczono te zaréwke do napiecia sinusoidalnie
zmiennego o czestotliwosci 50 Hz i wartosci skutecznej 230 V. Obliczy¢ przyblizong glebokosé
modulacji promieniowania zaréwki, tzn. wielko$¢ (Imax —
promieniowania. Zaltozy¢, ze przepuszczalnosé szkta zaréwki nie zalezy od diugosci fali.

Imin)/(lmax + Imin)7 gdZie I — moc

Mozna wykorzystaé takze nastepujace dane: gdy stale napiecie zasilajace zmieniano

w niewielkim zakresie i powoli, na kazdy 1 wolt jego przyrostu opor zaréwki zwickszal sie

Termin nadsytania rozwigzan: 31 IIT 2011

0 2,5 Q, a temperatura wlékna zwigkszala si¢ 0 0,7 K.

511. Pod wplywem réznicy cisnien w rurce o stalym przekroju wystepuje stacjonarny
(niezmienny w czasie) i laminarny (bezwirowy) przeplyw cieczy. Jesli dwukrotnie zwiekszymy
$rednice rurki, nie zmieniajac jej diugosci, réznicy cisnien i rodzaju cieczy, to ile razy wzrosnie
ilos¢ cieczy przeplywajacej w ciagu jednostki czasu? Uzasadni¢ odpowiedz.

Wskazowka: Opory ruchu cieczy charakteryzuje wspélczynnik lepkosci 1 zdefiniowany wzorem

F
S dy

dv
— = n—, gdzie I — sila dzialajaca stycznie na powierzchnie cieczy S, wzdluz ktérej nastepuje

poslizg warstw, dv — réznica predkosci warstw na odcinku dy prostopadlym do S.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2010
Przypominamy tres¢ zadan:

502. Stozkowe naczynie ma niewielki otwér w wierzcholku stozka i taki
sam otwér w jego podstawie. Jesli po nalaniu do pelna wody czas
opréznienia naczynia w pozycji wierzchotkiem do dotu jest réwny ¢q,
to ile wynosi ta — czas opréznienia w pozycji wierzchotkiem do géry?
503. Rurka U-ksztaltna ma pole przekroju poprzecznego
S1 =5 cm?,
jest zamkniete, z otworkiem o powierzchni Ss = 3 mm?.
Rurke napelniono wodg do poziomu zamknigcia (rys. 1),
nastepnie wprowadzono przez otworek powietrze, tak ze
poziom w otwartym ramieniu podniést si¢ o h = 5 cm,
po czym pozwolono wodzie opadé.

a jedno z jej ramion (o wysokosci I = 20 c¢m)

a) Na jakg wysoko$é H wytrysnela woda przez otworek?
Pomingé $§
i lepko$¢ powietrza.

b) Orientacyjnie oszacowa¢ wplyw czynnikéw pominig¢tych

i8liwos¢ i lepkosé wody, a takze gestosé

w punkcie a) na wynik. Wspélczynnik $cisliwosci
wody jest réwny 5 - 10710 Pa_l7 lepkosé wody
wynosi 0,001 kg/(m - s), lepko$é¢ powietrza —
1,8-107° kg/(m - s).

&

502. Ze wzgledu na matla lepko$é¢ wody mozemy pominaé straty
energii, a w takim razie predkos¢ v wyplywu przez otwér jest réwna
V2gh (gdzie h — wysokoéé stupa wody). Objetoéé wody wyplywajacej
w ciggu jednostki czasu jest opisana wzorem

% = Sv = Sv/2gh,
gdzie S jest polem powierzchni otworu, z ewentualng korekta zalezng
od ostrosci jego krawedzi (chodzi o efekt zwezania strumienia na
zewnatrz). Podstawiamy tu dV = Adh, gdzie A jest polem powierzchni
wody w naczyniu, réwnym A = Ag(h/H)? w przypadku ustawienia
wierzchotkiem do dotu, a A = Ag((H — h)/H)2 w przypadku
ustawienia odwrotnego (Ao oznacza pole podstawy stozka, a H — jego
wysoko$é). Calkowanie po czasie daje wyniki

2 A H 16 Ao H
h=55Va 2T sV

zatem to = %tl.

503. Podniesienie poziomu wody w jednym ramieniu o h potaczone
z obnizeniem o tyle samo poziomu w drugim ramieniu oznacza
zwigkszenie energii potencjalnej o pgSi h? (o — gestosé wody).
Z przyréwnania tego wyrazenia do %mv? (gdzie m = 2pS11 jest masa
calej wody) wyznaczamy predkosé vy uderzenia o zamkniety koniec
v1 = hv/g/l = 0,35 m/s.

Jesli woda w szerokiej czesci rurki nie zwolni w wyniku uderzenia,
a pominiemy $cisliwos¢, to w otworku musi poruszaé si¢ z predkosciag
vy = v151/S2 = 58 m/s, zatem wzniesie si¢ na wysoko§é

v B2 (51)2

H=—=—|— =174 m.

2g 21 Sa
Te zaskakujaco wielka warto$é¢ sprébujemy urealnié¢, uwzgledniajac
rézne zjawiska pominigete wyzej. W kazdym z ponizszych punktéw
bierzemy pod uwage tylko jeden efekt.
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a) Nadanie wodzie w otworku tak duzej energii kinetycznej musi
nastapi¢ kosztem zmniejszenia predkosci reszty wody. Przyjmijmy,
ze pierwsza wyrzucona porcja wody ma wszystkie trzy wymiary
jednakowego rzedu, czyli objetosé AV rzedu Sg’/g. Z przyréwnania
poczatkowej energii potencjalnej do sumy energii kinetycznych

%mvf + %Amvg znajdujemy skorygowane vi i vz, a dalej

S1h?
H = T e e s 101 m.
21S3/S1 + S5
b) Scisliwo$é wody oznacza, ze nawet w przypadku otworka pomijalnie
malego ci$nienie p w chwili zatrzymania slupa wody nie wzro$nie
nieograniczenie, lecz tylko do wartosci wynikajacej z rozchodzenia
si¢ w niej fali dzwigkowej, tzn. z zatrzymywania i sprezania
kolejnych warstw wody. W przedziale czasu At zatrzymaniu ulega
odcinek Ah stupa wody, ktérego objetosé jest réwna V = S1Ah,
a zmiana tej objetosci spowodowana wzrostem ci$nienia o p wynosi
AV = BV, = BpS1Ah (gdzie 8 — wspdlczynnik Scisliwosei); z drugiej
strony przemieszczenie niesprezonego stupa wody wynosi vi At, wiec
AV = v1S1At. Gdy do II zasady dynamiki F' = Ap/At podstawimy
F =pS1, Ap = viAm = v; 9V, otrzymamy
p=uv1Vve/B.
(To rozumowanie jest zwykle wykorzystywane do wyprowadzenia
wzoru na predkosé fali dzwickowej.) Z réwnania Bernoulliego wynika
predkosé wyplywu wody
" 2p V2v1
? e VeB
Jest to nieprzekraczalna wartos¢ predkosci wyplywu przez najmniejszy
nawet otworek. Odpowiednia wartos¢ H wynositaby 50 m.

31 m/s.

c) Lepko$¢ wody oznacza wystapienie sily oporu w czasie jej opadania.
Podstawiamy orientacyjne dane: S = 0,015 m? (powierzchnia

boczna walca o diugosci 2! i promieniu réwnym polowie promienia
rurki), Az = 0,013 m (promien rurki), Av = 0,25 m/s ($rednio)

i otrzymujemy sil¢ oporu réwna 3 - 10~* N. W poréwnaniu

z poczatkowa wartoscia sily wprawiajacej wode w ruch, réwna
cigzarowi 10-centymetrowego stupa wody (0,5 N), jest to mniej niz
1/1000, wiec efekt mozna uznaé za nieistotny.

d) Lepko$é powietrza da o sobie znaé¢ w okolicy otworka. Zakladajac
predkosé réwng 40 m/s i przyblizenia podobne do poprzednich,
otrzymuje sie opér rzedu 107° N, czyli jeszcze mniej niz w punkcie c).

e) Niezerowa gesto$é powietrza oznacza, ze do wypchnigcia go przez
otworek potrzebna jest pewna nadwyzka ci$nienia, ktéra hamuje
podnoszenie si¢ poziomu wody. Dla predkosci 40 m/s i gestosdci

1,3 kg/m3 to ciénienie wynositoby 1000 Pa, czyli sita hamujaca 0,5 N
— tyle samo, ile maksymalna sila wprawiajaca w ruch wode. Jest

to obok punktu b) najwazniejszy efekt zmniejszajacy realna

warto$¢ H. Numeryczne catkowanie rownania ruchu wody dalo wynik
v1 = 0,11 m/s, stad vo = 18,3 m/s i H = 17 m.

f) Z gestoscia powietrza zwigzana jest tez sita oporu dzialajaca na
wystrzelong porcje wody. .. ale na dalsze oszacowania nie ma juz
miejsca na tej stronie.



Patrz w niebo: Materia miedzygwiazdowa

Wiedza o tym, ze materia miedzygwiazdowa jest roztozona
w przestrzeni wysoce nierownomiernie, jest obecnie dobrze
ugruntowana. Geste obloki materii wida¢ w postaci
niezliczonych mglawic. Jedne moga po prostu odbijac
swiatlo gwiazd (sa to mglawice refleksyjne), inne moga
Swieci¢ Swiattem wlasnym, ale wskutek pobudzenia
przez $wiatlo gwiazd (sa to mglawice emisyjne),

jeszcze inne to mglawice ciemne, widoczne przez to, ze
przestaniaja gwiazdy potozone dalej. W rezultacie materia
miedzygwiazdowa tworzy zblizona do gabki strukture

o wickszej gestosci niz $rednia, a dziury (wypelnione
materia o nizszej gestosci) maja rozmaite nieregularne
ksztalty i, oczywiscie, nigdzie miedzy nimi nie ma
ostrych granic. Wéréd astronoméw panowalo dotychczas
przekonanie, ze Uklad Stoneczny miesci sie w jednej

z takich dziur o rozmiarach ponad 100 pc i o gestosci

10 razy nizszej od $éredniej. Z poczatkiem XXI wieku
poglad ten nalezalo nieco zmienié.

Wspomniane tu liczby, bardzo przyblizone zreszta,

nie ulegaja zmianie. Natomiast obserwacje w nadfiolecie,
wykonane gtéwnie przez astronomoéw francuskich,
sugeruja, ze ,Lokalna Banka”, zawierajaca Stonce

- Styczen
N 4 ’a B . %
Ce . - v .
L SR
H s N, 'S¢
P — v i
! D4 ] ® X * *
. . w N
gq — ¥ K
/ —
b

i inne gwiazdy Ukladu Lokalnego, w istocie (mozna by
uczenie powiedzie¢ — topologicznie) nie jest banka, lecz
tunelem miedzy péinocna i potudniows strona dysku
galaktycznego. Inaczej mowiac, dysk Galaktyki ma

w miejscu Stonca dziure na wylot, a w kazdym razie
przejécie z pélnocy na poludnie wypelnione materia

o obnizonej gestosci. Przypuszcza sie, ze osrodek
miedzygwiazdowy miliony lat temu zostal rozdmuchany
przez supernowe lub jasne i gorace gwiazdy. Taka
banke rozdmuchuja wokot siebie np. Plejady lub
asocjacja Skorpiona-Centaura. W innych miejscach

za to tworza sie obszary wyraznie gestszej materii, jak
np. w Byku, Wezowniku, Kameleonie, i tam powstaja
nowe gwiazdy. Zagadka pozostaje, dlaczego nasza
,Lokalna Banka” zostala rozdeta tak energicznie, az
poza granice Galaktyki, skoro w poblizu Stonca nie ma
gwiazd emitujacych silny wiatr gwiazdowy. Przypuszcza
sie tez, ze materia wyrzucona poza dysk galaktyczny
opada z powrotem na dysk jako tzw. deszcz galaktyczny,
nasilajac zgeszczanie sie obszaréw gwiazdotworczych.
Program badawczy jest w toku.

Tomasz KWAST

Znowu witamy Czytelnikéw Delty w Nowym Roku! Oby byt szczesliwy! A niebo
w styczniu jest jak zawsze w styczniu. W calej okazatosci na potudniu widzimy
Oriona, a wysoko — prawie przez zenit — przechodzi Droga Mleczna. Widac

tez najwieksze gromady gwiazd, Hiady i Plejady w Byku, ktéry w styczniowe
wieczory tez znajduje sie wysoko. Optymisci twierdza, ze nieuzbrojonym okiem
powinno sie dostrzec 10 gwiazd Plejad, ale zanieczszczona atmosfera moze ten
optymizm sttumié. Gromada ta lezy 1,3 kpc od nas i liczy okoto 250 gwiazd.
Jest to bardzo mtoda gromada, jej wiek ocenia si¢ najwyzej na 100 mln lat.
Najosobliwszym, a stynnym obiektem w Byku jest mglawica M1, Krab, bedaca
wraz ze swoja gwiazda centralna pozostatoscia po wybuchu supernowej w 1054

roku. Jest to jednak obiekt o jasnosci 9 mag i bardzo maly, wiec niewdzigeczny
do obserwacji amatorskich. Gwiazda centralng Kraba jest jedna z najszybciej

wirujacych gwiazd neutronowych, czyli pulsar o okresie 0,033 s. Jego kilkakrotne

gwaltowne zmiany okresu, zaobserwowane okoto roku 1970, zinterpretowano

Rozwigzanie zadania F 779.

Wezmy uklad odniesienia, w ktérym drugi,
nieruchomy odcinek tasmy spoczywa

w punkcie [, a ruchomy koniec znajdowal
si¢ poczatkowo w punkcie x = 0:

oz 1 T

jako skutki pekania skorupy gwiazdy w miare spowalniania jej obrotéw. Z Byka
(z punktu polozonego w poblizu Plejad) wybiegaja meteory nalezace do roju
Taurydow, ale jest to rdj listopadowy.

Merkury znajdzie sie najdalej na zachdd od Stonca 9 I, czyli mozna bedzie go
zobaczy¢ przed wschodem Stonca. Wenus jest w Wezowniku i najdalej na zachod
od Stonca znajdzie sie 8 I, czyli rowniez bedzie ja wida¢ na wschodzie pod

koniec nocy. Mars jest w Koziorozcu i wezesnym wieczorem zachodzi. Jowisz jest

W pewnej chwili ciggnigty ze stalg
predkoécig koniec tasmy znajduje si¢

w punkcie x. Srodek masy ruchomej
czgéci znajduje si¢ w takim razie

w punkcie 3z /4. Punkt x porusza si¢ ze
stala predkoscia v, zatem predkos¢ srodka
masy ruchomej czesci tasmy wynosi 3v/4.
Z drugiej strony, dla > 2[, $rodek
cigzkosci porusza si¢ (jak cala tasma)

z predkoscig v. Jak wyjasni¢ niecigglosé
w punkcie x = 27
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w Rybach i tez wieczorem zachodzi, a Saturn jest w Pannie i koto péocy
dopiero wschodzi. Ksiezyc 4 1 bedzie w nowiu i spowoduje wtedy czeSciowe
za¢mienie Sltonca, ktorego maksimum nastapi okolo godz. 5, a wiec u nas jeszcze
przed wschodem. Poza Europg bedzie ono widoczne w pétnocnej czesci Afryki,
w zachodniej Azji i na pélnocnym zachodzie Chin. Pelnia Ksiezyca bedzie 19 1.
Okolo 3 I mozna $ledzi¢ doé¢ obfity r6j Kwadrantydéw. Tego dnia tez Ziemia
znajdzie sie najblizej Stonca, ale temu nie towarzysza zadne efektowne zjawiska.

T. K.



} Olg
@ 25

Rys. 3. Detka z dziurks (zewnetrzna
czesé jest jasnoniebieska, wewnetrzna
granatowa) i niebieski obwarzanek.

Zabawy z plasteling Joanna JASZUNSKA

Powiemy, ze dwie bryly sa plastelinowo réwnowazne (w skrécie réwnowazne),
jesli jedna z nich mozna otrzymaé z drugiej za pomoca rozciagania, Sciskania,
wyginania itp., ale bez sklejania lub rozrywania. Plastelinowy szescian mozna
w ten sposéb przeksztalcié w kule, ,wklepujac” wierzcholki i krawedzie (wiec
te dwie bryly sa plastelinowo réwnowazne), ale nie mozna z szescianu otrzymacé
obwarzanka (bo wymagaloby to jakiegos$ sklejenia lub rozerwania plasteliny).

Innym klasycznym przykladem jest rownowazno$é obwarzanka i kubka z uszkiem:

Rys. 1. Kolejne etapy przeksztalcania plastelinowego obwarzanka w kubek z uszkiem.

1. Na plastelinowej 6semce narysowano pomaranczowa petelke, jak na
rysunku 2a. Jak przeksztalci¢ te 6semke, by uzyskaé sytuacje z rysunku 2b?

Rys. 2a Rys. 2b

2. Wykaz, ze wszystkie ponizsze bryly sa plastelinowo réwnowazne.

89D

Zadanie 3 pochodzi z ksigzki M. Gardnera 3. Wyobrazmy sobie detke z bardzo rozciagliwej gumy, pusta w $rodku,

The Colossal Book of Mathematics,

wyd. W. W. Norton & Company, 2001.

Rys. 4

Warto tez zauwazy¢, ze ,réwnolezniki”
i ,poludniki” detki zamieniajg si¢ rolami.

z dziurka (otwarta buzia) oraz zaczepiony o nia obwarzanek (rys. 3). Czy detka,
odpowiednio sie rozciggajac i znieksztalcajac, moze zje$¢ obwarzanek?

4. Jak przeksztalci¢ pierwsza z bryt z rysunku 4, by uzyskaé druga?

Rozwigzania niektérych zadan

R1. Wystarczy prawa czes¢ ,przetozy¢” do srodka:

©0 6O P D e

R2. Réwnowaznosé pierwszych dwoch bryt:

BPODVLI

R3. Detka moze zjes¢ obwarzanek, ale musi si¢ ,wywlec” na druga strone:

DRI

Rysunki wykonala
Maria SZOSTAK

Rys. 5. Detka najpierw rozszerza buzig wzdluz (méwi ,iii”), potem w poprzek saaa’), az cala
sklada si¢ jedynie z dwéch cienkich polaczonych paskéw. Wtedy ,owija” obwarzanek (méwi ,,000”)
i z powrotem zmniejsza buzie.
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