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Nagrode Dziekanéw
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w roku akademickim 2009/2010
uzyskali
Aleksander M. Kubica i Wiktor A. Pilewski
za artykutl
Jak skupiac swiatlo przy uzyciu drukarki i folii i co z tego wynikngé moze
zamieszczony w numerze 5(432)/2010

W nastepnym numerze przedstawiamy...

. metode symetryzacji Steinera i problem drzewa Steinera. Oba te
zagadnienia sa natury geometrycznej, a drugie z nich doczekalto sie
dyskretnego sformutowania w jezyku teorii graféow i ciekawych
rozwigzan algorytmicznych.
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*Wydzial Fizyki Uniwersytetu
‘Warszawskiego, opiekun makrokierunku
»Inzynieria nanostruktur” oraz
kierownik projektu Nowe wyzwania
— nowe kierunki. Rozwdj kierunkow
interdyscyplinarnych dla potrzeb
gospodarki opartej na wiedzy,
finansowanego przez Europejski
Fundusz Spoteczny w ramach Programu
Operacyjnego Kapitat Ludzki.

Nanotechnologia Jacek SZCZYTKO™

Postep w technice nie moze odbywac sie bez nowych technologii. Wielkie epoki
w historii cywilizacji nazwane zostaly od materiatow, ktére ludzie nauczyli sie
obrabia¢ i wykorzystywaé (co czesto wiazalo sie z wynalezieniem nowych technik
produkcji) — epoka kamienia, brazu, zelaza, pary. Nie wiemy jeszcze, pod jaka nazwa
w historii znajdzie si¢ przetlomowy wiek XX — czy bedzie to wiek krzemu, elektroniki
czy informatyki. Réwnie pojemnym pojeciem jest ,nanotechnologia” — stowo to
na poczatku XXI wieku jest uzywane do okreslenia najbardziej zaawansowanych
technicznie mozliwosci projektowania, tworzenia, manipulowania i wykorzystania
materii — dzieki precyzyjnym mozliwosciom kontroli w niezwykle matej skali ,nano”.

Przedrostek ,nano” oznacza po prostu 1077 (jedna miliardowa czes¢).

W nanotechnologii chodzi o rozmiary rzedu 0,000 000 001 m — niezaleznie od tego,
jakich struktur to dotyczy — biologicznych, wytwarzanych metodami fizyki czy
chemii. Dlatego tez przedrostek ,nano” jest dalej wykorzystywany do tworzenia
kolejnych neologizméw — nanoczastek, nanorurek, nanodyskéw, nanonauki itp.
(autor styszal nawet do$é¢ kuriozalne stowo nanonaukowiec). Nanometr to dosé
malo: stosunek wielkosci typowej nanoczastki do rozmiaréw pitki futbolowej jest
taki jak stosunek wielkosci pitki do rozmiaréw Ksiezycal

Drugim sktadnikiem stowa nanotechnologia jest ,technologia”, ktére z jezyka
angielskiego powinno by¢ raczej tlumaczone jako ,technika”, chodzi tu wiec
raczej o projektowanie, kontrole, badania, charakteryzacje, a nie tylko o sama
technologie wytwarzania. Zdobycze nanotechnologii wykorzystujemy na co dzien,
nie zastanawiajac si¢ nad wirtuozeria techniczna niezbedna do konstrukeji
procesoréw, ktore obecnie montowane sa nie tylko w komputerach i telefonach,
ale i w urzadzeniach AGD, samochodach, kartach ptatniczych, a nawet na
metkach sklepowych (w tzw. technologii radiowej identyfikacji RFID). Rozmiar
najmniejszych elementéw procesoréw — tranzystoréw — wynosi okoto kilkudziesieciu
nanometrow. Na przyktad, wspoltczesne procesory firm Intel i AMD tworzone sg
w tzw. technologii 32 nm, co oznacza, ze bramka w tranzystorze ma wtasnie szerokos¢
32 nm. To mniej niz rozmiary najmniejszych wiruséow. Na jednej naszej krwince
czerwonej moglibysmy nadrukowa¢ ponad 400 tranzystoréw, na czubku wlosa —
kilka tysiecy (a to juz by pozwolilo na prace kalkulatora).

Wtladnie postep w elektronice sprawil, ze na poczatku XXI w. zaczeto zajmowaé
sie nanotechnologia zupelnie powaznie. Wiaze si¢ to z empirycznym prawem
rozwoju technologii krzemowej sformutowanym w 1965 r. przez Gordona Moore’a,
jednego z zalozycieli firmy Intel. Prawo to stwierdzalo, ze co 2 lata (obecnie

co 18 miesiecy) liczba komponentéw w uktadach cyfrowych (tranzystoréw,
polaczen itp.) podwaja si¢. Obecnie mamy do dyspozycji okoto 109 tranzystoréw
w nowoczesnych procesorach, zas sam koszt pojedynczego tranzystora jest teraz
mniejszy od 10 nano-dolaréw — mniej niz wydrukowanie pojedynczej litery dowolna
technika (dtugopisem, ksero, czy za pomoca maszyny drukarskiej). Skoro za$ same
uklady scalone sie nie powickszaja (typowy procesor jest rozmiaru paznokcia),
oznacza to, ze mamy rownoczeénie do czynienia z réwnie szybka miniaturyzacja.
Co wiecej, jak kiedys dalo si¢ przewidzie¢ nadejscie nanotechnologii, tak teraz
mozemy przewidzieé, ze dekada 2020-2030 powinna by¢ dekada urzadzen, ktérych
dzialanie w pelni bedzie oparte o prawa mechaniki kwantowej. W tej chwili
procesy kwantowe, np. tunelowanie, stanowia raczej przeszkode niz pomoc

w dzialaniu tranzystoréow.

Wspolczesna technologia krzemowa jest podstawa catych gatezi gospodarki —

to nie tylko komputery, telefony i aparaty cyfrowe, ale takze rozrywka (filmy
animowane, efekty specjalne, gry), wydajne operacje numeryczne (symulacje,
bilingi, transakcje), nowe ustugi bankowe i telekomunikacyjne itp. Typowy czas
potrzebny na napisanie np. nowej gry to od 3 do 5 lat. Zatem jak caly projekt
sie zaczyna, to na rynku nie ma jeszcze takich komputeréw (procesoréw, kart
graficznych), na ktérych ta gra moglaby zostaé¢ uruchomiona (to samo dotyczy
systeméw operacyjnych — opdznienie w premierze znanego systemu operacyjnego
wigzalo sie z opdznieniem we wprowadzaniu dwuprocesorowych komputerdw,

na ktérych system dziatalby w miare plynnie). Przemysl (tak komputerowy,

jak 1 AGD czy rozrywkowy) potrzebuje planowania. Dlatego prawo Moore’a — mimo
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Prébki rozpuszczalnika organicznego
o$wietlone ultrafioletem majg kolor

od przezroczystego (po lewej) poprzez
z6lty (w $érodku) do czerwonego

(po prawej). Za te zmienno$é
odpowiedzialne sg nanoczastki

CdSe o réznej wielkosci zawieszone

w rozpuszczalniku. Im nanoczastka
wigksza, tym jej luminescencja ma
bardziej czerwony kolor. Wynika to

z zasady nieoznaczono$ci Heisenberga —
im lepiej lokalizujemy elektron w malej
kropce, tym bardziej nieoznaczony
musi mieé¢ on ped, a wigc tym wieksza,
ma energi¢ kinetyczna (i emituje

foton o wigkszej ,niebieskiej” energii).
Rzeczywiste kolory mozna zobaczy¢,
odwiedzajac Piknik Naukowy.

ze nie jest prawem przyrody, a jedynie samospelniajaca sie przepowiednia — jest
pilnie §ledzone przez wiele branz. Istnieja specjalne organizacje (np. SEMATECH
— miedzynarodowe konsorcjum producentéw pélprzewodnikéw), ktére sledza
rozwo]j, publikuja raporty, a przede wszystkim staraja sie odpowiednio wczesnie
wypatrzy¢ przeszkody pojawiajace sie na kolejnych etapach miniaturyzacji. Gestsze
upakowanie komponentéw rodzi trudnosci nie tylko ze stworzeniem odpowiednich
uktadéw. Na przyktad, w fotolitografii bedacej podstawowym narzedziem shuzacym
do nanoszenia wzoréow ukladéw scalonych na powierzchni¢ krzemu, rozmiar

32 nm oznacza, ze musimy uzywacé $wiatla tzw. dalekiego ultrafioletu, ktore

jest intensywnie pochlaniane przez wiekszosé materialéw. To sprawia, ze proces
musi odbywaé sie w prézni, obrazowanie musi by¢ robione przy uzyciu luster (bo
kazda maska lub soczewka pochlania §wiatlo UV). Problemem jest jako$é podlozy
(np. atomowa precyzja oszlifowania krysztalu krzemu o $rednicy 30 cm), dlugosé
dyfuzji domieszek w zminiaturyzowanych ukladach, a takze odprowadzanie ciepla
z uktadow pracujacych z czestotliwoscia rzedu gigahercow. To wszystko sprawia,
ze gdy tylko przemyst polprzewodnikowy natrafia na przeszkody, uruchamiane
sa we wszystkich wysoko rozwinietych krajach ogromne pieniadze na badania (do
2005 r. przemyst pétprzewodnikowy przeznaczyt okoto biliona dolaréw na badania
naukowe). Zatem gdy tylko w latach 90. XX wieku pojawily sie problemy zwiazane
z miniaturyzacja do nanoskali, pojawity sie tez érodki na badania.

Drugim powodem, dla ktérego nanotechnologia rozkwitta na poczatku XXI w.,
jest zaawansowanie metod badawczych — przede wszystkim mikroskopowych.
Zwykte mikroskopy elektronowe pokazuja obiekty wielko$ci mikronéw. Takie,
ktére umozliwityby wglad w materi¢ z doktadnosci atomowa, byly do niedawna
niezwykle drogie. Jednak technologia sie z czasem upowszechnila i coraz wiecej
laboratoriéw sta¢ na takie urzadzenia. Podobnie z réznego rodzaju mikroskopami
skaningowymi: tunelowym, sil atomowych i ich licznych obecnie odmian. Chociaz
te urzadzenia sa takze bardzo drogie, ich ceny wyraznie spadaja. Pozwolito to np.
Uniwersytetowi Warszawskiemu na zakup mikroskopu tunelowego dla pracowni
studenckiej Wydziatu Fizyki.

Waznym elementem rozwoju nanotechnologii byly do$wiadczenia naukowcoéw —
fizykow i chemikow, ktérzy od lat 70. badali struktury niskowymiarowe, jeszcze
zanim stowo ,nanotechnologia” stalto si¢ takie modne. Najpierw byly to studnie
kwantowe (obiekty dwuwymiarowe), potem druty (jednowymiarowe) i kropki
kwantowe (zlokalizowane). Dzieki temu wiadomo byto, jakich zjawisk w skali nano
mozna poszukiwaé i jakie sa wlasnosci optyczne lub elektryczne nanoobiektéw.

Na to wszystko nalozyt sie ogromny postep w syntezie
chemicznej. Chemicy potrafiag obecnie precyzyjnie syntetyzowaé
nanoobiekty okreslonej wielkosci lub ksztaltu, modyfikowaé ich
powierzchnie poprzez dotaczanie innych molekut o okreslonych
wladciwosciach chemicznych lub biologicznych (proces ten
nazywamy funkcjonalizacja). Kropki kwantowe — ,zerowymiarowe”
struktury poczatkowo tworzone na powierzchni pétprzewodnika —
mozna takze utworzy¢ w stanie ,swobodnym”, niezwigzanym z zadnym podlozem.
Chemiczna synteza takich nanoobiektéw jest duzo tatwiejsza i tansza niz
pracochtonne procesy litograficzne albo tworzenie kropek na powierzchni krysztalu
w procesie samoorganizacji. A potem takie swobodne kropki mozna nanie$¢ na
inng powierzchnie, dzigki czemu mozemy zmodyfikowaé wlasnosci materiatu —

w zalezno$ci od pokrycia moze on sie sta¢ hydrofobowy lub hydrofilowy, moze zyskaé
zdolnosci katalizowania reakcji chemicznych itp. Okazalo sie, ze czasem wystarczy
sama nanostrukturyzacja powierzchni (prawda, jak wygodny jest przedrostek
,nano”?), zeby dana powierzchnia zaczela kleié sie do wszystkiego jak stopy gekona.

Nanotechnologia znalazta swoje zastosowanie w naukach biologicznych

i medycznych. Bardzo dobrym przykladem jest obrazowanie struktur komoérkowych
za pomocg nanoczastek. Wiekszos¢ obiektéw biologicznych jest przezroczysta

dla $wiatta, mozna wiec uzy¢ specjalnych barwnikéw do zaznaczenia miejsc

z jakiego$ powodu interesujacych badacza — fragmentéw preparatu lub calych
komorek. Nanoczastki zwykle sa trwalsze od molekul chemicznych i mozna je
sfunkcjonalizowaé tak, by trafialy w zadane miejsca. Moze to zosta¢ wykorzystane
w diagnostyce i terapii medyczne;j.
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Przykladem nietypowej terapii za pomoca nanoczastek jest wykorzystanie
nanomagneséw do lokalnego niszczenia komoérek nowotworowych. Poprzez
wprowadzenie nanoczastek w odpowiednie miejsce (dzieki funkcjonalizacji
chemicznej albo za pomoca pola magnetycznego) mozna — poprzez ich szybkie
przemagnesowywanie w zmiennym polu magnetycznym — podnieéé¢ lokalnie
temperature tkanek, co prowadzi do ich zniszczenia (w przypadku np. raka
moézgu wystarczy temperatura ok. 42 °C).

Manipulowanie obiektami w skali nano umozliwito badanie nowych zjawisk.
Przykladem jest tu fotonika (i jej odmiany, takie jak np. plazmonika).
Nanomaterialy utozone w regularne wzory, tworzace sztuczne krysztaty,
pozwalaja na precyzyjne kierowanie $wiatlem. Mozna fale $wietlng — majaca

w prézni dlugos$é ok. 500 nm — upchnaé¢ w strukturze fotonicznej o rozmiarach
kilkudziesieciu nm, a nastepnie tym Swiattem pokierowaé, uwiezié¢, przestac
pod katem prostym do kierunku wejéciowego itp. Sterowanie $wiattem odbywa
sig¢ dzieki uwiezieniu pola elektrycznego w sieci tzw. krysztatu fotonicznego
(naturalnymi takimi krysztalami sa opale). Krysztaly fotoniczne sa przykladem
szerokiej klasy tzw. metamaterialéw (albo materialéw funkcjonalnych), ktére
zostaly zaprojektowane przez cztowieka do wykonywania $ciéle okreslonych
zadan. Ciekawym przykladem sa poszukiwania materialéw o tzw. ujemnym
wspotczynniku zalamania Swiatta. Fala elektromagnetyczna zalamuje sie na
granicy takich osrodkéw zupelnie inaczej niz w tradycyjnych materiatach.
Uzyskanie takich materialow pozwoliloby na stworzenie czapki-niewidki, ktora
bytaby oplywana przez $wiatto w taki sposéb, ze jej zawarto$é¢ bylaby zupelnie
niewidoczna (jak kamuflaz Predatora). Material spelniajacy to zadanie w Swietle
widzialnym wymaga struktur wielkoéci nanometrowe;j.

7 rozwojem nanotechnologii wiaza sie takze zagrozenia. W popkulturze
nanotechnologia stata si¢ synonimem czegos bardzo zaawansowanego technicznie,
ale jednoczesnie niebezpiecznego, gdy wymknie sie spod kontroli. Jedna z oséb,
ktére wywarly ogromny wplyw na rozwdj nanotechnologii, byt Kim Eric Drexler,
ktory w roku 1986 w ksiazce ,Engines of Creation” przestrzegal przed
stworzeniem samopowielajacych si¢ nanorobotow, ktére zmienityby calg
dostepna materie w swoje kopie (szarag maz, ,,Grey Goo”). Wizja ta nie byta
wecale odlegta od wizji autoréw science-fiction. Stanistaw Lem w ksiazce

»Wizja lokalna” (1983 r.) opisal cywilizacje z jednej strony kontrolujaca,

ale jednoczesnie bedaca pod kontrolg ,bystréw” — dzi§ bySmy powiedzieli
nanorobotéw. Do realizacji stworzenia sztucznych urzadzen o takiej ztozonosci
jest jeszcze bardzo daleko, ale nanotechnologia jest jeszcze dosy¢ mloda, trzeba
wiec zwracaé baczng uwage na zagrozenia z niej wynikajace. Z drugiej strony,
organizmy zywe od wiekow byly narazone na oddzialywania z nanoczastkami

— np. fullereny i nanorurki weglowe mozna znalezé w zwyklej sadzy, nano-ZnO
jest sktadnikiem réznych masci, a nanokrysztaly weglanu wapnia sa znajdowane
w wielu zdrowych tkankach czlowieka.

Nanotechnologia wymaga polaczenia wiedzy z réznych dziedzin nauki. Na
Uniwersytecie Warszawskim otwarto studia licencjackie (a od 2012 r. takze
magisterskie) na makrokierunku ,Inzynieria nanostruktur”. Uczestnicza

w nim Wydziat Fizyki i Wydzial Chemii Uniwersytetu Warszawskiego. Stowo
makrokierunek (akurat w tym przypadku przedrostek ,nano” bylby niestosowny)
oznacza, ze absolwenci IN zdobywaja wiedze zaréwno z chemii, jak i z fizyki.

Od 2010 r. nowi studenci uzyskali mozliwo$¢ ubiegania sie o stypendium na

tzw. kierunkach zamawianych. Tych stypendiéw w 2010 r. bylo 25 (po 1000 zt
miesiecznie), a w 2013 r. bedzie ich 27. Istnieje limit przyje¢ — 60 oséb. Z zalozenia
tego typu ambitne ksztalcenie nie moze by¢ nigdy masowe. Studenci w trakcie
swoich studiéw licencjackich juz na II roku beda pracowali na ,,prawdziwych”
urzadzeniach do badan nanomaterialéw, w laboratoriach i grupach badawczych.
Zamiast wigc powigkszaé liczbe studentéw UW bedzie wybieral najzdolniejszych
kandydatow, ktérzy sprostaja ambitnemu programowi. Juz w tej chwili
przyszlymi absolwentami IN interesuja sie instytuty naukowe oraz firmy
technologiczne. Nanotechnologia po prostu nie jest tylko ,technologig przysztosci”
— mozemy korzystaé¢ na co dzien z produktéw ,nano”, ale potencjal, jaki maja

w sobie nanoobiekty, wystarczy na wiele lat badan.
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Interfejs mézg-komputer — zré6b to sam
Czes¢ II: wykonanie doswiadczenia

Magdalena MICHALSKA™, Joanna JEDRZEJEWSKA-SZMEK*

LT

~

*Zaktad Fizyki Medycznej,
Wydzial Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego

Wyobraz sobie, ze siedzisz w swoim pokoju, zamierzasz zgasi¢ $wiatto, myé$lisz

o tym i $wiatto gasnie — komputer odczytal Twoja mysl i Swiatlo wylaczyt. Jest

to bardziej realne, niz mogtoby si¢ wydawaé! Co prawda, zamiast jedynie mysleé

o zgaszeniu $wiatla, musisz sie zrelaksowaé, mie¢ przyklejone do glowy kilka elektrod

i dysponowaé¢ odpowiednim sprzetem oraz oprogramowaniem do analizy sygnatu.

Przy odrobinie pracy, niewielkich naktadach finansowych i tucie szczescia mozesz cos
takiego zrobi¢ w domu! Ci, ktérzy czytali poprzednia czesé tego artykulu, zapewne juz
maja kilka pomystéw. Tutaj przekazemy gars¢ informacji potrzebnych do rozpoczecia
samodzielnych prob ztozenia interfejsu mézg-komputer.

Teoretyczne aspekty powstawania czynnosci bioelektrycznej mézgu oméwilysmy

w poprzednim artykule. Dla przypomnienia: EEG to zapis aktywnosci bioelektrycznej
mozgu, nie przekazuje ono nam wszakze, co czltowiek mysli, mozna z niego jedynie
wywnioskowaé co$ o sposobie pracy duzych grup neuronéw — na przyktad zbadadé,
ktore obszary mézgu intensywniej pracuja. Wreszcie, w momencie zamkniecia

oczu lub w stanie relaksu obserwujemy wzrost amplitudy w tzw. pasmie alfa,

czyli w skladowych sygnalu o czestosciach z przedziatu, umownie, od 8 do 15 Hz.
Posiadajac te wiedze oraz troche ogdlnych informacji i umiejetnosci z dziedziny
informatyki, matematyki i fizyki, mamy podstawy do zlozenia prostego interfejsu
moézg-komputer.

Wszystko zaczyna si¢ od zebrania sygnatu, a do tego potrzebujemy odpowiedniego
sprzetu i oprogramowania. Skad wzia¢ sprzet? Musimy mieé¢ na pewno wzmacniacz
sygnalu i elektrody. Jedna profesjonalna elektroda EEG to koszt okoto 70 zt,

a potrzebujemy ich wigcej. Jedli chodzi o wzmacniacze EEG, ceny s jeszcze bardziej
zaporowe — koszt prostego wzmacniacza o niskiej rozdzielczoéci i matej liczbie kanatow
(rzedu kilku) to kilka tysiecy zlotych. Na szczescie, juz przed nami mnéstwo ludzi
zapragneto sterowaé swoim komputerem wylgcznie za pomoca myéli i nie miato
duzo pieniedzy do wydania. W efekcie powstalo troche instruktazy, jak stosunkowo
niskim kosztem przygotowaé odpowiednie urzadzenia. Miejscem, gdzie nalezy szukaé
szczegbltowych informacji na ten temat, jest witryna projektu Open EEG [1]. Tutaj,
z uwagi na brak miejsca, opiszemy do$¢ ogdlnie podstawowe kroki, ktore nalezy
poczynié. W zaleznoéci od tego, jak ,niskopoziomowo” chcemy do tego podejsé,
mozemy wziaé schemat obwodu takiego wzmacniacza i samodzielnie go zlutowaé
zgodnie z instrukcjami [2] badz tez skorzystaé z gotowego pétproduktu, np. [3]. Jesli
chodzi o elektrody, porzadne, samodzielne ich wykonanie jest niezmiernie trudne
dla osoby poczatkujacej, niemajacej wczeéniej stycznosci z technika oklejania, a ta
cze$é jest do$é kluczowa w procesie zbierania EEG. Dlatego tez, aby nie mnozy¢
potencjalnych miejsc, w ktérych popelniamy btad, tworzac nasz wtasny interfejs
mébzg-komputer, polecamy zainwestowaé w trzy elektrody (to mniej wigcej minimum
potrzebne do zebrania sygnalu) badZ sprébowaé skontaktowaé sie z jakas placéwka
badawcza lub szpitalem i spytaé, czy nie maja zuzytych elektrod, ktére mogliby
odstapi¢ mtodym pasjonatom nauki.

Skad wzia¢ oprogramowanie? Jesli chodzi o komunikacje z wymienionym powyzej
sprzetem, tez mozemy do tego podej$é na réznych poziomach samodzielnego
zaangazowania. Dostepny jest firmware, ktory nalezy samodzielnie wgraé¢ na
mikrokontroler (dla tych, ktérzy sie przestraszyli: jest to prosta czynno$é wymagajaca
uzycia odpowiedniego urzadzenia zwanego programatorem, dostepnego w sklepach
elektronicznych, oraz odpowiedniego oprogramowania dostepnego w Internecie).

7 zawartych w nim komentarzy mozna zaczerpna¢ informacji na temat protokotu
komunikacji [4]. Mozna tez podejrze¢ gotowy program do interpretowania danych

z tych plytek [5]. Nastepnie przydaloby si¢ obejrzeé dane, ktére zbieramy. Tu znéw
na stronie projektu Open EEG znajdziemy troche ciekawych linkéw [6], mozna tez
prébowaé uzyé oprogramowania projektu openBCI [7] (tu szczegélnie zachecamy do
kontaktowania si¢ z autorkami tekstu, ktére chetnie pomoga w razie probleméw).

Mamy sygnal, i co dalej? Zalézmy, ze mamy juz podtaczony sprzet. ,Leci” z niego
sygnal — N razy na sekunde dostajemy probke — wartosé sygnatu w danej chwili (N to
tzw. czesto$é prébkowania). Teraz z tych liczb musimy wydoby¢ interesujace nas
informacje. Jak to sie robi profesjonalnie?” Wypada o tym wiedzieé, choé¢ w praktyce
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m upros$cimy nasze postepowanie do tego stopnia, ze wiedza taka nie bedzie nam bardzo
potrzebna — zachecamy do przeczytania dodatkowych materialéw na internetowej

Rozwigzanie zadania F 783. stronie Delty.
Dolna kulka zostanie poderwana do . . . . .
gory, jesdli mg < ¢*/(4megd?), gdzie d to W stosunku do profesjonalnej analizy sygnatu EEG zastosujemy nastepujace

najmniejsza odleglos$¢ migdzu kulkami uproszczenia. Po pierwsze, zadowolimy sie surowym sygnalem, nic nie bedziemy

w trakcie drgafi tej gérnej. Z zasady odfiltrowywaé. Po drugie, opiszemy sygnal przy uzyciu transformaty Fouriera,

zachowania energil mamy: . .. ’ . .
a wydobywana cecha bedzie suma energii w czegstosciach z pasma alfa. Wreszcie,

2
a zastosujemy klasyfikacje na podstawie recznie wybranego progu, ktéry cecha ma

mgh —

Amegh - 4 . 4 . 1 s .. ..
2 (h— a)? przekraczaimc. Efekt powyzszych krokéw najzwiezlej opisuje ponizszy kawalek kodu
= mgd — -k w Pythonie:
47(6()d 2
Podstawiajac ¢%/(4meod?) = mg, def decision(data, sampling rate, min alfa, max_alfa, border):
dostajemy: d = abs (numpy.fft.rfft(data))
& 2kh? . kh — 2mg 2 0 d[0] =0
kh + 2mg kh +2mg s=0
stad for x in range(min_alfa * sampling rate, max_alfa * sampling rate):
_  kht2mg s += d[x]
kh +2mg if s > border: # Relaks!
Odleglos¢ minimalna odpowiada znakowi
return 1
minus, a tadunek, dla ktérego kulka
return 0

zostanie poderwana do géry, to

kh — 2mg
= h/dmeomg——.
a omyg kh + 2mg

Mozemy juz teraz podaé przepis na wykonanie interfejsu moézg-komputer.

Beda nam potrzebne dwie plytki PCB zgodne ze schematami [8] (np. takie jak na [9]),
programator ISP, kabel PCB board-to-board connector, kabel szeregowy (poniewaz bedzie
trzeba przymocowac jedna jego koncéwke do plytki cyfrowej, a druga podtaczy¢ do
komputera, polecamy dwa kable — w jednym uciaé¢ jedna koncéwke i zostawié¢ koncéwke
zenska szeregowa, drugi szeregowy do podlaczenia tamtego do komputera — moze by¢

. z dwiema meskimi koncéwkami szeregowymi lub z meska konicéwka szeregows i wejsciem do
portu USB, w zaleznosci od tego, jakie porty ma nasz komputer), bateryjka 9 V, komputer,
najlepiej z systemem operacyjnym Linux, 3 elektrody EEG, pasta przewodzaca, np. TEN20,
gaziki, spirytus rektyfikowany lub salicylowy, torebka landrynek, roztwér soli fizjologicznej

r <S oraz woltomierz.

Elektrody nalezy przygotowaé¢ w zaleznosci od tego, jaki maja wtyk, tak aby dato sie
je podlaczyé do pinéw wystajacych z ptytki. Whozy¢ elektrody do roztworu soli
fizjologicznej i pozostawi¢, aby moczyly sie podczas dalszych przygotowan. Plytke
analogowa i cyfrowa nalezy potaczyé kablem PCB board-to-board connector. Kablem
szeregowym podtaczyé ptytke cyfrowg do komputera. Wgraé na mikrokontroler

na plytce cyfrowej firmware [4], uzywajac programatora oraz przeznaczonego do tego
oprogramowania, np. PonyProg. Zaaplikowa¢ elektrody na gltowe — zaczynajac od
elektrody odpowiadajacej za uziemienie. Przetrzeé¢ glowe spirytusem w miejscu, gdzie
bedzie naklejona elektroda, nabraé na gtéwke elektrody (do wklestej czesci) znaczaca
ilos¢ pasty przewodzacej i naklei¢ na glowe. Pasta ma wtasciwodci klejace, powinno
by¢ jej na tyle duzo, aby elektroda trzymala sie dobrze na gtowie. Elektrody polecamy
przyklei¢ w nastepujacych pozycjach wedlug uniwersalnego systemu oklejania, zwanego
10-20 (w Wikipedii mozna znalez¢é linki do grafik przedstawiajacych pozycje elektrod
w tym systemie): uziemienie — Fz, kanaty — O1, O2. Zmierzy¢ opory na stykach
elektrod ze skora, przyktadajac jedna pateczke woltomierza do koncéwki elektrody
GND (uziemienie), a druga do konicéwki innej elektrody. Opory powinny mieé
wartosé kilku kilooméw, w przypadku wartosci przewyzszajacych 10 kilooméw nalezy
doktadniej przetrzeé skére spirytusem, uzyé wiecej pasty przewodzacej i ponownie
zaaplikowac elektrode. Podlaczy¢ elektrody do odpowiednich pinéw na plytce
analogowej (kanall, kanal2 oraz uziemienie). Podtaczy¢ do plytki cyfrowej zasilanie

z bateryjki 9 V. Uruchomié¢ oprogramowanie do zbierania sygnatu, wyswietli¢ sygnal.
Zadowoleni z sukcesu mozemy zje$é¢ landrynki.

[1] witryna projektu Open EEG: http://openeeg.sourceforge.net/
http://openeeg.sourceforge.net/doc/modeeg/modeeg.html

[2] http://openeeg.sourceforge.net/doc/modeeg/modeeg building.html

[3] http://www.olimex.com/gadgets/index.html

[4] http://openeeg.sourceforge.net/doc/modeeg/firmware/modeeg-p3.c
http://openeeg.sourceforge.net/doc/modeeg/firmware/modeeg-p2.c

[5] http://code.google.com/p/openbci/source/browse/#1svn/trunk/openbci/amplifiers

[6] http://openeeg.sourceforge.net/doc/sw/

[7] http://code.google.com/p/openbci/

[8] http://openeeg.sourceforge.net/doc/modeeg/modEEGdigital-v1.0.png
http://openeeg.sourceforge.net/doc/modeeg/modEEGamp-v1.0.png

[9] http://www.olimex.com/gadget
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Kwadraty Jakub RADOSZEWSKI

Tym razem zajmiemy si¢ troche innymi kwadratami niz zazwyczaj. Chodzi mianowicie
o napisy postaci 2, czyli sklejenie jakiegod stowa (ciagu liter)  z nim samym.
Przyktadowymi kwadratami wystepujacymi w jezyku polskim sa stowa mama, kankan,
rowerowe, watowato, esemesem.

Jedli rozwazamy jakie$ stowo, moze nas interesowaé, czy jest ono kwadratem, ale
takze czy jakie$ jego podstowo (tzn. spdjny fragment) jest kwadratem. Jezeli nie, to
stowo takie nazywamy bezkwadratowym. Zastanéwmy sie przez chwile nad tym, jak
konstruowaé stowa bezkwadratowe.

Najprosciej wybra¢ stowo, w ktérym wszystkie litery sa rézne, np. abcde. .. Gdyby
liter w alfabecie bylto nieskonczenie wiele, to moglibysmy w ten sposéb skonstruowaé
dowolnie dlugie stowo bezkwadratowe. Nie da sie ukryé¢, ze nie jest to zbyt ciekawy
przyktad. No to moze sprobujmy wygenerowaé¢ dtugie stowo bezkwadratowe nad jakimg§
mniejszym alfabetem?

Alfabet jednoliterowy na pewno nam nie pomoze. Zalézmy wiec, ze mamy

do dyspozycji dwie litery, a i b. Wida¢é, ze kazde dwie kolejne litery w stowie
bezkwadratowym musza by¢ rézne, a zatem nasze stowo musi zaczynaé sie jakos tak:
aba... lub bab. .. Niestety, w obu tych przyktadach nie mozemy dotozy¢ juz zadnej
litery, gdyz wéwcezas otrzymamy kwadrat (ab)? lub odpowiednio (ba)?. To oznacza, ze
najdtuzsze stowo bezkwadratowe nad alfabetem dwuliterowym ma tylko trzy litery.

Kolejna proba: alfabet trzyliterowy. Znéw konstruujemy stowo, biorac zawsze kolejng
litere r6zna od poprzedniej. Daje to zawsze dwie mozliwosci wyboru. W takim

razie dodajmy warunek, ze kazda kolejna litera musi by¢ rézna od $rodkowey litery
dotychczasowego stowa — doktadniej, przy wyznaczaniu i-tej litery interesuje nas litera
o indeksie L%J, przy czym litery stowa numerujemy od zera. Jezeli to kryterium wciaz
dopuszcza dwie mozliwoéci, to wybieramy te sposréd niezabronionych liter, ktéra

wystepuje wczesniej w alfabecie. W ten sposéb otrzymujemy takie oto stowo:

abacbcabacabcbacbcabcbacabacbcabacabcbacabacbcabeb...

Okazuje sie, ze dowolnie dlugie stowo wygenerowane w ten sposéb jest bezkwadratowe.
Dla Czytelnika, ktéry zechce sprébowaé  Mozna ten fakt udowodnié¢ formalnie, jednak w tym artykule zastosujemy podejscie
zmierzy¢ si¢ z préba dowodu informatyczne natury eksperymentalnej: wezmiemy odpowiednio dlugie stowo
bCkaa;ra;OWOécli( ro?wizényCh sIow,  tej postaci (np. zlozone z miliona liter) i sprawdzimy za pomoca programu
:fl;};avxzzsizsjaﬁo;;f ;X?;Zkziﬁzzzy komputerowego, czy jest w tym stowie jakie$ kwadratowe podstowo. Jesli okaze sie,
kolejnymi literami rozwazanych stéw ze nie, to zapewne wszystkie takie stowa sg bezkwadratowe. . .
?mz ZIZZS:,L:;; binarnymi odpowiadajacych Nie jest wcale latwo zaproponowaé efektywny, a zarazem nieskomplikowany algorytm
sprawdzajacy, czy dane stowo jest bezkwadratowe — zachecamy Czytelnika do proby
samodzielnego zmierzenia si¢ z tym problemem. Ponizej przedstawiamy elegancki
algorytm o ztozonosci czasowej O(nlogn), przy czym n to dtugosé badanego stowa s,
wzorowany na trudno dostepnej i troche zapomnianej pracy M. Maina i R. Lorentza

sprzed 25 lat.

Zacznijmy od prostego sprawdzenia, czy w slowie s znajduje sie jakas para rownych
kolejnych liter — to eliminuje nam kwadraty stéw dtugosci 1. W gtéwnej czesci algorytmu
wykonujemy O(logn) krokéw; w i-tym kroku (dla i = 1,2, 3,...) sprawdzamy, czy
stowo s zawiera podstowo kwadratowe z2, takie ze dtugosé = (oznaczenie: |z|) nalezy
do przedziatu domknigto-otwartego [2¢,2°71). Wykonujac taki krok, zaktadamy, ze s
nie zawiera podstéw kwadratowych o dtugosci potéwki krotszej niz rozwazane w tym
kroku. Naszym celem jest wykonanie kazdego kroku w ztozonosci czasowej O(n).

Poszukiwania zagdanego kwadratu rozpoczynamy od podziatu stowa s na bloki

dtugosci I = 271 (jezeli nie dzieli si¢ réwno, to koficowej, krétszej grupy liter

nie rozpatrujemy). Zauwazmy, ze jezeli w s wystepuje kwadrat x?, taki ze lz| > 21, to

pierwsze wystapienie x w ramach s musi zawiera¢ co najmniej jeden z blokéw podziatu.
ﬁ Oznaczmy ten blok przez s[j..j 4+ — 1]. To samo podstowo pojawia sie takze na
’ - pozycji j + |z| stowa s, cho¢ to drugie wystapienie nie musi juz by¢ blokiem podziatu.
Rozwigzanie zadania M 1307.
Kazda liczbe zapiszmy w postaci 2k m,

W naszym algorytmie rozwazamy kazdy kolejny blok y = s[j..j + [ — 1] i poszukujemy

gdzie m jest nieparzyste. Wéwczas m wszystkich jego wystapien w s zaczynajacych sie na pozycjach z przedziatu
moze przyja¢ wartosé 1,3,5,...,2n — 1 [j 4+ 21,5 + 4l). Co ciekawe, takie wystapienia moga by¢ co najwyzej dwa. Faktycznie,
— Yacznie n réénych wartosci. W takim zadne dwa wystapienia y w ramach s nie moga na siebie nachodzi¢ ani nawet si¢

razie, wsréod dowolnych n + 1 liczb tvkaé. odvs , b Kk drat st dt e . iek C izl
snajda sie takie dwie, ktore maja ten stykaé, gdyz wowczas wyznaczalyby one kwadrat stowa o dtugosci nie wiekszej niz

sam czynnik nieparzysty, spelniaja wice  (dlaczego?). Stanowitoby to sprzecznoéé z zatozeniem, ze s nie zawiera kwadratu
warunek zadania. kr(’)tszego niz 21.
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Prefiksem stowa nazywamy dowolny
jego poczatkowy fragment, a sufiksem
— dowolny jego koncowy fragment.

Skondensowany przeglad efektywnych
algorytméw tekstowych zawiera artykut
W. Ryttera w Delcie 1/2008.

]

Rozwigzanie zadania F 784.

Aby kulka doleciata do ziemi, wystarczy,

ze w chwili zetkniecia sie z ziemig

predkosé kulki bedzie réwna zeru.

Z zasady zachowania energii:

mg(r —d) — Ui + mvfmn =-_1
4dmeod 2 dmweqr

2

otrzymujemy, zaniedbujac poprawki

rzedu £

q
Umin = V28T | ————= —1
min S ( Aweodrmg >,
42

przyjmujac, ze Tz o me;

4me(
w przeciwnym przypadku vmin = 0.

Dla kazdego wystapienia y w s na pozycji k € [j + 21,5 + 41) musimy jako$ sprawdzié,
czy wystapienia z pozycji j oraz k wyznaczaja jaki§ kwadrat 2, taki ze |z| = k — j.
Poszukujac takiego kwadratu, wystarczy skupi¢ sie na badaniu réwnosci par liter
stowa s o indeksach oddalonych o k — j. Najpierw sprawdzamy, czy s[j — 1] = s[k — 1],
s[j — 2] = s[k — 2] i tak dalej, az natrafimy na pare réznych liter albo az dalszym
indeksem dojdziemy do pozycji j + [ — 1, co oznacza, ze znalezliSmy kwadrat.
Nastepnie powtarzamy to postepowanie, ale tym razem idac do przodu, tzn.
sprawdzamy, jak dlugo zachodzi s[j + m] =slk+m]dlam=101+1,1+2,...

Tym razem mozemy zatrzymac sie, jesli liczba wykonanych tutaj krokow powiekszona
o liczbe krokéw wykonanych wczedniej jest nie mniejsza niz k — j — [, patrz rysunek.
Jezeli nie dojdziemy do wartosci k — j — [, to tatwo zauwazy¢, ze rozwazana para
wystapien podstowa y nie wyznacza kwadratu.

Na tym rozumowaniu oparty jest ponizszy pseudokod algorytmu wykrywania
kwadratu w stowie s = s[0..n — 1].

function CzyJestKwadrat(s,n)
for i:=0ton—2do
if s[i] = s[i + 1] then return true;
l:=1;
while 2 < n/2 do
Ji=0;
while j <n —1do
Z := wystapienia s[j..j + [ — 1] zaczynajace sie
na pozycjach z przedziatu [j + 2,7 + 41);
for each k € Z do
lewo := dlugo$é¢ najdtuzszego wspdlnego sufiksu
stéw s[0..5 — 1] i s[0.. k — 1];
prawo := dhugosé najdtuzszego wspolnego prefiksu
stow s[j+1..n—1]isk+1..n—1];
if lewo 4+ prawo > k — j — | then return true;
j=7+1
l:=2l;
return false;
end function

Zastanéwmy sie nad ztozonoscia czasows tego algorytmu, przy okazji uzupelniajac
szczegbly techniczne jego implementacji. Pierwszym interesujacym miejscem jest
wyznaczanie zbioru Z. Znane sg rézne efektywne algorytmy wyszukiwania wzorca

(u nas jest to stowo y) w tekscie (u nas: zadany fragment stowa s), np. algorytmy
Knutha—Morrisa—Pratta, Boyera—Moore’a itp. W tym miejscu czeka nas jednak kolejne
zaskoczenie: ot6z w naszym programie w ogdble nie musimy uzywaé zadnego z tych
wysublimowanych algorytméw! Zaczynamy od sprawdzenia, literka po literce, czy y
pasuje do s od pozycji j + 2[. Jak w pewnym momencie zakonczymy to sprawdzanie
(albo znajdujac wystapienie y, albo wskutek natrafienia na pare réznych liter na
odpowiadajacych pozycjach), to kolejna prébe przypasowania stowa y wykonujemy od
pierwszej pozycji w s nastepujacej za wszystkimi przejrzanymi. Faktycznie, wystapienie
stowa y w s nie moze nachodzi¢ na zadne inne wystapienie niepustego prefiksu stowa y
w s, gdyz woéwczas s zawieraloby kwadrat jakiego$ prefiksu stowa y, a przeciez |y| < I.
W ten sposéb znajdujemy szukane co najwyzej dwa elementy zbioru Z w czasie O(1).

Kolejny ciekawy moment to wyznaczanie wartosci lewo i prawo, wykonywane troszke
inaczej niz w opisie stownym algorytmu. Uzasadnienie poprawnosci pomijamy,
przyjrzyjmy sie kwestii ztozonosci czasowej. Laczna liczba operacji wykonywanych tutaj
moze by¢ catkiem duza. Zauwazmy jednak, ze jesli przy wyznaczaniu wspélnego sufiksu
i prefiksu wykonamy wiecej niz k — j — [ operacji, to na pewno zaraz potem zakonczymy
dziatanie algorytmu, wiec mozemy sobie ten jeden raz pozwoli¢ na wykonanie nawet

i rzedu O(n) operacji. W przeciwnym razie liczba tych operacji nie przekroczy k — j — I,
ktéra to warto$¢ — przypomnijmy — jest nie wieksza niz 31 — 1, czyli jest rzedu O(1).

Widzimy zatem, ze wnetrze wewnetrznej petli while wykonujemy — poza ewentualnie
jedynym jej obrotem, koniczacym caly algorytm — w czasie O(1). Petla ta wykonuje
O(%) obrotéw, co pokazuje, ze koszt czasowy jednego obrotu zewnetrznej petli
while to O(n). Ta, z kolei, wykonuje co najwyzej O(logn) obrotéw, skad wnosimy, ze
rzeczywiscie opisany algorytm ma zlozonosé czasowa O(nlogn).

Na koniec pytanie do Czytelnika: czy mozna ten algorytm jakos tatwo przerobié, tak
aby wykrywal wszystkie kwadraty w stowie?
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Jak oblicza¢ sumy poteg za pomoca rachunku réznicowego?

Autor jest finalistg XXVII
Ogodlnopolskiego Sejmiku Matematykow,
Bystra 2010.

pfu*

Wigcej o rachunku réznicowym i jego
zastosowaniach mozna si¢ dowiedzieé

z ksigzki R.L. Graham, D.E. Knuth,
O. Patashnik, Matematyka konkretna,
PWN, Warszawa 2002.

W ksiazce tej sumowanie oznaczane
jest symbolem Z f(z)dz, co nasladuje
symbolike rachunku catkowego. Tutaj
symbol ten zostal zmieniony, bo znak
Z wystepuje tez w zupelnie innym
znaczeniu, a wszystkie uzywane funkcje
sg jednoargumentowe.

Jest tez réznica w oznaczeniu zakreséw
sumowania oznaczonego: mamy

b—1
D k) = &L s (@)
k=a

Ten wzér w przypadku 0 < k < n mozna
objaéni¢, gdy zauwazymy, ze dzielac
zbiér n-elementowy na k niepustych
podzbioréw, tworzymy z jednego

z n elementéw zbiér jednoelementowy
(co mozna zrobi¢ na S(n — 1,k — 1)
sposob6w) lub umieszczamy go (na jeden
z k sposobéw) w jednym ze zbioréw,

do ktérych bedziemy jeszcze doktadaé
elementy (na S(n — 1, k) sposobéw).

Hubert WOJTOWICZ

Jak wiadomo, pochodna opisuje zmiany danej wielkosci (np. tak dziala
predkosciomierz w samochodzie). Z kolei caltka opisuje sytuacje odwrotna

— odtwarza dana wielko$¢ z jej zmiennosci (tak np. dziala licznik energii
elektrycznej). Mozna sobie wyobrazié, ze urzadzenia obliczajace pochodna czy
calke nie dzialaja w sposob ciagly, lecz skokowo. Wéwcezas mozemy odpowiednik
pochodnej nazwaé réznicg i zdefiniowaé jako

Af(x) = flz+1) = f(2).

Bez trudu mozna przekonaé sie, ze prawdziwe sa nastepujace zaleznosci
A(f(z) £g(2) = f(z) £9(z),  A(f(2)g(x)) = f(z)Ag(x) + g(x +1)Af(z),
skad — wobec oczywistego Ac = 0 dla dowolnej statej ¢ — mamy np.
Alcf(z)) = cAf(z).
Znajacy rachunek rézniczkowy widza, ze wzory te sa doktadnymi odpowiednikami
wzoréw dla pochodne;j.

7Z kolei odpowiednik catki bedziemy nazywali antyréznicg lub sumowaniem
i oznaczali & f(x). Zatem

6f(z) = g(z) + ¢ = f(z) = Ag(x).
I tutaj mozna wypisa¢ wiele wzoréw analogicznych do wystepujacych
w rachunku catkowym. Np. odpowiednik wynikajacej ze wzoréw wypisanych
wyzej zaleznosci

S(f(z)Ag(x)) = f(z)g(x) — S(g(x + 1)Af(z))
nazywany jest calkowaniem przez czesci — tu nazwiemy go sumowaniem przez czesci.

Podobnie tez, jak w rachunku catkowym, wprowadzimy sumowanie oznaczone GZ
okreslone przez warunek:

jesli & f(x) = g(x), to & f(x) = g(b) — g(a).
Poza zaciekawiajaca analogia do pochodnych i calek wprowadzone pojecia
maja szereg interesujacych zastosowan. Tu zajmiemy sie jednym z nich —
wykorzystamy je do obliczenia dla danego m sumy dowolnie wielu m-tych poteg
kolejnych liczb naturalnych, poczynajac od 1.

Do tego celu potrzebne nam bedg tzw. liczby Stirlinga IT rodzaju, ktore
bedziemy oznaczali S(n, k). Liczby te méwia, na ile sposobéw mozna podzielié
n-elementowy zbiér na k niepustych, roztacznych podzbioréw. Liczby Stirlinga
spelniaja nastepujaca zaleznosé rekurencyjna:
0 gdy k>nV(k=0An>0),
S(n,k)=1<1 gdy k = n,
k-Sn—1,k)+Sn—1,k—1) gdy 0<k <n.
Potrzebne nam tez beda jeszcze pewne modyfikacje pojecia potegi. Potege kroczgcg
zdefiniujemy w nastepujacy sposob:

zx—1)...(x—m+1) dlameZ,,
s ={¢ 1 dla m =0,
1
@D @T2) @] dlameZ_.

Zauwazmy, ze
Ax™ = (z +1)2 — 2™ = ma™=L,
Okazuje sie, ze zroznicowana potega kroczaca zachowuje si¢ analogicznie do
zrozniczkowanej zwyklej potegi.
Warto odnotowac, ze

2 _
A— = gL

)

m
czego wygodniej nam bedzie uzywaé, gdy m # 0 zastapimy przez k + 1
i
=k,
k+1



@

Rozwigzanie zadania M 1308.
Zauwazmy, ze dla x € [—2, 2]
mozemy napisaé x = 2 cos p.
Wtedy f(z) = 2cos 3¢ i ogblnie
fn(x) = 2cos3™p. To oznacza, ze
fn(z) =0dla xz = 2cos (2;“;})” .
Poniewaz funkcja cos jest malejaca
w przedziale (0, 7), wiec pierwiastki

otrzymane dla k = 0,1,...,3" — 1
beda rézne, a wigcej pierwiastkéw
frn mieé nie moze.

Wykorzystujac definicje antyréznicy, otrzymujemy wzor na sumowanie:

L, wktL
Gt = . k#£ -1
x Pl +c #*
Musimy jeszcze zastanowié sie, czy istnieje taka funkcja f(x), ze
1
A — =l = )
fla) =t = —
Latwo mozna si¢ zorientowad, ze jest nia
1 1 1
=1l4+-+-4+...+—-.
f(zx) + 5 + 3 +...+ o
Zatem lacznie mamy (z dokladnoscia do stalej)
I+5+...+1 dlam=-1

Wprowadziliémy pojecia potegi kroczacej i liczb Stirlinga IT rodzaju, ale jak
to polaczy¢ z obliczaniem sumy Zz;é k™7 Okazuje sie, ze przydatne jest
nastepujace twierdzenie

n
" = ZS(n,k)xﬁ, n € NU{0}.
k=0
Dowdd tego twierdzenia mozna przeprowadzi¢ indukcyjnie, opierajac sie na
wzorze rekurencyjnym na S(n, k).

Teraz juz obliczanie sumy poteg przebiega sprawnie. Oto przyklad: kolejno
obliczamy

4

zt = Z S(4,m)z™ = 22 + 622 4 722 4 2L
m=0

I ostatecznie

n—1 n—1
D kY= (kR4 6k 4 ThE + kL) = Gjat + 66522 + 76522 + Sfat =
k=0 k=0
5 né TL§ ng TL5 714 n3 n
I T T S T Sk

Kacik przestrzenny (7)

Zejdzmy na ziemie

Czasami, gdy zbytnio bujamy w obtokach, styszymy od innych zejdz na ziemie! Kto
by pomyélal, ze ta zazwyczaj do$¢ nieprzyjemna uwaga moze by¢ niekiedy cenna
wskazéwka do zadan ze stereometrii. Zdarza sie bowiem, ze rozwiazujac problem
przestrzenny, nie wiemy, jak si¢ do niego zabra¢, natomiast widzimy, ze mozna
sformulowaé¢ analogiczne zadanie na plaszczyZnie. Czasem rozwiazanie takiego
zadania na plaszczyznie moze nam podpowiedzieé, co zrobi¢ w przestrzeni.

1. (OM 52-111-2) Dowie$é, ze suma odleglosci dowolnego punktu lezacego wewngtrz
czworoscianu foremnego o krawedzi 1 od jego wierzcholkéw jest nie wieksza niz 3.

Nietrudno zauwazy¢, ze wierzcholki realizuja maksimum, a intuicja podpowiada
nam, ze pewnie tylko one. Sprébujmy wiec sformutowac, a nastepnie rozwiazac,
analogiczne zadanie na plaszczyznie:

Dowiesé, ze suma odleglosci dowolnego punktu P lezgcego wewngtrz trojkgta

réownobocznego ABC' o boku a od jego wierzcholkow jest nie wicksza niz 2a.

Niech A’ i B’ beda punktami przeciecia prostej réwnoleglej do AB i przechodzace]

przez punkt P odpowiednio z bokami AC' 1 BC. Tréjkat A’ B’'C' jest réwnoboczny

i CP < A’B’. Ponadto stosujac nieréwno$¢ trojkata, dostaniemy AP < AA" + A'P

oraz BP < BB’ + B’'P. Dodajac te trzy nieréwnosci stronami, otrzymujemy
AP+ BP+CP < AA'+ AP+ BB + B'P+ A'B' = 2a.

Nietrudno tez przekonac sie, ze réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
punkt P jest jednym z wierzchotkéw trojkata ABC.

Przejdzmy do sytuacji trojwymiarowej. Przyjmijmy, ze P lezy wewnatrz
czworoscianu foremnego ABC'D o krawedzi 1. Wykorzystajmy nasza wiedze
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Rys. 2

Rys. 3

Cl

Rys. 4

o wersji plaskiej. Tym razem, zamiast prostej, poprowadzmy plaszczyzne réwnolegla
do ABC przechodzgcg przez punkt P i przecinajaca krawedzie AD, BD,CD
odpowiednio w punktach A’, B, C’. Podobnie jak w wersji plaskiej, czworoécian
A’'B'C'D jest foremny, wigc DP < A’B’. Znéw z nieréwnosci tréjkata otrzymamy
AP AA + AP, BP BB +B'P oraz CPLCC' +C'P,
wiec dostajemy
AP+ BP+CP+DP<AA + AP+ BB'+ B'P+CC'+ C'P+ A'B' =
=3-2A'B'+ AP+ B'P+C'P<3.
Ostatnia nieréwno$é wynika z zastosowania wersji ptaskiej dla tréjkata A’B’C".

W tym zadaniu rozwiazanie analogicznego problemu plaskiego nie tylko
podpowiedzialo nam, jak znalezé rozwiazanie wersji przestrzennej, ale nawet
okazatlo si¢ elementem dowodu.

2. (OM 60-I11-5) Sfera wpisana w czworoscian ABCD jest styczna do Scian
BCD,CDA, DAB, ABC' odpowiednio w punktach P,Q, R,S. Odcinek PT jest
Srednicg tej sfery, zas punkty A’,Q', R',S" sq punktami przeciecia prostych

AT, QT, RT, ST z plaszczyzng BC'D. Dowiesé, ze punkt A’ jest $rodkiem okrequ
opisanego na trdjkgcie Q'R'S’.

Zadanie na pierwszy rzut oka wyglada dos¢ przerazajaco. Ale to tylko pozory,
tak naprawde jest dosy¢ tatwe. Zeby mie¢ lepszy oglad, najpierw rozwiazmy
wersje ptaska:

Okrqgg wpisany w tréjkgt ABC' jest styczny do bokéw BC,CA, AB odpowiednio
w punktach P,Q, R. Odcinek PT jest $rednicg tego okrequ. Proste AT, QT, RT
przecinajq prostq BC' odpowiednio w punktach A, Q', R'. Wykazaé, ze A’ jest
§rodkiem odcinka Q'R’.

Rozwigzanie. Skoro PT jest $rednica, to styczna do okregu wpisanego

w punkcie T jest réwnolegla do BC'. Niech B’ i C" beda punktami przecigcia tej
stycznej z bokami AB 1 AC (rys. 3). Tréjkaty AB'C’ i ABC sa jednokladne,
skad natychmiast wynika, ze punkt A’ jest punktem stycznosci okregu
dopisanego z bokiem BC'. Z réwnolegtosci B'C’ i BC wynika tez, ze trojkaty
TC'Q i Q'CQ sa podobne, a skoro TC' = QC’, to CQ" = CQ. Niech Q1 bedzie
punktem stycznoéci okregu dopisanego, stycznego do BC', z prosta AC. W takim
razie A’C' = Q1C, a stad natychmiast wynika, ze

AQ =AC+C0Q =:1C+QC = Q0.

Analogicznie, oznaczajac przez Ry punkt stycznodci okregu dopisanego z bokiem
AB, udowodnimy, ze R’A’ = R1R. Ale QQQ; = RR; — dowdd jest wiec zakonczony.

Teraz rozwiazanie zadania w wersji przestrzennej nie powinno sprawi¢ juz
zadnych problemoéw.

Istotnie, prowadzac przez T plaszczyzne B'C’ D’ réwnolegla do BC' D, stwierdzamy,
ze punkt A’ jest punktem stycznosci sfery dopisanej do czworo$cianu ze $ciang BC'D.
Dla wygody i przejrzystosci rozumowania rozwazmy przekrdj czworo$cianu
ABCD oraz dwoch rozwazanych sfer plaszczyzna ATQ (rys. 4) — cala reszta
jest niepotrzebna, gdyz wersja plaska wyrobita nam pewne intuicje. Punkt Q4
stycznoéci sfery dopisanej z plaszczyzng ACD lezy na prostej AQ, nalezy wiec
do przekroju. Niech ponadto M i M’ beda odpowiednio punktami przeciecia
prostej AQ z prostg A’Q’ i prosta do niej réwnolegla przechodzaca przez punkt T'.
Postepujac analogicznie jak w wersji plaskiej, otrzymamy kolejno réwnosci:
MT=MQ, MQ=MQ, MA =MQ,
skad natychmiast wynika, ze Q' A’ = QQ1, czyli Q' A’ jest réwne dlugosci
odcinka stycznego do obu sfer. W ten sam sposéb dowodzimy, ze te wlasnosé
maja odcinki R"A" 1 S"A’.
Zadanie to jest kolejnym przykladem, jak duze znaczenie w zadaniach
przestrzennych ma czytelny rysunek zawierajacy tylko potrzebne rzeczy. A wersja
plaska pomogla nam zdecydowad, co tak naprawde jest potrzebne do rozwigzania.

Michat KIEZA
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Skojarzenia w grafach kubicznych Marcin PILIPCZUK*

Dwa grafy kubiczne.
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*doktorant Instytutu Informatyki,
Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Skojarzenia to bardzo popularny temat. Pojawiajg sie w réznych miejscach zaréwno

w informatyce, jak i w matematyce dyskretnej. Przypomnijmy: w grafie nieskierowanym G
zbidr krawedzi M nazywamy skojarzeniem, jesli zadne dwie krawedzie z M nie maja
wspolnego konca. W tym artykule zajmiemy si¢ skojarzeniami w grafach kubicznych.
Graf G nazwiemy kubicznym, jesli kazdy wierzchotek G ma stopien doktadnie 3.

Majac dany graf G, przez V(G) i E(G) bedziemy oznaczaé¢ odpowiednio zbiér
wierzchotkéw i krawedzi G. Ponadto oznaczmy n = |V (G)|. Dla wierzchotka v

przez N(v) bedziemy oznaczaé zbiér sasiadéw v; te notacje rozszerzymy na podzbiory
wierzchotkéw: N(S) = (|, .5 N(v)) \ S. Skojarzenie M w grafie G nazwiemy
doskonatym, jesli ma ono rozmiar doktadnie n/2, czyli kazdy wierzcholek G jest
koncem jakiej$ krawedzi skojarzenia. Na rysunku pokazane sa dwa grafy kubiczne:
pierwszy z nich ma doskonate skojarzenie, a drugi nie ma. Czy tatwo jest odréznié
grafy kubiczne z doskonalym skojarzeniem od tych, ktore takiego nie maja?

By odpowiedzieé¢ na to pytanie, przypomnijmy sobie wpierw twierdzenie Halla. Mamy
graf dwudzielny H — dwudzielny, to znaczy, ze zbiér wierzchotkéw V (H) mozna
podzieli¢ na takie dwie czesSci Va(H) i Va(H), ze wszystkie krawedzie H tacza Va(H)
z Ve(H). Interesuje nas to, czy w tym grafie istnieje skojarzenie rozmiaru |Va(H)|,
czyli takie, ze wszystkie wierzcholki ze zbioru Va(H) sa skojarzone (kazdy jest konicem
pewnej krawedzi skojarzenia). Jesli istnieje taki zbiér S C Va(H), ze |S| > |N(S)],

to ewidentnie takie skojarzenie nie istnieje: wierzchotki z S maja za malto sasiadéw,

by wszystkie byty skojarzone. Twierdzenie Halla orzeka, ze powyzszy warunek

jest decydujacy: jesdli dla kazdego S C Va(H) mamy |S| < |[N(S)|, to w H istnieje
skojarzenie rozmiaru |Va(H)|.

Twierdzenie Halla méwi o istnieniu duzych — kojarzacych wszystkie wierzchotki
jednej czesci grafu — skojarzen w grafach dwudzielnych. A jak to jest dla dowolnych
grafow? O tym méwi twierdzenie Tutte. Obierzmy dowolny graf G i zastanéwmy sie,
co moze przeszkadzaé¢ w tym, by G mial doskonate skojarzenie. Wezmy dowolny zbiér
wierzchotkéw S i wyrzuémy go z grafu, otrzymujac graf G \ S. Sp6jrzmy na pewna
sp6jna sktadowa G \ S: jesli ma ona nieparzyscie wiele wierzchotkéw, to w doskonatym
skojarzeniu musiataby istnie¢ krawedz taczaca wierzchotek z tej spéjnej sktadowej

z wierzchotkiem z S. Wobec tego nieparzystych spéjnych sktadowych G\ S nie moze
by¢ wiecej niz |S|. Twierdzenie Tutte méwi, ze powyzszy warunek jest wystarczajacy:
jesli dla kazdego zbioru wierzchotkéw S po wyrzuceniu S w G pozostaje nie wigcej
niz |S| nieparzystych spéjnych sktadowych, to w G istnieje doskonate skojarzenie.

Wréémy teraz do graféw kubicznych. Okazuje sie, ze tym, co moze przeszkadzaé, by

w grafie kubicznym istniato doskonate skojarzenie, sa mosty (patrz np. dolny graf na
rysunku). Krawedz e jest mostem, jesli nie lezy w zadnym cyklu, tj. po wyrzuceniu
krawedzi e konce e lezg w réznych spojnych sktadowych. Sprébujemy wykorzystacé
twierdzenie Tutte, by wykazaé nastepujacy lemat: jesli graf kubiczny G nie ma mostéw, to
ma doskonale skojarzenie. Chcemy uzy¢ twierdzenia Tutte, wezmy wiec dowolny podzbiér
wierzchotkow S i zastanéwmy sig, ile moze by¢ spdjnych sktadowych o nieparzystej liczbie
wierzchotkéw w G\ S. Wezmy taka spdjna sktadowa G,. Zauwazmy, iz taczny stopien
wierzcholtkéw G, to 3 - |[V(G,)|: jest to liczba nieparzysta, czyli, na mocy lematu o usciskach
dtoni, nieparzyscie wiele krawedzi taczy G, z reszta grafu. Jesliby taczyta G, z resztg grafu
tylko jedna krawedz, to bylaby mostem: wobec tego istnieja co najmniej trzy krawedzie
taczace G, z reszta grafu. Skoro G, bylo spéjna skltadowa G\ S, to te trzy krawedzie
tacza G, z S. Z drugiej strony, taczny stopien wierzchotkéw z S wynosi 3« |[S|, w G\ S
moze by¢ zatem co najwyzej 3 - |S|/3 = |S| spdjnych sktadowych o nieparzystej liczbie
wierzchotkow, co konczy dowdd lematu.

Wiemy juz, ze jesli graf kubiczny nie ma mostéw, to ma doskonale skojarzenie. Ale

ile ma tych skojarzen? Otéz do konca nie wiadomo. W latach 70. ubiegltego wieku
Lészlé Lovasz i Michael Plummer postawili hipoteze, ze jest ich wyktadniczo wiele: istnieje
taka stala ¢ > 1, ze kazdy graf kubiczny bez mostéw ma co najmniej ¢" doskonatych
skojarzen. Hipoteze te dosé szybko udowodnil Marc Voorhoeve dla graféw kubicznych
dwudzielnych. Bardzo niedawno Maria Chudnovsky oraz Paul Seymour udowodnili
hipoteze dla graféw planarnych: pokazali oni, ze graf kubiczny planarny bez mostéw ma
€O najmniej Qn/ 655978 752 doskonalych skojarzen. Z drugiej strony, Esperet, Kral, Skoda
i Skrekovski pokazali, ze w dowolnym grafie kubicznym bez mostéw mamy co najmniej
%n — 10 doskonatych skojarzen i jest nadzieja na to, ze niedtugo powstanie dowdd, ze
istnieje ich co najmniej Cnlogn dla pewnej stalej C. Jak widaé, jeszcze dluga droga

pozostalta do rozstrzygniecia hipotezy Lovasza—Plummera.
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Mota delld

O rozgrywkach ligowych

W sporcie stosowane sa rézne systemy prowadzenia rozgrywek. Jednym z nich
jest tzw. system pucharowy, w ktéorym zwyciezca meczu kwalifikuje sie do
dalszych gier, przegrany zas$ odpada z turnieju. Aby system byt bardziej
sprawiedliwy, dokonuje si¢ poczatkowego rozstawienia przeciwnikow, tak by
teoretycznie najsilniejsi spotkali sie jak najpodzniej.

Innym systemem, bardzo przydatnym, gdy nie mamy danego rankingu
druzyn, jest tzw. system kolowy, bardziej znany po prostu jako rozgrywki
W praktyce zwykle kazda para druzyn ligowe. W systemie tym mamy n druzyn i kazda rozgrywa mecz ze wszystkimi
rozgrywa nie jeden, ale dwa mecze — jest  pozostatymi — dzieki temu jest to bardzo sprawiedliwy system. Lacznie mamy
runda rewanzowa. , . . . . 1. .
n(n — 1)/2 meczéw. Rozgrywki skladaja sie z kolejek. Jesli n jest parzyste,
to w kazdej kolejce uczestnicza wszystkie druzyny, a jesli nieparzyste, to
jedna druzyna pauzuje. Drugi przypadek mozemy sprowadzi¢ do pierwszego,
dorzucajac fikcyjna druzyne i interpretujac pauzowanie jako wygrany z nia
mecz. Kazda druzyna musi rozegra¢ n — 1 meczow, a wiec liczba kolejek musi
by¢ rowna co najmniej tyle. Jesli spojrzymy na terminarze spotkan réznych lig,
to zobaczymy, ze skladaja sie one wlasnie z tylu kolejek. Ale dlaczego? Dlaczego
zawsze udaje sie tak ulozy¢ terminarz, aby nie zdarzyla sie sytuacja, w ktorej
wypada, ze dane dwie druzyny, ktore juz graly ze soba, teraz znowu mialyby na
siebie trafi¢? Czy jest to mozliwe dla dowolnej parzystej liczby druzyn?

Popatrzmy na przyktady z zycia. Czy jesteSmy w stanie znalezé dla dowolnej
(odpowiednio malej) parzystej wartosei lige o takiej liczbie druzyn? Poszukajmy
wsrod lig pitki noznej:

- 2 — to do$¢ trywialny przypadek — mecz pomiedzy dwiema druzynami, trudno to
nawet nazwac liga,

4 — przykladowo rozgrywki grupowe w finatach Mistrzostw Swiata albo Europy,
rozgrywki grupowe Ligi Mistrzow; bardzo czesto taczone z systemem
pucharowym (najpierw faza grupowa, potem pucharowa),

6 — np. finalowa runda eliminacji do Mistrzostw Swiata w strefie obejmujacej
Ameryke Pélnocna i Srodkows (CONCACAF), do niedawna taka
wielkosé mialy grupy w rozgrywkach Ligi Europejskiej pod warunkiem,
ze pauzowanie interpretujemy jako mecz z fikcyjna druzyna (grupy
w rzeczywistosei liczyly po 5 druzyn),

8 — trudno znalez¢ lige o tej liczbie druzyn, ale liga polska w sezonie 2001/02 byta
podzielona na dwie grupy po 8 druzyn, z ktérych nastepnie po cztery najlepsze
druzyny wchodzity do grupy mistrzowskiej, a pozostale do grupy spadkowey,

10 — np. liga austriacka, stowenska, szwajcarska czy grupa eliminacyjna do
Mistrzostw Swiata w Ameryce Poludniowej (CONMEBOL),

12 — np. liga dunska, szkocka, stowacka,

14 — tyle druzyn liczyla liga polska w sezonach 2003/04 i 2004/05,

16 — typowa wielkos¢ dla wiekszoéci lig europejskich, np. liga belgijska,
bulgarska, czeska, finska, grecka, norweska, polska, portugalska, rosyjska,

18 — np. niemiecka Bundesliga, liga holenderska, rumunska, turecka,

20 — typowa obecnie wielkos¢ dla najlepszych lig europejskich, takich jak
angielska Premier League, francuska Ligue 1, hiszpanska Primera Division,
wloska Serie A; rowniez liga argentynska czy brazylijska,

24 — np. angielska ,druga liga” — Championship.
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Jak Czytelnik Wnikliwy zapewne
zauwazy, tg metodg mozna ulozyé
terminarz spotkan dla dowolnej ligi

o liczbie druzyn bedacej potega dwdjki.

Dla wszystkich wymienionych lig, aby kazda druzyna zagrala z kazda,
wystarcza n — 1 kolejek. Sklania nas to do przypuszczenia, ze dla dowolnej
liczby parzystej n w lidze liczacej n druzyn zawsze da si¢ tak ulozy¢ terminarz
spotkan, zeby do rozegrania wszystkich meczéw wystarczyto n — 1 kolejek.

Sprobujmy to przetlumaczyé na nieco inny jezyk: przedstawimy rozgrywki

jako graf. Wierzcholkami beda druzyny danej ligi (zakladamy, ze liczba
wierzcholkéw n jest parzysta), a krawedZ laczaca dwa wierzchotki bedzie
oznaczala mecz miedzy odpowiednimi druzynami. Kazde dwie druzyny maja

ze sobg graé, wiec rysujemy wszystkie mozliwe krawedzie — taki graf to graf
petny albo klika o n wierzchotkach. Bedziemy kolorowaé¢ krawedzie naszego
grafu n — 1 kolorami. Kolory oznaczaja kolejki, w ktérych odbywaja sie mecze.
Chcemy tak pokolorowa¢ krawedzie, aby z kazdego wierzchotka wychodzita
krawedZ kazdego koloru i kazdym kolorem bylo pokolorowane n/2 krawedzi. Jesli
to sig uda, to fachowo méwimy, ze graf pelny (klika) o n wierzcholkach rozklada
ste na n — 1 doskonatych skojarzen.

Jak wykazaé, ze dla dowolnej liczby parzystej n mozna tak pokolorowaé
krawedzie grafu pelnego? Okazuje sie, ze mozna to zrobi¢ w bardzo sprytny

i przejrzysty sposéb. Co wiecej, bedzie to sposéb konstruktywny! Umiesémy
mianowicie n — 1 druzyn w wierzchotkach (n — 1)-kata foremnego, a ostatnia
w jego Srodku, tak jak na rysunku 1 (zamiast réznych koloréw sa rézne
rodzaje linii). Teraz sprawa jest dosy¢ prosta: wybieramy dowolny kolor,
malujemy nim dowolng jeszcze niepomalowana krawedz taczaca druzyne

w $rodku z ktéras$ z druzyn w wierzchotkach (n — 1)-kata i nastepnie tym
kolorem malujemy wszystkie przekatne (n — 1)-kata prostopadle do danej
krawedzi. Na rysunku 2 widaé¢ dwa poczatkowe etapy kolorowania. Poniewaz
liczba n — 1 jest nieparzysta, to kazda z wybranych krawedzi taczacych
srodek z wierzcholkiem (n — 1)-kata jest zawarta w jego osi symetrii, a kazda
z "7’2 przekatnych taczacych wierzchotek z jego obrazem symetrycznym jest
prostopadia do tej krawedzi (i nie jest prostopadla do zadnej innej krawedzi
taczacej srodek z wierzchotkiem (n — 1)-kata). W kazdym kroku kolorujemy wiec
”7_2 + 1 = § krawedzi naszego grafu.

Gdy bylem malym chlopcem, czyli we wczesnej podstawdwee, bardzo
interesowalem sie pitka nozng i lubitem tworzy¢ wlasne rozgrywki ligowe.
Najpierw, oczywiscie, trzeba bylo utozy¢ terminarz spotkan. Liga polska
liczyla wéwcezas 18 druzyn, a ja, rzecz jasna, nie znalem opisanego przed chwilg
sposobu. A proste przepisanie terminarza ligi polskiej (i podmiana nazw druzyn)
nie wchodzito w gre, bo w tamtych czasach zwyczajnie nie bardzo mozna byto
ten terminarz znalezé (chyba ze kolekcjonujac gazety z catego sezonu — dzis
wystarczyloby kupié¢ Skarb kibica, wlaczyé telegazete lub wejéé do Internetu).
Nie bylem wigc w stanie ulozy¢ terminarza dla ligi 18-druzynowej, ale za to
wymyslilem sprytny sposéb na ulozenie terminarza dla ligi liczacej 16 druzyn
(i tyle liczyly ,moje” ligi).

Ulozy¢ terminarz dla ligi liczacej 4 druzyny jest tatwo — podzielmy wiec nasza
lige na cztery grupy po cztery druzyny. Nazwijmy je A, B, C, D. Przez pierwsze
trzy kolejki druzyny z poszczegdlnych grup graja miedzy soba. Co dalej?

Teraz nasza lige mozemy potraktowaé po prostu jako lige ztozona z czterech
ydruzyn” A, B, C, D. Mecz pomiedzy ,druzynami” A i B trwa przez cztery
kolejki i polega na tym, ze kazda druzyna z A gra z kazda z B (znowu jest

to bardzo tatwe do zrealizowania). Zatem w kolejkach 4-7 mamy mecze

A-B, C-D, w kolejkach 8-11 mecze A—C, B-D, a w 12-15 mecze A-D, B-C.

I terminarz gotowy.

Na koniec powstaje pytanie: jesli mamy utozony terminarz, albo inaczej,
kolorowanie grafu, to czy mozna tak rozmiescié¢ jego wierzchotki, aby

to kolorowanie byto identyczne z opisang wyzej konstrukcja? Innymi stowy,
czy ten sposéb ukladania jest jedyny z doktadnoscia do kolejnosci kolejek

i uktadu druzyn? Moze Czytelnik potrafi odpowiedzie¢ na to pytanie?

Malg Delte przygotowal Michal KIEZA
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im. M. Kopernika, PAN, oraz
wspoélpracownik stowarzyszenia
Pracownia Komet i Meteoréw

Kosmiczny pyt Kamil ZEOCZEWSKI™

Pyl kosmiczny znajduje si¢ wokél planet, w przestrzeni miedzyplanetarnej,
miedzygwiazdowej oraz miedzygalaktycznej. Ziarna pylu sa obiektami

o rozmiarach od kilku czasteczek do kilkudziesieciu centymetrow. Mimo tego,

iz sa niewielkie, mozna je posrednio zaobserwowaé bez uzycia instrumentow
optycznych. Obserwujac pogodne niebo poza miastem, powinniémy gotym
okiem w ciagu godziny zobaczy¢ co najmniej trzy meteory. Potocznie nazywane
sa one spadajgcymi gwiazdami. Co roku zdarzaja sie okresy, gdy aktywno$é
meteorowa jest duzo wyzsza i siega nawet 100-120 zjawisk na godzine, a czasem
wiecej. Ta zwigkszona ilosé zjawisk zwiazana jest z rojami meteorow, ktore
powstaly na skutek utraty materii z powierzchni komet okresowych lub zderzen
miedzy planetoidami.

Drobiny — meteoroidy — poruszajace sie¢ po orbitach podobnych do orbity

ciala macierzystego moga przeciaé¢ orbite ziemska. Wpadaja w atmosfere

z predkosciami rzedu kilkudziesieciu kilometréow na sekunde, co powoduje
jonizacje ich atomdw, a takze otaczajacego je rozrzedzonego powietrza. W tym
samym czasie material na powierzchni drobiny rozgrzewa sie do temperatury
rzedu 2000 K i odrywaja sie od niego jego czedci skladowe — podlega ablacji.
Gdy ilo$¢ zderzen miedzy meteoroidem a czasteczkami powietrza wzrasta,
zwigksza sie réwniez ilo$¢ zjonizowanych atoméw wchodzacych w sktad
meteoroidu oraz otaczajacego go powietrza. To z kolei powoduje ich $wiecenie

w wyniku rekombinacji tadunku. Wigkszos¢ swiatta sladu meteorowego pochodzi
z linii jednokrotnie zjonizowanych atoméw metali wchodzacych w sktad
meteoroidu. Jonizacja otaczajacej atmosfery stwarza mozliwos$¢ odbijania sie

od sladu meteorowego fal radiowych. Energia kinetyczna wpadajacego ciata
zmniejsza sie w wyniku wspomnianych proceséw jonizacji i ablacji. Na wysokosci
okolo 110 km nad powierzchnia Ziemi $lad meteorowy jest na tyle jasny,

iz moze by¢ dostrzezony bez uzycia instrumentéw optycznych. Wiekszoéé

$ladéw konczy sie, gdy meteoroid dociera do 80 kilometréw nad Ziemia. To,

od jakiej wysokoéci zaczyna by¢ widoczny meteor, zalezy od jego masy, gestosci
i predkosci poczatkowej, jaka mial wzgledem Ziemi.

Zgodnie z prawami Keplera kazde ciato znajdujace sie¢ w polu grawitacyjnym
Stonca porusza sie po orbitach eliptycznych, parabolicznych lub hiperbolicznych.
Przypadek orbity parabolicznej jest czesto uzywany jako pierwsze przyblizenie
w wyznaczaniu orbit kometarnych. Orbity eliptyczne sa zamkniete, natomiast
paraboliczne i hiperboliczne otwarte. Ciala o orbitach otwartych moga uciec

z Ukladu Slonecznego. Zakladajac, ze wszystkie obserwowane meteoroidy naleza
do Ukladu Stonecznego, wyliczamy ze wzoru na trzecig predko$¢ kosmiczna, iz
ich predkosci heliocentryczne (to jest w ukladzie wspolrzednych zwiazanym ze
Slonicem) w poblizu orbity ziemskiej musza by¢ mniejsze niz 42 ki /s. Ziemia
porusza sie z predkoscia okoto 30 km/s wokol Stonica, zatem maksymalna
predkosé wejsciowa meteoroidu wynosi 72 km/s.

Najmniejsze predkosci wejscia osiagaja drobiny swobodnie wpadajace w ziemska,
atmosfere, przyciagane przez grawitacje ziemska. Ich predkosé wejsciowa to
druga predko$é¢ kosmiczna, z powierzchni Ziemi réwna 11,2 km/s (wynika to

z faktu, ze druga predkosé kosmiczna to najmniejsza predkosé, jaka trzeba
nada¢ ciatu, aby dolecialo do nieskonczonosci, czyli opuscito pole grawitacyjne
Ziemi — z zasady zachowania energii mechanicznej wynika, ze cialo przyciagane
z nieskoniczonosci przez grawitacje Ziemi musi uzyskaé¢ przy jej powierzchni taka
samg predkosé). Przyciaganie ziemskie ma réwniez niewielki wplyw na predkosci
meteoroidéw. Sposrod znanych i aktywnych rojéow meteorowych najmniejsze
predkosci maja: Bootydy Czerwcowe (18 km/s), Drakonidy (20 km/s), czy
a-Kaprikornidy (23 km/s). Najszybsze zjawiska mozna obserwowaé dla
n-Aquarydéw (66 km/s), a-Aurygidéw (66 km/s), Orionidéw (66 km/s)

i Leonidéw (71 km/s). Najpowszechniej znane sierpniowe Perseidy produkuja
zjawiska poruszajace si¢ z predkosciami okolo 59 km/s. Szacujac dlugos$é sladu
meteorowego na 30-60 km, otrzymujemy czas trwania meteoréw w przedziale
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od 0,5 do 4,0 sekund. Pomineglismy przy tym efekt projekcji zjawiska wylatujacego
z danego punktu na niebie i przecinajacego sfere niebieska. Efekt ten jest identyczny

ze zjawiskiem skrétu perspektywicznego, ktére mozna zaobserwowaé np. dla

rownoleglych szyn kolejowych zdajacych sie zbiegaé¢ ku sobie wraz ze wzrostem

odleglosci od obserwatora. Ostatecznie, mierzona predko$é¢ katowa zjawiska
zalezy réwniez od wysokosci zjawiska nad horyzontem oraz odleglosci od miejsca,

R T e z ktorego zdaje sie wybiega¢ na niebie, a nazywanego radiantem. W zasadzie

obserwator moze zarejestrowaé zjawiska o predkosciach katowych z przedziatu

w = 0-41 stopni/s, przy czym zerowa predkosé katowa maja meteory lecace

z radiantu wprost na obserwatora (tzw. meteory stacjonarne). Dopiero obserwacje
tego samego zjawiska z dwbch odleglych miejsc moga by¢ uzyte do wyznaczenia
«; 1 jego predkodci liniowej i trajektorii w atmosferze.

Wiegkszo$¢ meteoroidéw, wpadajac w atmosfere, rozgrzewa sig, co z kolei
powoduje ich fizyczne i chemiczne przemiany, ktére zamazuja informacje

o ich pochodzeniu. Te najmniejsze o rozmiarach mniejszych niz kilkaset
mikrometréw — mikrometeoryty — spowalniaja juz w gérnych, najrzadszych
warstwach atmosfery. Ich sktadowe nie podlegaja sublimacji, opadaja powoli
na powierzchnie Ziemi w niemal nienaruszonej postaci. Mikrometeoroidy
moga zachowaé swoj pierwotny sklad chemiczny i morfologie przez dlugi czas,
jesli spadna np. w nietopniejacy $nieg. W roku 2006 naukowcy prowadzacy
badania we francusko-wloskiej stacji polarnej CONCORDIA odnalezli wiele
mikrometeorytéw w warstwie $niegu na gtebokosci 4 metrow. Sposrod blisko
pottora tysigca wyselekcjonowano dwa najmniej przetworzone mikrometeoryty
o numerach 19 i 119. Ich badania za pomoca elektronowego mikroskopu
transmisyjnego wykazaly, iz ztozone sa one z materii organicznej przetworzonej
w niewielkim stopniu. Zawieraja wyjatkowo duzo zwiazkéw wegla, a takze

nadwyzke ilosci deuteru w stosunku do wodoru (10-30 razy wiecej niz na
Ziemi). Sktad chemiczny drobin $wiadczy o tym, zZe ich cialo macierzyste

nie zmienilo sie¢ od miliardéw lat. Sa one pod wieloma wzgledami podobne do
ziaren pylu z komety 81P/Wild dostarczonego za pomoca sondy kosmicznej
Stardust. Odnalezione mikrometeoryty moga by¢ réwne wiekiem dyskowi
protoplanetarnemu, z ktérego dopiero mialy powstaé planety Uktadu
Stonecznego. Natomiast zwiazki organiczne wchodzace w ich sktad sklaniaja
ku hipotezie, iz rezerwuar materii koniecznej do powstania zycia byl obecny
w chlodnych obszarach mtodego Ukladu Stonecznego juz przed 4,5 mld lat.

m Zadania

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 783. Mala kulka o masie m i tadunku elektrycznym ¢
wisi na sprezynie o stalej sprezystosci k. Kulka jest
utrzymywana na wysokosci h nad ziemia, tak ze sprezyna
nie jest naciagnieta. Na podtodze, doktadnie pod

kulka, znajduje si¢ druga kulka, o takiej samej masie m
i przeciwnym ladunku —g. W pewnej chwili puszczamy
gérng kulke. Dla jakiego minimalnego tadunku ¢ dolna
kulka zostanie poderwana do géry? Stala sprezystosci
sprezyny i masa kulki spelniaja warunek kh > mg.
Rozwiazanie na str. 5

F 784. Kulka o masie m i tadunku elektrycznym ¢
znajduje si¢ pod unieruchomionym cialem o tadunku —gq
w odleglosci d od niego i na wysokosci r nad ziemia.
Jaka minimalng predkosé¢ skierowana pionowo w doét
nalezy nadac kulce, aby upadla na ziemie? Poczatkowa
wysoko$¢ r jest duza w poréwnaniu z d, ruch odbywa sie
w jednorodnym polu cigzenia Ziemi.

Rozwiazanie na str. 7
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Redaguje Przemystaw MAZUR

M 1306. Na boku BC tréjkata ABC wybrano

punkt P. Punkty @ i R sa Srodkami okregéw wpisanych
w tréjkaty APB 1 APC. Punkt S jest punktem
stycznosci okregu wpisanego w tréjkat ABC' do

boku BC. Wykazaé, ze punkty P,Q, R, S leza na
jednym okregu.

Rozwiazanie na str. 24

M 1307. Udowodnié, ze sposréod dowolnych n + 1 liczb
ze zbioru {1,2,...,2n} mozna wybraé¢ dwie, tak zeby
jedna byta dzielnikiem drugiej.

Rozwiazanie na str. 6

M 1308. Dany jest wielomian f(x) = 2 — 3z.
Definiujemy indukcyjnie

file) = f(2),  fasi(z) = f(fu(2)).
Dowies¢, ze wielomian f,, ma 3" pierwiastkow
rzeczywistych.
Rozwiazanie na str. 9



Badamy ciata niesztywne w ruchu obrotowym
Czes¢ I: Ciecze o matych lepkosciach

FIZYCZNE

Rys. 1. Ruch surowego jajka;
1 — skorupka, 2 — biatko, 3 — zéttko.

Rys. 2. Ruch ugotowanego jajka;
oznaczenia takie same jak na rysunku 1.

Rys. 3. Obracajacy si¢ balonik;
1 — gumka aptekarska, 2 — nitka,
3 — balonik, 4 — woda, 5 — haczyk.

Stanistaw BEDNAREK

W poprzednich odcinkach tego kacika zajmowalismy sie badaniem ruchu
obrotowego bryly sztywnej. Po przeprowadzonych doswiadczeniach mozna
postawi¢ wynikajace w naturalny sposéb pytanie, jak beda zachowywac sie

w ruchu obrotowym ciala niesztywne, np. ciecze lub proszki? W dzisiejszych
do$wiadczeniach poswiecimy nieco uwagi niektérym aspektom ruchu obrotowego
cieczy o malych lepkosciach, a pdzniej zajmiemy sie cieczami o duzych
lepkosciach i proszkami.

Do dzisiejszych doswiadczen potrzebne beda: dwa surowe jajka, balonik, woda,
olej, denaturat, maka, nitka, gumka aptekarska, szklana butelka z zakretka,
silikon do uszczelnien, trzy plastikowe butelki od napojéw o pojemnosci 1,5 1,
w tym jedna z zakretka, kawalek rurki do nasuniecia na szyjki tych butelek,
naturalny lub gumowy korek, pozwalajacy zamknaé plastikowa butelke, garnek
oraz dostep do gladkiej powierzchni stolu oraz kuchni gazowej lub lodowki

z zamrazalnikiem.

Do pierwszego doswiadczenia wykorzystamy dwa jajka. Jedno surowe jajko
ktadziemy na gtadkiej powierzchni stotu i prébujemy wprawié¢ w ruch
obrotowy przez pokrecenie palcami (rys. 1). Zauwazamy, ze jajko nie chce

sig tatwo obraca¢ — zatrzymuje si¢ zaraz po zakreceniu. Co jest przyczyna
zaobserwowanego faktu? Jak wiadomo, wewnatrz surowego jajka znajduje

sie plynne biatko, w ktérym plywa réwniez plynne zéttko otoczone cienka
btonka. Biatko moze oddzialtywaé ze skorupka jedynie za posrednictwem

sit lepkoéci cieczy, ktére nie sa zbyt duze. Pokrecajac jajko, chwytamy za
skorupke i praktycznie tylko ja wprawiamy w ruch obrotowy. Plynne wnetrze
jajka pozostaje nieruchome i sity lepkosci, czyli tarcia wewnetrznego, szybko
wyhamowuja lekka skorupke, w ktérej zgromadzona jest niewielka energia
kinetyczna ruchu obrotowego. Do wyhamowania jajka przyczyniaja sie ponadto
opoOr powietrza i tarcie o stot.

Drugie jajko wiézmy do garnka z woda i ugotujmy na twardo, czyli przez
okolo 10 min. Po wyjeciu i ostudzeniu jajka sprébujmy wprawi¢ je w ruch
obrotowy tak samo, jak jajko surowe (rys. 2). Okazuje sie, ze ugotowane

jajko obraca sie bez wigkszego trudu przez kilkadziesiat sekund. W tym
przypadku w ruch obrotowy wprawiliSmy mase calego jajka. Nie jest ono
wyhamowywane od wewnatrz i ma wielokrotnie wigksza energie kinetyczna,
pozwalajaca znacznie dluzej wykonywac¢ ruch. Ugotowane i surowe jajko o takiej
samej wielkosci moga nam postuzyé¢ do efektownej sztuczki, zadziwiajacej
kolegéw lub znajomych. Wprawiamy je jednoczeénie w taki sam sposéb w ruch
obrotowy. Dwa identycznie wygladajace jajka zachowuja sie zupelnie inaczej.
Zamiast gotowac jajko, mozemy wlozy¢ je na kilka godzin do zamrazalnika
lodéwki, co spowoduje skrzepniecie jego ptynnej zawartosci. Efekt bedzie

taki sam.

Zeby przeprowadzi¢ drugie doswiadezenie, do balonika nalewamy wody, aby
przyjatl on ksztalt zblizony do kuli o érednicy okoto 6 cm. Ksztalt ten zalezy od
ilodci wlanej wody i sprezystosci balonika. Wlot balonika szczelnie zawiazujemy
nitka i przywiazujemy do niego gumke aptekarska (rys. 3). Chwytamy za
przeciwlegly koniec gumki, pozwalajac balonikowi swobodnie zwisa¢. Gumke
mozemy zawiesi¢ na jakims haczyku lub trzymaé. Druga reka obejmujemy
balonik i kilkadziesiat razy skrecamy gumke, gromadzac w niej przez to energie
potencjalna sprezystosci. Pozwalamy balonikowi ze skrecona gumka nadal zwisaé
nieruchomo, podtrzymujac go lekko od dotu palcami. Widzimy, ze balonik

ma ksztalt prawie kulisty. Nastepnie przestajemy podtrzymywac balonik.
Gumbka zaczyna sie rozkrecaé, a jej energia potencjalna sprezystosci zamienia
sie na energie kinetyczna ruchu obrotowego catego uktadu. Zwréémy uwage, co
dzieje sie z balonikiem.
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Rys. 4. Woda w obracajacej sie butelce;
1 — butelka szklana, 2 — zakretka,
3 — powierzchnia wody.

Fot. 1. Przyrzady do badania
ksztaltu powierzchni wody w ruchu
obrotowym, zamknietej w naczyniu:
(a) cylindrycznym, (b) kulistym. Oba
przyrzady znajduja sie w Ogrodzie
Doswiadczen im. Stanistawa Lema

w Krakowie.

Wraz ze wzrostem szybkosci obrotéw balonik zmienia swdj ksztalt z kulistego
na coraz bardziej zblizony do dysku. Przyczyna tego efektu sa sity odsrodkowe,
dziatajace na zawarta w baloniku wode oraz jego powloke. Sity te zwrdcone sa
na zewnatrz wzdluz promieni, a ich wartosci rosng proporcjonalnie do kwadratu
predkosci. Pod dzialaniem tych sit balonik jest rozciagany i ulega sptaszczeniu.
Wiemy zapewne, ze rowniez Ziemia i niektore ciata niebieskie maja lekko
splaszczony ksztalt. Jest to spowodowane tym, ze sa one niesztywne i wykonuja
ruch obrotowy, dla przyktadu, wewnatrz Ziemi znajduja si¢ stopione skaly, a jej
skorupa moze si¢ odksztalcac.

W trzecim doswiadczeniu wykorzystamy butelke szklana, do ktérej nalewamy
wody, zeby wypelnié¢ nig okoto 0,7 objetosci. Butelke szczelnie zamykamy
zakretka i ktadziemy na gladkiej powierzchni stotu, rysunek 4. Jaki ksztalt

ma powierzchnia wody w butelce? Nastepnie lezaca butelke chwytamy
palcami w polowie jej dlugosci i wprawiamy w ruch obrotowy wokdt osi
pionowej. Butelka obraca si¢ przez kilkadziesiat sekund. Jaki ksztalt przyjmuje
powierzchnia wody podczas obrotu? Widzimy, ze jest ona wtedy wklesta.
Dokladniej, przyjmuje ksztalt paraboloidy obrotowej, ktérej o symetrii
pokrywa sie z osia obrotu.

Drzieje sie tak dlatego, ze na czasteczki wody, obracajacej sie wraz z butelka,
dziataja dwie sity — sita cigzkosci skierowana pionowo w dét i wspomniane
wezesniej sity odérodkowe. Wypadkowa tych sil skierowana jest ukosnie na
zewnatrz, a powierzchnia wody w stanie rownowagi ustawia sie¢ prostopadle do
tej wypadkowej. Rozwazania ilociowe, uwzgledniajace wprost proporcjonalna
zalezno$¢ wartosci sity odérodkowej od promienia obrotu i kwadratu liczby
obrotéw na sekunde, wykazuja, ze ksztalt powierzchni swobodnej jest wlasnie
paraboloida. Do przeprowadzenia tego do$wiadczenia konieczna jest butelka
szklana. Butelka plastikowa jest za lekka, odksztalca si¢ w miejscu styku ze
stotem oraz wykazuje zbyt duze tarcie. Przez to jej ruch jest szybko hamowany
i sila odérodkowa jest zbyt mala, bySmy zdazyli zauwazy¢ zmiany ksztattu
powierzchni wody.

Warto dodaé, ze wypolerowana, wklesta strona paraboloidy obrotowej stanowi
idealne zwierciadto skupiajace, pozbawione aberracji sferycznej. Oznacza to,

iz wszystkie promienie $wietlne réwnolegle do jego osi podtuznej spotykaja sie

w jednym punkcie, zwanym ogniskiem. Byly proby wytworzenia takich zwierciadet
z obracajacej sie rteci, zamknietej w cylindrycznym naczyniu wprawionym w ruch
obrotowy. Powierzchnia czystej rteci jest btyszczaca i bardzo dobrze odbija $wiatlo.
Poniewaz krzywizna powierzchni wzrasta wraz ze zwiekszeniem liczby obrotow
na sekunde, to polozenie ogniska rteciowego zwierciadla mozna byto ptynnie
regulowaé. Zwierciadta takie o $rednicy dochodzacej nawet do kilku metréow
prébowano zastosowaé w duzych teleskopach.

W nastepnym doswiadczeniu przymocowujemy do korka plastikowej

butelki gumke aptekarska, tak by butelka, zwisajac, mogla sie swobodnie
obraca¢. Do butelki nalewamy wody, wypelniajac nia okoto 0,4 objetosci,

i zamykamy butelke zakretka z gumka. Sprawdzamy, jaki ksztalt ma gorna
powierzchnia wody w nieruchomej butelce. Wprawiamy butelke w ruch
obrotowy tak samo, jak balonik w poprzednim do$wiadczeniu. Zauwazamy,

ze powierzchnia wody, podobnie jak w przypadku butelki obracajacej si¢

na stole, przyjmuje ksztalt paraboloidy obrotowej, ktérej galezie wznosza sie
ku gérze ze zwickszajaca sie szybkoscig obrotu. Zalezno$¢ ksztaltu powierzchni
od szybkosci obrotu mozemy zbadaé doktadniej, nagrywajac krétki film cyfrowy
z przebiegiem eksperymentu, np. za pomoca telefonu komérkowego lub aparatu
fotograficznego. Interesujace eksperymenty, ukazujace ksztalt powierzchni
cieczy zamknigtej w réznych naczyniach i wprawionej recznie w ruch obrotowy,
mozna réwniez przeprowadzi¢ w Ogrodzie Doswiadczen im. Stanistawa Lema
w Krakowie (fot. 1) i w Eksperymentarium w 16dzkiej Manufakturze. Warto
wiec odwiedzi¢ te miejsca podczas szkolnej wycieczki.

Opisy innych ciekawych eksperymentéw dotyczacych ruchu obrotowego
cial niesztywnych mozna znalezé na stronie internetowej Delty.
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2ycie na Co sie kryje w morzach?

° Co laczy mszywioty, lek na biataczke, fluoryzujace biatko, Nagrode Nobla z chemii
Z w 2008 roku, obrébke spozywcza kawioru i mleka? Wszystkie te zjawiska i produkty
y \M 6 wynikaja z dzialan czlowieka poznajacego morza i oceany.
W Sopocie, 400 m od dzisiejszej linii brzegowej, wznosi si¢ skarpa porosnieta lasem.
Tu wtadnie archeologowie odkryli pozostalosci drewniano-ziemnej warowni sprzed
1200 lat. Wsréd wykopalisk znalezli todzie oraz pozostatosci dorszy, $ledzi, jesiotréw.

Sadza, ze w tamtym czasie morze dochodzito az do skarpy i stamtad wyplywaty
todzie rybackie.

To miejsce zawsze nasuwa mi obraz czlowieka w skérach, ktéry przedart sie przez gesty
las i zarodla i nagle zobaczyt. .. Ten wyimaginowany obraz gleboko mnie wzrusza.
Czlowiek w skérach nie mial mamy (jak ja), ktéra mu obiecala, ze zobaczy morze.

Jak bardzo musial by¢ zdumiony, poczatkowo przerazony!

Co wtedy pomyslal i co zrobil?
Zbudowal 16dz i wyruszyl na te wode. Rozpoczal trwajaca do dzis eksploracje.

W 2010 roku, po dziesieciu latach badan 2700 naukowcéw z 80 krajow, ogtoszono
podsumowanie wiedzy o morskim zyciu. Byl to chyba najwiekszy miedzynarodowy
projekt, ztozyto sie na niego ponad 540 ekspedycji, 9000 dni spedzonych na morzach
oraz 2600 naukowych publikacji.

Morza i oceany zajmuja 70% powierzchni Ziemi, zyja w nich organizmy ze wszystkich
grup taksonomicznych. Jeszcze teraz mozna dokonaé znaczacych odkry¢: ekosystem
oparty na chemosyntezie w poblizu gltebinowych zrédet hydrotermalnych znaleziono
w 1977 roku, a z tego, ze malutka cyanobakteria, Prochlorococcus, jest liderem
fotosyntezy na Ziemi, zdaliémy sobie sprawe tylko 30 lat temu. Opatentowano

juz wiele genéw i ich produktéw, wytwarzanych przez organizmy morskie, do
zastosowan medycznych (55%), analitycznych i biotechnologicznych (29%),
hodowlanych (26%), spozywczych (17%), kosmetycznych (7%). Szansa znalezienia
aktywnych chemicznie substancji z organizméw morskich jest 500 razy wyzsza niz

z gatunkéw naziemnych.

Wiele patentéw na geny i ich produkty wiaze sie ze specyficznymi cechami
organizméw morskich: zawartoscia nienasyconych kwaséw ttuszczowych, zawartoscia
fluoryzujacych bialek (Nagroda Nobla 2008). Wazne patenty wynikaja z badan
morskich organizmoéw zamieszkujacych ekstremalne warunki: gorace podwodne zrédta
(by¢ moze tam zaczelo sig zycie) albo regiony polarne. W takich ekstremofilnych
mikroorganizmach poszukuje si¢ biatlek enzymatycznych dziatajacych skutecznie

w niskiej lub wysokiej temperaturze, pod wysokim ci$nieniem. Z tych organizmoéw
wydziela sie geny enzymow stosowanych w detergentach, enzymy do obrébki kawioru
czy krowiego mleka.

W 2010 roku prowadzono préby kliniczne 11 fazy z lekiem przeciw rakowi piersi,
wyprodukowanym na wzér substancji wydzielonej z gabek Halichondria okadzi.
Obiecujacy lek przeciwnowotworowy znaleziono w mszywiotach, zwierzetach
osiadtych na powierzchni dokéw, dnach statkéw i obudowach portéw. Naskrobane
12 ton takich mszywiotéw wystarczytoby na $wiatowe potrzeby przeprowadzania
proéb klinicznych.

Wraz z rozszerzaniem zakresu wiedzy o morzach pojawil sie problem zrownowazenia
eksploatacji zasobéw morskich. Zaczal si¢ od regulacji potowdw ryb i morskich ssakéw,
wspartych obserwacja, ze populacje ryb wzrosty w czasie II wojny swiatowej na
obszarach wytaczonych z polowéw w wyniku istnienia pél minowych. Od tamtych

dni datuje sie takze ustanowienie obszaréw chronionych, ktére dzis zajmuja 0,7%
powierzchni mérz i oceanéw. Rozwiazania utrudnia czesto brak jasnego okreslenia
zakresu wod terytorialnych, a co gorsza — brak globalnych ustalen co do mozliwosci
zagospodarowywania zasobéw wod ogdlnie dostepnych. Niech komentarzem bedzie
informacja, ze pod lodem Oceanu Pdinocnego znajduje si¢ prawdopodobnie 22%
$wiatowych zasoboéw ropy i gazu, a $cieraja sie tu interesy Rosji, Kanady, USA i UE.

To jeszcze jedna dziedzina, w ktérej wszyscy ludzie musza sie porozumieé¢. Musza, bo
wody oceaniczne odegraja, by¢ moze, decydujaca role w rozwoju globu, ale tez kusza
do istotnych ingerencji cztowieka, ktore w wielkiej skali moga skonczy¢ sie zle.

Magdalena FIKUS
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Informatyczny kacik olimpijski (39): Wieze

W tym kaciku zajmiemy si¢ rozwiazaniem zadania pochodzacego z jednej
z finalowych rund konkursu TopCoder Open 2010, o nazwie Shrooks on the Board.

Jestedmy proszeni o obliczenie reszty z dzielenia liczby poprawnych ustawien wiez
na planszy przez zadana liczbe pierwsza P. Plansza jest prostokatna, ma H wierszy
oraz W kolumn. W tym zadaniu wieze sa nietypowe: atakuja jedynie pola znajdujace
sie w tym samym wierszu i do tego odlegle o co najwyzej K pol. Poprawne ustawienie
to takie, ktore zawiera co najmniej jedna wieze i zadna wieza nie atakuje innej.

Zauwazmy na poczatek, ze istnieje doktadnie jedno ustawienie, ktére nie zawiera
wiez. Bedziemy uznawali je za poprawne, a na koncu wynik zmniejszymy

o 1. Mozemy wigc ustawi¢ dowolna liczbe wiez w dowolny sposéb, byle

sie nie atakowaly. Od tej pory problemy dla poszczegdlnych wierszy sa
niezalezne. Latwo zauwazy¢, ze jezeli wieze w jednym wierszu mozna ustawic

na Xy sposobow, to ostatecznym wynikiem bedzie reszta z dzielenia liczby
(Xw)f — 1 przez P. Do obliczenia tejze reszty wystarczy znaé reszte z dzielenia
liczby Xw przez P; koszt czasowy koncowego potegowania to O(log H).

Caly problem polega wigc na wyznaczeniu wartosci Xyy. Sprobujmy najpierw
wyprowadzi¢ wzér rekurencyjny na X,,. Mamy nastepujace mozliwosci: albo
pierwsze pole jest puste, a dalsza czes¢ planszy jest jakos zapelniona wiezami, co daje
X1 poprawnych ustawien, albo tez na pierwszym polu stoi wieza, kolejne K pdl

jest pustych, a pozostale sa jako$ zapelnione, co daje dodatkowe X, _ i1 ustawien.
N_/K Ostatecznie mamy, ze X,, = X,,_1 + X,,_x_1. Pozostaje zaznaczy¢, iz dla n < 0
przyjmujemy X,, = 1. Daje to prosty algorytm obliczajacy Xy w czasie O(W).

Inne rozwiazanie otrzymujemy, stosujac standardowa
metode obliczania wyrazéw ciagu zadanego wzorem
rekurencyjnym za pomoca szybkiego potegowania
macierzy, patrz artykut Macierze oczami informatyka
w Delcie 7/2009. Przypomnijmy tylko, ze w metodzie
tej przedstawiamy taki oto wektor

Xn—l

Xn—K
jako iloczyn pewnej macierzy A rozmiaru
(K +1) x (K +1) i analogicznego wektora zapisanego
dla n — 1. Wéwczas zadanie sprowadza sie do

obliczenia macierzy A", co mozemy wykonaé
w czasie O(K?log W).

Sprébujmy teraz podej$é do problemu od innej strony.
Pokazemy, ze sposobéw ustawienia ¢ wiez w wierszu
dhugoéci W jest tyle samo, co wyboréw ¢ elementéw
sposrod W — (¢ — 1) - K elementéw. Dla ustalenia uwagi
przyjmijmy, ze wieza zajmuje swoje pole oraz K podl na
prawo od niego. W takim razie mozemy skonstruowacé
bijekcje miedzy ustawieniami wiez a wyborami
elementéw. Majac dane ustawienie wiez, po prostu
usuwamy K pél na prawo od kazdej wiezy poza ostatnig
i otrzymujemy wybor £ pol sposréd W — (£ — 1)K pél.
Odwrotnie, majac dany pewien wybdr £ elementow
sposréd W — (£ — 1)K elementéw, ustawiamy wieze

w polach odpowiadajacych tym elementom i po kazdej
(poza ostatnia) dokladamy dodatkowo K wolnych pdl.

Zadanych ustawien wiez jest zatem (W_ef+K .

Oczywiscie, musi by¢ W — (K + K > /¢, czyli
W+ K

<
K+1
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Ostatecznie:
Uit W —(K+ K
Xy = Z ( , )
£=0
Aby obliczy¢ reszte z dzielenia Xy, przez P, wystarczy
umieé szybko obliczaé reszty z dzielenia symboli
Newtona przez P. W tym celu korzystamy z twierdzenia
Lucasa, ktore orzeka, ze jedli P jest liczba pierwsza
i0<b,d< P, to (“P‘H’) daje taka sama reszte

cP+d

z dzielenia przez P co ()

. (Z). Zauwazmy teraz, ze
zaréwno reszty z dzielenia liczb 0!, 1!, ... (P —1)!
przez P, jak i ich odwrotnosci modulo P, mozemy
obliczy¢ w czasie O(P) — te drugie wedlug wzoréw

odwr(k!) = (k +1) - odwr((k + 1)),
odwr((P —1)!) = —1.

Woéwezas reszte z dzielenia (Z) przez P obliczamy

w czasie stalym, natomiast (’z) ponownie zapisujemy
a' P+b’
¢’ P+d’

spos6b symbol Newtona (Z) obliczamy w czasie
O(logp n). Mozemy wiec obliczy¢ Xy, wykonujac

O (¥ logp(W + K) + P) operacji. Mozna $mialo
powiedzie¢, ze jest to O(% logW + P) operacji, gdyz
P > 2, a zadanie jest interesujace tylko dla K < W.

w postaci i zaczynamy od poczatku. W ten

Zadne z powyzszych rozwiazan nie jest jeszcze
satysfakcjonujace. Aby uzyskaé lepszy wynik,
polaczymy ostatnie dwa rozwiazania. Jedli K* < W,
to uruchamiamy rozwigzanie z mnozeniem macierzy,
a w przeciwnym przypadku rozwiazanie przez symbole
Newtona. Ostatecznie, cate zadanie rozwiagzujemy
w czasie O(W% logW + log H + P) przy zuzyciu
pamieci rzedu O(P + VW),
Tomasz KULCZYNSKI



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

90 lat fizyki na Hozej

Rozkwit fizyki teoretycznej na Hozej rozpoczal si¢ wraz

z powrotem z Kanady profesora Leopolda Infelda w 1950
roku. Podobnie jak Pienkowski mial on dar do wyszukiwania
mtodych utalentowanych naukowcéw, ktérych rozsytat po
$wiecie, aby, po powrocie, rozwijali najgoretsze kierunki
fizyki teoretycznej w Warszawie. To podejscie, zaréwno

w teorii, jak i w praktyce, jest kontynuowane. Dzigki

niemu Hoza pozostaje jednym z liczacych sie osrodkow
fizyki, a badania koordynuje juz chyba piate pokolenie
profesoréw.

Hoza jest rowniez kolebka Internetu w Polsce. Pierwsza
internetowa transmisja zostala przeprowadzona 20 lat

temu wladnie stad, a pierwsza polska strona domowa
znajdowala sie na naszych serwerach. Od 1997 roku Hoza
jest takze jednym z najaktywniejszych i najefektywniejszych
uczestnikow Warszawskiego Festiwalu Nauki. Ostatnie lata
to takze coraz lepsze wykorzystywanie nowych srodkéw
finansowania. Na ptlocie terenu przy Hozej 69 powoli zaczyna
brakowaé¢ miejsca na tablice informacyjne realizowanych tu
projektéw.

Budynek przy Hozej 69 w latach miedzywojennych.

Hoza wielokrotnie si¢ rozbudowywata, ale zawsze byto tam
za ciasno. Paczkujace inicjatywy z czasem znajdowaly
sobie wlasne miejsca, ale wiele z nich, w jakiej$ czesci,
pozostato na Hozej na zasadzie symbiozy. Przyktadem
moze by¢ Instytut Probleméw Jadrowych. Jego czesé, od
ponad po6l wieku (na poczatku jako cze$é IBJ), miesci
sie — prowizorycznie — na terenie przy Hozej 69. By¢é
moze mijajaca wtasnie okragta rocznica bedzie ostatnia
obchodzona w tym historycznym miejscu. Na Kampusie
Ochota buduja si¢ juz nowe budynki.

Hoza 69 lub po prostu Hoza to synonim osrodka fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego. Budowe rozpoczeto w roku
1913, ale wojna ja przerwata. W roku 1919, po studiach

i pracy naukowej w Liege i Heidelbergu, wraca do Polski
trzydziestoszescioletni Stefan Pienkowski, aby objaé katedre
fizyki dos$wiadczalnej odradzajacego sie Uniwersytetu
Warszawskiego. Na Hozej zastaje niewykonczone mury.

Z wrodzona energia i determinacja organizuje rodki
pozwalajace na doprowadzenie do otwarcia Zaktadu
Fizycznego UW juz po pietnastu miesigcach, czyli na

poczatku roku 1921. Profesor Piefikowski pozostaje Co sig stanie z terenem przy Hozej 697 Nie wiadomo.
spiritus movens osrodka do konca swojego aktywnego Hoza to jednak cos wigcej niz adres czy budynek.
zycia (1953). To hasto elektryzujace pokolenia wychowanych
na Hozej fizykéw.
To gléwnie dzigki niemu Hoza w krétkim czasie stata sie Piotr ZALEWSKI
jednym z najlepszych osrodkéw fizyki doswiadczalnej
w Buropie. Kluczowe okazalo sie madre inwestowanie Korzystatem gltéwnie z materialéw dostepnych poprzez strone

www.fuw.edu.pl
W szczegblnosci z artykutu A. K. Wréblewskiego Zarys dziejow Hozej
opublikowanego w Postepach Fizyki 45(1994)459-483.

w mloda kadre naukowa. Intencja Stefana Pienkowskiego
byto rozwijanie pelnego wachlarza badan podstawowych.
Najzdolniejszych uczniéw wysytal do zagranicznych
osrodkéw, zeby po powrocie mogli prowadzié
badania na nowych kierunkach. Np. Andrzej Sottan
pojechal do Pasadeny, a Leonard Sosnowski do
Cambridge. Po II wojnie swiatowej pierwszy
otrzymatl zadanie organizacji Instytutu Badan
Jadrowych, a drugi zostal pierwszym faktycznym
dyrektorem Instytutu Fizyki PAN (bo wyznaczony
do tej funkcji Pienkkowski juz nie zdazyl jej objaé).
Cho¢ decyzje o utworzeniu nowych instytucji byly
polityczne, to oddawaty one stale rosnacy potencjat
naukowy Hozej.

Sama II wojna $wiatowa przerwala rozwéj osrodka.
Wyposazenie zostato zrabowane. Pienkowski
przystapit do organizowania tajnego Uniwersytetu,
a na Hozej utworzyt Zaklad Pomiaréw Fizycznych,
ktory nie dotrwal do konca wojny. Sam budynek
przetrwal, ale zostal zdewastowany. Po wojnie
Pierikowski, juz jako rektor Uniwersytetu
Warszawskiego, doprowadzit do reaktywacji tak
Uniwersytetu, jak i Hozej. Sala Duza Doswiadczalna. Przy katedrze Stefan Piefikowski.
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Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl
' W roku szkolnym 2010/2011 Stowarzyszenie na rzecz Edukacji

Matematycznej jest organizatorem LXII edycji Olimpiady
Matematycznej. Od wrze$nia do grudnia 2010 roku uczestnicy Olimpiady
Matematycznej zmagali sie z dwunastoma zadaniami domowymi
pierwszego etapu zawodow. Do jedenastu Komitetéw Okregowych OM

w calym kraju przystano do oceny prace 1557 uczniéw. Do zawodow
drugiego stopnia zakwalifikowano 605 uczestnikéw. Oméwimy jedno

z zadan pierwszego etapu LXIT OM.

Zadanie 8. Punkt M jest srodkiem boku BC' trojkgta ostrokgtnego
ABC. Punkt K lezy na boku BC i spetnia warunek < BAM = <K AC.
Na odcinku AK wybrano taki punkt E, Ze < BEK = <{BAC. Dowie$c, ze
SKEC =<BAC.

Rozwigzanie. Zalézmy, ze AB < AC. Oznaczmy o« = < BAK oraz

8 =<A<KAM. Niech D bedzie takim punktem, ze czworokat ABDC

jest rownoleglobokiem (rys. 1). Z zalozenia < BEK = 2a + 3, wiec
SEBA = a+ 3. Oznacza to, ze AEBA~ ACDA 1 42 = £8 — BB,
Ponadto < FBA =a+ =< FAC, co oznacza, ze AEBA ~ AEAC. Stad
JACE =aiXKFEC =<4<FAC+ <ACFE = 2a + (3, co nalezato wykazac.

Zauwazamy jeszcze, ze gdy AB > AC, rozumowanie jest analogiczne.

7 tresci rozwazanego zadania wynika, ze prosta AK jest symediang
w ANABC. Oznacza to, ze prosta AK jest obrazem $rodkowej AM

w symetrii osiowej wzgledem dwusiecznej kata < BAC'. Przedstawimy
ponizej dwa inne rozwiazania zadania 8 wykorzystujace wlasnosci
symedian. Rozwiazania te nie sg prostsze niz rozwigzanie juz
zaprezentowane, korzystaja jednak z ciekawych faktow.

Fakt 1. W czworokgcie ABC D wpisanym w okrgg przekgtne przecinajg
sie w punkcie P. Jezeli AP jest symediang w NABD, to CP jest
symediang w ABCD, BP jest symediang w NABC oraz DP jest
symediang w AADC (rys. 2).

Rozwiagzanie zadania 8 oparte na fakcie 1. Niech D bedzie
punktem przecigcia prostej AK z okregiem opisanym na AABC
réznym od punktu A (rys. 3). Wowczas <CAD = <CBD jako

katy wpisane oparte na tym samym tuku. Ponadto z zatozenia
JSABE =<4<BEK — <BAFE = <BAC — < BAFE = <CAD. Z faktu 1,
BK jest symediang w AABD. Réwnoéé < KBD = <EBA

oznacza, ze BE jest srodkowa w ADBA. Wiec C'E jest $rodkowa

w ANACD i < ACE = <KCD. Ponadto <BCD = <BAD

jako katy wpisane oparte na tym samym tuku. Ostatecznie

IKEC = <ECA+ {FEAC = <CAD + <BAD = <BAC.

B Fakt 2. Jezeli AK jest symediang w ANABC, to styczne do okregu opisanego
K na AABC w punktach B i C oraz prosta AK sa wspélpekowe (rys. 4).

C Rozwiazanie zadania 8 oparte na fakcie 2. Niech styczne do okregu
opisanego na AABC w punktach B i C przecinaja sie w punkcie F' (rys. 5).
7 faktu 2 prosta AK, jako symediana w AABC, przechodzi przez F'.
Mamy zatem <« BCF = < BAC 7z twierdzenia o kacie pomiedzy styczna
i cigciwg. Z zalozenia <« BAK = < BEF, wigc punkty B, E, C' i F leza na
F jednym okregu. Z réwnosci BF = FC wynika, ze < BEF = S FEC, co
jest teza zadania.
Rys. 5 Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

Termin nadsytania rozwigzan: 31 V 2011

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html

Zadania z matematyki nr 617, 618
Redaguje Marcin E. KUCZMA
617. Znalez¢ wszystkie funkcje F', okreslone na zbiorze wszystkich liczb

catkowitych dodatnich, o warto$ciach rzeczywistych, spelniajace rownanie
F(3m + 2n) = F(m)F(n) dla kazdej pary liczb calkowitych m,n > 1.

618. Punkt P lezy wewnatrz rownolegloboku ABC D, przy czym srodek
odcinka AD jest jednakowo odlegty od punktéow P i C, a érodek odcinka C'D

B C

609. Na odcinku BX, po zewnetrznej stronie tréjkata

ABC, budujemy tréjkat BXZ przystajacy do AY X (tak,

ze |BZ| = |AX|, |XZ| = |Y X|). W tych tréjkatach katy przy
wierzchotkach B i A sg réwne, wobec czego BZ || CA. Zatem
kat CBZ jest rozwarty.

Skoro |AB|>|AC|, to |BZ|=|AX|>|CY|. Stad i z rozwartosci
kata C BZ wnosimy, patrzac na trapez ZBCY, ze
|IBC| < |YZ| < |YX|+|XZ] =2 |XY].
610. Okreslamy pare ciagéw (an), (bn) wzorami: a1 = by = 1,
(1) An+1 = An + 2bn,
Wobwczas as = 3 oraz
Gnt2 = Gng1 + 2(an + bp) = ang1 + 2an + (Any1 — an) =

- 2a/'nA»l + Qn,

bn+1 = an + bn

co pokazuje, ze (an) jest ciagiem danym w zadaniu.
Ze wzoréw (1) dostajemy réwnosé

ai+1 - 257214-1 = —(ai - 26%);
a poniewaz aj — 203 = —1, wynika stad, ze a2 — 202 = (—1)".
Ustalmy n. Widaé, ze a,, jest liczba nieparzysta. Niech
p = 2m + 1 bedzie jej dowolnym dzielnikiem pierwszym.
Dostajemy zaleznosé

202 = (—1)""" (mod p).

Po podniesieniu do potegi m (i skorzystaniu z matego

twierdzenia Fermata: b2™ = 1),
(2) 2™ = (=1)™" Y (mod p).
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jest jednakowo odlegly od punktéw P i A. Punkt @ jest $srodkiem odcinka BP.
Wykazaé, ze <« PAQ = < PCQ.

Zadanie 618 zaproponowal pan Michal Kieza z Warszawy.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2010

Przypominamy tresé¢ zadan:

609. W trojkacie ostrokatnym ABC bok AB jest najdiuzszy. Na bokach AB i AC zaznaczono
odpowiednio punkty X i Y tak, ze |AY| = |BX|. Wykazaé, ze 2 - | XY| > |BC|.

610. Ciag (an) jest okreslony rekurencyjnie: a; = 1, az = 3,

Anp = 20p—-1 + Qn_2 dla n > 3.

Dowiedé, ze zaden wyraz tego ciggu nie ma dzielnika dodatniego postaci 8k + 5.

Za chwile wykazemy, ze jednocze$nie

(3) 2™ = (=1)™/21 (mod p).

Roéwnosé (mod p) prawych stron (2) i (3) oznacza, ze

(4) liczby m(n + 1) oraz [m/2] sg jednakowej parzystosci.
Dla n parzystego warunek (4) méwi, ze m = 4k lub

m = 4k + 1 dla pewnego k; zatem p = 8k + 1 lub p = 8k + 3.
Kazdy dzielnik pierwszy liczby a, ma wiec taka postac.
Dowolny dzielnik dodatni (jako iloczyn pewnej liczby
dzielnikéw pierwszych) wtedy tez jest tej postaci.

Dla n nieparzystego warunek (4) implikuje m = 4k lub
m=4k+3, czylip=8k+11lub p=8k+7.1znéw, dowolny iloczyn
takich liczb tez jest liczba tej postaci. W obu przypadkach liczby
postaci 8k + 5 nie moga by¢ dzielnikami liczby a,.

Pozostaje udowodnié wzér (3). Przyjmijmy (dla ustalonego m)
oznaczenia:
A = iloczyn wszystkich liczb parzystych z przedziatu (1;m),
B = iloczyn wszystkich liczb nieparzystych z przedziatu (1;m),
C' = iloczyn wszystkich liczb parzystych z przedziatu (m + 1;2m).
Tloczyn B liczy [m/2] czynnikéw. Laczymy je z czynnikami
iloczynu C' w pary o sumie 2m + 1 (czyli p). Otrzymujemy
zwiazek C' = B - (—1)I™/21 (mod p). Stad

2"ml=2-4-...-2m)=A-C=A-B-(-1)"™/? =

= (=1)™/?m! (mod p).

Wystarczy teraz podzieli¢ przez czynnik m! (wzglednie
pierwszy z p), by uzyskaé¢ wzoér (3) i zakonczy¢ rozwiazanie.



Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan: 31 V 2011

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

502 (WT = 1,00) i 503 (WT = 3,55)
z numeru 9/2010

Jacek Piotrowski
Jerzy Witkowski
Tomasz Rudny
Andrzej Idzik
Tomasz Wietecha

Rzeszow 37,13
Radlin 33,82
Warszawa 32,65
Bolestawiec 26,47
Tarnéw 25,39

Zadania z fizyki nr 514, 515
Redaguje Jerzy B. BROJAN

514. Jednorodny krazek (blok) moze si¢ obracaé bez tarcia
wokol poziomej osi, oznaczonej na rysunku 1 kropka. Drugi
taki sam krazek jest potaczony z pierwszym nawinieta

na nie nitka. Z jakim przyspieszeniem spada dolny krazek?

515. Zbiornik zawierajacy n = 100 moli gazu doskonatego

o temperaturze T} = 400 K i pod ciénieniem p; = 2 - 10° Pa
znajduje si¢ w otoczeniu powietrza atmosferycznego

o temperaturze Ty = 290 K i pod ciénieniem pg = 1 - 10° Pa.
Obliczy¢ maksymalng prace, ktéra moze wykonaé zespot Rys. 1
gaz + otoczenie (zar6wno bezposrednio, jak za posrednictwem maszyn
cieplnych). Cieplo molowe gazu przy stalej objetosei jest réwne Cy = %R.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2010

Przypominamy tres¢ zadan:

506. Pozioma ptlytka kolowa o promieniu r i momencie bezwladnosci I obraca si¢ wokél swojej

osi bez tarcia. Jej poczatkowa predkosé katowa to wg. W plytce jest rowek, a w rowku — kulka

o masie m, ktéra moze si¢ w nim toczy¢ bez tarcia. Kulka poczatkowo znajdowala si¢ w §rodku
plytki, a pod wplywem bardzo stabego impulsu zaczetla sie toczy¢ na zewnatrz i spadta z pltytki. Ile
wynosila konncowa predkosé katowa plytki wi? Rozwazy¢ trzy przypadki — gdy rowek biegnie prosto
wzdluz promienia (rys. 2(a)) i gdy ma ksztalt pétokregu (rys. 2(b) i (c)).

P @ b) T (c)

Rys. 2 Rys. 3

507. W soczewce skupiajacej o ogniskowej f widzimy obraz pozorny stozka, ktérego o$ pokrywa
si¢ z osig soczewki (rys. 3). Kat rozwarcia stozka wynosi 2«, a jego wierzchotek jest odlegly od
soczewki o x. Ile wynosi kat rozwarcia obrazu stozka 237

506. W przypadku (a) sktadowa okrezna (prostopadta do promienia) predkosci kulki
wynikata tylko z obrotu plytki i w chwili stoczenia si¢ z ptytki wynosita wir. Zgodnie
z zasada zachowania momentu pedu

IUJ()
I+ mr2’
W przypadkach (b) i (c) predkosé kulki w chwili stoczenia nie jest wprost powiazana
z wi. Oznaczmy ja vi; zauwazmy tez, ze sktadowa radialna predkosci wtedy
nie wystepuje. Mozna wiec skorzysta¢ zaréwno z zasady zachowania momentu pedu,
jak i z zasady zachowania energii:

2 .
Two = Twy + mwir”, czyli w1 =

lwo = Twi + musr, %Iwg = %wa + %mv?.
Réwnania te maja dwa rozwiazania: banalne rozwiazanie w1 = wo (wtedy v1 = 0), oraz
,hiebanalne”
I—mr?
T+me Trm)
Rozwigzanie ,banalne” odpowiada przypadkowi (b), a ,niebanalne” — przypadkowi (c).

w1 = wo (wtedy v1 = 2wor

507. Promien biegnacy wzdluz tworzacej stozka mozna uwazaé za wybiegajacy ze
wszystkich punktéw tej potprostej, zatem po zatamaniu pobiegnie tak, jakby
wybiegal ze wszystkich punktow jej obrazu. Stad wynika, ze jego przedtuzenie

tworzy z osig soczewki kat 3. Oznaczmy przez h wysokos¢, na ktérej nastepuje
zalamanie tego promienia, a przez y odlegtos¢ obrazu wierzchotka stozka od soczewki.
Z réwnan

h h 1 1 1
tga = —, tgﬁ:_7 PO )
x y oz oy f
znajdujemy rozwiazanie
x
tg 8 = (1 - —) tg a.
f
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Rozwigzanie zadania M 1306.
Niech Q' i R’ oznaczaja rzuty punktéw
Q@ i R na prostg BC.

B QP S R c

Z przyréwnania odcinkéw

stycznych do okregu wpisanego

w tréjkacie APB wynika réwnosé
PQ' = $(AP 4+ BP — AB). Podobnie
mamy

R'S=CS—-CR =
— %((ACHLBC — AB) —
— (AC + PC — AP)) =
= %(AP-&-BP — AB),

czyli PQ' = R’S. Stad réwniez

PR =Q'S, czyli PQ' - PR’ = SQ’ - SR'.
Poniewaz kat QPR miedzy dwusiecznymi
katéw przyleglych jest prosty, wiegc
trojkaty prostokatne QQ'P i PR'R

sg podobne. W takim razie

QQ' - RR' = PQ' - PR = SQ’ - SR'.
Stad tréjkaty QQ’'S i SR’'R sa podobne,
wiec kat QSR tez jest prosty. To oznacza,
ze punkty P, @, R, S leza na jednym
okregu.

Patrz w niebo: Najmlodsza planeta

Doniesienie o odkryciu kolejnej niewidocznej planety przy jakiej$ odleglej
gwiezdzie nie budzi juz sensacji. Gdyby planete dalo sie wprost zobaczy¢, to inna
sprawa, ale takie planety sa jednak za male i zbyt odlegle, dlatego o ich obecnosci
wnioskuje sie posrednio, na podstawie widma gwiazdy, bo generalnie widmo
zawiera mnéstwo informacji o gwiezdzie. Wyglad widma zalezy przede wszystkim
od temperatury gwiazdy, ale wszelkie odchylenia od wygladu standardowego moga
nies¢ informacje o tym, co dzieje sie w otoczeniu gwiazdy. Tak wlasnie stalo sie
w przypadku gwiazdy o pozornie dziwacznej nazwie CoKu Tau 4, ktéra nie jest
dziwaczna, jezeli sie wie, ze oznacza pewna gwiazde w obszarze gwiazdotworczym
w Byku (Taurus), a odkryli ja Amerykanie M. Cohen i L.V. Kuhi. Gwiazde
odkryto w podczerwieni, a inny badacz zauwazyl, ze jej widmo ma ,,dotek”

przy diugosci fali okoto 10 um. Otéz gdyby gwiazda byta samotna, to jej widmo
bytoby jak w podreczniku, a gdyby gwiazde otaczal dysk materii, to widmo
spadatoby ku falom dlugim mniej stromo, bo dysk dodawalby swoja emisje

w podczerwieni. Dolek w widmie zinterpretowano jako obecnosé¢ dysku z centralna
dziura, czyli stwierdzono, ze gwiazde otacza pierécien. Uwaga: dotek w widmie
nie przynidst informacji o rozmiarach dziury; jego obecnosé wskazuje tylko, ze
dziura w ogdle jest. Widocznie na dlugosci fali odpowiadajacej temu dotkowi

jest niewiele energii gwiazdy (taka to gwiazda) i energii pierscienia tez jest malo,
bo emituje on gléwnie na falach jeszcze diuzszych.

Jakie z tego wnioski? Wokot gwiazdy centralnej CoKu Tau 4 materia dysku
najwyrazniej zostata zuzyta i... dalej jest ogromne pole do popisu dla
teoretykéw. Nalezy przede wszystkim sprobowaé okredlié, co i kiedy z tej
materii powstalo. Gdyby miala tam powstaé¢ druga gwiazda, to mogtaby juz
by¢ widoczna, a skoro nie jest, to pewnie jest tam planeta. Sama gwiazda
ma nie wigcej niz milion lat, planeta musi by¢ wiec jeszcze mlodsza. Stwarza
to dalsze problemy, bowiem wedlug jednych badaczy formowanie samego
jadra planety trwa dluzej, inni za$ utrzymuja, ze niestabilnosci w dysku moga
Znaczaco przyspieszy¢ proces zgeszcezania sie planety. Bez wzgledu na to,
czy ten mechanizm zostanie wyjasniony, czy nie, pozostaje faktem, ze przy
CoKu Tau 4 mielibyémy najmlodsza znana planete — wedlug niektérych wrecz
yhiewiarygodnie mloda”.

Tomasz KWAST

Marzec

Orion, chyba najokazalszy w zimie gwiazdozbior, wieczorem jest juz wyraZnie

w zachodniej stronie nieba, ale z péinocy na poludnie przecina niebo Droga
Mleczna. Na poludniu, prawie na horyzoncie, widzimy na jej tle Rufe i Kompas,
dwa z czterech gwiazdozbioréw, na ktore roztozono dawny Okret Argo.
Pozostalych dwéch w Polsce nie widaé (a sa to Zagle i Kil). Troche to dziwne,
gdy jedna z czesdci sktadowych okretu ma by¢ kompas, ale to taka juz tradycja.
Kompas jest gwiazdozbiorem niepozornym, Rufa do$¢ rozleglym, ale w Polsce
widac tylko jej cze$¢. Nie ma tam szczegdlnie jasnych gwiazd, korzystajac jednak
z czystego zimowego nieba (zima naprawde mniej kurzu unosi si¢ w atmosferze),
mozna sprobowaé zobaczy¢ przez lornetke trzy gromady otwarte, tworzace

maly tréjkat. Sa nimi M46 (o jasnosci 6 mag), M47 (4,5 mag) i NGC 2423

(6,9 mag). Kazda z nich zawiera co najmniej 50 gwiazd, przy czym pierwsza

z wymienionych ma ponad 100 gwiazd. Kompas, choé¢ tez lezy w Drodze
Mlecznej, nie zawiera podobnych obiektéw dostepnych obserwacjom amatorskim.

Merkury znajdzie si¢ najdalej na wschéd od Stonca 23 11, mozna go wiec szukaé
na niebie zachodnim. Wenus jest w Koziorozcu, Mars w Wodniku, a Jowisz

w Rybach, czyli wszystkie te planety sg blisko Stonca, zatem ich nie widaé.
Jedynie Saturn jest w Pannie, wida¢ go wiec przez cala noc. Now Ksiezyca
wypada 4 III, a pelnia 19 III. Zadnych za¢mien ani zakryé jasnych obiektéw

w marcu nie bedzie, nie bedzie tez przewidywalnych rojow meteoréow, za to —

co chyba najwazniejsze — 20 III nastapi wiosenna réwnonoc, czyli dni stana sie
juz dluzsze od nocy. I w ogéle idzie ku wioénie!

T. K.
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TwM jest bardzo podobne do
omawianego tu miesigc temu twierdzenia
Cevy (patrz zadanie 6).

Rys. 2

Cwiczenie: Jedli P jest érodkiem okregu

X AP AB+ AC
wpisanego, to — =

PD  BC
A
E
p \E
B D C
Rys. 3
A

Sktadaniu jednoktadnosci poswiecony byt
deltoid 3/2010.

Twierdzenie Menelaosa Joanna JASZUNSKA

W wielu zadaniach dane sa trzy punkty, ktore albo sa wspdtliniowe, albo nalezy
to o nich udowodni¢. Wygodnym narzedziem bywa wtedy

Twierdzenie Menelaosa (TwM). Punkty D i E lezq odpowiednio na bokach
BC i CA tréjkgta ABC, a punkt F na przedluzeniu boku AB (rys. 1).
Wowczas punkty D, E, F sq wspolliniowe wtedy 1 tylko wtedy, gdy

FB DC EA

1. W tréjkacie ABC punkty D, E sa spodkami dwusiecznych odpowiednio
< BAC i X ABC. Punkt F jest spodkiem dwusiecznej kata zewnetrznego przy
wierzchotku C'. Udowodnij, ze punkty D, E, F' leza na jednej prostej.

2. Punkty D, F, F naleza odpowiednio do bokéw BC,C A, AB trdjkata ABC),
proste AD, BE, CF przecinaja sie w punkcie P. Wykaz, ze

AE ~AF AP

EC "FB~ PD’
3. Sfera S jest styczna do krawedzi AB, BC,CD, DA czworoscianu ABC' D
odpowiednio w punktach K, L, M, N. Wykaz, ze leza one na jednej pltaszczyznie.

Rozwigzania

. . . . i A_F o & BD __ A_B
R1. Twierdzenie o dwusiecznej orzeka, iz: 75 = 55, B = 4o

(rys. 2). Zachodzi wigc réwnos$¢ z TwM, co konczy dowdd. O

R2. Z TwM dla tréjkata ABD i prostej F'P (rys. 3) zachodzi
BC DP AF AP AP CD
cp PA'FB_ " FB~ PD BC
. 7. . . . AE AP
godobme z TwM dla tréjkata AC'D i prostej EP otrzymujemy £= = 57 -
atem

tq|<)
PN
Il
:>|Un
wiQ

l:J|Ud
QUS|

AE AF AP BD+CD AP
ECTFBTPD ~ BC  PD
R3. Zal6zmy, ze prosta KN przecina prosta BD w pewnym punkcie X (poza
odcinkiem BD, rys. 4). Wtedy z TwM dla tréjkata ABD i prostej KN mamy
BX DN AK
XD NA KB
Odcinki stycznych do sfery z jednego punktu sg réwne, stad AK = AN,
BK =BL,CL=CM, DM = DN. Wobec powyzszego
_BX DN BX DM BX DM CL
XD KB XD LB XD MC LB
Zatem z TwM dla tréjkata BC' D, prosta LM przecina prosta BD w punkcie X.
Stad proste KN i LM przecinaja si¢, wiec punkty K, L, M, N leza na jednej
plaszczyZnie. Prostszy przypadek KN || BD pozostawiam jako é¢wiczenie. O

Zadania domowe

4. Punkty D i E leza odpowiednio na bokach BC i C'A tréjkata ABC, a punkt F’
na przedhuzeniu boku AB, przy czym punkty D, E, F' sa wspélliniowe. Punkty
K, L, M sa odpowiednio $srodkami bokéw BC,C A, AB, za$ punkty D', E’, F’
— obrazami symetrycznymi punktéw D, E, F' w symetriach

X7 wzgledem K, L, M. Wykaz, ze punkty D', E', F’ sa wspolliniowe.
5. Udowodnij twierdzenie Menelaosa.

Wskazowka. Zrzutuj punkty A, B, C na prostag DFE i zastosuj twierdzenie Talesa.

6. Udowodnij twierdzenie Cevy: Punkty D, E, F naleZqg odpowiednio do bokéw

BC,CA, AB trojkgta ABC. Wéwczas proste AD, BE, CF przecinajq sie
AF BD CE _ |

w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy ©5 - D& * Fa
Wskazowka. Wykorzystaj podobny pomyst, jak w rozwiazaniu zadania 2.

7. Wykaz, ze ztozenie jednokladnosci o érodku O; i skali k; z jednokladnoscia
o $srodku Oy # Oq i skali ko # k% jest jednokladnoscia o srodku na prostej O10s.
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