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Drzewo Steinera: jedno zagadnienie, mnéstwo problemoéow
Marek CYGAN™*, Marcin PILIPCZUK™

W naszym zespole badawczym analizujemy wiele réznych
zagadnien, ktore wystepuja w réznych aspektach. Nic w tym
dziwnego, wszak algorytmika jest bardzo szeroka dziedzing.
Zdarza sie i tak, ze to samo zagadnienie pojawia sie w wielu
kontekstach. Taka sytuacja ma miejsce w przypadku
problemu drzewa Steinera.

Zanim przejdziemy do formalnej definicji, przyjrzyjmy sie
nastepujacemu klasycznemu problemowi geometrycznemu.
Ksiaze Piotrus jest wladca trzech miast: A, B i C. Chce je
polaczy¢ drogami tak, by z kazdego miasta dato sie dojechac
do kazdego innego, i oczywiscie pragnie zminimalizowa¢ koszt
budowy, czyli sume dlugosci zbudowanych drog. Jedna

z dostepnych opcji jest zbudowanie drog wzdtuz dwoch
krotszych bokow trojkata ABC. Jednak, co dla niektorych
Czytelnikow moze by¢ zaskakujace, mozna lepiej! O ile tylko
kazdy kat wewnetrzny tréjkata ABC ma miare mniejszg niz
120°, taniej jest zrobi¢ tak: znajdujemy wewnatrz trojkata
ABC punkt X, taki ze XAXB = <BXC = <CXA =120°,
i budujemy drogi XA, XB i XC'. Czasem wiec oplaca sie
wyjs¢ poza schemat prowadzenia drog bezposrednio miedzy
miastami i zbudowaé¢ dodatkowe skrzyzowanie. To dodatkowe
skrzyzowanie nazywa sie czesto punktem Steinera.

B
A

Qo>

C

Rys. 1. Punkt X jest punktem Steinera dla wierzchotkow A, B, C.

Przetézmy teraz problem ksiecia Piotrusia na jezyk teorii
graféw. Mamy dany sp6jny graf nieskierowany G = (V, E),
w ktorym kazda krawedz e € E ma swoja dtugosé de > 0.
Graf to caly $wiat ksiecia Piotrusia: wierzchotki grafu
odpowiadaja mozliwym skrzyzowaniom, a krawedzie
mozliwym drogom. Ksiestwo ksiecia Piotrusia to podzbior
wierzchotkéow T' C V': te wierzcholki reprezentuja miasta,
ktoére chcemy potaczyé drogami. Mamy znalez¢ najtansza sie¢
drog — czyli spojny podgraf grafu G — ktora taczy wszystkie
miasta — czyli wierzchotki zbioru T'. Zauwazmy, ze ten
najtanszy podgraf zawsze bedzie drzewem. Zbior T czesto
nazywa sie zbiorem terminali. Tak okreslone zagadnienie to
problem znalezienia najtanszego drzewa Steinera dla zbioru
terminali T'. Przykladowy graf z czterema terminalami
znajduje sie na rysunku 2.

Bedziemy tez czasem moéwili o problemie drzewa Steinera bez
dlugosci; wtedy zakladamy, ze kazda krawedz grafu ma
dlugosé jeden. Zauwazmy, ze odpowiada to znalezieniu jak
najmniejszego zbioru wierzchotkoéw X C V \ T tak, by zbiér
X UT indukowat spéjny podgraf grafu G, tzn. aby krawedzie,
ktorych oba korice znajduja sie w tym zbiorze, wystarczaty do
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tego, aby z kazdego terminalu dalo sie dojs¢ do kazdego
innego terminalu. Zbiér X reprezentuje dodatkowe
wierzcholki poza T' w poszukiwanym drzewie Steinera. Jesli
wezmiemy |X| dodatkowych wierzchotkéw, to drzewo
rozpinajace X U T bedzie mialo | X|+ |T'| — 1 krawedzi i taki
sam bedzie koszt budowy drog, co oznacza, ze minimalizujac
| X |, minimalizujemy sume dlugosci krawedzi wybranych do
drzewa Steinera.

Rys. 2. Cztery zaznaczone wierzcholki to terminale. Pozostale
wierzchotki oraz krawedzie to mozliwe skrzyzowania i drogi.
Pogrubionymi kreskami zaznaczono krawedzie najtanszego drzewa
Steinera, ktorego koszt to 14.

Problem drzewa Steinera, nawet w wersji bez dlugosci, jest
NP-trudny, co oznacza, ze najprawdopodobniej nie da sie
efektywnie znajdowaé¢ optymalnych rozwigzan tego
zagadnienia. Wobec tego bedziemy probowali radzi¢ sobie

z nim w dwojaki sposob: dla wiekszych instancji

(tj. wiekszych danych wejsciowych problemu) wystarczy nam
rozwigzanie przyblizone, natomiast rozwiazanie dokladne
bedziemy znajdowaé¢ w czasie wykladniczym dla graféw na
tyle duzych, na ile pozwoli nam zlozonos¢ naszego algorytmu
oraz moc obliczeniowa komputera.

Zacznijmy od najbardziej klasycznej metody radzenia sobie

z problemami NP-trudnymi, czyli od algorytméw
aproksymacyjnych. Chcemy szybko — w czasie
wielomianowym od rozmiaru grafu — znalez¢ drzewo Steinera,
ktore niekoniecznie bedzie najlepsze, ale bedzie niewiele
gorsze od optymalnego.

Aby otrzymaé prosty algorytm aproksymacyjny, wré¢my do
oryginalnego problemu ksiecia Piotrusia na plaszczyznie.
Wymyslenie, by doda¢ punkt X, byto do§¢ trudne. A o ile
gorzej bytoby, gdyby ksiaze Piotrus zbudowal drogi wzdtuz
dwoch krotszych bokow trojkata ABC? Otoz okazuje sie, ze
niewiele gorzej.

Przeanalizujmy ten pomyst w jezyku teorii grafow. Zmierzmy
najkrotsze odleglosci miedzy kazda para miast. Zbudujmy
graf pelny H o zbiorze wierzchotkow 7. Dla miast s,t € T
jako dhugosé krawedzi st przyjmijmy dlugosé najkrotszej
$ciezki miedzy s i t w grafie G. Graf H odpowiada grafowi
sktadajacemu sie z bokow trojkata ABC' w rozpatrywanym
na poczatku problemie na plaszczyznie, przy zalozeniu, ze
robotnicy ksiecia Piotrusia nie potrafiag budowaé
dodatkowych skrzyzowan, ale potrafiag budowaé najkrétsze
drogi miedzy kazda para miast. W grafie H znajdZzmy
minimalne drzewo rozpinajace D — mozna to zrobié¢
wielomianowo za pomocy jednego z klasycznych algorytmow,
np. Kruskala lub Prima. Nastepnie dla kazdej krawedzi st
drzewa D, w grafie G zbudujmy ciag drég odpowiadajacy



najkrotszej Sciezce miedzy s it. W ten sposéb w G
polaczymy wszystkie miasta. Zauwazmy, ze mozliwa jest
sytuacja, w ktorej jedng droge (krawedz oryginalnego grafu)
bedziemy chcieli wybudowaé¢ wiecej niz raz, gdyz byla ona
czescia kilku najkrotszych Sciezek wybranych do drzewa
rozpinajacego. Jednakze w takim wypadku uzyskane drzewo
Steinera bedzie tansze niz drzewo D, wiec jest to dla nas
sytuacja jak najbardziej korzystna. Zastanéwmy sie, o ile
drozsze moze by¢ drzewo D od rozwiazania optymalnego?

Rys. 3. Graf H otrzymany poprzez wyznaczenie najkrotszych Sciezek
pomiedzy kazda para terminali grafu z rysunku 2. Pogrubione
krawedzie to minimalne drzewo rozpinajace D o koszcie 15.

Niech D* bedzie optymalnym drzewem Steinera. Wykonujemy
nastepujaca operacje, kluczows dla calej analizy, mianowicie
podwajamy krawedzie drzewa D*. W ten sposob otrzymujemy
graf spojny, w ktorym kazdy wierzcholek ma stopient parzysty.
Ma on wiec cykl Eulera o dlugosci réwnej dwukrotnosci
kosztu drzewa D*. Zauwazmy, ze fragmenty cyklu prowadzace
pomiedzy kolejnymi terminalami maja dlugoéci co najmniej
takie, jak dlugosci odpowiednich krawedzi w grafie H, gdyz
dtugosci krawedzi w grafie H odpowiadaja najkrétszym
$ciezkom w G. Zatem podwojony koszt drzewa D* jest nie
mniejszy niz koszt pewnego zbioru krawedzi F' rozpinajacego
graf H, ktory to koszt jest z kolei nie mniejszy niz koszt
drzewa D, ktore jest minimalnym drzewem rozpinajacym

w grafie H. Stad, nasz algorytm aproksymacyjny znajdzie
drzewo Steinera o koszcie nie wiekszym niz dwukrotnosé
kosztu optymalnego drzewa Steinera.

B

C ? D
Rys. 4. Lewy rysunek przedstawia cykl Eulera otrzymany przez
podwojenie krawedzi drzewa D* z rysunku 2. Po prawej stronie
znajduje sie zbiér krawedzi F' rozpinajacy graf H odpowiadajacy temu
cyklowi Eulera (kolejne terminale na cyklu laczymy krawedziami w H).
A czy da sie lepiej? To znaczy, czy w czasie wielomianowym
mozliwe jest skonstruowanie drzewa Steinera, ktorego koszt
bedzie mniejszy niz dwukrotno$é¢ optymalnego rozwiazania?

Okazuje sie, ze probujac lokalnie poprawiaé otrzymane
drzewo, np. starajac sie wybiera¢ wierzcholki Steinera

o stopniu 3, mozna otrzymacé troche lepszy wspoélczynnik
aproksymacji (najwiekszy iloraz znalezionego przez nas
rozwigzania oraz rozwigzania optymalnego). Najlepszy
aktualnie znany algorytm aproksymacyjny dla problemu
drzewa Steinera znajduje zawsze rozwigzanie nie gorsze niz
1,39 optymalnego kosztu. Algorytm ten pochodzi z 2010 roku,
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a jednym z jego autoréw jest Jarostaw Byrka z Uniwersytetu
Wroctawskiego.

Na dzi$ starczy algorytmoéw aproksymacyjnych. Teraz
bedziemy prébowali rozwigzac¢ problem drzewa Steinera

w sposob dokladny, lecz w wersji bez dtugosci. W tym
sformulowaniu problem przejawia nature kombinatoryczna.

Uporzgdkowanym etykietowanym drzewem nazwiemy drzewo
z wyr6znionym korzeniem, w ktorym zbiér synéw kazdego
wierzchotka jest uporzadkowany (tzn. ich kolejno$¢ ma
znaczenie). Kazdy wierzcholek takiego drzewa ma etykiete
bedaca identyfikatorem wierzchotka z grafu G. Aby
uporzadkowane etykietowane drzewo D bylo poprawne, musi
by¢ spelniony warunek, ze jesli w drzewie D mamy krawedz
laczaca wierzchotki o etykietach u, v, to w grafie G istnieje
krawedz wv. Zauwazmy, ze nie wymagamy, aby etykiety
wierzchotkéw drzewa byly rozne, jednakze etykieta kazdego
wierzcholka jest rézna od etykiety ojca, gdyz w grafie G nie
ma petli.

Rys. 5. Graf G oraz jedno z poprawnych uporzadkowanych
etykietowanych drzew D. Zauwazmy, ze drzewo D nie musi zawierac
wszystkich etykiet wierzchotkéw z grafu G.

Zauwazmy, ze jesli w grafie G istnieje uporzadkowane
etykietowane drzewo D, ktérego zbiér etykiet zawiera
identyfikatory wszystkich terminali, to optymalne drzewo
Steinera ma nie wiecej niz |D| wierzchotkéw, gdyz mozemy
uzy¢ drzewa D do konstrukcji zbioru drég, ktére rozpinaja
caly zbiér terminali.

Wygodniej bedzie, gdy zamienimy problem optymalizacyjny,
jakim jest poszukiwanie minimalnej liczby wierzchotkéw

w drzewie Steinera, na problem decyzyjny, w ktérym mamy
stwierdzi¢, czy w danym grafie istnieje drzewo Steinera
zawierajace nie wiecej niz d wierzchotkéw. Zamiast szukaé
drzewa Steinera, bedziemy szuka¢ uporzadkowanego
etykietowanego drzewa D, ktorego zbior etykiet zawiera
wszystkie identyfikatory terminali ze zbioru 7. Okazuje si¢
jednak, ze duzo latwiej szuka sie drzewa, ktore nie zawiera
pewnych etykiet, dlatego tez uzyjemy zasady wlaczen

i wylaczen (czyli uogdlnienia wzoru |A U B| =

= |A| + |B| — |AN B| na wigkszg liczbe zbioréw). Niech
N(d,X)dlad > 11X CT oznacza liczbe uporzadkowanych
etykietowanych drzew o d wierzcholkach, ktorych zbiér etykiet
nie zawiera identyfikatorow terminali ze zbioru X. Wartosé
N(d, X) dla ustalonych d oraz X mozna obliczy¢ w czasie
wielomianowym standardowym algorytmem programowania
dynamicznego, co pozostawiamy Drogiemu Czytelnikowi jako
éwiczenie. Zauwazmy tez, ze na mocy zasady wlaczen

i wylaczen liczba uporzadkowanych drzew d-wierzchotkowych
zawierajgcych wszystkie etykiety ze zbioru T' jest rowna:

S (=¥ N, X).

XcT




Skoro kazda wartos¢ N(d, X) potrafimy obliczy¢ w czasie
wielomianowym, to powyzsza sume mozemy obliczy¢ w czasie
2/T1. poly(|V|), przy czym przez poly(|V|) oznaczamy czas
wielomianowy wzgledem |V|. Ten algorytm zaprezentowal

w 2009 roku Jesper Nederlof, a gléwna zaleta tej metody jest
to, ze zalezno§¢ wyktadnicza dotyczy jedynie |T|, a nie catego
|V|. Pytaniem otwartym jest, czy da sie to zrobié¢ szybciej,
np. w czasie (2 — )/ Tlpoly(|V|) dla jakiegos e > 0.

W artykule ,Pokrycie wierzchotkowe kontratakuje” (Delta
4/2010) przedstawilismy idee kernelizacji. Algorytm
kernelizacyjny to taki, ktory szybko (w czasie
wielomianowym) istotnie zmniejsza rozmiar problemu w ten
sposob, ze dla zmniejszonej instancji wynik jest taki sam jak
dla oryginalnej. Sprébujmy zrozumieé, czego oczekiwaliby$my
od algorytmu kernelizacyjnego dla problemu drzewa Steinera.
Wejsciem (decyzyjnej wersji) problemu drzewa Steinera bez
dtugosci jest graf G = (V, E), zbi6r terminali (miast) 7 C V
oraz liczba catkowita d; chcemy znalezé drzewo D o co
najwyzej d wierzchotkach, zawierajace wszystkie terminale.
Chcielibysmy w czasie wielomianowym zredukowaé rozmiar
grafu; powiedzmy, ze oczekujemy, ze po redukcji graf bedzie
wielkosci wielomianowej wzgledem k = |T'|. Pokazemy,
dlaczego jest to niemozliwe (przy odpowiednich zalozeniach
teorioztozono§ciowych).

Na chwile przenieSmy sie do innego zagadnienia. W problemie
znajdowania motywu w grafie mamy dany graf H, w ktorym
kazdy wierzchotek jest pomalowany na jeden z k kolorow.
Chcemy wybraé po jednym wierzchotku kazdego koloru tak,
by wybrane wierzchotki tworzyly (indukowaly) graf spojny.
Taki zbiér wierzchotkéw nazywamy motywem. Co moze
wyda¢é sie zaskakujace, problem ten jest NP-trudny, nawet
gdy H jest drzewem, ktérego wszystkie wierzchotki maja
stopieni nie wiekszy niz trzy.

Zauwazmy, ze problem drzewa Steinera jest co najmniej tak
trudny jak problem znajdowania motywu w grafie.
Faktycznie, istnieje sprowadzenie (redukcja) przeksztalcajace
instancje problemu znajdowania motywu w grafie na
instancje problemu drzewa Steinera. Majac dana instancje
problemu znajdowania motywu w grafie H, dla kazdego
koloru ¢ dodajemy terminal ¢; polaczony ze wszystkimi
wierzchotkami koloru i. Latwo zauwazy¢, ze drzewo Steinera
o 2k wierzchotkach w grafie H z dodanymi terminalami
odpowiada motywowi w oryginalnym grafie H. Jest tak
dlatego, ze dwa rozne terminale nigdy nie maja wspolnego
sasiada, co oznacza, ze do drzewa Steinera musimy wybraé co
najmniej k wierzchotkéw niebedacych terminalami. Jednakze
szukamy drzewa o co najwyzej 2k wierzchotkach, co oznacza,
7e zbiér nieterminali, ktére wybierzemy do drzewa Steinera,
musi by¢ spéjny, gdyz nie mozemy sobie pozwoli¢ na
wybranie zadnego dodatkowego wierzchotka. Ten spéjny zbior
nieterminali odpowiada motywowi w oryginalnym grafie, jako
ze sasiedzi réznych terminali maja rézne kolory.

Teraz zalézmy, ze mamy algorytm kernelizacyjny dla
problemu drzewa Steinera w grafie bez dlugosci, tj. algorytm,
ktory w czasie wielomianowym redukuje rozmiar grafu G do
wielko$ci wielomianowej od k — liczby terminali w grafie.
Mozemy wtedy wykonaé¢ nastepujaca operacje:

1. Zalézmy, ze mamy dany dlugi cigg instancji problemu
znajdowania motywu w grafie Hi, Ho, ..., Hy; kazda instancja
ma doktadnie k kolorow.

2. Tworzymy graf H, ktory jest suma rozlaczna wszystkich
grafow H;, 1 < i < t. Kolory wierzchotkéw sg takie same jak
w grafach H;. Zauwazmy, ze w grafie H istnieje motyw wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje on w co najmniej jednym z grafow
H;: motyw musi by¢ spojny, wiec musi zawiera¢ sie w jednej
spojnej sktadowej grafu H.

3. Redukujemy problem znajdowania motywu w grafie H do
problemu znajdowania drzewa Steinera, tak jak

w poprzednim akapicie: dodajemy po jednym terminalu
kazdego koloru. Otrzymujemy graf G, w ktérym szukamy
drzewa Steinera o 2k wierzcholkach.

4. Na grafie G uruchamiamy algorytm kernelizacyjny, ktory
zmniejsza graf G do rozmiaréw wielomianowych wzgledem 2k
(czyli wielomianowych wzgledem k).

Przeanalizujmy, co sie stato. Liczba poczatkowych instancji —
t — mogta by¢ bardzo duza, ponadwielomianowa w stosunku
do k. Na koncu otrzymaliémy jedna instancje problemu
znajdowania drzewa Steinera o duzo mniejszej liczbie
wierzcholkow — wielomianowej wzgledem k. Przy tym ta
konicowa instancja jest ,synteza’ poczatkowych instancji:
istnieje w niej odpowiednio male drzewo Steinera wtedy

i tylko wtedy, gdy co najmniej jedna poczatkowa instancja
miala motyw. Koricowa instancja jest jednak bardzo mata

i nie ma szans pomiesci¢ informacji o wszystkich
poczatkowych instancjach problemu znajdowania motywu

w grafie — intuicyjnie oznacza to, ze musielisSmy wiekszosé
instancji H; w jaki§ sposob rozwiaza¢. Okazuje sie, ze dla
problemu NP-zupelnego taka operacja nie moze nam si¢ udac;
powyzsze rozumowanie mozna sformalizowaé i pokazaé, ze
algorytm kernelizacyjny dla problemu drzewa Steinera
pociagalby za soba duza rewolucje w teorii ztozonosci, co jest
malo prawdopodobne. Dodajmy tylko, ze uzyta tutaj technika
jest rowniez stosunkowo nowa — pierwsi uzyli jej Lance
Fortnow i Rahul Santhanam w swojej pracy z 2008 roku.

Jak wida¢, problem drzewa Steinera ma wiele ciekawych
obliczy i kazdy znajdzie w nim co§ dla siebie. Barwne jest
zycie algorytmika.

Do grupy naukowej badajacej rézne aspekty probleméw
NP-trudnych na wydziale Matematyki, Informatyki

i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego naleza dr Lukasz
Kowalik, dr Marcin Mucha, dr hab. Piotr Sankowski, dr
Jakub Wojtaszczyk, a takze doktoranci i studenci wydziatu,
w tym autorzy tego artykulu. Gléwne kierunki badan
stanowig aproksymacja oraz algorytmy dokladne dla
problemow NP-trudnych. Prace, ktérych autorami sa
czlonkowie zespotu, sa publikowane na najlepszych
miedzynarodowych konferencjach poswieconych informatyce
teoretycznej oraz w uznanych periodykach naukowych.
Czlonkowie grupy sa laureatami programéw stypendialnych
Fundacji Nauki Polskiej, miesiecznika Polityka i nagréd im.
Witolda Lipskiego. Ponadto prace naukowe grupy badawczej
prowadzone sg w ramach grantow MNiSW, jak réwniez
prestizowego grantu ,,Starting Independent Researcher Grant”
ufundowanego przez European Research Council, ktérego
kierownikiem jest dr hab. Piotr Sankowski.

Objasnienie terminologii grafowej wykorzystanej w tym artykule
mozna znalezé np. w ksiagzce R.J. Wilsona Wprowadzenie do teorii
graféw, natomiast opis wspomnianych algorytméw Kruskala

i Prima stuzacych do wyznaczania minimalnego drzewa

rozpinajacego — w ksigzce T.H. Cormen, C.E. Leiserson,
R.L. Rivest, C. Stein, Wprowadzenie do algorytmow.
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Rys. 1. Fala elektromagnetyczna opisana
rownaniami (1)—(4). W gérnym wierszu
fala biegnaca (maksima przesuwaja si¢
wzdluz osi), w dolnym stojaca (maksima
wykonuja ruch goéra-doél, nie
przemieszczajg si¢ wzdluz osi).
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Rys. 2. Indukcja momentu dipolowego
przez jednorodne pole elektryczne.

Rys. 3. Na jasny kolor zaznaczono pole E
fali stojacej dla réznych t (dla w,k =1).
Jesli mianownik w réwnaniu 5 jest
dodatni, to Vit jest postaci (a), natomiast
(b), jesli jest ujemny.

*Uniwersytet Jagiellonski,
doktorant I roku

Sie¢ optyczna — krysztal doskonaty
Mateusz LACKI*

W 1913 roku Niels Bohr zapostulowal model atomu wodoru. Zgodnie z nim
uktad protonu i elektronu nie moze mie¢ dowolnej energii wigzania, lecz musi ona
wynosi¢ E,, = 7137226‘/, dla n € N. Przeskok miedzy poziomami ny i ny jest
powiazany z absorpcja lub emisja fotonu o energii E,, n, = |Epn, — En,|. Zbior
wszystkich liczb E,,, , tworzy tzw. widmo, czyli zbiér wartosci energii fotonéw,
ktore atom moze wyemitowaé lub absorbowaé. Foton o energii £ ma okreslong

czestotliwosé: v = %, gdzie h jest stala Plancka.

Inne pierwiastki maja wiecej elektronéw, tym samym maja bardziej
skomplikowane spektra, bardzo trudne do obliczenia nawet w przyblizeniu.
Spektra (nawet wodoru) komplikuja tez nieuwzglednione efekty (choéby
relatywistyczne). Spektra atoméw, wyznaczone doswiadczalnie lub obliczone
komputerowo, sa w duzej mierze skatalogowane w ogélnodostepnych zrodtach.

Z klasycznego punktu widzenia $wiatlo (w tym wiazka lasera) jest fala
elektromagnetyczna, ktora opisuja rownania Maxwella. W ukladzie odniesienia,
takim ze wiazka propaguje sie wzdtuz osi & w prawo (rys. 1), fale te mozna opisaé
jako uktad pol elektrycznego i magnetycznego zmiennych w czasie i przestrzeni:

(1) E(z,y~0,z~0,t) = §Eq cos(kx — wt),
(2) B(x,y~0,z~0,t) = 2By cos(kx — wt),

gdzie Ey = Boc, k = 27”, 2nw = f oraz A jest dtugoscia fali, a f — czestotliwoscia.
Zaltozenie, ze y, z ~ 0, bierze sie stad, iz powyzsze rownania opisuja jedynie
Swiatto wewnatrz wiazki. Jesli zestawimy dwie wiazki powyzszego typu,
propagujace wzdluz osi & w przeciwne strony (tak by wektory E lezaly na jednej
plaszczyznie), otrzymamy fale stojaca:

(3) E(z,t) = 29Eq cos(kz) cos(wt),
(4) B(x,t) = 22Eq sin(kx) sin(wt).

Opisalismy przypadek oddziatywania atomu z fotonami o energiach
odpowiadajacych energiom przejicia miedzy poziomami energetycznymi. Jesli
atom znajduje sie w polu elektromagnetycznym, ktore jest falg stojaca o takiej
czestotliwosci w, ze nie odpowiada ona zadnej z czestotliwosci przejscia
atomowego, wowczas emisja i absorpcja fotondéw jest niestychanie rzadka (w skali
zjawisk atomowych) i pomijalna. Z drugiej strony atom znajdujac sie w polu
elektrycznym polaryzuje sie (jadro przyciagane jest w przeciwna strone niz
chmura elektronéw, indukowany jest moment dipolowy d, co powoduje zmiane
energii atomu o AE = ~d- E).

Gdy pole elektryczne pochodzi od fali stojacej, ktorej czestotliwosé odpowiada
fotonom o energii bliskiej réznicy energii miedzy pewnymi dwoma poziomami
E, < Ey, okazuje sie, ze:

(eEelektr.)2 |Mab|2
4 Ey-E, - hv’

(5) AE =

gdzie |My|? jest proporcjonalne do prawdopodobieristwa przejécia miedzy
poziomami E, i Ej, gdyby takowe mogto zajsé¢, a Feextr. jest amplituda
elektrycznej sktadowej fali stojacej w danym punkcie przestrzeni — u nas

Eelektr. = Eo cos(kx). W praktyce ,wylapuje si¢” dziesigtki tysiecy atomow. By
wszystkie mialy energie E,, trzeba obnizy¢ temperature do rzedu mikrokelwinow.

Na zmiane energii atomu mozna patrzeé, jakby 6w znajdowal si¢ w zewnetrznym
potencjale Vi (z) = AE. Potencjal ten nie zalezy od czasu — tak naprawde jest
usrednionym po czasie ,efektywnym” oddzialtywaniem z fala stojaca. Tworzac
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Rys. 4. Sie¢ optyczna: atomy zimnego
gazu (np. 87Rb) znajduja si¢ w okolicach
miniméw Veg(z,y,2). W fizyce klasycznej
niemozliwe jest przeskoczenie nad
maksimami Vg, (gdyz energia kinetyczna
nie moze byé¢ ujemna), dozwolone w fizyce
kwantowej.

Rys. 5. Dyslokacja w strukturze
krystalicznej metalu. Niedoskonatosci
w strukturze krystalicznej powoduja
nieregularno$ci w dynamice elektronow
i opor elektryczny.

Al

N=9, L=3N=41=2

Rys. 6. Catla sie¢ bedzie sktadac sie

z kilku obszaréow — w kazdym z osobna N
bedzie wielokrotnoscia L. W praktyce
sieci znajduja sie w putapce — zewnetrzny
potencjal sprawia, ze skoriczona ilosé
oczek jest obsadzana — %n(n— 1) jest
mniejsze niz roéznica miedzy energiami na
dnie oczek — A na rysunku.

@)
w W
U+U=2U 0+3U=3U

Rys. 7. Minimalny koszt przeskoku atomu
to U.

W przypadku klasycznego przewodnictwa
mozna by powiedzie¢, ze pasmo
przewodnictwa znajduje sie w odlegltosci
U =3U -2U od pasma ,walencyjnego”.

uktad trzech prostopadtych laserowych fal stojacych, otrzymamy potencjat
Vert (2., 2) = Vopt () + Vopt (y) + Vope (2) = k (sin® (k) +sin® (ky) + sin®(k2))
(rys. 3, 4, 6), ktory nazwiemy siecig optyczna.

Jegli mianownik w réwnaniu (5) jest dodatni, wowcezas potencjal przyjmuje
warto$¢ maksymalna, kiedy amplituda pola elektrycznego jest maksymalna.
Atom jest odpychany od tych obszaréw w strone obszarow, gdzie pole elektryczne
jest stale zerowe — minimoéw potencjalu Vog (). Jedli mianownik jest ujemny,
woéwcezas wspomniane obszary zamieniaja sie rolami maksiméw i minimoéw.

Sieé¢ optyczna jako krysztal

Sie¢ optyczna ma strukture periodyczna wyznaczong przez okresowoscé
Ves : Vegr( + %,y + 00 2+ ) = Veg(w, 9, 2), m, [,n € Z, mozna wige uklad: siec
optyczna + atomy zwiazane Vg $miato nazwaé krysztatem, podobnie jak uktad:
chmura elektronéow i periodycznie utozone atomy w krysztatach metali.

Badajac przewodnictwo (czyli grupowy ruch elektronéw) roznych metali,
rozwazamy chmure zdelokalizowanych elektronow poruszajacych sie w calej
objetosci krysztalu. Krysztaly w mikroskali sa siecia ,zywa’, gdyz atomy metalu
wykonuja ztozone drgania grupowo, powodujac rozchodzenie sie fal zwanych
fononami. Niezwykle trudno jest opisa¢ tego typu oddziatywania, a opisaé je
trzeba, gdyz mozliwa jest zamiana energii elektronéw na energie niesiona przez
fonony. Mozliwy jest jedynie opis przyblizony. W przypadku sieci optycznych nie
ma fononéw — maksima i minima Vig sa stale w czasie 1 nie zmieniaja polozenia.
Sie¢ optyczna jest takze idealnie regularna — nie ma spotykanych w przypadku
metali dyslokacji (rys. 5), czyli zaburzen struktury krystalicznej. Dlatego sie¢
optyczna jest krysztalem idealnym (na tyle, na ile mozliwe jest wykonanie
idealnie sinusoidalnego promienia laserowego).

W przypadku konkretnych gazéw kazdy atom oddzialuje z pozostalymi atomami
w tym samym oczku sieci (i tylko z nimi). Jesli w oczku znajduje sie¢ n atomow,
woOwczas mamy tam (Z) par atomoéw, z kazda zas para zwiazana jest pewna
energia oddzialywania U, przy czym U > 0, jesli atomy odpychaja sie, a U <0,
jesli sie przyciagaja. Zatozmy, ze U > 0. Energia U zalezy od budowy
wewnetrznej atomow. Co ciekawe mozna manipulowaé¢ wielkoscig U, oswietlajac
gaz dodatkowym laserem o odpowiednio dobranej czestotliwosci oraz teoretycznie
mozna ustali¢ U rowne dowolnej liczbie rzeczywistej. Wykorzystywane jest
zjawisko tzw. rezonansu Feshbacha.

Rozpatrzmy fragment sieci optycznej, sktadajacy sie z L oczek sieci i zawierajacy
N atomoéw. Jesli Veg ma wysoka amplitude, wowczas tunelowanie
(przeskakiwanie miedzy oczkami sieci) nie jest latwe, a w kazdym oczku sieci
znajduja sie ustalona liczba atomow. Calkowita energia bedzie minimalna, gdy
oczka sieci beda réwno obsadzone. Zakladamy, ze N jest wielokrotnoscia L

(rys. 6). W opisanej sytuacji uktad zachowuje sie jak izolator — przeskakiwanie
atomow jest energetycznie kosztowne. Jesli w dwoch oczkach znajduje sie po dwa
atomy, woéwczas energia odpychania si¢ atoméw wynosi 2U. Jedli jeden z tych
atomoéw przeskoczytby do drugiego oczka, wowczas calkowita energia wyniostaby
3U (rys. 7). Zatem przemieszczanie sie atomow jest energetycznie kosztowne
(koszt: U na czastke) i uklad jest izolatorem. Jest to inny mechanizm
powstawania izolatora: tunelowanie jako takie byto mozliwe (czyli uktad
powinien by¢ przewodnikiem), jednak wzajemne odpychanie si¢ atomow
zdominowalo ewentualne tunelowanie i uktad okazat sie izolatorem. 7 tego
powodu uktad nazywamy izolatorem Motta.

Sieci optyczne sa nowym materialem, bedacym caly czas aktywnym predmiotem
badan. W ostatnich latach bardzo szybko pojawiaja si¢ nowe mozliwosci
eksperymentalne, rozwijana jest teoria. Mozna je zastosowaé¢ do badania
mechanizmoéw fizyki ciala stalego. Ostatnimi laty pojawity sie tez mozliwosci
symulowania oddziatywan znanych do tej pory z fizyki wysokich energii. W
sierpniu 2010 ogloszono sukces w manipulowaniu pojedynczymi oczkami sieci
optycznej. Byé moze w niedalekiej przysztosci kazde oczko sieci bedzie moglo by¢
kubitem w komputerze kwantowym opartym na sieci optycznej.
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Jest to skrot pracy uczniowskiej
nagrodzonej zlotym medalem w XXXII
Konkursie Prac Uczniowskich

z Matematyki w 2010 roku (Olsztyn).
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Obierajac na plaszczyznie protokatny
uktad wspoéirzednych, mozemy punkt
o wspolrzednych (z,y) utozsamiaé

z liczbg zespolong x + iy. Takie
przyporzadkowanie punktom liczb
zespolonych nazywamy ukladem
wspolrzednych zespolonych.

Urok zbioru u
Michal MISKIEWICZ

Tematem mojej pracy byly wtasnosci pewnych szczegblnych punktéw na
plaszczyznie — punktow tytutowego zbioru p. W ponizszym tekscie przedstawie
niektore z tych wlasnosci oraz przyktady pokazujace, ze przy uzyciu
dowiedzionych twierdzeii mozna wyciagna¢ wiele niemal natychmiastowych
wnioskow.

Definicja. Niech A = {A1,..., A,} bedzie zbiorem punktow na plaszczyznie.
Wezmy taki punkt X, ze dla kazdej prostej k przechodzacej przez X suma
kwadratow odleglosci punktow Ay, ..., A, od k jest taka sama. Zbior u(A)
definiujemy jako zbior wszystkich punktow X spelniajacych powyzszy warunek.

Na przyklad, jest oczywiste, ze dla dowolnego punktu A zachodzi u({A}) = {A4}.
Natomiast pierwszy przypadek zbioru p, z ktérym sie zetknatem, pochodzi

z zadania Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow. Ponizej podaje rozwiazanie
jednego z uczestnikow.

Przyklad 1 (zadanie 3. z I etapu IV OMG). Dany jest kwadrat ABCD
o Srodku w S. Wowczas S € u({A, B,C,D}).

Wezmy dowolna prosta k przechodzaca przez S. Poprowadzmy do niej
prostopadla w S i nazwijmy ja . Przez |Ak| bedziemy oznaczaé odleglosé punktu
A od prostej k. Z twierdzenia Pitagorasa zachodzi réwnosé |Ak|? + |Al]> = AS?
oraz analogiczne réwnosci dla punktow B, C, D. Wobec tego sumy kwadratow
odlegtosci od k i [ wziete razem daja AS? + BS? + CS? + DS?. Ponadto, ze
wzgledu na symetrie sytuacji, sumy odleglosci wierzchotkéw kwadratu od
prostych k i [ musza byé¢ rowne. Stad juz otrzymujemy, ze suma kwadratow
odleglosci A, B, C, D od k wynosi %(ASv2 + BS? + CS? + DS?), jest zatem
niezalezna od wyboru k.

Inna metoda rozwiazania jest wykazanie najpierw, ze S € u({A, B})

i analogicznie S € u({C, D}); stad juz tatwo wynika teza. Mozna wyobrazi¢ sobie
sporo przykladow opartych na podobnych obserwacjach. Proba znalezienia
og6lnych warunkéw na to, kiedy zbior p jest niepusty, lub tez kiedy dany punkt
nalezy do zbioru p, w naturalny sposéb prowadzi do ponizszego twierdzenia.
Podaje ono takie warunki wyrazone analitycznie, a ponadto pozwala na
wyciaganie dosé¢ ogdlnych wnioskéow, ktére zostana zaprezentowane dalej.

Twierdzenie. Niech A={A1,..., A} bedzie zbiorem punktow na plaszczyznie,
a S — srodkiem masy tych punktow. Wowczas zbior u(A) jest jedno- lub
dwuelementowy i symetryczny wzgledem S.

Dowdd. Wprowadzmy uktad wspotrzednych zespolonych. Liczbe zespolona
odpowiadajaca punktowi Ay bedziemy oznaczaé ay. Sprawdzmy najpierw
warunki rownowazne temu, ze 0 € (A). Zamiast liczy¢ odleglosci naszych
punktow od zmiennej prostej przechodzacej przez 0, bedziemy dla zmiennej
liczby « z okregu jednostkowego liczy¢ odleglosci aaq, . . ., aa,, czyli obroconych
wokoét 0 punktéw aq, ..., a,, od prostej urojonej. Zgodnie ze wzorem

R(z) = %(x +7T) suma kwadratow odleglosci tych punktow od prostej urojonej to

2.2 n =2

n n —\ 2 n — — n —92
Y (Raan))? = 3 (CHTIE) -y SO 5y Sk, B

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

1 & 1 9 9
:—Zak@+—9‘i « Zak .
s g )
Pierwszy czlon jest, oczywiscie, staly, natomiast gdy « przebiega okrag
jednostkowy, liczba w nawiasie przebiega okrag o srodku w 0. Gdy ¥.7_; a # 0,
czes¢ rzeczywista, oczywiscie, jest zmienna — dlatego 0 ¢ u(A). W przeciwnym
przypadku rozwazany okrag jest zdegenerowany do punktu i wtedy 0 € u(A).
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Warto zauwazy¢, ze jesli warunek na
nalezenie punktu = do p(A) zapiszemy we
wspolrzednych kartezjanskich, to problem
okazuje si¢ rownowazny nastepujacemu:

w przestrzeni dla danych prostych a | b

i punktu S wykazaé, ze istnieje jedna lub
dwie pary punktéw A € a, B € b, takie ze
odcinki SA i SB sa rowne i prostopadte.

Otrzymalismy wiec warunek konieczny i dostateczny dla zera. Aby sprawdzi¢
warunek dla punktu z, wystarczy przesunac¢ nasze punkty o wektor —z.
Nastepujace warunki sg wiec rownowazne warunkowi x € p(A):

n n n
Sag-2)*=0, na?-2z> ar+ Y. aj =0.
k=1 k=1 k=1

Otrzymalismy réwnanie kwadratowe, ktore, oczywiscie, ma jedno lub dwa
rozwiazania w zbiorze liczb zespolonych, przy czym ze wzoru Viéte’a ich srednia
arytmetyczna to % Yoy Gk, czyli punkt S. O

Korzystajac z wyzej wykazanej wlasnosci zbioru p, mozna tatwo wyprowadzac
kolejne. W szczego6lnosci, po doktadnym przyjrzeniu sie dowodowi okazuje sie, ze
warunek z definicji mozna znaczaco ostabic.

‘Whiosek. Niech A bedzie skoriczonym zbiorem punktow na plaszczyznie.
Wowczas zbior p(A) sklada sie ze wszystkich takich punktow X, ze dla pewnych
trzech réznych prostych ki, ko, k3 przechodzacych przez X suma kwadratow
odleglosci punktow z A od ki, ko i k3 jest taka sama.

Ponizsze przyklady mozna rozwiazaé przy uzyciu uktadu wspoélrzednych
(sprawdzajac wyprowadzone w twierdzeniu warunki), ale tatwiej jest zastosowac
uzyskane wyniki jakosciowe.

Przyklad 2. Niech A1 A, ... A, bedzie n-kgtem foremnym o $rodku S. Wtedy
u({AlaAZaAn}) = {S}

Zgodnie ze wspomnianym wnioskiem, aby wykazaé¢ nalezenie S do zbioru p,
wystarczy zauwazyé, ze ze wzgledu na symetrie suma kwadratéow odlegtosci od
prostych SA;, SAs, SAj3 jest taka sama. Co prawda uzyty argument wymaga
naprawy dla n =4, ale na szczescie ten przypadek zostal juz rozwazony. Skoro S
to érodek ciezkosci rozwazanych punktéw, to zgodnie z twierdzeniem jest
jedynym punktem zbioru pu.

Przyktad 3. Zbadajmy zbior u({A, B,C,D}), gdzie ABC'D jest rombem
o katach 60° i 120°, czyli sktadajacym sie z dwoch trojkatow rownobocznych.
Przyjmijmy, ze AC > BD.

Zauwazmy, ze odleglosci |A, BD|, |A, BC|, |C, BD|, |C, AB|, |D,AB|, |D, BC| sa
rowne. W zwiazku z tym sumy kwadratéow odleglosci wierzchotkéw rombu od
prostych AB, BC' i BD takze sa rowne. Oznacza to, ze B € u({A, B,C, D}).
Stosujac twierdzenie, otrzymujemy u({A, B,C,D}) ={B, D}.

W dalszej czesci mojej pracy zajmowalem sie, miedzy innymi, charakteryzacja
zbioréw o jednoelementowym zbiorze p, to jest takich, ze srodek masy nalezy do
zbioru p. Opisatem takze geometryczne znaczenie zbioru p, gdy rozwazamy zbior
wierzchotkow trojkata. Z mozliwych drog uogodlnienia tego problemu szczegolnie
ciekawe wydaje mi si¢ postawienie analogicznych pytan dla zbioréw w wyzszych
wymiarach. Otrzymane analitycznie warunki sa podobne, ale nie doszedtem do
dobrego opisu klasy takich skoriczonych zbioréw punktéw przestrzeni co najmniej
tréjwymiarowej, ktére maja niepusty zbioér pu. Mozna tez zastanowié sie nad
dostosowaniem definicji zbioru p do zbioréw nieskonczonych.

Rozwigzanie zadania F 786. Rozwiazanie
nie zalezy od ksztaltu naczynia — srodek
cigzkosci lezy najnizej, gdy naczynie
napelnimy, tak by znalazl si¢ on na
powierzchni wody.

Jesli bowiem poziom wody w naczyniu lezy
ponizej srodka ciezkosci, to dolanie do
naczynia niewielkiej ilosci wody spowoduje
obnizenie $rodka cigzkosci, gdyz $rodek
cigzkosci dodawanej wody lezy ponizej srodka
ciezkosci naczynia z woda przed dolaniem.

Jesli natomiast poziom wody w naczyniu lezy
powyzej §rodka cigzkosci, to odlewanie
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z naczynia niewielkiej ilosci wody spowoduje
réowniez obnizenie §rodka ciezkosci, gdyz srodek
cigzkosci ujmowanej wody lezy powyzej srodka
cigzkosci naczynia z woda przed jej ujeciem.

Z tych dwoch faktow wynika, ze podwyzszanie
poziomu wody, gdy srodek ciezkosci lezy
powyzej tego poziomu, oraz obnizanie poziomu
wody, gdy $rodek cigzkosci lezy ponizej tego
poziomu, powoduja obnizanie polozenia srodka
ciezkosci. Zatem Srodek ciezkosci lezy najnizej,
gdy znajduje sie¢ na powierzchni wody.

Autorem rozwigzania jest Marcin
Peczarski.
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Rozwi/azanie zadania M 1310.
Zaltézmy, ze liczbe n zapisano jako
(k+1)+ (k+2)+...+1 dla pewnych liczb
naturalnych k i [, takich ze | -k > 2. To
oznacza, ze

U+ 1) k(k+1) (I-K)({+k+1)
ST T T T 2 '

Zauwazmy, iz jedna z liczb I -k, [+ k+ 1
jest nieparzysta i wigksza od 1, czyli n ma
czynnik nieparzysty, wiec nie jest potega
dwojki. Z drugiej strony, jezeli n nie jest
potega dwojki, to liczba 2n zapisuje sie
jako iloczyn liczby parzystej i nieparzystej
pq. Jesli p oznacza wigksza z tych liczb, to
mozemy przyjac, iz

_p-gq-1
T2

_p+g-1
- "

k

.1

0 1 2 3 4 5 6 7

Rys. 1. Rozklad dzietnosci (T) przy stalej
liczebnosci populacji (A = 2).

Ilu mamy przodkéw?

Piotr ROZANSKI*

Jak wiadomo, kazdy cztowiek ma dwoje rodzicéw. Skoro kazdy z rodzicoéw tez jest
czlowiekiem, ta rekurencyjna zaleznosé pozwala w prosty sposéb wyznaczy¢ liczbe
przodkéw dowolnej osoby w linii prostej w kolejnych pokoleniach: czworo bab¢é

i dziadkow, oémioro prababé i pradziadkéw, a zatem ogolnie (pra)”dziadkéw obojga
plci mamy 2n+2,

Na nieszczescie, powyzsza zalezno$é w dhuzszym przedziale czasu prowadzi do
paradoksu: jak bowiem mozemy mieé¢ ponad miliard przodkéw w trzydziestym
pokoleniu, jesli przewidywana liczba ludnosci §wiata w tym okresie (okoto roku 1300
n.e.) nie przekraczata 500 milion6w? Aby wyjasnié¢ ten paradoks, wystarczy zauwazy¢,
ze w kazdej iloSciowo ograniczonej populacji pary zawsze tworzone sa pomiedzy
osobami spokrewnionymi, cho¢by w minimalnym stopniu. W zwiazku z tym kazdy ze
wspolnych przodkéw tej pary bedzie liczony dwukrotnie w drzewie genealogicznym
kazdego z jej potomkow. Przy rozpatrywaniu wielu pokoleni (a wiec wielkiej liczby
przodkow) zjawisko to zdarza sie bardzo czesto.

Niestety, wyjasnienie to nie zbliza nas do ilo$ciowej odpowiedzi na zadane w tytule
pytanie. Aby takiej odpowiedzi udzieli¢, nalezy dokona¢ pewnych zatozen dotyczacych
przyjetego modelu populacji i dziedziczenia.

Zalozenia modelu

Pierwszym uproszczeniem, ktérego dokonamy, modelujac populacje, bedzie podzielenie
jej na pokolenia. Zakladamy, ze pary czy tez zwiazki, moga by¢ zawierane tylko przez
osoby nalezace do tego samego pokolenia. Dzieki temu ciagle zagadnienie modelowania
liczby ludnosci sprowadza sie do zagadnienia dyskretnego. Przyjmiemy ponadto, ze
tworzone pary sg $ciSle monogamiczne oraz niezmienne. W rozpatrywanym modelu
zakladamy, ze pary tworzone sa w sposob losowy wewnatrz pokolenia, pomijaé¢
natomiast bedziemy osoby niewchodzace w sklad zadnej pary.

Dzieki przyjetym zatozeniom mozemy za podstawowa jednostke modelu przyjaé nie
pojedyncza osobe, lecz pare ztozona z dwoch oséb przeciwnej pici. W tym ujeciu kazda
jednostka (para) pochodzi od dwoch jednostek (dwoch par rodzicow) z poprzedniego
pokolenia. Dzigki takiemu przedstawieniu sytuacji caltkowicie unikamy probleméw
zwiazanych z kategoria plci jako takiej. Od tego momentu (do odwolania) okreslenia
,potomek” oraz ,rodzic” beda dotyczy¢ jednostek, czyli de facto par.

»Magiczne” zalozenie

Dotychczasowe zatozenia modelu wynikaly w naturalny sposéb z okreslonych wnioskéw
dotyczacych realnego swiata. Dla odmiany, ostatnie przyjete w modelu zalozenie bedzie
jego cecha charakterystyczng. Nazywamy je ,magicznym”, poniewaz mimo pozornie
trywialnej tresci ma znaczace konsekwencje. Oto ono:

Dopasowania rodzicow dla poszczegdlnych dzieci sa od siebie niezalezne.

Jak to rozumie¢? Wyobrazmy sobie, ze w pokoleniu dzieci wskazujemy dwie jednostki
i oznaczamy je jako A i B. W tym momencie rodzicéow A moze stanowi¢ z réwnym
prawdopodobienstwem kazda nieuporzadkowana dwojka jednostek z pokolenia
rodzicow. Istota zatozenia polega na tym, ze niezaleznie od wskazania rodzicow dla
jednostki A wyboér rodzicow dla jednostki B nadal jest losowy z rownym
prawdopodobienstwem dla kazdej dwojki.

Okazuje sie, ze przy takich zalozeniach jedynymi parametrami modelu sa liczebno$ci
poszczegdlnych pokoleri. W szezegolnosei, znajac liczebnosé pokolenia rodzicow (R)

i liczebnosé pokolenia dzieci (D), mozna wyznaczy¢ strukture dzietnosci, czyli rozktad
zmiennej losowej T opisujacej liczbe potomkéw wybranej jednostki z pokolenia
rodzicow. Otrzymany wynik ma postaé¢ rozkladu dwumianowego z iloscia prob réwna D
i parametrem p = % Biorac pod uwage, ze liczebnosci populacji sa zwykle dosé duze,
dobrym przyblizeniem tego rozktadu staje sie rozktad Poissona z parametrem \ = %
Rozklad w szczegdlnym przypadku populacji o stalej liczebnosci (dla A = 2)
przedstawiony jest na wykresie.
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Funkcja przejscia

Zalozenia modelu moéwia, ze kazda jednostka pochodzi od dwoch rodzicow. Zastandéwmy
sie w takim razie, od ilu rodzicow pochodza dwie jednostki? Naturalna wydaje sie
odpowiedz: ,,0od czterech”, ale przeciez zachodzi to tylko wtedy, gdy jednostki te nie
maja wspolnych rodzicow.

Rozwazmy bardziej ogblna sytuacje, w ktorej sposréd pokolenia dzieci wybieramy d
jednostek i badamy wartos¢ » — moc zbioru rodzicéw wybranych dzieci. Rozwiazaniem
tego zagadnienia dla zadanego d jest zmienna losowa o rozkladzie py(r), przyjmujacym
niezerowe wartosci jedynie dla 2 < r < min(2d, R).

Rozklady pg(r), wyznaczone kombinatorycznie i zapisane w postaci rekurencyjnej, nie
wygladaja zachecajaco:

py. (Bors D(R-r+2),

pa(r) = pa-1(r -

R(R-1)
O =]

Jak sie jednak okazuje po prostym badaniu metodami numerycznymi, kazdy z nich
przyjmuje znaczaco niezerowe wartosci tylko w niewielkim przedziale otaczajacym
maksimum. Na dodatek, szerokos$¢ tego przedzialu zmniejsza sie szybko wraz ze
wzrostem liczebnosci populacji. Wobec tego przyblizymy poszczegolne rozklady pg(r)
rozkladami jednopunktowymi zlokalizowanymi w maksimach — polozenia owych
maksimoéw oznaczmy przez ro. Bedziemy zatem poszukiwaé¢ wartosci ro w zaleznosci od
parametru d rozkladu. Poszukiwana funkcja ro(d) ma tutaj bardzo sensowna
interpretacje: jest to oczekiwana ilo$é rodzicow dla d jednostek z pokolenia dzieci.

Wr6émy na chwile do zmiennej losowej T przedstawiajacej strukture dzietnosci
populacji. Zauwazmy najpierw, ze bezposrednio z rozktadu tej zmiennej mozemy
odezytaé wartosé ro(D), czyli przewidywana liczbe rodzicow calego pokolenia. Wartosé
ta bedzie rowna R- P(T >0) = R(1 - 8_%).

Nastepnie zauwazmy, ze jesli z pokolenia dzieci wyodrebnimy d jednostek, to (na
podstawie ,magicznego” zalozenia) jakiekolwiek przyporzadkowania dokonane dla nich
beda niezalezne od przyporzadkowan dla pozostalych jednostek. Zatem, wynik dla d
jednostek wybranych z pokolenia o liczebnosci D, czyli ro(d), powinien byé taki sam,
jak wynik dla calego pokolenia o liczebnosci d. Na mocy tej obserwacji otrzymujemy

ro(d) = R(1—¢ ).

Mozna sprawdzié¢, ze dla odpowiednio licznych populacji (R duzo wieksze od d) jest
ro(d) ~ 2d.

Zliczanie

Aby policzyé przodkéw z poszczegélnych pokolent, musimy przyjaé okreslony model
liczebnosci. Powracajac do liczenia os6b, a nie par, okresli¢ nalezy ciag N1, N2, N3, ...
wyrazajacy liczebnosci poszczegolnych pokolen (liczonych wstecz). Analogicznie, przez
Py, Py, Ps,... oznaczmy liczby przodkéw kolejnych stopni (rodzicow, dziadkow,
pradziadkow...). Zauwazmy, ze dla dowolnego n > 1, przy rozpatrywaniu zwiazku
pomiedzy pokoleniami n — 1 i n, liczba par z pokolenia dzieci rowna jest %Pn_l, liczba
za$ par rodzicow %Pn‘ Jednoczesnie, ilo§¢ wszystkich par z pokolenia rodzicow, czyli R,

wynosi LN,. Zatem, korzystajac z obliczonej poprzednio postaci funkcji rg(d) mamy
3 Y

1P (1P )
— =ro| =P
9 n 0 9 n-1

dla dowolnego n > 1.

Dodatkowo, biorac pod uwage, ze mamy dwoje rodzicow (P = 2), oraz podstawiajac do
powyzszego wzoru jawna postaé funkeji ro(d), mozemy napisa¢ nastepujaca rekurencje:

2P, _
Pi=2,  P,=Np- [1 —exp(—NLl)].

n
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Rys. 2. Wyniki dla modelu

jednoparametrowego z Np = 100000 oraz
a=1,03

i Zadania

Jednoparametrowy model liczebnosci

Przyjmujac prosty model liczebnosci scharakteryzowany jednym parametrem
a = Np/Np+1 = const, mozna jako$ciowo scharakteryzowaé wyniki otrzymane przez
numeryczne rozwiazanie powyzszej rekurencji. Wyrézniamy trzy fazy:
e faza wzrostu wykladniczego
dla najblizszych pokolen, w ktorej P, ~ 2P,_1;
e faza przejsciowa,
w ktorej P, < 2P,_1, wystepujaca w okolicy P, ~ %Nn;
e faza nasycenia

. . . ) o . P,
charakteryzujaca si¢ stalym ilorazem (wspo6lczynnikiem nasycenia) 7 = -
Wspotezynnik nasycenia w powyzszym modelu mozna obliczy¢, szukajac granicy ciagu

(Pn/Ny), a wiee rozwigzujac rownanie 7= 1 — e 27,

Przy populacji o stalej liczebnoéci (o = 1) wspo6lezynnik ten osiaga wartosé T ~ 0,797.
Oznacza to, ze dla takiej populacji, w odleglych pokoleniach, przodkowie stanowia,
niezmiennie prawie 80% calego pokolenia.

Co poza tym?

Nie da sie nie zauwazy¢, ze przedstawiony tu model obliczen jest znaczaco uproszczony.
Dla rzeczywistych, duzych populacji, dobér os6b w pary nie odbywa sie catkowicie
losowo, lecz zazwyczaj istnieje sktonnosé do szukania partneréw wsrod blizszego
otoczenia. Uzasadnione wiec byloby wyodrebnienie grup wewnatrz populacji,
dopuszczajac jednoczesnie (z okreslonym prawdopodobieristwem) mozliwosé
krzyzowania pomiedzy grupami. Ponadto, podzial na pokolenia nie jest do koiica
naturalny, szczegélnie w populacjach, w ktorych nie obowiazuja $ciste reguty (np.
kulturowe) dotyczace roéznic wieku.

Bardziej zlozony model, uwzgledniajacy rzeczywiste migracje ludnosci i izolacje
poszczegdlnych grup (geograficzne, jezykowe. .. ) wykorzystali Rohde, Olson i Chang
w swoim artykule Modelling the recent common ancestry of all living humans
opublikowanym w Nature. Oszacowali oni czas pojawienia sie tzw. Ostatniego
Wspolnego Przodka wszystkich obecnie zyjacych ludzi na Ziemi na pierwsze lub drugie
tysiaclecie p.n.e. Genealodzy, do pracy!

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 785. W naczyniu z woda zanurzamy pionowo drewniany klocek o przekroju
kwadratowym a x a, (a = 10 cm) i dlugosci [ = 20 cm. Jaka ilogé ciepta wydzieli
sie w wyniku przewrocenia sie tego klocka? Przyjmujemy, ze gestosé drewna jest
réwna polowie gestosci wody.

Rozwigzanie na str. 15

F 786. Jak nalezy napelni¢ naczynie woda, by $rodek ciezkosci lezatl mozliwie
najnizej?
Rozwigzanie na str. 7

Redaguje Przemystaw MAZUR

M 1309. Na bokach AB i AC trojkata ABC' zbudowano po zewnetrznej stronie
podobne trojkaty prostokatne ADB i AEC, w ktorych katy przy wierzchotkach
D i E sa proste. Punkt M jest srodkiem odcinka BC'. Udowodnié¢, ze DM = EM.
Rozwiazanie na str. 24

M 1310. Znalez¢ wszystkie liczby naturalne, ktérych nie da sie zapisaé jako
sumy co najmniej dwoch kolejnych liczb catkowitych dodatnich.
Rozwiazanie na str. 9

M 1311. Dane jest stowo zlozone z liter a, b (np. baabad). Na takim stowie
mozamy wykonaé¢ nastepujace operacje:

e dopisac¢ lub wykresli¢ dwie kolejne litery a (up. baabab < bbab),

e dopisa¢ lub wykresli¢ trzy kolejne litery b (np. bbab <> bbabbbb),

e zamieni¢ sekwencje liter ab na bba lub na odwrot (np. bbabbbb < abbbbb).
Rozstrzygnaé, czy za pomoca wielokrotnego wykonywania tych operacji mozna
ze stowa a otrzymac stowo ba.

Rozwiazanie na str. 24
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Maia aelld

Roztanczone pchly

W Bajtocji mozna spotka¢ wedrownych treseréw pchet. Pchly uczone sa tarica,
polegajacego na wykonywaniu precyzyjnych skokéw w rytm muzyki. Doktadnie
wyglada to tak: treser uktada na stole w rzadku ponumerowane kolejno zetony.
Na kazdym zetonie, oprocz jego numeru, jest réwniez napisany numer zetonu, na
ktory powinna z niego skoczy¢ pchta — na kazdym zetonie ten numer jest inny.
Nastepnie treser ustawia po jednej pchle na kazdym z zetonéw i wlacza muzyke.
Na poczatku kazdego taktu kazda z pchel wykonuje skok wprost na zeton,
ktorego numer jest napisany na zetonie, na ktérym w danej chwili stoi.

Dzisiaj Bajtazar zamierza tresowaé¢ swoje ulubione 10 pchel, ktérym swego czasu
nadal pieszczotliwe imiona bedace kolejnymi literami alfabetu tacinskiego.
Wiemy, ze Bajtazar napisal na zetonach nastepujace liczby:

liczba na zetonie | 7 |4 [ 8|2 [10 |16 |59 3
zeton | 1|23 |4 5 [6]7]8]9]10

oraz ze ustawil swoje pchty w kolejnosci alfabetycznej. A zatem na poczatku
taiica pchly tworza uklad

A/B|C|D/E|F|G|H|I|J
1121345167 |8]9]10

oznaczany w skrocie ABCDEFGHLJ, po pierwszym takcie muzyki — uktad:

FID|J|BIH|G|A|C|TI]|E
1123|456 |7[8]9]10

oznaczany w skrocie FDJBHGACIE, po drugim takcie muzyki — uktad
GBEDCAFJIH itd. Bajtazar zastanawia sie, jaki bedzie uktad pchet po
odtariczeniu calej piatej symfonii Bajthovena, ktéra dziwnym trafem sklada sie
z doktadnie 2011 taktow.

Sprobujmy pomoc Bajtazarowi przewidzie¢ ten uklad. Zacznijmy od przyjrzenia
sie, jakie sg kolejne pozycje zajmowane przez jedna, ustalona pchle Bajtazara,
powiedzmy pchte A. Swoj taniec zaczyna ona na zetonie 1, po pierwszym skoku
znajduje sie na zetonie 7, dalej na zetonie 6, po trzech skokach laduje z
powrotem na zetonie 1... Wida¢, ze dalej pozycje pchty A beda sie cyklicznie
powtarzaé, przy czym po skoku o numerze podzielnym przez 3 bedzie to zeton 1,
jesli numer skoku daje reszte 1 z dzielenia przez 3, to zeton 7, a po wszystkich
pozostalych skokach zeton 6. Poniewaz 2011 mod 3 = 1, wiec po odtanczeniu
symfonii pchta bedzie odpoczywaé na zetonie 7.

Po tym samym cyklu 1 - 7 - 6 — 1 skacza takze pchty F i G, tatwo sprawdzamy,
ze po 2011. skoku znajduja sie one odpowiednio na zetonach 1 i 6. Znamy juz
zatem cze$¢ wynikowego uktadu: F?7777GA?77.

Widzimy dalej, ze pchta I skacze w miejscu, mamy zatem: F?777GA?I7. Cos
takiego nalezato w sumie zauwazy¢ wczesniej.
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Dalej, pchta B: startuje z zetonu 2, po pierwszym skoku
laduje na zetonie 4, po drugim znéw na zetonie 2. Mamy
cykl 2 > 4 - 2 z pchtami B i D, a poniewaz

2011 mod 2 = 1, wiec mozemy uzupelnié¢ nasz uktad:
FD?B?GA?I?.

Pchta C: zaczyna na zetonie 3, przeskakuje na zeton 8,
potem na zeton 5, potem na zeton 10, wreszcie po
czwartym skoku laduje z powrotem na zetonie 3. Mamy
cykl 3-8 -5 10— 3 z pchtami C, H, E, J. Poniewaz
2011 mod 4 = 3, wiec na koricu symfonii pchta C znajdzie
sie na zetonie 10, pchta H na zetonie 3, pchla E na
zetonie 8, a pchta J na zetonie 5. Ostateczny uktad po
2011 skokach to FDHBJGAEIC.

Bajtazara bardzo ucieszy! fakt, ze pomogliSmy mu
obliczy¢ koncowy uktad taneczny, gdyz dzieki temu nie
bedzie musiatl wystuchiwaé caltej symfonii, zeby go
poznaé. Teraz zastanawia sie, ile réznych uktadéw swoich
pchel zobaczylby do korica symfonii.

Dotychczasowa analiza tanca pchel pozwala dostrzec
okresowo$¢ zmian ich potozen: mamy mianowicie cykle
dtugosci 1, 2, 31 4. Jesli pchly wykonaja 12 skokow,
ktora to liczba jest najmniejsza wspdlna wielokrotnoscia
(w skrocie NWW) dlugosci wszystkich cykli, to pchty

w ramach kazdego cyklu wroca do poczatkowego uktadu,
czyli otrzymamy ukltad ABCDEFGHIJ. Z naszego
rozktadu na cykle widaé¢, ze ten poczatkowy uktad nie
powtorzy sie wezesniej, a z tego faktu mozna
wywnioskowaé, ze zaden inny uktad nie powtérzy sie
podczas pierwszych 12 taktow muzyki. Czyli mamy
doktadnie 12 réznych uktadéow, ktore w dalszych skokach
beda powtarzaly sie w kotko.

Byla to dla Bajtazara fatalna wiadomosé — zaplanowany
przez niego taniec okazal sie strasznie monotonny!

W akcie desperacji poprosil nas o jeszcze jedna
przystuge: chce, zeby$my sprawdzili, czy nie da sie jako$
inaczej napisaé liczb na zetonach, zeby podczas tanca
wystapito wiecej roznych uktadow? Bajtazar gdzies
ustyszal, ze wszystkich permutacji liter wyrazu
ABCDEFGHIJ jest 10! =1-2-...-10 = 3628800,

i zastanawia sie, na ile mozemy zblizy¢ sie do tej liczby.

I tym razem wesprzemy Bajtazara i sprobujemy

wskazaé najlepsza konfiguracje liczb na zetonach.
Ograniczmy najpierw liczbe mozliwosci, jakie musimy
rozwazy¢. Przede wszystkim zauwazmy, ze odkryte

przez nas dotychczas wlasnosci zwigzane z rozktadem na
cykle zachodza dla dowolnej konfiguracji. Po pierwsze,
pchta startujaca z danego zetonu musi w koncu na ten
zeton wroci¢ — mowiac obrazowo, trasa kazdej pchty jest
cyklem (litera ,0”), a nie cyklem z odnozka (litera ,,P”),
gdyz w przeciwnym przypadku oznaczatoby to, ze jedna
z liczb zapisanych na zetonach musiataby sie powtorzyé
(ta na styku patki i dolnej czesci brzuszka w literze ,,P”).
Po drugie, liczbe réoznych uktadéw podczas tanca mozemy
obliczy¢ jako najmniejsza wspo6lna wielokrotnosé dugosci
cykli poszczegolnych pchet. To oznacza, ze rozwigzaniem
zagadki Bajtazara jest taki podzial liczby 10 na catkowite
dodatnie sktadniki, w ktérym NWW jest najwiecksze.
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Niestety, takich podzialow liczby 10 wciaz moze by¢
duzo. Sprobujmy znéw zredukowadé liczbe mozliwosci.
Intuicja podpowiada, ze nie oplaca sie wybiera¢ dwoch
sktadnikow, ktore maja jakis wspolny dzielnik wiekszy
niz 1. Istotnie, jesli mamy sktadniki a oraz b, przy czym
w rozktadzie na czynniki pierwsze a zawiera czynnik p,
a b czynnik p? oraz i > j, to mozemy bez straty dla
NWW zastapi¢ b mniejszym sktadnikiem b/p?,

a powstale w ten sposéb niezagospodarowane zetony
ustawi¢ chociazby w cykle jednoelementowe.

Dalej, mozemy ograniczy¢ zbior rozwazanych sktadnikow.
I tak, zamiast bra¢ do podziatu sktadnik 6, mozemy
rownie dobrze wzia¢ sktadniki 2 i 3 — NWW nie zmieni
sie, a zyskamy jeden wolny zeton do zagospodarowania.
Podobnie, nie optaca si¢ rozwazaé¢ sktadnika 10 i,
ogoblniej, zadnego sktadnika niebedacego potega liczby
pierwszej. Akurat wsrod liczb z zakresu 1...10 wszystkie
pozostale sa juz potegami liczb pierwszych.

Udalo nam sie juz ograniczy¢ rozwazania do podzialow
liczby 10 na parami wzglednie pierwsze skltadniki, wérod
ktorych nie wystepuja liczby 6 oraz 10. Tego juz nie ma
tak duzo; rozpatrzmy wszystkie mozliwosci, poczynajac
od najwicgkszych mozliwych skladnikéw. Przypomnijmy,
ze konfiguracja Bajtazara data nam NWW réwne 12,
wiec mniejszych NWW na pewno nie musimy rozwazac.

W podziale zawierajacym 9 lub 8 moga wystepowaé juz
tylko same jedynki — w ten sposéb nie pobijemy
konfiguracji Bajtazara. Jesli wezmiemy 7, to mozemy do
tego dolozy¢ zestaw sktadnikow (3), (2, 1) lub (1, 1, 1),
z, ktorych ten pierwszy jest najlepszy i daje NWW
rowne 21. Swietnie, juz mamy konfiguracje lepsza od
konfiguracji Bajtazara. Szostki nie rozwazamy, to teraz
piatka. Do piatki mozemy dotozy¢ (4, 1), (3, 2), (3, 1, 1)
oraz pewne zestawy liczb nieprzekraczajacych 2, ktére na
pewno sie nam nie oplacaja. Z wczesniejszych mozliwosci
najlepsza jest srodkowa, daje juz NWW rowne 30. Dalej
jest juz tylko gorzej: do czwdérki nie jesteSmy w stanie
dotozy¢ niczego, co pozwolitoby przekroczyé¢ NWW
4-3=12, a z trojka, dwojka i jedynka jest zdecydowanie
nie lepiej.

No to koniec: rozwazylismy wszystkie mozliwosci

i mozemy z duma odpowiedzie¢ Bajtazarowi, ze nie da sie
znalezé konfiguracji liczb na zetonach, przy ktorej pchly
zalicza wiecej niz 30 roznych uktadow. A taka wtasnie
liczbe uktadow daje, przyktadowo, konfiguracja: 2, 3, 4,
5,1, 7,8, 6, 10, 9, reprezentujaca uktad cykli (5, 3, 2).

No dobrze, a ile jest réznych konfiguracji liczb na
zetonach dajacych wtasnie 30 réznych uktadow
tanecznych? A co jesli pozwolimy na to, zeby liczby
zapisane na zetonach mogly sie powtarza¢? A tak

w ogoble, czy przy kazdej konfiguracji mamy pewnosé, ze
pchly nie zderzg sie w locie, co z pewnoscia
spowodowatoby istna katastrofe podczas pokazu?
Odpowiedzi na te i dalsze pytania rozochoconego
Bajtazara pozostawiamy Drogiemu Czytelnikowi.

Matqg Delte przygotowat Jakub RADOSZEWSKI



Bryte A nazywamy wypuktla, jesli wraz
z kazdymi dwoma swoimi punktami
zawiera odcinek laczacy te punkty.

Rys. 1. Srednica zbioru mierzy, jak duzy
on jest.

Symetryzacja Steinera

Tomasz TKOCZ*

Rozwazmy wypukta brylte A w przestrzeni trojwymiarowej R3. Jedna z wielkosci
charakteryzujacych to, jak duza jest bryla, moze by¢ jej Srednica, ktora
oznaczamy przez diam A. Jest to kres gorny odlegtosci |z — y| pomiedzy dowolna
para punktéow x,y z A. Na przyklad, srednica szescianu [-1,1]3 o wierzcholtkach
w punktach (1,1, +1) wynosi 21/3, bowiem dwa najbardziej oddalone od siebie
punkty to np. wierzchotki (1,1,1) i (-1,-1,-1), ktore sa od siebie odlegle o

[(1L,1,1) = (<1,-1,=1)[ = /(1 = (-1))2 + (1 = (-1))2 + (1 - (-1))? = 2V3.
Zauwazmy tez, ze zgodnie z ta definicja, srednica kuli o promieniu R wynosi 2R.

Czy bryla A o ustalonej srednicy d moze mie¢ dowolnie duza objetosé |A|?
Oczywiscie, ze nie, bo z definicji §rednicy zbioru bryta A musi by¢ zawarta w kuli
o promieniu d i srodku w dowolnie wybranym punkcie a brylty. Zapytajmy dalej.

Pytanie 1. Ktdre sposrod wszystkich bryt wypuktych A o ustalonej Srednicy d
majq najwiekszq objetosc i ile ona wynosi?

Jest to tzw. problem izodiametryczny. Mozna go tatwo rozwiazaé

przy uzyciu silnego geometrycznego narzedzia, jakim jest tytulowa
SrA symetryzacja. Dla bryly A jej symetryzacja Steinera S, A
wzgledem plaszczyzny 7 to zbiér powstaly przez zastapienie

Rys. 2. Symetryzacja Steinera wzgledem
plaszczyzny 7.

Nietrudno zobaczyé¢, ze przeciecie zbiorow
wypuktlych jest zbiorem wypuklym, wiec
przecigcie naszej wypuklej brylty A prosta
l, jest wypuklym podzbiorem tej prostej,
czyli odcinkiem.

kazdego ciecia An /¢, zbioru A prosta ¢, prostopadta do plaszczyzny
7 1 przechodzaca przez punkt x € m odcinkiem o srodku w punkcie x
i dtugosci rownej dtugosci odcinka A n/,. Jesli ktos lubi znaczki, to
zapisujemy to formalnie tak

S A={z+tu |zem |t|<to(x), 2to(x) = AN L},

gdzie U jest ustalonym jednostkowym wektorem prostopadtym do obranej na
samym poczatku plaszczyzny 7.

Intuicyjnie, niezaleznie nad kazdym punktem z plaszczyzny m tak przesuwamy
fragment bryly, zeby byl on symetryczny wzgledem ptaszczyzny w. Ta operacja
ma takie, kluczowe wtasnosci:

) zachowuje wypuktosé — jesli A jest bryla wypukta, to S;A tez,

(ii) bryta S;A jest symetryczna wzgledem plaszczyzny m,

) nie zmienia objetosci bryty — [S;A| = |A],

nie powieksza srednicy — diam S, A < diam A.
€ y

Wlasnosé (ii) jest jasna z konstrukeji zbioru Sy A; (iii) podobnie, bo
nalewajac wody do A i do S; A, nalejemy jej tyle samo, gdyz nad

t
SrA stpzzzzzzz= A
_____ +
e /P/m @ /m kazdym punktem z z 7 nalejemy jej tyle samo. Dla dowodu

punktéow p i ¢ na m, a s it niech beda rzutami x i y na prosta

i p ; = wlasnosci (iv) ustalmy dwa punkty p,q z Sz A. Naszym celem jest
t"“'“&“} ':"W udowodni¢, ze |p — ¢| < diam A. Niech z i y to odpowiednio rzuty

Rys. 3. Symetryzacja Steinera nie
powigksza $rednicy zbioru.

*Student Wydzialu Fizyki i Wydziatu
Matematyki Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

{\% | A e R}. Przy tych oznaczeniach mozemy napisa¢
p=x+su, q=y+tu.

Oznaczmy jeszcze przez s,,s_ i t,,1_ odpowiednio korice lewy i prawy odcinkéw
Anlty i An/t,. Mamy wtedy

Sy —S_ ty —t_

1 1
sl<glAntl= 2= < clang|-

Stad

—S_+t,—1_
s = < Js| + |t] « F————,
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Korzystamy go drodze z nieréwnosci
(A + )% <222 + 242, stusznej dla
dowolnych liczb rzeczywistych A i p.

Rys. 4. Twierdzenie o kuli $nieznej.

Dla dociekliwych, §cisle to jest tak, ze ciag
zbior6w (Sx,, Sx, _1 -+ Sz A)n>1 zbiega
w metryce Hausdorffa do pewnej kuli B.

@

Rozwi/azanie zadania F 785.
Oznaczmy przez m mas/e wody
wypieranej przez klocek. Gdy jest on
zanurzony pionowo, /srodek ci/e/zko/sci
zanurzonej cz/e/sci jest na g/1/eboko/sci
1//4, gdy poziomo, na glebokosci a//4. A
wi/ec po/lo/zenie /srodka ci/e/zko/sci
klocka po przewr/oceniu podniesie si/e
o (I-a)//41i o tyle obni/zy si/e /srodek
ci/e/zko/sci wypartej wody. Zatem
energia potencjalna wody w naczyniu
spadnie, a energia potencjalna klocka nie
zmieni si/e. Wydzielone ciep/lo b/edzie
wi/ec r/owne

Q=mg(l-a)//4=0,25].

a wiec
Adp-qP =4(lx -yl +|s—t]*) <4l —y|* + |54 — s_ +t. —t_|
<Ax -y + 205, —t_|? + 2ty —s_?
=(z+s, W) - (y+t )P +2(y+t.0) - (z+ 50> <4 (diam A)° .

Dla jeszcze wiekszego oswojenia sie z naszym narzedziem dobrym ¢wiczeniem,
drogi Czytelniku, jest samodzielne udowodnienie wlasnosci (i).

Przyszta teraz pora na rozumowanie finatowe, jesli chodzi o odpowiedz Pytanie
1. Majac dowolng wypukta bryte A o srednicy d, wysymetryzujmy ja kolejno
wzgledem kazdej z trzech plaszczyzn m; = {(x1,22,73) € R3 | 2, =0}, i=1,2,3,
wyznaczonych przez wszystkie mozliwe pary osi 0x1, Oxo, Oxs uktadu
wspolrzednych. Wtedy powstaje bryta SA = S;, 55,5 A, ktora jako
symetryczna wzgledem kazdej z plaszczyzn 7; jest sSrodkowo symetryczna
wzgledem zera. Zatem dla dowolnego punktu z € SA jest tez —x € SA, wiec

(iv
2|z| = |z — (-2)| < diam SA S) diam A = d,

co oznacza, ze bryta SA jest zawarta w kuli B(0,d/2) o srodku w zerze

i promieniu d/2. Stad
3
(iii)
(D) AP 1541 < BO.df2)| = 57 (5)
Uzyskalismy tym samym (D) — tak zwana nierdwnosé izodiametryczng. Wynika
z niej, ze wérod cial o ustalonej $rednicy d najwieksza objetos¢ ma kula

0 promieniu %d. Jest to odpowiedz postawione na poczatku Pytanie 1. Trudne?

4 (d

Przypomnijmy sobie, ze zaczeliSmy od badania srednicy bryly wypuktej. Inna
wielkoscia charakteryzujaca to, jak duza moze by¢ bryla, jest z pewnoscia pole
powierzchni |0 A| jej brzegu JA. W duchu poprzedniego pytania mozna sie tez
zastanawia¢, czy ma to jakis zwiazek z objetoscig bryly i zada¢ kolejne pytanie.

Pytanie 2. Ktdre sposrod wszystkich bryt wypukiych A o ustalonym polu
powierzchni brzegu S maja najwickszqg objetosé i ile ona wynosi?

B Jest to tzw. problem izoperymetryczny, pochodzacy juz od Dydony,
postaci z mitologii rzymskiej. Scistego rozwigzania doczekat sie on jednak
dopiero w XIX w. Nasz bohater, Jakub Steiner, przy uzyciu swojej
symetryzacji rozwiazal go na plaszczyznie w 1838 roku. Naszkicujemy
teraz jego argument. Na poczatku kluczowe jest zauwazenie kolejnej
wlasnosci symetryzacji Steinera, ze

(v) nie powicksza pola powierzchni brzegu |05, Al < [0 A.

Dalej juz wystarczy tylko wiedzie¢, ze startujac z dowolnej bryly wypuktlej A,
mozna znalezé taki ciag plaszczyzn 71, ms, ..., ze symetryzujac A kolejno
wzgledem nich bedziemy w pewnym sensie coraz blizej pewnej kuli B. Nazwa
tego twierdzenia doskonale prezentuje jego idee. Jest to tzw. twierdzenie o kuli
Sniezney.

Zatem

0B8] < |0(Sr. Sr. ... Sr A)| < |0A].

Ale symetryzacja nie zmienia objetosci (pamietamy o wlasnosci (iii)), wiec
kula B ma taka objetos¢ jak bryta A. Czyli

1/3 1/3
(P) s(27) 1P -3 (L) 1B - 0Bl < 04
3 3

Otrzymalismy tym samym klasyczng nierdwnosé izoperymetryczng. Znowu
wida¢, ze kule sa ekstremalne — przy ustalonym polu powierzchni maja
najwieksza objetosé.

Widzimy, ze zupelnie elementarnie byliémy w stanie odpowiedzie¢ na dwa
wariacyjne pytania. Wszystko dzieki prostej geometrycznej idei symetryzacji. Do
kompletnos$ci wywodu pozostal dowod twierdzenia o kuli $nieznej i faktu, ze
symetryzacja nie powieksza pola powierzchni, ale to juz temat na inna opowiesé.
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Badamy ciata niesztywne w ruchu obrotowym

Czes¢ II: Ciecze o duzej lepkosci i materialy sypkie

Stanistaw BEDNAREK

W tym odcinku bedziemy kontynuowali doswiadczenia, pozwalajace nam poznaé
zachowanie sie cial niesztywnych w ruchu obrotowym. Skoncentrujemy sie na cieczach
o duzej lepkosci i materiatach sypkich.

Do przeprowadzenia doswiadczen bedzie nam potrzebne kilka okraglych, przezroczystych,
plastikowych pudelek o $rednicy okolo 5 cm i wysokosci 2 cm (np. po cukierkach) z nakladana
pokrywka, przezroczysta tasma klejaca, nozyczki, deska o dlugosci ok. 1,5 m lub wigkszej

i szerokodci ok. 10 cm, wiertarka elektryczna z regulacja szybkosci obrotéw, imadto, kétko

z grubej sklejki lub plastiku o Srednicy zblizonej do Srednicy pudelek, $ruba i nakretka

z gwintem M6, przezroczysty silikon do uszczelnien, wiertta oraz woda, sztuczny mioéd, keczup,
maka ziemniaczana, drobnoziarnisty, suchy, takze wilgotny piasek.

Pudetka bedziemy napelnia¢ do polowy réznymi substancjami. Po napeinieniu naktadamy
pokrywke i uszczelniamy pudelka tasma klejaca (gdy pudelek mamy mato i bedzie trzeba
wymienia¢ ich zawarto$¢) lub silikonem.

Pierwsza seri¢ doswiadczen przeprowadzimy przy uzyciu
rowni pochylej. W tym celu na duzym stole albo innej,
poziomej powierzchni, np. blacie kuchennym lub podtodze,
ktadziemy deske. Pod jeden z konicéw deski podktadamy kilka
grubszych ksiazek albo ptaskich pudelek, zeby byta ona
nachylona do poziomu pod katem kilkunastu stopni.

f

7

Rys. 1. Réwnia pochyta do wprawiania pudelek w ruch i lezagce na niej
pudetko wypelnione cieczg. Przy nizej polozonym koricu deski dobrze
jest utozy¢ gabke, ktora bedzie zatrzymywata staczajace sie z rowni
pudelka, zapobiegajac ich uszkodzeniu.

Na gornym koricu rowni ustawiamy na poczatek pudetko

z woda i przytrzymujemy je palcami. Puszczamy pudetko
swobodnie 1 obserwujemy, co sie z nim dzieje oraz zachowanie
sie wody w jego wnetrzu.

Po ustawieniu (i przytrzymaniu) pudetka z woda na gornej
czesci rowni pochylej powierzchnia wody byta pltaska

i pozioma, czyli prostopadla do dziatajacej na nia silty
ciezkosci (rys. 2a). Kiedy pusciliSmy pudetko i pozwolilismy
mu staczaé sie po rowni, powierzchnia wody nadal pozostala
plaska i pozioma. Dzieje si¢ tak, bo woda jest przykladem
cieczy o malym wspotczynniku lepkosci, stabo tez zwilza
$cianki pudetka, co powoduje, ze oddziatywania réznych
warstw wody oraz oddziatywanie wody ze $ciankami
toczacego sie pudelka sg stabe. Scianki pudetka poruszajace
sie ze stosunkowo mala predkoscia nie sa w stanie wprawic¢
wody w ruch obrotowy i woda uczestniczy prawie wylacznie
w ruchu postepowym wzdtuz réwni. Warto przypomnie¢ sobie
do$wiadczenie z surowym jajkiem z I czedci artykutu.

Na gornej czesci réwni pochytej ustawmy teraz pudetko
zawierajace sztuczny miodd lub suchy piasek i obserwujmy, jak
zachowuje sie powierzchnia tych substancji. Stopniowo
zwigkszamy kat nachylenia réwni przez podlozenie pod jej
koniec kolejnych ksiazek lub pudetek. Dalej obserwujemy
pudetko i jego zawartosé. Okazuje sig, ze po umieszczeniu
pudelka na réwni powierzchnia znajdujacych sie w nim
substancji jest plaska i ulega odchyleniu od pionu w kierunku
nizszej czesci rowni (rys. 2b).

Pudetko przy tym réowniez przechyla si¢. Nastepnie pudetko
i zawarta w nim substancja przechylaja sie¢ w przeciwna
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strone. Wahania te powtarzaja sie kilkakrotnie i sg
spowodowane zmiang potozenia $rodka masy pudetka

z zawartosciag umieszczonego na réwni pochytej. Zwigkszajac
kat nachylenia rowni, powodujemy, ze pudetko w pewnym
momencie zaczyna sie staczac, a powierzchnia zawartej w nim
substancji, pozostajac ptaska, wykonuje wahania wokot
kierunku poziomego. Przyczyna tych wahan jest
oddzialywanie substancji z poruszajacymi si¢ Sciankami
pudetka. Sztuczny miéd, ma duzy wspolezynnik lepkosci,

a piasek znaczny wspolczynnik tarcia. Dzieki temu
oddziatywanie tych substancji z bedacymi w ruchu $ciankami
jest na tyle silne, ze potrafi przynajmniej czasowo zmienié
polozenie substancji.

Na gornej czesci réwni pochyltej mozemy jeszcze umieszczaé

i puszczaé kolejno pudetka wypelnione do potowy keczupem,
zawiesing maki ziemniaczanej w wodzie oraz mokrym
piaskiem, obserwujac przy tym ruch pudetek oraz zachowanie
sie zawartych w nich substancji. W przypadku pudetka
wypelnionego keczupem zauwazamy, ze w poczatkowym
etapie ruchu prébowat on obracaé sie wraz z pudetkiem i jego
powierzchnia zakrzywiala sie w kierunku $cianek pudetka.

W nastepnym etapie, mimo ze pudetko toczyto sie szybciej,
zaobserwowany efekt ulegal zmniejszeniu i powierzchna
keczupu stawala sie bardziej ptaska. Co jest przyczyna tego
zaskakujacego efektu?

Dotychczas lepko$é badanych przez nas cieczy, takich jak
woda czy sztuczny miéd nie zalezala od szybkosci ich ruchu.
Lepkosé niektorych z tych cieczy, np. sztucznego miodu czy
gliceryny, moze by¢ bardzo duza, ale jest stala przy réznych
predkosciach. Dopiero wzrost temperatury cieczy powoduje
zmniejszenie lepkosci, a ich ochtodzenie efekt odwrotny. Takie
ciecze nazywane sg cieczami newtonowskimi.

(a) —= (b) —==

Rys. 2. Zachowanie sie powierzchni a) cieczy o malej lepkosci
umieszczonej w pudetku, toczacym si¢ powoli; b) cieczy o duzej lepkosci
lub materiatu sypkiego umieszczonych w pudetku, rozpoczynajacym
ruch lub toczacym sie powoli.



Istnieje jednak duza grupa cieczy, ktorych lepkosé zalezy od
szybkosci ruchu. Sa one nazywane cieczami nienewtonowskimi.
Ciecze te dzielg sie na dwie grupy. Dla pierwszej z nich lepkosé
maleje wraz ze wzrostem szybkosci i ciecze te nazywane

sa tiksotropowymi. W drugiej grupie cieczy sytuacja jest
odwrotna i wzrost szybkosci ruchu prowadzi do zwiekszenia
lepkosci. Ciecze nalezace do drugiej grupy nazywane

sa reopeksyjnymi. Ciecze tiksotropowe i reopeksyjne

maja zwykle ztozong strukture i nie sg jednorodne w skali
molekularnej. Moga to by¢ m.in. zawiesiny czastek jednego
lub kilku cial statych o réznych ksztaltach w cieczach. Efekt
tiksotropowy i reopeksyjny sa spowodowane oddziatywaniem
tych czastek ze soba oraz z czasteczkami cieczy, w ktorej
zostaly zawieszone. Keczup jest latwo dostepnym przyktadem
cieczy tiksotropowej. Na poczatku ruchu pudetka, gdy

jego szybkos§¢ byta mala, keczup mial wigksza lepkosc i byt
wprawiany w ruch przez poruszajace sie $cianki naczynia.
Wraz z nabieraniem szybkosci przez naczynie lepkosé keczupu
malala i coraz trudniej byto go poruszaé. W przypadku
zawiesiny maki ziemniaczanej w wodzie zauwazamy,

5 6 7 2 3

ze w poczatkowym etapie ruchu pudetka pozostawalta

ona prawie w spoczynku i jej powierzchnia byta pozioma.
Nastepnie niespodziewanie szybko zostala wprawiona w ruch,
a jej powierzchnia ulegala zakrzywieniu. Zaobserwowany

fakt mozna wyjasni¢ opisanym wczesniej zjawiskiem reopeksji.
Doktadniejsze badania wykazaly, ze pylki maki ziemniaczanej
w zawiesinie wodnej, gdy nie jest ona poddana dziataniom
zewnetrznym, otoczone sa bardzo cienka warstewka
przylegajacych do nich czasteczek wody. Tarcie miedzy

tak otoczonymi pylkami jest mate i stad niewielka lepkosé.
Kiedy jednak poddaé¢ zawiesing silnemu, zewnetrznemu
oddziatywaniu, np. szybko wprawi¢ w ruch lub w nia
uderzy¢, wowczas warstewki te ulegaja zniszczeniu, dochodzi
do znacznego tarcia miedzy bezposrednio stykajacymi

sie pytkami maki i lepkosé¢ zawiesiny wzrasta. Z kolei

w pudelku zawierajacym mokry piasek nastepuje stosunkowo
silne oddziatywanie ze soba jego ziarenek zwilzonych przez
czasteczki wody. Pojawiaja sie w wyniku tego sily przylegania
miedzy ziarnami i Sciankami pudetka. Dzieki temu

piasek w toczacym sie pudetku tatwo jest wprawiany w ruch.

W przeprowadzonych dotychczas do§wiadczeniach nie mieliSmy mozliwosci precyzyjnej
kontroli szybkosci obrotéw pudetka. Szybkosé ta wzrastata wprost proporcjonalnie do
czasu ruchu pudetka, poniewaz ruch ten byl w przyblizeniu jednostajnie przyspieszony,
a szybkosé koncowa byta stosunkowo niewielka. Mozliwos¢ zadawania ustalonej
szybkodci daje uklad, przedstawiony na rysunku 3, w ktérym zastosowano wiertarke
elektryczng z regulacja szybkosci obrotow.

Do zbudowania tego uktadu na poczatek wykonamy tarcze przeznaczona do mocowania
pudelek. W srodku krazka ze sklejki lub plastiku wywiercimy przelotowy otwoér, umozliwiajacy
przetozenie Sruby i poszerzymy go do potowy dlugosci, tworzac zagtebienie, w ktorym schowa
sie teb sruby, tak zeby nie wystawal ponad powierzchnie krazka. Przez krazek przekladamy
$rube i przykrecamy ja po przeciwnej stronie krazka nakretka. Srube zaciskamy w uchwycie

Rys. 3. Uklad do badania substancji
w ruchu obrotowym;
1 — tarcza, 2 — $ruba =z nakretka,

3 — wiertarka, 4 — imadlo, 5 — przezroczyste
pudetko, 6 — przezroczysta tasma klejaca,
7 — badana substancja.

wiertarki, ktora z kolei mocujemy w imadle, tak zeby jej wrzeciono mogto obracaé sie w pozycji
poziomej. Regulator obrotéw wiertarki ustawiamy na zero i przylaczamy wiertarke do sieci
elektrycznej. Do tarczy przyktadamy wybrane pudetko, zawierajace suchy piasek i mocujemy
do niej za pomoca dwoch kawaltkow przezroczystej tasmy klejacej. Tasma powinna obejmowaé
tarcze i pudetko w kierunku osiowym z przodu i tytu. Takie rozwiazanie pozwoli nam na pewne
zamocowanie pudelek i latwa ich wymiane.

Po zmontowaniu uktadu powoli zwiekszmy predkosé
obrotéw wiertarki i obserwujemy zachowanie sie
substancji zawartej w pudetku. Kiedy szybko$é¢ ta osiagnie
odpowiednia, ale niezbyt duza wartosé¢, mozemy zauwazy¢,
ze powierzchnia znajdujacego sie w pudetku suchego
piasku wzniosta sie po stronie przeciwnej do kierunku
obrotu. Przy ustalonej predkosci obrotu kat odchylenia od
poziomu tej powierzchni jest staly. Widzimy rowniez
poruszajace sie w dot, wzdluz powierzchni i tuz pod nia,
uporzadkowane warstwy piasku. Ponadto piasek unoszony
jest w gére tuz przy $ciance naczynia. Tworzy si¢ w ten
sposOb swoisty obieg piasku. Jest on transportowany ku
gorze dzigki sitom tarcia o $cianki naczynia i zsuwa sie¢

w dol, gdy kat nachylenia powierzchni piasku przekroczy
pewna wartos$¢ graniczna, odpowiadajaca maksymalnemu
wspotczynnikowi tarcia. Jezeli jeszcze bardziej zwiekszymy
szybkos¢ obrotéw wiertarki, to powierzchnia piasku
ulegnie zatamaniu, ale opisany obieg bedzie nadal
zachowany (rys. 4a). Sugeruje to tworzenie si¢
metastabilnego stanu pewnej ilosci piasku w gérnej czesci
naczynia. Podobne efekty zaobserwujemy po wymianie
pudetka z piaskiem na pudetko ze sztucznym miodem.
Jezeli do tarczy przymocujemy pudetko z mokrym
piaskiem, to przy dostatecznie duzej szybkosci obrotéw
bedzie on rozrzucany prawie po catej objetosci pudetka,
tworzac wiry (rys. 4b).
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7 kolei po zamocowaniu i wprawieniu w szybki ruch obrotowy
pudetka z ciecza reopeksyjna utworzy ona w przyblizeniu
pierscient, przylegajacy do jego $cianek.

Rys. 4. Ksztalt powierzchni cieczy o duzej lepkosci lub suchego
materialu sypkiego umieszczonych w pudetku, obracajacym sie
a) ze §rednia szybkoscia; b) z duza szybkoscia.

Wykorzystujac uklad z wiertarka o regulowanej szybkosci
obrotéw i przygotowane wcze$niej pudetka z réznymi
substancjami, mozemy przeprowadzi¢ wiele interesujacych
obserwacji i samodzielnych badan zachowania si¢ tych
substancji w ruchu obrotowym. Dla przyktadu, warto zbadaé¢
efektowne zachowanie si¢ opitkow stalowych lub zelaznych
podczas ich obrotu z réznymi szybkosciami i przy zblizaniu
do pudetka magnesu. Bardziej skomplikowane badania tego
rodzaju maja duze znaczenie dla optymalizacji konstrukcji
wielu urzadzen przemystowych, np. mieszalnikow czy
homogenizatoréw. Jednym z przyktadéw tych urzadzen jest
powszechnie znana, poczciwa betoniarka.
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Kolejna malpa rozszyfrowana

Ten, moze niezbyt elegancki, tytul nasunal mi artykut w naukowym tygodniku
Nature o rozszyfrowaniu genomu orangutana. Wraz z szympansem i gorylem
tworzg, grupe malp czlekoksztaltnych, a ich genomy poréwnuje si¢ z genomem
czlowieka. Na wyspach Borneo (50 tys. osobnikéw) i Sumatra (7,5 tys.) zyja dwa
rézne gatunki orangutana (czlowiek z lasu), ktore ewolucyjnie rozstaly sie

400 tys. lat temu. Jedynym naturalnym wrogiem orangutanéw jest cztowiek.

Genom orangutana jest identyczny z ludzkim w 97% (szympansa w 99%). Takie
poréwnania pozwalajg na ewolucyjne wnioski, a nawet na zaprojektowanie in
silico pradawnego zestawu chromosomoéw dla hipotetycznego przodka ludzi

i malp czlekoksztattnych. Rozdzielilismy sie¢ z orangutanem 16-12 milionéw lat
temu, z szympansem 6-4,5 mln lat. Zwroéémy uwage na skale czasu: nasz
gatunek, H. sapiens istnieje od 200 tys. lat 1 w tej skali niepewnos¢ o 4 miliony

wydaje sie ... dos¢ nieprecyzyjna.

Kazde rozgalezienie linii ewolucyjnej pozostawia oba gatunki na odrebnych,
wlasnych drogach. Przez 16 milionoéw lat orangutan, szympans i czlowiek
ewoluowaly w réznym tempie (a raczej ewoluowaly genomy ich przodkow).
Genom orangutana okazal si¢ najbardziej stabilny, genom czlowieka — po
oddzieleniu sie od linii szympansa — najbardziej zmienny. Ludzie i szympansy
tracili lub zyskiwali nowe geny dwa razy czesciej niz orangutany. Zadziwia fakt,
ze w niektorych fragmentach genom orangutana jest blizszy ludzkiemu.
Widocznie od momentu rozejscia si¢ linii ewolucyjnych czlowieka i szympansa
ten ostatni zgubil ze swojego genomu pewne odcinki wspoélne z orangutanem,

a czlowiek je zachowal.

Wazny wktad do rozwazan ewolucyjnych wnosi takze analiza genoméw malp
z Borneo i Sumatry — mozna spojrzeé z pozycji czasteczek na proces
powstawania gatunkéw. A obok tych wynikow ci$nie sie dodatkowa refleksja.

Jeszcze niedawno analizy pojedynczego genu mogl sie podjaé jeden czlowiek. Ale
pare lat temu wymyslono nowe metody analityczne, ktére przyépieszyty
gromadzenie danych wieleset razy. Z komputeréw sterujacych takimi maszynami
spltywa wieleset razy wiecej danych w jednostce czasu. Powstaly nowe systemy
opracowan takich danych, aby staly sie wynikami. Rozwinieto metody
charakterystyki populacji, rownolegtej analizy danych, udostepniono wiedze
dotyczaca setek genoméw juz oznaczonych i zachowywanych w licznych bazach
danych. Poréwnywanie genomoéw ,ruszylo z kopyta”.

Zupelnie inne sa w tej chwili wymagania stawiane waznej pracy z genomiki,
poniewaz jej warto$¢ mierzy sie nie liczba oznaczonych sekwencji, lecz wnioskami,
ktore z tych sekwencji ptyna. Jednoczesnie, aby praca byla wiarygodna, trzeba
odstoni¢ calg ,kuchnie” uzyskiwania wynikéw. To dlatego publikacja w Nature
liczy sobie kilka stron, ale ,Suplement” dostepny w Internecie ... stron 90!
Genom orangutana badano w 30 instytucjach, brato w tym udzial ponad

100 os6b, wiadomo tez, kto jaka czesS¢ pracy wykonal i za nia odpowiada.

Tak skoriczyla sie biologia molekularna mojej mlodosci. W tej skali zespolowych
badan pojedynczy czlowiek moze sie czué jedynie §rubka skomplikowanej
konstrukcji. Znika indywidualna twarz tworcy i tylko tak mozna utrzymac
tempo w $§wiatowym wy$écigu.

Za prace w dziedzinie genetyki czlekoksztaltnych Nagrode Nobla moze dostacé
tylko ten, kto obejmie intelektualnie i po nowemu skomentuje swoje i cudze
wyniki. Moim kandydatem jest Svante P#ddbo, badacz kopalnego DNA i genomu
Neandertalczyka. Paabo ucieszy! sie z komunikatu o orangutanie.

Magdalena FIKUS
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Informatyczny kacik olimpijski (40): Zapotrzebowanie na prad

W tym kaciku sprobujemy rozwiazaé zadanie Electric
needs pochodzace z druzynowych zawodéw studenckich
z serii ACM ICPC, a konkretnie z mistrzostw Ameryki
Lacinskiej 2010.

Rozwazmy prostokatny obszar podzielony na kwadraty
jednostkowe, w ktérym kolumny ponumerowane sa od 1
do M, a wiersze od 1 do N. Kazdy kwadrat jednostkowy
reprezentuje dziatke, ktéra moze byé zajeta przez
budynek lub nie. Na doktadnie P dziatkach, ktorych
wspolrzedne mamy podane, znajduja sie budynki
elektrowni. Wszystkie pozostate pola sa uszeregowane
wedle swej wartosci dla przedsiebiorcow. Pola potozone
blizej elektrowni sg bardziej wartosciowe od wszystkich
odleglejszych (bierzemy pod uwage odlegtosé od
najblizszego pola zajetego przez elektrownie

w metryce maksimum, tzn. d((z1,y1), (22,92)) =
=max(|z1 — 22|, [y1 — y2|)). W przypadku jednakowej
odleglosci od elektrowni za bardziej wartosciowe
uznajemy pola z wierszy o mniejszych numerach, a gdy
takze to kryterium nie jest rozstrzygajace — z kolumn

o mniejszych numerach. Naszym zadaniem jest
odpowiedzie¢ na ) zapytan postaci: ,podaj wspotrzedne
pola, ktore jest K-te z kolei na liscie najbardziej
wartosciowych”.

Naturalnym podejsciem jest wyznaczenie odlegtosci
kazdego pola od elektrowni. Mozna to zrobié¢, budujac
graf nieskierowany, ktorego wierzchotkami sg nasze pola,
a krawedzie tacza pola sasiadujace bokiem lub rogiem.
W takim grafie wystarczy wykona¢ jedno przeszukiwanie
wszerz (BFS), startujac ze wszystkich pol elektrowni
naraz. Zachecamy Czytelnika, aby zastanowit sie,
dlaczego odleglos¢ w takim grafie jest rownowazna
odleglosci w metryce maksimum. Obliczywszy wszystkie
odleglosci, sortujemy pola wedlug kryteriow podanych

w zadaniu, a na kazde zapytanie odpowiadamy, po
prostu podajac wspotrzedne K-tego pola z posortowanej
listy. Daje to tacznie O(NM log(NM) + Q) operacji albo
nawet O(NM + Q) operacji, jesli sortowanie wykonamy
metoda kubetkowa. Prawdopodobnie byltby to najlepszy
sposOb postepowania, gdyby nie fakt, ze w tym zadaniu
goérne ograniczenia na N i M sa duzo wieksze niz na P

i Q. Innymi stowy, szukamy rozwigzania, ktérego
ztozonosé bedzie zalezalta bardziej od P i @ niz N czy M.

W takim razie zastanowmy sie najpierw, w jakiej
odleglosci od najblizszej elektrowni potozone jest
szukane, K-te pole. Nie wida¢ sposobu na obliczenie tego
wprost, sprobujmy wyszuka¢ wynik binarnie. W tym celu
potrzebujemy metody sprawdzania, ile jest poél, ktorych
odlegltosé od elektrowni wynosi co najwyzej D — za jej
pomoca wyszukamy najmniejszg wartos¢ D, taka ze tych
pol jest co najmniej K. Zauwazmy, ze pola, ktérych
odlegltosé od ustalonego pola elektrowni wynosi co
najwyzej D, tworza kwadrat o boku 2D + 1 (kwadrat
moze by¢ uciety, jesli wystaje poza plansze) i srodku

w elektrowni. Stad musimy obliczy¢, ile pol tacznie
zajmuje P takich kwadratow (wzglednie prostokatow).
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Tym problemem zajmiemy sie za chwile, poki co
spojrzmy, jak ma sie to do rozwiazania calego zadania.
Jesli znamy juz odleglo$é¢ D, obliczamy najpierw, ile jest
pol w odlegtosci co najwyzej D — 1 od elektrowni,
odejmujemy te liczbe od K i rozwiazujemy powstaly
problem: ktore z pol odlegtych od najblizszej elektrowni
o doktadnie D jest na pozycji K'-tej na liscie tychze pol
w zadanej kolejnoéci. Zacznijmy od ustalenia, w ktérym
wierszu jest nasz K'-ty element. Znéw nie widaé¢ sposobu
na obliczenie tego wprost, wiec decydujemy sie na
wyszukiwanie binarnie. Potrzebujemy odpowiedzi na
pytanie: ,ile jest pol odleglych od najblizszej elektrowni
o doktadnie D, ktore znajduja sie w pierwszych W
wierszach?”. Naturalnie, bedziemy szukali najmniejszego
takiego W, ze odpowiedZ na to pytanie jest nie mniejsza
niz K'. Problem jest podobny do poprzedniego. Tym
razem jednak odleglo$é¢ doktadnie D od najblizszej
elektrowni oznacza pola zawarte w kwadracie o boku

2D + 1, ale niezawarte w kwadracie o boku 2D - 1.
Kwadraty te trzeba obcina¢ odpowiednio do
prostokatow, jesli wystaja poza plansze (ktora ma teraz
wymiary W x M). Poniewaz wszystkie mniejsze kwadraty
zawieraja sie w wiekszych, wiec nalezy po prostu obliczyé
taczne pole sumy wiekszych i odja¢ od niego pole sumy
mniejszych. Tak wiec ponownie sprowadziliSmy problem
do obliczenia pola sumy prostokatéow. Na koniec
pozostaje ustali¢, ktére doktadnie z p6l w danym wierszu
nalezy wybra¢. W tym celu od K’ odejmujemy liczbe pol
w odleglosci doktadnie D od elektrowni, ktore znajduja
sie w wierszach o numerach od 1 do W - 1, otrzymujac
w ten sposob nowy parametr K. Nastepnie

w identyczny sposdéb wyszukujemy binarnie minimalne
takie C, zeby w pierwszych C' kolumnach wiersza

o numerze W bylo co najmniej K" pol o odleglosci od
elektrowni réownej D. Dla danego C' wystarczy obciaé
kwadraty o bokach 2D + 11 2D -1 do zadanej czesci
wiersza o numerze W, a potem obliczyé pole sumy
powstaltych prostokatow o jednym boku dtugosci 1.

SprowadziliSmy zatem caly problem do obliczenia pola
sumy P prostokatow O(Q(log N +log M)) razy. Mozna
ten problem rozwiaza¢ dogé prosto w czasie O(P?) lub
O(P?), co bylo wystarczajace w tym zadaniu
(opracowanie takich rozwiazan pozostawiamy
Czytelnikowi). Istnieje tez efektywniejsze rozwiazanie,

w zlozonosci czasowej O(Plog P), wykorzystujace
technike zamiatania oraz drzewo przedziatowe, w ktorym
w kazdym wezle pamietamy dodatkowo dlugosé sumy
przedzialow w jego poddrzewie. Szczegoly tego
rozwiazania pomijamy, mozna o nim postuchaé¢ na stronie
http://was.zaa.mimuw.edu.pl/?g=node/37, poczytacé
w ksiazce Preparaty i Shamosa Geometria obliczeniowa.
Wprowadzenie albo, najlepiej, wymysli¢ je samemu.

Rozwiazanie catego zadania wymaga zatem
0O(Q(log N +1log M) Plog P) operacji.

Tomasz KULCZYNSKI



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Rozmnazanie w pelni

Petnia ksiezyca pelni zauwazalng role w naszej
kulturze. Na fazach ksiezyca oparte sa najstarsze
materialnie udokumentowane sposoby zliczania dni,
a sibdemka jest w wiekszosci cywilizacji jakos
wyrézniona. Liczba dni tygodnia jest najlepszym,
ale nie jedynym przyktadem. Typowa dlugosé cyklu
menstruacyjnego byla, prawdopodobnie, jednym

z glownych zrédet rozwoju medycznego aspektu
astrologii. Cho¢ wspotczesna nauka uwaza to

(w najlepszym razie) za $lepa uliczke, to astrologia,
obok rachuby czasu, stanowita podstawe wnioskow
o dofinansowanie badan podstawowych tysigclecie
przed zaistnieniem Unii Europejskiej. (To, ze, moim
zdaniem, niewiele w kwestii argumentowania
dofinansowania badan podstawowych sie zmienilo,
jest osobnym tematem, od rozwijania ktorego sie
jednak powstrzymam.)

Pelnia ksiezyca zostata zawlaszczona przez tworcow
,strasznych opowiesci”, podobnie jak poinoc, ktora
w naturalny sposob jest wyznaczona wtasnie

w czasie pelni.

Powyzsze aspekty sa jednak obciazone kulturg. Czy
pelnia ksiezyca ma jakies znaczenie dla
bezkulturowego $wiata ozywionego? Wilkolaki,
oprocz tego, ze wystepuja w przyrodzie podobnie
czesto jak smoki, sa niekulturalne w zbyt malym
stopniu. Wystarczajaco bezrozumne sg natomiast
koralowece.

Sa one, w wiekszosci, rozdzielnoptciowe i rozmnazaja
si¢, przynajmniej niektére, po prostu uwalniajac
zenskie 1 meskie komorki ptciowe do wody. Szansa,
na zaplodnienie jest wieksza, jezeli czynnosci te sg
zsynchronizowane. I tak jest w istocie. Niektore
koralowce robia to z doktadnoscia do dwudziestu
minut tylko kilka razy w roku.

Np. dla koralowcéw elkhorn Acropora palmata,
wystepujacych masowo w Morzu Karaibskim, dzieje
sie tak o zmierzchu w trzy i cztery dni po pelni
ksiezyca [1]. Podobnie zadziwiajaco zachowuje sie
wiekszos¢ rozmnazajacych sie plciowo koralowcow.

Po czym poznaja one odpowiednig faze ksiezyca,
pozostaje tajemnica. Uscislono jednak [1]
interesujaca hipoteze [2]. Dominujacym odcieniem
Swiatta o zmierzchu jest niebieski, natomiast §wiatto
wschodzacego ksiezyca jest czerwonawe. W strefie
rownikowej, po pelni ksiezyca, jego wschod
nastepuje po zachodzie storica. Pojawia sie wtedy
okres dominacji $wiatta niebieskiego, koniczacy sie
wraz ze wschodem ksiezyca. Do jego wykrycia
wystarczytyby dwa fotoczute barwniki z grupy
opsyn np. dostrojone do wykrywania swiatta
niebieskiego i zielonego, a tego typu biatka wykryto
u koralowcéw i sprawdzono ich reakcje na swiatto
juz cztery lata temu [2]. W takim razie rozmnazanie
byltoby wyzwalane przez odpowiednio dtugg przerwe
miedzy zachodem storica a wschodem ksiezyca. Pod
warunkiem, ze réznica ta jest wykrywalna pod woda.
To, ze tak jest, udato sie wlasnie sprawdzié [1].

Hipoteza wydaje sie interesujaca i, jak to mowig
ostatnio w zupelnie innej dziedzinie, rozwojowa.
Wprost narzucaja sie badania, ktére nalezatoby

wykonaé, zeby to przypuszczenie sprawdzié.

Piotr ZALEWSKI

[1] A.M. Sweeney, C.A. Boch, S. Johnsen, D.E. Morse, Twilight spectral
dynamics and the coral reef invertebrate spawning response,
J. Exp. Biol. 214(2011)770

[2] O. Levy, L. Appelbaum, W. Leggat, Y. Gothlif, D.C. Hayward,

D.J. Miller, O. Hoegh-Guldberg Light-Responsive Cryptochromes from
a Simple Multicellular Animal, the Coral Acropora millepora, Science
318(2007)467
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Zadanie 5 mialo tres¢ nastepujaca:

Dany jest czworoScian foremny opisany na sferze
o promieniu 1. Udowodnij, ze w tym czworoscianie mozna
umiescic 6 kul o promieniu = w taki sposdb. aby kazide dwic

kule miaty co najwyzej jeden punkt wspdlny.

Kluczem do rozwiazania tego zadania okazala sie pewna
wlasno$¢ czworoscianu foremnego:

Wszystkie wysokosci czworoscianu foremnego przecinajqg sie w
jednym punkcie, a punkt ten dzieli kazdg z wysokosci

w stosunku 3 : 1, liczqc od wierzchotka. Punkt ten jest
jednocze$nie Srodkiem kuli wpisanej i opisanej na
czworoscianie foremnym.

Dowdd wlasnosci pozostawiamy Czytelnikom.

Rozwiazanie 1

Poniewaz w czworodcian ABC'D mozna wpisa¢ kule S

o $rodku O i promieniu 1, wysokos$¢ tego czworoscianu
wynosi 4 (na podstawie przytoczonej wilasnosci).
Przeksztalémy czworoscian foremny ABCD przez
jednoktadno$é wzgledem punktu A o skali % W efekcie
otrzymamy czworoscian AB'C’'D’ (rysunek 1). Korzystajac
z wlasnosci jednokladnosci, wnioskujemy, ze plaszczyzna
B'C’'D’ przecina wysoko$¢ AH w punkcie G w taki sposob, ze
AH = %AG, a kula S jest rowniez styczna do plaszczyzny
B'C’'D’. Zatem kula S; wpisana w czworoécian AB’C'D’ ma
promien % i ma tylko jeden punkt wspélny z kula S.

Analogicznie pokazujemy. ze istniejg cztery kule o promieniu
% umieszczone w kazdym .rogu” czworoscianu ABCD. Kazda
z tych kul ma tylko jeden punkt wspolny z kula S. Poniewaz
kula S ma promien 1, wiec mozna umiesci¢ w niej dwie kule

0 promieniu %, ktore maja tylko jeden punkt wspolny.

Zatem otrzymalismy szes¢ kul, ktore spelniajg warunki
zadania.

Rozwigzanie 2

Niech A, B1,C1, D1, E;., Fy beda odpowiednio srodkami
krawedzi AB, BC, CD, DA, CA, BD. Przeksztalémy kule S
i czworoscian ABC D przez

a) jednoktadnos¢ o srodku A; i skali 3,

b) jednokladnosé o srodku Ci i skali 1.

Efektem tych przeksztalcen beda dwa czworosciany
(rysunek 2), ktore maja tylko jeden punkt wspoélny — jest to

Rys. 1 D Rys. 2

www.sem.edu.pl

Czworoscian i1 kule

W dniu 8 stycznia 2011 roku odbyly sie zawody II stopnia VI Olimpiady
Matematycznej Gimnazjalistow, w ktorych uczestniczylto 669 uczniéw. Sposrod
nich 187 zostalo zakwalifikowanych do zawodéw stopnia III.

W czasie zawodow II stopnia uczniowie rozwiazywali pie¢ zadan, a my
chcieliby$my przedstawié rozwiazania jednego z nich.

srodek kuli S. Zatem kule wpisane w te czworosciany nie
maja punktéw wspolnych.

Przeksztalémy teraz kule S przez
a) jednoktadnos¢ o srodku A; i skali %,
b) jednoktadnosé¢ o srodku FE i skali %

Obrazami $rodka kuli S beda srodki kul o promieniach %
znajdujace sie w potowie odcinkow OA, i OF;. Wykazemy
teraz, ze kule te nie majg punktéw wspdlnych.

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, wyliczamy, ze
czworoscian foremny o wysokosci 4 ma krawedz diugosci 2v/6.
Zatem odleglosé punktow A; i E; wynosi V6. Srodki bokow
OA; i OF; w trojkacie OA; E; pozostaja w odleglosci o8

27
ktora jest wieksza od 1.

Zatem we wnetrzu czworo$cianu ABC' D mozna umiesci¢ szesé
kul: kazda z nich jest obrazem kuli wpisanej w czworoscian
ABCD w jednokladnoéci o skali § i srodku bedacym
srodkiem krawedzi czworo$cianu.

Nasuwa sie pytanie, czy we wnetrzu podanego czworoscianu
ABCD daloby sie zmiesci¢ wiecej kul.

Okazuje sie, ze 4 kule umieszczone w narozach czworo§cianu
jak w rozwigzaniu 1 oraz 6 kul z rozwiazania 2 nie maja
punktow wspolnych. Latwo zauwazy¢, ze srodki dwoch
sasiednich kul sa srodkami bokéw AO i A10 w trojkacie

AOA;, a ich odleglos¢ jest réwna @, czyli jest wieksza od 1.

Zadanie z rozmieszczeniem 10 kul mozna réwniez rozwigzac
przez obliczenie wysokosci czworoscianu ,,opisanego” na
piramidzie ztozonej z 10 kul (rysunek 3). Wystarczy
zauwazy¢, ze czworoscian ,opisany” na piramidzie jest
obrazem czworoscianu o krawedzi 2, ktorego wierzchotkami sa
srodki czterech naroznych kul, w jednokladnosci o srodku

w punkcie przeciecia wysokosci kazdego z czworoscianéw.
Wysokosé takiego czworodcianu wynosi 2‘/_% i jest mniejsza
od 4, czyli czworodcian ten miesci sie w czworo$cianie
opisanym w tresci zadania.

Zadanie z rozmieszczeniem 6 kul rozwiazalo niewielu
uczestnikow IT etapu OMG. Mozna podejrzewaé, ze

z rozwigzaniem zadania w wersji trudniejszej — o 10 kulach —
poradziloby sobie wiecej 0os6b, bo ustawienie tych kul

w piramide jest pomyslem naturalnym.

Jacek DYMEL, Michat NIEDZWIEDZ
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrot regulaminu

®

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania czterech, trzech, dwoch lub
jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami.

Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach, umieszczajac

na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1

. z dokladnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4-3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe osoéb, ktore
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i
tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéow, w dowolnym czasie

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2011

i w ktorejkolwiek z dwoch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html

Zadania z matematyki nr Zadania z matematyki nr 619, 620

Redaguje Marcin E. KUCZMA

619. Szachownica o rozmiarach n x n zostata pokryta pltytkami 2 x 2. Kazda
plytka pokrywa dokladnie cztery pola. Plytki zachodza na siebie, ale nie wystaja
poza brzeg szachownicy. Liczba plytek przekracza 2(n? —n)/3. Dowiesé, ze mozna
usunaé jedna plytke tak, by pozostate ptytki nadal pokrywaly cata szachownice.

620. Niech P(x) bedzie wielomianem stopnia dodatniego o wspolczynnikach
catkowitych. Wykazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej k istnieje taka liczba
calkowita n, ze liczba P(n) ma co najmniej k réznych dzielnikow pierwszych.

Zadanie 620 zaproponowal pan Witold Bednarek z f.odzi.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2010

Przypominamy tresé zadan:

611. Diagram przedstawia poczatkowe wiersze nieskonczonej tabeli
trojkatnej. Skrajnymi elementami kolejnych wierszy sa kolejne liczby
naturalne. Ponadto obowiazuje regula: jesli liczby b, ¢ sa sasiednimi
elementami dowolnego wiersza, nad nimi znajduje si¢ liczba a, zas pod

611. Przekrecamy diagram o 45° tak, by otrzymacé tabele —
nieskoriczona macierz A = [am,n]m,n>0; jest to lewa z dwoch
tabelek ponizej:

01 2 3 135 7...
14 710... 39 1521...
A 9 71907 B: 5159535 ...
3101724 ... 7213549 ...

Zgodnie z trescia zadania, jej wyrazy sa zwigzane

zaleznosciami: an,0 = ag,n =N,

Am,n t Gm+1,n+1 = Gm+1,n + Am,n+1 + 2.

Patrzac na tabelke, odgadujemy wzor jawny

Gm,n = 2mn +m +n. Sprawdzamy, ze te liczby spelniaja
napisane przed chwila rownania (ktére wyznaczaja zawartosé
calej tabeli jednoznacznie).

Tworzymy nowa macierz nieskonczona B = [bm,n]m,nzo
o wyrazach bm n =2am,n, +1 (prawy diagram powyzej).
Zachodza réwnosci bn,o =bo,n =2n+1,

b =22mn+m+n)+1=2m+1)(2n+1).
Tak wiec B jest po prostu tabliczka mnozenia liczb
nieparzystych. Kazda liczba nieparzysta wystepuje w niej tyle
razy, ile ma réznych dzielnikéw dodatnich.
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nimi liczba d, to a +d = b+ ¢ + 2. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby
catkowitej k > 2 istnieje nieskonczenie wiele liczb, z ktoérych kazda
wystepuje w tej tabeli dokladnie k razy.

612. Funkcja f:R — R jest dana wzorem
f(x) =sin® z + cos® ax

(dla pewnej stalej rzeczywistej a). Dowies¢, ze jezeli f jest funkcja
okresowa, to a jest liczba wymierna.

Niech teraz k > 2 bedzie zadang liczba catkowita. Bierzemy
dowolna liczbe pierwsza p > 2; wowczas liczba pht wystapi

w tabeli B doktadnie k razy. Wracajac do tabeli A, widzimy,
ze dokladnie k razy pojawi si¢ w niej liczba (pF~* —1)/2. Jest
nieskoriczenie wiele liczb pierwszych — mamy wiec teze
zadania.

612. Niech T bedzie okresem funkcji f. Z roéwnosci
F(T) = £(0), cayli
cos’al =1 —-sin’T = cos” T
(czyli jeszcze prosciej: cos2aT = cos2T') wnosimy, ze
2aT = 2T +2kn  (k — liczba calkowita).

Pochodna f'(z) =sin2x — a sin2ax tez jest funkcja
T-okresowa: f'(T) = f'(0), czyli

sin2T = a sin2aT = a sin(+ 27" + 2k7) = £ a sin 27"

Zatem albo a=+1 (liczba wymierna), albo sin27 =0, skad
2T =in (1+0),

+2T + 2km 2k
= =41+

liczba wymierna).
2T



Klub 44

Zadania z fizyki nr 516, 517

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2011

516. Sprezyscie zginajacy sie jednorodny pret o dlugosci [ i masie m
zamocowano jednym koricem poziomo, a drugi zwisa pod wplywem silty ciezkosci
(rys. 1). Miarg sztywnosci preta jest dany parametr k, bedacy stosunkiem
momentu sily zginajacej M do kata a miedzy stycznymi do koncéw preta, gdy M
ma wzdhiz niego stala wartosé. Obliczy¢ numerycznie zwis preta h oraz kat
opadania jego konca «, przy nastepujacych danych: [ =1 m, m =1 kg,

k=1 N-m/rad, przyspieszenie ziemskie g = 10 m/s%.

Wskazowka: Obliczenia moga by¢ oparte na przedstawieniu preta jako zespotu

duzej liczby n sztywnych pretow o masach my = m/n i dtugosciach 1y =1/n,
potaczonych przegubami opisanymi przez wspétczynnik ky = k- n.
517. Rownolegla wiazka $wiatta o natezeniu (tzn. mocy na jednostke

powierzchni prostopadtej) Iy pada na kulke o promieniu r ze szkla o
wspoltezynniku zatamania n. W odlegtosci R > r od kulki znajduje sie ekran

prostopadly do wiazki padajacej, ale o§wietlony tylko przez $wiatlo przechodzace
przez kulke. Jesli mozna pominaé¢ efekty dyfrakcyjne i odbicie swiatta od szkla,

12345

to jakie jest natezenie Swiatta padajacego na srodek ekranu?
Rozwigzania zadan z numeru 12/2010

Przypominamy tres¢ zadan:

508. Rurka sklada sie z pieciu pionowych segmentéw wysokosci h =1 m i jednego segmentu dltuzszego
(rys. 2). Jesli poczatkowo rurka nie zawierala wody, to do jakiej wysokosci nalezy jej nala¢ do
dtuzszego segmentu, zeby zaczela wycieka¢ drugim konicem? Srednica rurki jest znacznie mniejsza

od h, ale na tyle duza, ze przeplyw wody i przeplyw powietrza moga w niej zachodzi¢ niezaleznie.
Temperatura powietrza w rurce si¢ nie zmienia, a ci§nienie atmosferyczne wynosi pg = 10° Pa.

ha 509. W zjawisku Comptona obserwuje si¢ promieniowanie rentgenowskie rozproszone na swobodnych

» elektronach, przy czym zwykle zaklada sig, ze poczatkowo elektrony byly nieruchome. Przyjmijmy, ze
rozproszenie nastepuje na elektronach w atomach wodoru, bedacych poczatkowo w stanie
podstawowym. Ile wynosi poszerzenie zakresu dlugosci fali promieniowania rozproszonego wstecz

(6 =180°), wynikajace z ruchu elektronéw? Wystarczy wynik przyblizony oparty na modelu Bohra,
dla diugosci fali promieniowania padajacego rownej Ao = 0,1 nm.

Rys. 2

508. Po przelaniu przez gorne kolanko 1-2 woda zamyka
dolne kolanko 2-3 i odcina w segmencie 2 rurki stup powietrza
o poczatkowej dtugosci h (pomijamy objetosé samego
kolanka); pozniej sytuacja sie powtarza w segmencie 4.
Wozrost poziomu wody w segmentach 3 i 5 powoduje sprezenie
tych stupéw powietrza — oznaczmy dlugosci stupow po
sprezeniu jako ho i ha. Zatem ci$nienie powietrza w segmencie
4 wynosi po + pgha (gdzie po - ciSnienie atmosferyczne),

a w segmencie 2 — pg + pgha + pgho. Zgodnie z réwnaniem
przemiany izotermicznej

poh = (po + pgha)ha = (po + pgha + pgha)ha

Obliczamy
—po + /P +4poh
hy = POEVIOTTPOIE g1 8 em,
2pg

podobnie hy = 85,2 cm.

Wysoko$é stupa w lewym segmencie powinna byé rowna co
najmniej h + ha + hy =277 cm (177 cm powyzej gornych
kolanek).

Praktycznym przykladem opisanego tu problemu moze byé
lanie wody wezem czesciowo zwinietym na bebnie. Na
poziomie jakosciowym bylo to tematem jednego z zadan
Olimpiady Fizycznej w 1982/83 r.

509. Energia kwantu promieniowania o dlugosci fali 0,1 nm
wynosi 12 keV, czyli okoto 1000 razy wiecej od energii
wiazania elektronu. W bilansie energii pominiemy wiec energie
wiazania, gdyz nie zalezy ona od ruchu elektronéw i moze
powodowaé niewielkg zmiane dlugosci fali A1 rozproszonego
promieniowania, ale nie rozmycie widma. Zasada zachowania
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energii wyraza si¢ wiec ,zwyklym” réwnaniem

he +mc’ = he +1/(me?)? + (pe)?,
Ao A1

gdzie p jest pedem elektronu wyrzuconego z atomu. Zasade
zachowania pedu zapiszemy natomiast w postaci
jednowymiarowej

h h
" +Ap = N +p,
gdzie Ap jest poczatkowym pedem elektronu, a minus po
prawej wynika z danej wartosci kata rozproszenia kwantow
(180°). Jesli elektron krazy! po pierwszej orbicie Bohra, to

zaleznie od zwrotu jego ruchu mamy Ap = +2*- co

2
segn €O — Jak
tatwo sprawdzi¢ — jest wielkoscia okolo trzykrotnie mniejsza
od pedu fotonu. Do celéw przyblizonej oceny mozemy wiec,
podnoszac réwnanie stronami do kwadratu, pozostawié¢ tylko

wyraz liniowy w Ap i po wyeliminowaniu p otrzymujemy
mc()\l - )\o) =2h + Ap()\l + )\0)

Wyznaczajac stad A1, warto pamietaé¢, ze Ap jest wielokrotnie
(137-krotnie) mniejsze od me, a comptonowska dtugosé fali
elektronu A, = h/mc jest rowna 2,4 - 1072 m, czyli znacznie
mniej od A\g. W wyniku przeksztalcen znajdujemy

A~ Ao + 20+ 200 22
mc

Ostatni czton po prawej stronie jest szukanym rozmyciem
widma promieniowania rozproszonego. Jego liczbowa wartosé
wynosi £1,5-107'? m. W poréwnaniu z samym zwickszeniem
dhugosci fali rownym 2. = 4,8-107*% m jest to wielkosé
mniejsza, ale nie pomijalnie mata.
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Rozwigzanie zadania M 1309.

Niech K i L oznaczaja punkty
symetryczne do B i C' wzgledem punktow
D i E odpowiednio.

i A

B M ¢

Woéwecezas z twierdzenia Talesa CK = 2D M
i BL =2EM. Zauwazmy, ze trojkaty
ABK i ACL sa robwnoramienne:
AB=AK i AC = AL. Ponadto, poniewaz
24BAD = +CAE, wiec «BAL = +KAC.
Wobec tego trojkaty BAL i KAC sa
przystajace. To oznacza, ze BL = CK, co
wraz z pierwsza obserwacja koriczy dowod.

Rozwigzanie zadania M 1311.
Rozwazmy tréjkat rownoboczny ABC

o srodku O. Kazdemu stowu
przyporzadkujmy przeksztalcenie tego
trojkata w ten sposob, ze literze a
odpowiada symetria wzgledem osi OA,

a literze B obrét wokol punktu O o 120°
zgodnie z ruchem wskazowek zegara. Na
przyktad stowo baabb oznacza ,obroét,
potem symetria, znéw symetria i jeszcze
dwa obroty”. Zauwazmy, ze podane
operacje nie zmieniaja przypisanego
przeksztalcenia. Istotnie, mozemy dodac
lub odja¢ dwie kolejne symetrie wzgledem
tej samej osi, trzy obroty o 120° wokét
tego samego punktu, a oba slowa ab i bba
oznaczaja symetrie wzgledem osi OB. W
takim razie nie istnieje zadany ciag
operacji, gdyz a oznacza symetrie
wzgledem osi OA, a ba symetri¢ wzgledem
osi OC.

Patrz w niebo: Czyzby pierwsza planeta?

Planeta obiegajaca dowolng gwiazde moze przejawié¢ swoja obecno$é¢ na kilka
sposobow. Jej dzialanie grawitacyjne powinno powodowaé okresowe zmiany
polozenia gwiazdy. Jezeli gwiazda juz sie porusza, to obserwator zobaczy, ze jej
tor jest wezykiem. Ruch gwiazdy wzdtuz promienia widzenia przejawi sie jako
zmiany jej predkosci radialnej. Jezeli Ziemia lezy w plaszczyznie orbity planety,
to ma ona czasami mozliwo$¢ przejécia przed tarcza swojej gwiazdy, powodujac
jej przyémienie. Ma tez szanse przejsé przed inna, bardziej odlegta gwiazda,
powodujac wtedy jej pojasnienie wskutek zjawiska mikrosoczewkowania
grawitacyjnego. Wszystkie te zjawiska obserwuje sie, dzigki czemu obecnosé we
Wszechswiecie planet pozastonecznych nie ulega watpliwodci i kolejne odkrycia
nie sa niczym nadzwyczajnym. Prawdopodobnie jednak kazdy badacz marzy

o tym, zeby skierowawszy gdzies teleskop, moglt powiedzieé¢ co§ w rodzaju
wpunkcik w srodku pola widzenia jest planeta’.

Pojawilo sie podejrzenie, ze to marzenie sie spetnito. W roku 2004 za pomoca
8,2-metrowego teleskopu w Chile wykonano w podczerwieni zdjecie pewnej
gwiazdy, lezacej w asocjacji w Hydrze. Gwiazda wystepuje pod skréconym
symbolem 2M 1207, a koto niej, w odleglosci 078 znajduje sie obiekt znacznie
stabszy i znacznie chtodniejszy. Interpretacja tego obrazu, jak mozna
przewidzieé, jest trudna i niepewna, a zagadka w skrocie przedstawia sie
nastepujaco. Znajomos$¢ odleglosci (bo znana jest odleglosé asocjacji) pozwala
oszacowad jasnosci absolutne obiektow, a z poréwnania z modelami gwiazd
wynika, ze stabszy obiekt ma mase ponizej masy pozwalajacej na palenie wodoru
— a wiec powinien by¢ planeta. Jednak ich duza wzajemna odlegloéé¢ sugeruje, ze
ten staby obiekt nie bytby wtedy w stanie az tak $wiecié¢ $wiattem odbitym —
a wiec powinien by¢ gwiazda. Trzeba przyznaé, ze nie uplyneto jeszcze dosé
czasu, by dalo sie zaobserwowaé¢ wzgledna orbite cial, co dopiero datoby
niepodwazalna ocene ich mas, przez co oszacowania wszelkich parametrow
stalyby sie pewniejsze. Moze wiec nie nalezy sie przedwczesnie ani cieszy¢, ani
martwi¢, a tylko spokojnie poczeka¢ na dalsze obserwacje.

Tomasz KWAST

Kwiecien

Wysoko, troche ku zachodowi, widzimy w kwietniowe wieczory niepozorny
gwiazdozbior Raka. W przyblizeniu 2000 lat temu Stoiice przechodzito przez ten
gwiazdozbior w okolicy przesilenia letniego, czyli w czerwcu. Teraz przechodzi
przezen w sierpniu, a po dawnych czasach zostala nazwa punktu Raka

i zwrotnika Raka, gdzie Stoiice znajduje sie, jak za dawnych czaséow, okolo 21
czerwca. Przez lornetke mozna dostrzec w Raku dwie gromady otwarte gwiazd,
symbolicznie ,diametralnie” rézne, mianowicie jedna nalezy do najmtodszych,
druga do najstarszych, co ocenia sie po fazie ewolucji ich gwiazd. Pierwsza,
mloda M44 (Zt6bek lub Praesepe), ma w przyblizeniu p6t miliarda lat. Liczy
ponad 300 gwiazd, jej jasno$¢ to 3,9 mag, odlegtos¢ 160 pc. Druga, M67, ma
okotlo pieciu miliardéw lat. Zawiera 100 gwiazd, jej jasnosé to 4 mag, a odlegltosé
800 pc. Obie wiec wida¢ przy czystym niebie gotym okiem, a na niebie dzieli je
odleglos¢ ponizej 10 stopni.

Merkury, Wenus, Mars i Jowisz sa zbyt blisko Storica, przez co praktycznie
niewidoczne. Z nich czterech jedynie Wenus mozna probowaé dostrzec przed
wschodem Storica. Przez cata noc widaé tylko Saturna, ktory jest w Pannie;
w dodatku 4 TV znajdzie sie w opozycji (tj. w miejscu nieba przeciwlegltym
Stoncu). Now Ksiezyca wypada 3 IV, pelnia 18 TV. Zadnych zaémien ani zakry¢
jasnych obiektéw w kwietniu nie bedzie. Z przewidywalnych rojéow meteorow
mozna okoto 21 IV oczekiwaé stabego roju Lirydow.

T. K.
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Rys. 1. Dwunastoscian foremny:
12 $cian, 30 krawedzi i 20 wierzchotkow.

Rys. 2. O$mioscianu foremny:
8 Scian, 12 krawedzi i 6 wierzchotkow.

Rys. 3. Dwunastoscian widziany
przez przednig Sciane.

I
I
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Zadania 3 i 4 pochodza z broszury Przed
konkursem matematycznym
Stowarzyszenia na rzecz Edukacji
Matematycznej (Wyd. Szkolne Omega,
Krakow 2010). Zadanie 5 pochodzi z XLV
Olimpiady Matematycznej.

Numerowanie Joanna JASZUNSKA

Na pierwszym etapie tegorocznej Olimpiady Matematycznej pojawilo sie ponizsze
zadanie 1 o numerowaniu krawedzi dwunastoscianu. Sposrod licznych zadan
o podobnej tematyce prezentujemy kilka o dosé réznorodnych rozwigzaniach.

1. Krawedzie dwunastoscianu foremnego (rys. 1) chcemy ponumerowaé liczbami
1,2,...,30, uzywajac kazdej z nich doktadnie raz. Rozstrzygnij, czy mozna to
uczynié¢, tak aby suma numeréw krawedzi wychodzacych z dowolnego wierzchotka
byta:

(a) parzysta; (b) podzielna przez 4.

2. W wierzchotkach szescianu napisano siedem zer i jedna jedynke. Do kazdej
z liczb na koncach dowolnej krawedzi mozna dodac¢ 1. Czy wykonujac szereg
takich operacji, mozna sprawi¢, by wszystkie liczby w wierzchotkach byty

(a) rowne? (b) podzielne przez 37

3. Rozstrzygnij, czy liczby 1,2,3,...,18 mozna rozstawi¢ w wierzchotkach
i na $rodkach krawedzi o$mioscianu foremnego (rys. 2), tak aby kazda liczba
na krawedzi o$mioscianu byla srednia arytmetyczna liczb na jej koricach.

4. Na kazdej Scianie szeScianu zapisano dodatnia liczbe catkowita, a w kazdym
wierzchotku iloczyn liczb wystepujacych na trzech $cianach z danym
wierzchotkiem. Suma wszystkich liczb zapisanych w wierzchotkach tego szescianu
jest rowna 2009. Jaka jest suma liczb zapisanych na jego $cianach?

5. Kazdemu wierzchotkowi szescianu przyporzadkowano liczbe 1 lub -1, a kazdej
$cianie — iloczyn liczb przyporzadkowanych wierzchotkom tej $ciany. Wyznacz
zbior wartosci, ktore moze przyjaé suma 14 liczb przyporzadkowanych $cianom

i wierzchotkom.

Rozwigzania

R1. (a) Mozna (rys. 3). Kolorem zaznaczono krawedzie o nieparzystych
numerach.

(b) Nie mozna. Niech S oznacza sume wszystkich numerow krawedzi:

S=1+2+3+...+30=¥.

Niech a; oznacza sume numerdéw w i-tym wierzchotku (i =1,2,...,20). Wtedy

a1 +ag+...+ag =25, bo numer kazdej krawedzi jest liczony dwukrotnie — przy
kazdym z jej koncow. Gdyby kazda z liczb a; byta podzielna przez 4, to 25 takze.
Jednak 25 =30 - 31 nie dzieli si¢ przez 4. O

R2. (a) Nie. Opisana operacja zwieksza o 2 sume wszystkich liczb. Poczatkowo
suma ta jest rowna 1, wiec zawsze jest nieparzysta, czyli niepodzielna przez 8.

(b) Nie. Wyr6znijmy liczby w czterech wierzchotkach, jak na rysunku 4. Niech S
oznacza ich sume, a T' — sume pozostatych czterech liczb. Opisana operacja nie
zmienia S — T'. Poczatkowo 3 + S —T. Tymczasem gdyby 3|S 1 3|T, to 3|S-T. O

R3. Nie mozna. Liczby we wszystkich wierzchotkach musza by¢ tej samej
parzystosci, aby dla kazdej krawedzi liczba umieszczona na jej srodku byta
catkowita. Liczba 1 nie jest $rednia arytmetyczna zadnych liczb wigkszych od
niej, zatem musi sta¢ w wierzchotku, podobnie liczba 18. Nie sa one jednak tej
samej parzystosci. O

RA4. Oznaczmy przez aj i as, by 1 bs oraz ¢y i ¢y liczby zapisane na parach
przeciwlegltych $cian sze$cianu. Zauwazmy, ze w kazdym wierzchotku wystepuje
inny sposrod o$miu mozliwych iloczynow a;bjcy, gdzie 4, j,k € {1,2}. Suma liczb
w wierzchotkach jest wiec suma tych o$miu iloczynéw i mozna ja zapisaé jako

(a1 + ag)(bl + bg)(cl + 02) =2009="7-7-41.
Liczby 7 i 41 sa pierwsze, a sumy w nawiasach po lewej stronie wieksze od 1, wiec
a;+ag+by+by+cy+ca=T+7+41=55. 0

Wskazowka 5. Jak zmieni sie warto$¢ sumy, gdy zmienimy znak liczby w jednym
z wierzchotkow?
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