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Matematyka przyjemna i pozyteczna,
czyli o konkursach Fundacji Matematykow Wroclawskich stéw kilka

Fundacja Matematykéow Wroclawskich zostala ustanowiona z inicjatywy
FUNDACJA prof. Andrzeja Hulanickiego w 1990 roku przez profesorow Stanistawa Hartmana
MATEMATYKOW i Kazimierza Urbanika. Jej celem jest pomoc utalentowanym mlodym ludziom
WROCLAWSKICH W uczeniu sie i studiowaniu matematyki oraz w pracy naukowej, a takze doskonalenie

/———\ zawodowe nauczycieli i popularyzacja nauki. Dziatalno$é ta finansowana jest

z darowizn os6b prywatnych oraz z dotacji réznych instytucji.

Popularyzacja matematyki

FMW wspiera wydawanie kwartalnika dla mtodziezy pt. ,Magazyn Milosnikow
Matematyki” oraz edytowanego w Internecie ,Wroctawskiego Portalu Matematycznego”,
organizuje miedzyszkolne kétka matematyczne, obozy naukowe i odczyty dla uczniéw,
a takze seminaria, kursy i wyjazdy szkoleniowe dla nauczycieli. Jednak najbardziej
charakterystyczne w dziatalnosci fundacji sa autorskie konkursy, wsréd ktorych
wymieni¢ nalezy: Maratony Matematyczne, Matematyczne Marsze na Orientacje,
Dolnoslaskie Mecze Matematyczne, Konkursy Matematyczne ,,Koma”, Olimpiade
Lingwistyki Matematycznej, Zawody Lingwistyczne dla SP ,Wieza Babel”, Konkursy
Matematycznego Origami ,,Zuraw”, Mistrzostwa Wroctawia w Geometrii Elementarnej
oraz Mistrzostwa Wroctawia w Szybkim Liczeniu. Sa one adresowane do uczniéw ze
wszystkich poziomoéw szkél, a niektére takze do rodzicéw i nauczycieli. Maja otwarty
charakter i czgsto uczestnicza w nich szkoty z odleglych regionéw Polski. Ciesza

sie duzym powodzeniem, gdyz zaden nie ma typowej dla wielu innych konkurséw
formy, sprowadzajacej sie do kartki z zadaniami, otéwka, karty odpowiedzi i. . .

,bokaz, co umiesz”. Forma wroctawskich konkurséw zawsze jest atrakcyjna i sprzyja
nie tyle sprawdzeniu wiedzy, co jej zdobywaniu. To konkursy, ktére ucza i bawia,
pokazuja, ze matematyka jest pozyteczna i przyjemna. Poniewaz szczuple rozmiary
Delty nie pozwalaja przedstawi¢ wszystkich, ani nawet kilku konkurséw, opowiem

o moim ulubionym. ..

magazyn

Konkurs matematyczny ,,Koma”

Jest fajny, bo nie korzysta ze szkolnej wiedzy, dzigki czemu moze by¢ skierowany

nie tylko do najlepszych matematykéw, ale do wszystkich uczniéw o duzym potencjale
intelektualnym. Wazna jest w nim umiejetno$¢ stuchania ze zrozumieniem, robienia
dobrych notatek i przetwarzania informacji. Konkurs zaczyna sie wykladem
dotyczacym zupelnie nowego dla stuchaczy pojecia. Po nim jest przerwa na
uporzadkowanie notatek, rozmowy z kolegami, nauczycielami i wyktadowca, zadawanie
pytan i wyjasnianie watpliwosci. Potem nastepuje czesé zadaniowa (mozna w niej
korzystaé ze sporzadzonych wczesniej notatek). Na koniec jest dalsza czesé wyktadu,
dotyczaca zastosowan poznanego pojecia. Co ciekawe, wyktady finalowe dotycza tego
samego zagadnienia dla wszystkich pozioméw szk6l, powtarza si¢ tez 90% zadan.
Analiza wynikéw wskazuje, ze wiek uczniéw i ich wezedniejsza wiedza nie maja,

w tym konkursie decydujacego znaczenia. Jak to wyglada w praktyce, pokazemy na
przykladzie tegorocznej edycji finalowej, ktérej bohaterem byty. ..

Wierzchotki piramid. Dla danej listy liczb L tworzymy nowa liste S[L] tak,
ze dodajemy i dzielimy przez 2 kolejne pary liczb, np. gdy L = [1,2,4,2,5], to
S|L) = [3/2,3,3,7/2], S[3,5,9] = [4,7], S[5, —5,7,11,—11] = [0, 1,9,0].

matematyka.wroc.pl

Cwiczenie. Sprébuj odgadnaé, co kryje sie pod kratkami: S[1,5,0,13] = [3,4, 8],
S0, 4,8,0] = [3,0, 5]. Czasem z uzupelnieniem list moze by¢ ktopot, bo mozna
to zrobi¢ na wiele sposobéw albo zaden sposéb nie jest dobry, np. S|, 4] = O,
SO, 4, 8] = [3,5].

Opisana operacje S usredniania listy liczb mozna iterowaé, czyli powtarzaé wiele razy, np.
23/8 S3[1,2,4,2,5] = S[S[S[1,2,4,2,5]]] = S[S[3/2,3,3,7/2]] = S[9/4,3,13/4] = [21/8,25/8].
21/8 25/8

9/4 3 13/4 Wyniki kolejnych iteracji wygodnie jest notowa¢ w postaci piramidy, jak na diagramie

obok. Mozemy robi¢ to tak dtugo, az pozostanie jednaliczba, ktéra nazwiemy wierzchotkiem

1 3/2 9 3 4 3 9 7/2 5 piramidy i oznaczymy W[L], np. W[1,2,4,2,5] = S*[1,2,4,2,5] = S[21/8,25/8] = 23/8.
Cwiczenie. Sprobuj uzupetnié ponizsze piramidy.
| 1 O
o O o d 3/8 0
4 2 0O O -3/2 0 0o 1/8 O

OO0 -17 0O -40 5 3/20 0O-3/4



Przy obliczaniu wierzchotkéw piramid zachodza pewne ogdélne prawidltowosci. Czy potrafisz je uzasadnié¢?

1) Wla,a,a,...,al = a.
Np. W8,8,8,8,8] =8, bo wtedy calta piramida sklada si¢ z 6semek. Sprawdzimy to dla drugiego poziomu:

518,8,8,8,8] =[(8+8)/2,(8+8)/2,(8+8)/2,(8+8)/2] = [8,8,8,8].

2) Wlc-ai,c-az,c-as,..., ,C-an] =c-Wlai,az,as,...,ax].
Np. W[7-2,7-3,7-(-4), 7 5] =7-W][2,3,—4,5], bo wszystkie liczby w piramidzie o podstawie [7-2,7-3,7-(—4),7 - 5]
powstaja z przemnozenia przez 7 liczb z piramidy o podstawie [2,3, —4,5]. Sprawdzimy to dla drugiego poziomu:
S[7-2,7-3,7-(=4),7-5]|=[(7-2+7-3)/2,(7-3+7-(—4))/2,(7-(—4)+7-5)/2] =
=[7-(2+3)/2,7- 3+ (-4))/2,7- ((-4) +5)/2] = [7- (5/2),7- (-1/2),7- (1/2)].
3) W/[GJ +b] (12+b2 a3+b3 ----- , An +bn} Vv[al;a‘z:ai’n---yan}+W[b17b2:b37----,bn]-
Np. W[2+5,3+4,—-4+ 11,5+ 2] W2,3,—4,5] + WI5,4,11, 2], bo wszystkie liczby w piramidzie o podstawie
[2+5,3+4,—4+ 11,5+ 2] powstaja z dodania odpowiednich liczb z piramid o podstawach [2,3, —4,5] i [5,4, 11, 2].
Sprawdzimy to dla drugiego poziomu:
S[245,3+4,-4+11,54+2]=[24+5+3+4)/2,3+4+(—4)+11)/2,((-4)+11+5+2)/2] =
=[(2+5)/2+B+4)/2,3+4)/2+ ((—4) +11)/2,((—4) + 11)/2+ (5+2)/2].

4) Wla1,az,as,...,an—1,an] = Wlan,an-1,...,as,az,a1].
Np. W(2,3,—4,5] = W[5, —4, 3, 2], bo piramida o podstawie [5, —4, 3, 2] jest lustrzanym odbiciem piramidy o podstawie
[2, 3, —4,5]. Gdzie nalezy ustawié¢ lusterko?

Zatem jesli obliczymy, ze W[2,3,—4,5] = 1/2, to ten fakt mozemy wykorzysta¢ do obliczenia wierzchotkéw wielu innych
piramid, np.
° W[lO 15,—-20,25] = W[5-2,5-3,5-(—4),5-5]=5-W|[2,3,—-4,5] =5-1/2=5/2,
W[-20,-30,40, —50] = W[(—10) - 2,(—10) - 3, (—10) - (—4), (—10) - 5] = (—10) - 1/2 = -5,
WI1,3/2,-2,5/2] = W[1/2-2,1/2-3,1/2-(—4),1/2-5] =1/2-1/2=1/4,
W(3,4, -3, 6} W2+1,3+1,(-4)+1,5+1] =W]|2,3,-4,5] + W[1,1,1,1] =1/2+1=3/2,
° W[l 0,7, -2 =W[3-2,3-0,3—(—4),3—5]=W][3,3,3,3] — W[2,3,—4,5] =3—-1/2=5/2.
5) Ponizsze przyktady ilustruja jeszcze inny pomyst na sprytne obliczanie wierzchotkéw niektérych piramid:
e W[6,6,6,6,6,0,0,0,0,0] =2-W|[3,3,3,3,3,0,0,0,0,0] = W[3,3,3,3,3,0,0,0,0,0] + W][0,0,0,0,0,3,3,3,3,3] =
=W]I3,3,3,3,3,3,3,3,3,3] = 3,
e W[1,1,1,1,2,2,2,2] =W|1,1,1,1,1,1,1,1] + WJ0,0,0,0,1,1,1,1] =1+ 1/2- (W][0,0,0,0,1,1,1,1] + W][1,1,1,1,0,0,0,0]) =
=141/2-W[1,1,1,1,1,1,1,1] =1+ 1/2-1 = 3/2,
e WI[3,5,7,9] =1/2-(W]3,5,7,9] + W[3,5,7,9]) = 1/2- (W][3,5,7,9] + W[9,7,5,3]) =1/2 - W[3+9,5+7,7+5,9+3] =
=1/2-WJ[12,12,12,12] =1/2-12 =6,
e WI1,4,7,10,13,16] = 1/2 - (W[1,4,7,10,13,16] + W[1,4,7,10,13,16]) = 1/2 - (W[1,4,7,10,13,16] + W[16,13,10,7,4,1]) =
=1/2-W[1+16,4+4 13,7+ 10,10+ 7,13+ 4,16 + 1] =1/2- W[17,17,17,17,17,17) =1/2- 17 = 17/2,
e W[1,2,3,4,1,2,3,4,1,2,3,4 =1/2-(W][1,2,3,4,1,2,3,4,1,2,3,4] + W[1,2,3,4,1,2,3,4,1,2,3,4]) =
=1/2-(W[1,2,3,4,1,2,3,4,1,2,3,4] + W[4,3,2,1,4,3,2,1,4,3,2,1]) = 1/2- W|[5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5] = 1/2-5 =5/2.

6) Pokazemy jeszcze jedna wlasno$é wierzchotkéw piramid. Niech {a;}, {b;}, {ci} beda dowolnymi ciagami liczb, przy czym
{a;} ma tyle samo wyrazéw co {c;}. Wéwczas

Wi{aih,0, {bs},0, {eit] = Wlkai}, 1, {bs}, —1, {eit] = Wlkai}, —2, {bs},2, {ei}] =
=Wl{ai},5,{b;}, =5, {ci}] = Wl{a:}, —=2/3,{b;},2/3,{c:}].
Wynika ona z ponizszej prostej obserwacji. Niech {0;} i {0;} oznaczaja ciagi zer tej samej dtugosci co ciagi {a;} 1 {b;}. Wtedy
W{0:}, 1,{0;}, =1,{0:}] = W[{0:},1,{0;},0,{0:}] + (1) - W[{0:},0,{0,},1,{0:}] =
= W[{Oi}v L, {Oj}7 0, {Ol}] - W[{Oi}7 L, {Oj}7 0, {Ol}] =0.
Stad wynika na przyktad, ze:
WH{ai}, =2/3,{b;},2/3,{ci}] = W[{a:},0,{b;},0,{c:}] + (-
=Wl{ai},0,{b;},0,{c:}] + (=

2/3) : W[{Ol}v 1, {Oj}v -1, {O’LH =
2/3) 0= W[{al}v 0, {bj}7 0, {Cl}]
Mozna tez tatwo zobaczyé, ze:
W[{ai}’ 7,{b}.3, {Cl}] = W[{ai}’ 9,{b;}, 1, {Cl}] = W[{ai}’ 6,{b}.4, {Cl}] = W[{ai}’ 5,{b,}.5, {Ci}]v
wystarczy do pierwszej piramidy ,,doda¢” odpowiednio [{0;},2,{0,}, =2, {0:}], [{0:}, —1,{0;},1,{0;}] lub [{0;}, —2,{0,},2, {0, }].

7) Mozna mozolnie sprawdzié, ze zachodza réwnosci: W10, 1,0,0,0,0,0,0] =7/128, W|0,0,1,0,0,0,0,0] =3-W]0,1,0,0,0,0,0,0]

i wijo,o0,0,1,0,0,0,0] =5-W][0,1,0,0,0,0,0,0]. Ta informacja pozwala tatwo oblicza¢ wierzchotki niektérych piramid

o podstawie dtugosci 8, np.

e W[0,2,7,0,0,0,0,0] = 2- W[0,1,0,0,0,0,0,0] +7- W[0,0,1,0,0,0,0,0] = 2 - 7/128 +7-3 - 7/128 = 23 - 7/128,

o W[0,1,2,6,0,0,0,0] = 1-W][0,1,0,0,0,0,0,0] + 2 W[0,0,1,0,0,0,0,0] + 6 - W[0,0,0,1,0,0,0,0] =
=1-7/1284-2-3-7/1284+-6-5-7/128 = 37 - 7/128,

e W(0,5,1,2,7,1,3,0] = (5+3) - W[0,1,0,0,0,0,0,0] + (1 + 1) - W[0,0,1,0,0,0,0,0] + (2 + 7) - W[0,0,0,1,0,0,0,0] =
=8-7/12842-3-7/128 +9-5-7/128 = 59 - 7/128.
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Konkurs
MATEMATYCZNEGO
: ORIGAMI

Mistrzostwa
Wroctawia
w Szybkim
Liczeniu

Tyle wyktadu, a teraz zapraszamy do rozwiazania kilku konkursowych zadan.
Czy zrobisz to w 60 minut?

Zadanie 1. Uzupelnij zapisy.

a) S[0,4,6] =... c) S%[12,4,10,2,0] = ... e) S[0,0,8,2] = [1,6,0.
b) S[12,4,10,2,0] = ... d) S[2,0,8] = [4,7]. f) S[O,0,0,2] = [5/2,22/4, 5].
Zadanie 2. Uzupetnij piramidy.
a) O b) O c) 4
o 0O o O 3 0O
o 3 5 3 0O 0O 2 0O O

2 4 O 8 1. 0O 7 9 1 0 0O O

Zadanie 3. Podaj po trzy rézne podstawy L takie, ze:

a) S[L] = [-5,2,7], b) W[L] =1, c) WI[L] = 0.

Zadanie 4. Ile wynosi suma wszystkich liczb w piramidzie o danej podstawie?

a‘) [2/37 2/37 2/37 2/37 2/37 2/3]7 d) [_77 _67 _57 _47 _37 _27 _17 07 17 27 37 47 57 6a 7]7
b) [7,-7,7,=7,7,=7,7,=7,7,=17], e) [8,-8,8,-8,8,8].

C) [77 777 75 775 77 777 77 777 7a 777 7]a

Zadanie 5. Uzupelnij. Niech p oznacza ilos¢ liczb w podstawie L pewnej piramidy.

a) Dla p = 37 iloé¢ liczb w S[L] jest réwna ..., a w S®[L] jest réwna ...

b) Tlogé liczb w S*7[L] jest réwna 123, wiec p = . ..

¢) Dla p = 7 iloéé liczb w calej piramidzie jest réwna ..., a dla p = 8 jest réwna ...
d) Jesli w calej piramidzie jest 21 liczb, to p= ..., a jesli jest ich 66, top = ...

e) Jesli w calej piramidzie jest 3 razy wiecej liczb niz w podstawie, top = ...,

a jesli jest ich 9 razy wiecej, top = ...

Zadanie 6. Spos$réd podanych liczb podkresl:

a) najwicksza W[173,234,439], W[234, 173,439], W[173,439, 234], W[439, 234, 173).

b) najmniejszg W0, 1,0,0,0,0,0,0,0], W[1,0,0,0,0,0,0], WI[1,0,0,0,0,0,0,0,0].

¢) najmniejsza W10,2,4,6,8], W[2,4,6,8], 2- W|[1,2,3,4], W|0,2,4,6,8,10].

d) najwieksza W[—1,-2,—-3,—4,—5,—-6,—7], (-2) - W[2,2,2,2,2,2,2], W[1,-2,—5,—8§].

Zadanie 7. Wiadomo, ze W[0,0,1,0,0,0] jest 10 razy wigksze od W/[1,0,0,0,0, 0]

i 2 razy wieksze od W0, 1,0,0,0,0]. Ile razy wieksza od W|[1,0,0,0,0,0] jest liczba:

a) W1[0,0,4,0,0,0], «¢) WI1,0,2,0,0,0], e) W[2,3,4,0,0,0], g) W10,0,0,2,0,0],
b) W[0,7,0,0,0,0], d) W[0,2,3,0,0,0], f) W[-7,0,3,0,0,0], h)W[0,3,0,0,5,0].

Zadanie 8. Wiadomo, ze podstawa L piramidy sktada sie z trzech liczb, ktérych suma
jest réwna sumie liczb z S[L]. Ocent wypowiedzi Karola Omytka.

a) W L musi byé choé¢ jedno zero.

b) Suma liczb z L musi byé¢ réwna zero.

) W L musi by¢ liczba ujemna.

) Wszystkie liczby z L musza byé réwne 0.

) Suma liczb z S[L] musi by¢ réwna 2 - W[L].
) Suma liczb z L musi byé réwna 2 - W[L].

oo

= D

Zadanie 9. Wpisz jeden ze znakéw: <, =, >:

a) W[22,31,2,55,32,22,2, 51,47 W]
b) W[22,31, —1,55,32,22,5,51,47] 14}
) W[22,31,3,55,32,22,2,51,47] W]
d) W[22,31,-2,55,32,22,-2,51,47] ... W]
e) W[4,5,7,8,9,9,9,9,8,7,5,4] W|
f W]
g 4l
h Wi

22,31,0,55,32,22,4,51,47],
22,31,0,55, 32,22, 4,51, 47],
22,31,0,55,32,22,4,51,47],
22,31,0,55,32,22, 4, 51,47],
8,10, 14, 16,18,18,0,0,0,0,0,0],
8,10, 14,16,18,18,0,0,0,0,0,0],
8,10,14,16,18,18,0,0,0,0,0,0],
8,10, 14, 16,18,18,0,0,0,0,0,0].

)
)
) 2-WI[4,5,7,8,9,9,0,0,0,0,0,0]
) W[Q’ 2’ 27 27 2’ 27 97 97 87 77 57 4]

) W[0,0,0,0,0,0,18,18, 16, 14, 10, 8]

Zadanie 10. Oznaczmy [k |m] =[1,1,...,1,0,0,...,0] (k jedynek, m zer). Wtedy
np. [9,9,3,3,0] =6[2|3] +3[4]1], 25[2+ 3|1] = [4|1] 4+ [5|0]. Zapisz tymi symbolami:

a) [8,7,2,1] =..., d) S%k|0]=..., g) Wk|1]=...,
b) [1,6,2,5] = ..., e) 4Sk+4|m+8=..., h)Wk|2=...,
c) [5,-6,0,1]=..., f) S*[k|m]=..., i) Wik|k]l=...

Opracowanie tekstu: Matgorzata MIKOLAJCZYK, autorem zadan z KOMY jest
Krzysztof OMILJANOWSKI, Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroctawskiego.
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Jak one obiegaja?

A
B
Fl|C
G (@] P

Wektory sa prostopadle wtedy i tylko
wtedy, gdy ich iloczyn skalarny,

czyli suma iloczynéw odpowiednich
wspélrzednych, jest réwny zeru.

W Epitome astronomiae Copernicanae
(V,2,3) Kepler wyjasnia, ze ,chociaz $cidle
méwigc, anomalia to niejednostajnoscé,
nieregularno$é¢ w ruchu planety,
astronomowie stosuja ten termin do
kazdego ruchu, w ktérym pojawia

si¢ niejednostajno$é” (wiadomosé od

prof. J. Wlodarczyka).

*Centrum Astronomiczne
im. Mikotaja Kopernika, Warszawa

Aleksander SCHWARZENBERG-CZERNY*

Johannes Kepler wyprowadzil swoje pierwsze dwa prawa, analizujac obserwacje Marsa
wykonane przez Tychona Brahego. Po stuleciach obserwacji okresy orbitalne (lata)
Ziemi i Marsa, Tz i T, byty wtedy znane bardzo doktadnie. Kepler przytomnie
zauwazyl, ze po uplywie kazdego swojego roku Mars znajduje sie w tym samym punkcie
przestrzeni, ale obserwowany jest z innego punktu ziemskiej orbity, jako ze w tym czasie
Ziemia obiega calg swoja orbite i jeszcze dodatkowy tuk, ktérego dtugosé tatwo obliczyé,
znajac réznice obu okreséw. Znajac 6w tuk, Kepler moglt wyznaczy¢ dtugosé boku Z; Zs
trojkata M Z1 Z> o wierzchotkach w poczatkowym potozeniu Marsa M, poczatkowym
potozeniu Ziemi Z; oraz potozeniu Ziemi po uplywie marsjanskiego roku Z». Katy przy
boku Z1Z2 byly znane dzigki obserwacjom Brahego, co pozwolito Keplerowi wyznaczy¢
przestrzenne polozenie Marsa. Powtarzajac procedure dla innych punktéw orbity Marsa,
Kepler okreslit ksztalt catej tej orbity, tacznie z informacja o czasie przejécia przez kazdy
punkt. Tu byl tylko o jeden krok od empirycznego stwierdzenia, ze orbita jest elipsa,

a Storice znajduje sie w jej ognisku (pierwsze prawo Keplera), i ze linia taczaca Storce
z planeta, tzw. promien wodzqcy, zakresla réwng czesé pola orbity w réwnym czasie
(drugie prawo Keplera). Dopiero potem Newton wykazal teoretycznie, ze z jego praw
dynamiki i prawa grawitacji wynikaja prawa Keplera.

Dyskusje zagadnienia ruchu planet w potencjale grawitacyjnym Stonca, czyli

tzw. problem Keplera, zazwyczaj przedstawia sie¢ dopiero na poziomie studiéw
uniwersyteckich, mimo ze nie wymaga ona uzywania skomplikowanych poje¢ fizycznych
ani zaawansowanej matematyki. W tym artykule postaramy sie rozwigza¢ elementarnie
problem Keplera — pokazujac, ze empiryczne prawa Keplera, opisujace ruch planet, sa
zgodne z prawami dynamiki Newtona.

Wyjdziemy od zwyklego jednostajnego ruchu po okregu o promieniu a,
umieszczajac Srodek O tego 0kr<gg_u) w poczatku uktadu wspétrzednych, tak jak na
rysunku obok. Wektor wodzacy OA punktu A na okregu mozna wéwczas opisaé
jako ro = (acos E,asin ), gdzie E = X AOP. Predko$é ruchu jest styczna do
okregu, a wiec prostopadla do promienia, zatem v, = 1. = aE(— sin F, cos E), gdzie
przez E oznaczamy tempo zmiany kata E (predkosé katows). Oczywiscie, pole kota
ograniczonego przez rozwazany okrag jest réwne S. = ma>.

Jezeli na plaszczyzne zawierajaca opisany wyzej okrag bedziemy patrzeé¢ nie .z gory”,
ale ,z ukosa”, zobaczymy nie okrag, ale elipse o wielkiej potosi a. Zatdézmy, ze
patrzymy z takiego kierunku, ze wskutek rzutowania wspoéirzedne y ulegaja skréceniu
o czynnik b/a, gdzie b to dtugosé OH, a wspdlrzedne z nie zmieniaja si¢. Oczywiscie,
zmniejszeniu o taki sam czynnik ulegng takze sktadowa y predkosci oraz pole
powierzchni elipsy wzgledem odpowiednich wielkosci dla okregu:

(1) re = (acos E,bsin E),
(2) i. = E(—asin E,bcos E),
(3) Se = mab,

gdzie r. to wektor O_B) Kat F nazywamy teraz anomalig mimosrodowg. Ogniskami
elipsy beda takie punkty F' i G na osi x, ze suma ich odlegtosci od dowolnego punktu
elipsy bedzie stala i rowna 2a. Jesli dlugosci odcinkéw HF' i HG sg réwne a, zas
dlugosei odcinkéw OF' i OG sa réwne ae, gdzie e € (0, 1), to z twierdzenia Pitagorasa
dla trojkata OF H mamy

(4) b = ae,

gdzie

(5) e=vVi-e2=\/(1—¢)(l+e).

Zauwazmy, ze rzutowanie zachowuje réwnolegtos¢ wektoréw, ale prostopadtosci juz nie.
Wynika stad w szczegblnosci, ze rzutowana predkosé w A pozostaje styczna do toru
w B, ale nie jest juz prostopadta do OB.

Jesli przeniesiemy uktad Wspélrzgdnyﬂdo F (lub G), [ﬂmiefl wodzacy r4+ (r—)
otrzymamy, odejmujac od r. wektor OF = (ae,0) (lub OG = (—ae, 0)), a predkosé
zostanie ta sama:

(6) re = (z,y) = a(cos E Fe,esin B),

(7) P = (&,9) =aE(—sinE,ecos E).

Powyzsze wzory opisuja tor zgodny z pierwszym prawem Keplera, tj. elipse. Obliczajac
dlugosci r4, tatwo przekonadé sie, ze odleglosci F'B i G B punktu B od ognisk F'i G wynosza
(8) r+ =a(l FecosE)

i ich suma rzeczywiscie jest stata i réwna 2a. Ponadto, ze wzoru (8) wynika, ze
minimalna odlegtos$é od ogniska F', wynoszaca p = a(1l — e), jest osiagana w punkcie P
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Elipsa od sznurka do réwnania

Kepler, oczywiscie, nie mogt uzywaé kartezjanskiego
uktadu wspoélrzednych. Dlatego tez elipse opisal

w uktadzie wspoétrzednych biegunowych. Otrzymal go
z najpopularniejszego sposobu rysowania tej krzywej:
wbijamy w plaszczyzne dwie pinezki, do ktorych
przywiazujemy nitke; napinajac ja we wszystkich

mozliwych polozeniach otéwkiem, otrzymujemy elipse.

Jesli dlugosé nitki jest réwna 2a, to odlegltosé pinezek
(ognisk elipsy) musi by¢ réwna 2ae dla pewnego

€ (0,1), bo inaczej nitka bylaby za krétka. Przy
oznaczeniach z rysunku,

stosujac twierdzenie cosinuséw, otrzymujemy
r2 + (2ae)? — 2r(2ae) cos p = (2a — 1)?,
czyli
r? +4a%e® — drae cos p = 4% — dra + 2.
Odejmujac stronami 2 i dzielac przez 4a, mamy

a€2 —Trecosy =a—r,

czyli
. 1—e?
r(l—ecosp) =a(l —e?) i :u.
1 —ecosp

Stad od razu wynikaja wzory (6) i (8). [Red.]

dla E = 0; punkt ten nazywamy perihelium. Kosinus kata miedzy
predkoscia 1 a promieniem wodzacym r4 jest proporcjonalny do ich iloczynu
skalarnego i odwrotnie proporcjonalny do dtugosci kazdego z tych wektorow.
Skoro za$ |i - r4|/r+ = eEsin E, katy te dla ognisk + i — sg potozone
symetrycznie wzgledem 7 /2. Wynika stad w szczegélnosci, ze promient
$wiatta wystany z jednego ogniska i odbity zgodnie z prawami optyki
geometrycznej od elipsy trafi w drugie ognisko. W dalszych rozwazaniach
nie bedziemy juz si¢ wiecej zajmowaé ogniskiem G i opuscimy indeks +.

W sposéb czysto empiryczny, poréwnujac wartoéci okreséw T’ i potosi a,
Kepler odkryt jako trzecie prawo, ze a3/T2 jest state. Postac tej stalej
znalazt dopiero Newton, pokazujac, ze

9 a® _ GM

(9) 7= G
gdzie G 1 M to stala grawitacji i masa Stonca. Dopiero z ostatniego
wzoru tego artykutu przekonamy sie, ze wtasnie taki wybdr stalej jest
poprawny. Jednak dla konkretnej planety 7' i a pozostajg state i ich
zwigzek nie ma znaczenia w rozwazaniach ruchu.

Dotad nie zajmowali$my sie czasem ¢, w ktérym jest osiagany punkt B na
elipsie, o ile znamy moment to przejscia przez perihelium P. To zagadnienie
Kepler rozwiazal w oparciu o prawo statych pdl. Cala powierzchnia elipsy
Se = mab jest zakre$lana w czasie jednego okresu T = 27w+/GM /a3, stad
predkos$é polowa to o = S. /T = (ab/2)/GM/a?. Na podstawie prawa
pdl Kepler przyjal, ze pole Sprp wycinka elipsy zawartego w < BF' P

jest proporcjonalne do przedziatu czasu: Sprp = o(t — to). Nastepnie
zauwazyl, ze Spop — Sapor = Sprp. To rownanie Keplera byto kluczem
do rozwiazania problemu. Wycinek elipsy BOP jest rzutem wycinka

kota AOP, stad jego pole jest réwne Spop = (b/a)Saop. Z wyznaczeniem
pola tréjkata BOF o znanych wspolrzednych wierzchotkéw uczony poradzit
sobie bez trudu i ostatecznie przedstawil (w 1619 roku) réwnanie w postaci

GM
a3

(10) E —esinE = (t —to) = N,

gdzie kat N jest zwany anomalig Sredniq, a stata proporcjonalnosci zostala
uwspoélczedniona. Czytelnik Wnikliwy moze sprawdzié¢, jaki to staly czynnik uczony
uproscil w polach, podajac wzér w postaci (10). Poniewaz po okresie obiegu T lewa
strona réwnania (10) rosnie o 27, zatem to samo robi prawa strona: N = 2w (t — to)/T.
Roéwnanie Keplera nie ma rozwigzania analitycznego, ale dla danego N wartosé
rozwiazania F mozna szybko obliczy¢ metoda Newtona. Przyjmujac pierwsze
przyblizenie rozwiazania, np. jako Fy = 0 lub Ey = 7, nastepne otrzymuje sie ze wzoru

(11)

E, —esinE,, — N

Eni1=FE, —
! 1—ecosE,

Dla rosnacego n iteracje sa szybko zbiezne do prawdziwego rozwiazania E spelniajacego
zaleznosé (10).

Postuzymy si¢ réwnaniem Keplera do obliczenia chwilowej predkosci katowej E,
a stad predkosci liniowej . W tym celu zastanéwmy si¢ nad predkoscia zmian kazdej

Zatem

(12)

(13)
(14)

5

ze stron wzoru (10). Czynnik z pierwiastkiem jest staly, mamy wiec do czynienia

z ,ruchem jednostajnym” z predkoéciag N = 1/GM/a3. Po lewej stronie wzoru (10)
predkosé zmian E jest po prostu E. Pozostaje zatem okredli¢ predkosé zmian wyrazu
esin E. Wybierzmy sobie punkt o wspétrzednej s = sin E. W czasie ruchu stosunek
tej wspoélrzednej do y na elipsie pozostaje staly: s/y = sin E/(aesin E) = 1/(ae).
Zatem stosunek tempa ich zmian w czasie $/y musi by¢ identyczny, wiec ze wzoru (7),
$=y/ac = E cos E. Mnozenie przez e odpowiada jedynie zmianie jednostek,

zatem predko$é zmian esin F wynosi es = eE cos E. Podsumowujac rozwazania

o predkosciach zmian obu stron réwnania Keplera, otrzymujemy:

E —eEcosE = +/GM/a3.

GM 1
a3 1—ecosE’

E=

Po drodze otrzymalismy uzyteczny wzér na s. Postepujac podobnie dla w = cos F
i zmian polozenia z, otrzymujemy odpowiednio:

§= ECOSE,
W= —EsinE.
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Rozwigzanie zadania M 1312.
Wyrézniamy dwadziescia jeden punktéw
kratowych (7,0), (4,1), (4,2) dla
j=0,1,...,6.

(0,2) ]

Powiemy, ze na danej prostej x = j
dominuje kolor a, jesli co najmniej dwa
spoérdd trzech wyréznionych punktéw

na tej prostej sg koloru a. Istniejg

cztery proste, na ktérych dominuje

ten sam kolor — przyjmijmy, ze bialy.
Mozemy wybraé¢ z nich taka pare, ze

albo przynajmniej jedna nie ma czarnego
wyroéznionego punktu, albo obie maja

po jednym na tej samej wysokosci. Wsréd
biatych wyréznionych punktéw na tych
dwéch prostych sa wierzchotki prostokata.

Czytelnik Wnikliwy zakrzyknie zaraz ze zgroza, ze przed chwilg po prostu wykonalismy
rézniczkowanie. Prawda to, ale korzystaliSmy tu nie tyle z rachunku rézniczkowego,

co z intymnego zwiazku pochodnej z predkoscia. Podstawiajac wzér (12) do (7),
otrzymujemy

(15) . _ G_M( —sinE ecos B )

V a \1—ecosE’1—ecosE
Moment pedu planety o masie m to j = mrv,, gdzie v jest sktadowa predkosci
prostopadly do r. W bardzo krotkim przedziale czasu At ruch planety moze byé
traktowany jako prostoliniowy z przesunieciem vAt, tak ze zakreslony obszar jest
wydluzonym tréjkatem o boku r i wysokosci v At. Jego pole to AS = rv At/2,
zatem predko$é polowa o = rv /2 = j/(2m). A zatem keplerowskie prawo statych pél

odpowiada newtonowskiemu prawu zachowania momentu pedu, gdy dziatajaca sita
nie ma sktadowej prostopadtej do promienia.

Dla e = 1 wzér (6) zatamuje sig, bo € = 0, zatem zawsze y = 0, chyba ze a staje sie
wielkie: a — co. Ponadto we wzorze (12) dla E = 0 predkosé katowa staje si¢

wielka, E — oo. By uniknaé tych probleméw, wyrazimy sin E i cos E poprzez
sktadowe jednostkowego wektora kierunkowego (z/r,y/r). Ze wzoréw (6) i (8) mamy
x/r = (cos E —e)/(1 — ecos E) i podobnie y/r = esin E/(1 — ecos E). Rozwiazujac
wzgledem cos E oraz sin F/, mamy

T 1Le
16 E=-"
(16) cos [4ex
1
(17) sinE = ~2(1 - ecos ).
er
Teraz mozemy podstawi¢ (16) i (17) do wzoru (15), otrzymujac
. GM
18 r=,/————(—siny,cosv +e),
(18) 1ol )

gdzie zamiast a mamy ¢ = a(1l — e), a potegi 1 — e uprosciliémy. Przy tym nowy kat
v = LBFP, zwany anomalig prawdziwg, wybrano tak, by cosv = z/r i sinv = y/r.
Taki wzér na predkosé to réwnanie parametryczne okregu o srodku przesunietym

o e wzgledem srodka uktadu. W tym wzorze nie dzieje si¢ nic osobliwego dla e =1

i mozna oczekiwad, ze stosuje sie on do ruchu keplerowskiego po paraboli e = 1

i po hiperboli e > 1. Przy tym dla paraboli poczatek uktadu (0, 0) lezy na obwodzie,
czyli predkos¢ dazy do 0 dla v — 7. Natomiast dla e > 1 poczatek lezy poza okregiem
predkosci, zatem predko$¢ nigdy nie spada do zera, a jej kierunek musi sie zawieraé
w kacie ograniczonym stycznymi do okregu wyprowadzonymi z poczatku uktadu.

7 zachowania predkosci polowej wynika, ze w perihelium, dla v = 0, predkosé ma
by¢ najwieksza — zatem tylko dalsza od poczatku cze$¢ okregu pomiedzy stycznymi
odpowiada rzeczywistemu ruchowi po hiperboli.

Przyspieszenie 1 to szybkos¢ zmiany predkosci r. Jedyna wielko$¢ zmienna we
wzorze (18) to v, zatem, wykorzystujac réwnania (14) i (13) dla predkosci zmian tej
wielkosci, mamy ¥ = /GM /q(1 + e¢)(—v cosv, —vsinv). Predkosé katowa v trzeba
wyznaczy¢ z predkosci polowej 20 = rv i, gdzie po prostu v, = rv. Mamy zatem
20 = r?v, stad v = 20/r? i ostatecznie

(19) 'f:fGM<£ g).

r2 \r'r

W ten sposéb powtoérzyliémy dowdéd Newtona, ze prawa Keplera wymagaja ruchu

z przyspieszeniem proporcjonalnym do 1/ r? i skierowanym do obieganego ciata

w ognisku elipsy. To, ze sita ma by¢ proporcjonalna do m/r?, gdzie m to masa
planety, wynika z drugiego prawa dynamiki, natomiast proporcjonalno$¢ do masy M
Stonica (drugiego ciata) wynika z trzeciej zasady dynamiki i zalozenia symetrii prawa
grawitacji wzgledem obu przyciagajacych si¢ cial.

W catych rozwazaniach popetniliémy dwie niedoktadnosci: zaniedbaliSmy ruch Stonca
wokoét srodka masy uktadu dwoéch ciat oraz przyciaganie innych planet. Z prawa
cigzenia powszechnego wynika przyciaganie sie wszystkich cial uktadu stonecznego,

a nie tylko Stonca i danej planety. Pomijajac to, popeniliémy btad, wskutek ktérego
rzeczywiste potozenie planety na niebie moze oscylowaé wzgledem obliczonego

o wielko$¢ tarczy Ksiezyca. W rachunkach bardziej Scistych oblicza sie poprawki do
przestrzennej orbity keplerowskiej lub dopasowuje sie chwilowa orbite keplerowska
styczng do prawdziwej, zwang orbitq oskulacyjng. Oczywiscie, jej parametry beda sie
nieco rézni¢ od wyjsciowych i beda réwniez zmieniaé sie w czasie.
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Rozwigzanie zadania F 788.

Ciecz znajdujaca sie¢ w silnie
niejednorodnym polu elektrycznym

w poblizu okladek ulegnie polaryzacji

i bedzie wciggana w przestrzen pomiedzy
plytkami. Wzrost energii potencjalnej
slupa cieczy kompensuje spadek energii

pola miedzy oktadkami kondensatora.
Zgodnie z prawem zachowania energii:

q> -~ q° mgh
20, 2C 2
Pojemnosci wynosza Co = egab/d,

C =eobla+ (e — 1)h]/d
(p. zadanie F 787), masa miedzy okladkami
to m = pbhd. Ladunek na oktadkach
jest réwny g = poCo = eopoab/d. Stad
otrzymujemy:
a emw?)
h — =
e—1

h? +
pgd?
Dodatnie rozwiazanie tego réwnania daje

szukang warto$¢ wysokosci, na ktoérg
wzniesie sie ciecz:

a

B deg(e — 1)p2
" S

—1 1
|: - - pd2ag

*Wydzial Matematyczno-Przyrodniczy
Uniwersytetu Kardynata
Stefana Wyszynskiego

Przychodzi filmowiec do fizyka
Szymon CHARZYNSKI*

Czy czlowiek o racjonalnym nastawieniu do swiata powinien sie¢ irytowaé w kinie,
ogladajac film, w ktérym bohaterowie podrézuja w czasie (w tempie réznym od

60 minut na godzing), pojazdy kosmiczne przemierzaja w jednej chwili dystanse
rzedu lat $wietlnych, a wideorozmowy z osobami znajdujacymi sie na drugim koncu
galaktyki odbywaja si¢ bez opdznien? Wyobraznia scenarzysty filmowego nie jest,
oczywiscie, ograniczona niczym précz budzetu filmu, ale warto si¢ zastanowicé,

na jakie fundamentalne ograniczenia natrafilibyémy, gdyby$my chcieli zrealizowaé
te scenariusze w rzeczywistosci. Pusémy zatem wodze fantazji i pozwélmy sobie na
spekulacje, czego dowolnie zaawansowana cywilizacja, przezwycigzywszy wszystkie
problemy techniczne, mogtaby dokonaé¢ w dziedzinie podrézy w czasie i przestrzeni,
nie naruszajac znanych nam praw przyrody.

Jednym z fundamentéw wspélczesnej fizyki jest szczegdlna teoria wzglednosci (STW)
sformutowana przez Alberta Einsteina. Jednym z jej podstawowych postulatéow jest
niezaleznos¢ wartosci predkosci swiatta od ruchu obserwatora inercjalnego. Postulat
ten byl zgodny z przeprowadzanymi na przetomie XIX i XX wieku do$wiadczeniami,
ale wydawal sie przeczy¢ zdrowemu rozsadkowi (co nie przeszkadzato Einsteinowi,
ktory zwykt mawiaé, ze zdrowy rozsqdek to zbior uprzedzen nabytych do osiemnastego
roku zycia).

Jakie konsekwencje ma postulat niezaleznosci predkosci swiatta od obserwatora?
Jedna z nich jest wzglednos$¢ uptywu czasu, o czym mozna sie przekonaé¢, wykonujac
prosty eksperyment myslowy. Wyobrazmy sobie dwa réwnolegle lustra, pomiedzy
ktorymi podrozuje tam i z powrotem $wiatto lasera. Jezeli czas, jaki uptywa pomiedzy
dwoma odbiciami swiatta od luster, przyjmiemy za pewna umowna jednostke czasu,
to opisany ukltad bedzie zegarem odmierzajacym te jednostke. Taki zegar mozemy
umiesci¢ w poruszajacym si¢ ze stala predkoscia pojezdzie tak, aby plaszczyzny

luster byty rownolegle do predkosci. Co zobaczy, patrzac na ten zegar, obserwator,
wzgledem ktérego pojazd sie porusza? Swiatlo lasera bedzie poruszaé sie po linii
tamanej, przypominajacej z¢by pity. Oznacza to, ze swiatto ma w tej sytuacji

dtuzsza droge do przebycia niz w zegarze spoczywajacym, a wiec czas pomiedzy
odbiciami bedzie dtuzszy. Skoro jednak predkosé¢ swiatta ma byé niezalezna od

ruchu, obserwator podrézujacy w pojezdzie razem z zegarem zmierzy czas pomiedzy
odbiciami taki, jak dla spoczywajacego zegara, poniewaz z jego punktu widzenia
zegar spoczywa. Zatem z punktu widzenia zewnetrznego obserwatora czas w pojezdzie
wzwolni” | poniewaz czas pomiedzy tymi samymi wydarzeniami mierzony przez
obserwatora zewnetrznego bedzie dtuzszy niz czas mierzony przez obserwatora
poruszajacego sie.

Przyktadem dobrze ilustrujacym wzglednos$¢ uptywu czasu jest tzw. paradoks
bliznigt. Wyobrazmy sobie dwbch braci blizniakéw, z ktérych jeden pozostaje

na Ziemi, a drugi wyrusza w daleka podréz kosmiczna: najpierw oddala si¢ od
Ziemi, a potem, wykonawszy w polowie podrézy szybki zwrot, wraca na Ziemie.
W pierwszej fazie wyprawy blizniak-domator widzi, ze czas blizniaka-podréznika
plynie wolniej, poniewaz tamten porusza sie wzgledem niego. To samo zaobserwuje
w czasie podrézy powrotnej brata. Ostatecznie, kiedy bracia sie spotkaja, czas,
jaki kazdy z nich zmierzyl pomiedzy poczatkiem i koncem wyprawy, bedzie inny,
w szczegblnosei blizniak-podréznik bedzie mtodszy. Mozna si¢ zastanawiaé, co

tak naprawde rézni historie obu braci, skoro z punktu widzenia bliZniaka-podréznika
to blizniak-domator sie poruszal, ale ich losy nie sa doktadnie symetryczne,

gdyz tylko blizniak-domator pozostawal przez caly czas w spoczynku wzgledem
pewnego ukladu inercjalnego. Czy mozna wzglednosé uptywu czasu wykorzystaé
do podrézy w czasie? W pewnym sensie tak, ale bedg to wylacznie podréze

w przyszto$é, bez mozliwosci powrotu. Taka wtasnie podréz wykonuje jeden

z bohateréw historii o blizniakach. Gdyby odpowiednio dobral parametry swojej
podrézy, mégtby wrédcié na Ziemie po dowolnie dlugim czasie. A co z podrézami

w przesztosé?

. Druga istotng konsekwencja STW jest istnienie granicznej predkosci, réwnej

predkosci $wiatta w prozni, ktérej zaden masywny obiekt przekroczy¢ nie moze.

W dynamice Newtona, ktéra dobrze opisuje ruch obiektéw przy predkosciach matych
w poréwnaniu z predkoscia Swiatta, dostarczajac poruszajacemu sie ciatu energii,
mozemy uzyskaé¢ dowolnie duza predkosé (energia kinetyczna jest proporcjonalna do
kwadratu predkosci). W teorii wzglednosci w sytuacji, kiedy predkosé ciata zbliza sie
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Rozwigzanie zadania M 1314.
Rozwazmy przypadek, gdy ¢ przecina
rami¢ AC. Rozszerzmy nasz tréjkat do
kwadratu ACBD.

C
N
K X L
A M B
T
N/
D

Punkt przecigcia prostej ¢ z nowo
dorysowanym bokiem kwadratu oznaczmy
przez N'. Szukamy takich punktéw X,
2e KL = NN'. Réwnowaznie takich, ze
odcinki KL i NN’ sg symetryczne
wzgledem prostej r prostopadlej do AC
przechodzacej przez X. To zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy tréjkaty K LC
i NN’A sa symetryczne wzgledem tej
prostej, co jest z kolei réwnowazne
temu, ze punkty A i C' sa symetryczne
wzgledem r (poniewaz punkty K i N
zostaly skonstruowane tak, ze sa
symetryczne wzgledem r).

‘Wobec tego szukany zbiér punktéow X
to te fragmenty symetralnych
przyprostokatnych tréjkata ABC, ktoére
sg zawarte w jego wnetrzu.

do predkosci swiatta, przyrost predkosci w miare dostarczania stalych porcji energii
staje sie¢ coraz mniejszy, co uniemozliwia przekroczenie predkosci swiatta.

Szczegblna teoria wzglednosci naktada gérne ograniczenie na predkosé¢ poruszania
sie pojazdow i predkos¢ rozchodzenia sie wszelkich sygnatow. Predkosé swiatta

w poréwnaniu z predkosciami, ktére znamy z zycia codziennego, wydaje sie
praktycznie nieskonczona, ale jezeli nasze ambicje zaczynaja sigga¢ podrozy

do odlegtych obiektéow astronomicznych, jej wartosé staje sie powaznym
ograniczeniem. Kiedy kontrolerzy lotow kosmicznych w bazie w Houston
nadzorowali ladowanie modutu statku Apollo na Ksigzycu, zadawszy pytanie
zatodze, musieli czeka¢ dwie i p6t sekundy na odpowiedZ — tyle czasu potrzebuje
sygnatl radiowy, by dotrzeé¢ do Ksiezyca i z powrotem. To opdznienie uniemozliwiato
szybka wymiane informacji i kontrolerzy wspominaja ten fakt jako istotne
utrudnienie w krytycznych momentach misji ksiezycowej. Astronauci ladujacy

w przyszlosci na Marsie beda — w sytuacjach wymagajacych podejmowania
szybkich decyzji — praktycznie pozbawieni wsparcia kontroleréw lotu. Opdznienie
w komunikacji miedzy Ziemig a Marsem waha si¢ od 6 do 45 minut w zaleznosci
od wzajemnego potozenia tych planet. Astronauci eksplorujacy dalsze planety
Uktadu Stonecznego beda doswiadczali opdznien w komunikacji z Ziemig,
mierzonych w godzinach. Gdyby w przysztoséci udalto si¢ ludziom polecieé¢ do
innych gwiazd lub nawigzaé¢ kontakt z inna cywilizacja, prowadzenie dialogu
rozumianego jako wymiana informacji byloby praktycznie niemozliwe. Opdznienie
wyrazaloby sie w dziesigtkach lat w przypadku najblizszych gwiazd i dziesiatkach
tysiecy lat w przypadku odlegtych gwiazd naszej galaktyki. Na odpowiedz
mieszkanica Galaktyki Andromedy (M31 jest najblizsza duza galaktyka)
przysztoby nam czeka¢ 5 milionéw lat. Przytoczone liczby dotycza przesytania
sygnaléow z predkosciag §wiatta. Ewentualne podréze zalogowe do odlegtych
obiektéw astronomicznych, odbywane na poktadzie statku przemierzajacego
przestrzen z predkoscia mniejsza od predkosci swiatta, beda trwaty jeszcze dtuzej.
Wynika stad, ze loty kosmiczne na zasadach prezentowanych w filmach, gdzie
pilot obiera cel, wlacza silniki, obserwuje przemykajace za oknami gwiazdy

i po chwili wyhamowuje w innej czesci galaktyki, sa sprzeczne ze szczegdlna
teorig wzglednosci.

Co ma zatem zrobi¢ scenarzysta filmowy, ktorego watek fabularny zmusza do
szybkiego wysylania ludzi w odlegle zakatki wszech$wiata i ktory jednoczeénie nie chce
tworzy¢ historii razaco sprzecznych z wiedza o swiecie, ktérg juz mamy? Przed takim
dylematem stanal kiedy$ Carl Sagan, scenarzysta filmu ,,Kontakt”, ktérego bohaterka
udaje si¢ do gwiazdy Wega (25 lat $wietlnych od Ziemi). Sagan, ktéry sam byt
zawodowym astronomem, zadzwonil do swojego kolegi Kipa Thorne’a i poprosit o rade
w tej sprawie. Thorne, specjalista od ogélnej teorii wzglednosci, stwierdzil, ze raczej nic
si¢ nie da zrobié, ale jeszcze zastanowi si¢ nad tym.

Czym jest ogélna teoria wzglednosci (OTW) i jak moze byé¢ przydatna scenarzyscie
filmu science-fiction? Nazwa sugeruje, ze przy przejsciu od STW do OTW mamy

do czynienia z uogdlnieniem. Na czym ono polega? Upraszczajac, mozna stwierdzié,
ze OTW moéwi nam, iz prawa STW stosujg sie tylko lokalnie. Oznacza to, ze jezeli
rozwazamy maly kawalek czasoprzestrzeni, to z dobrym przyblizeniem opisuje go STW,
ale w wickszej skali czasoprzestrzen moze byé zakrzywiona. Zeby lepiej wyobrazié
sobie lokalno$é, mozemy postuzyé¢ sie analogia do powierzchni Ziemi. Kiedy geodeta
wyznacza dziatki pod budowe doméw, to moze spokojnie przyjaé, ze powierzchnia,
ktora mierzy, jest ptaska. Jezeli spojrzymy na Ziemie z dalszej perspektywy, to
zobaczymy, ze jej powierzchnia ma ksztalt zblizony do sfery. Inaczej méwiac, o ile
ptaskie plany miast odwzorowuja rzeczywistos¢ bardzo dobrze, to, aby mieé¢ dobre
wyobrazenie o rozmieszczeniu kontynentow, lepiej jest popatrze¢ na globus niz na
ptaskie mapy $wiata, na ktérych Grenlandia wyglada na wigksza od Australii (mimo
ze w rzeczywistosci jest ponad trzykrotnie mniejsza).

Réwnania OTW (réwnania Einsteina) w jednoznaczny sposéb wiaza krzywizne
czasoprzestrzeni z rozktadem materii i energii. Znanych jest wiele réznych rozwiazan
tych réwnan. Rozwiazania takie mozna otrzymywacé, przyjmujac jakis rozklad materii
i znajdujac ksztalt czasoprzestrzeni, jaki taki rozktad wymusza. Czasoprzestrzen
mozna tez przyjaé za dana i wylicza¢ rozktad materii. Szuka si¢ takze rozwiazan
majacych z géry zadane symetrie lub spelniajacych okreslone warunki brzegowe.
Wiadomo, ze istnieja rozwigzania réwnan Einsteina o tak zaskakujacej wtasciwosci,
jaka jest wystepowanie zamknietych krzywych czasowych, wykluczone w STW.
Przypomnijmy, ze krzywa czasowa w czasoprzestrzeni jest historia czastki (lub
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obserwatora), czyli zbiorem kolejnych zdarzen (par czas i miejsce), ktore, nastepujac
po sobie, te historie tworza. Dla istoty zamieszkujacej wszech$§wiat z zamknietymi
krzywymi czasowymi oznacza to, ze mozliwe jest ponowne przezycie zdarzenia,
ktére miato miejsce w przesztosci, czyli, na przyktad, spotkanie siebie z przesztosci
(jak w si6dmej podrézy w ,,Dziennikach gwiazdowych” Stanistawa Lema). Takie
hipotetyczne spotkania sg naturalnym zrédtem paradokséw, poniewaz wydaje

sie, ze nic nie powstrzyma mieszkanca tego dziwnego $wiata przed wptywaniem

na wtlasne losy w przesztosci. W ekstremalnym przypadku, zwanym paradoksem
dziadka, mozna nawet unicestwic siebie lub swojego przodka, czego konsekwencja,
powinno by¢ nieistnienie sprawcy tego mordu, na dtugo zanim zostal dokonany.
OdpowiedZ na pytanie, co sie stanie w takiej sytuacji lub czy mozliwe jest w ogdle,
zeby do niej doszto, nie moze by¢ na razie udzielona na gruncie fizyki jako nauki
doswiadczalnej. Wiemy tylko, ze nie zaobserwowano nigdy takiego zjawiska. Pozostaja
jedynie spekulacje.

Odpowiedz, jakiej po zastanowieniu udzielit Thorne Saganowi, brzmiata: wyslij
bohaterke przez tunel czasoprzestrzenny (ang. wormhole). Pytanie Sagana stalo sie
wazng inspiracja dla Thorne’a, ktéry opublikowal na przelomie lat osiemdziesiatych

i dziewieédziesiatych ubiegltego wieku seri¢ artykutéw na ten temat w renomowanych
czasopismach naukowych. Z kolei Sagan, po poczatkowym fiasku projektu filmowego,
napisal powies¢ , Kontakt”, ktéra rozeszla sie w milionach egzemplarzy, co sklonito
jednak Hollywood do realizacji filmu: obraz w rezyserii Roberta Zemeckisa

z Jodie Foster w roli gtéwnej trafil na ekrany w 1997 roku.

Czym jest taki hipotetyczny tunel czasoprzestrzenny?
Wyobrazmy sobie — w dwdéch wymiarach — prawie ptaska
powierzchnie, ilustrujaca nasza czasoprzestrzen, ktérej dwa
odlegte miejsca (w sensie odleglosci na tej powierzchni)
potaczono przesmykiem, tak jak na rysunku. Przesmyk
ten pozwala przemiesci¢ si¢ pomiedzy jego wylotami bez
przemierzania w ,zwykly” sposéb, tj. po plaskiej czesci
powierzchni, calej duzej odleglosci miedzy nimi. Wyglada
to obiecujaco, ale okazuje sie, ze z ewentualnym istnieniem
takich skrétow zwiazane sa liczne problemy. Po pierwsze,
jak zauwazyl Thorne, majac tunel tgczacy oddalone
przestrzennie miejsca, mozna, poruszajac odpowiednio
jego koncami, zmieni¢ go w wehikul czasu. Jest to efekt
analogiczny do paradoksu blizniat. Jezeli jeden koniec
tunelu (nazwijmy go A) pozostawimy w spoczynku,

a drugi (B) bedzie si¢ poruszal z przyspieszeniami, to
stojacy u wejscia B beda sie starze¢ wolniej niz stojacy

u wejécia A. Zatem, wchodzac do tunelu od strony B, wyjdziemy po stronie A
wczedniej, niz weszlidmy po stronie B. Jezeli dodatkowo zblizymy wystarczajaco
kornice tunelu, to mozliwe stanie sie po wyjéciu po stronie A przebycie dookota,

po ptaskiej przestrzeni, drogi do wejscia B na tyle szybko, aby spotkaé si¢ tam

z druga kopia siebie, majaca dopiero wej$¢ do tunelu. Oznacza to, ze istnienie
tuneli pozwalajacych na przemieszczanie si¢ ,na skréty” w czasoprzestrzeni
prowadzi nieuchronnie do mierzenia si¢ z paradoksem dziadka. Niestety, to

jeszcze nie koniec problemoéw. Przypomnijmy, ze, w pewnym uproszczeniu, mozna
wyobrazaé sobie, ze réwnania OTW wigza ksztalt czasoprzestrzeni z rozktadem
materii. Okazuje sie, ze ksztalt czasoprzestrzeni w takim tunelu wymusza, aby

byt on utrzymywany przez materie o wtasnosciach, ktérych zaden znany nam
rodzaj materii nie ma.

Rozwazania dotyczace tuneli czasoprzestrzennych lub, ogdlniej, czasoprzestrzeni
zawierajacych zamkniete krzywe czasowe, prowadzi wielu fizykéw, wéréd nich
Stephen Hawking. W swoich pracach, opierajac sie na postulatach, ktére powinna
spelniaé¢ (nieistniejaca jeszcze) teoria opisujaca w spojny sposob zjawiska grawitacyjne
i kwantowe, argumentuje, ze takie zamkniete krzywe nie mogg istnie¢ w sposéb
stabilny. Innymi stowy, za kazdym razem, gdy ma doj$¢ do uformowania sie
kawalka czasoprzestrzeni zawierajacego zamknieta krzywa czasowa, prawa fizyki
temu dynamicznie zapobiegaja. To stwierdzenie zawarte w pracy z 1991 roku
zostato nazwane hipotezq ochrony chronologii. Do sformutowania tej hipotezy
doprowadzito Hawkinga dos$¢ wyrafinowane rozumowanie, przytacza on jednak
jeden stosunkowo przekonujacy fakt doswiadczalny na poparcie swoje hipotezy,
stwierdzajac: Jezeli podréze w przeszlosé bedq kiedykolwiek mozliwe, to gdzie sq

ci wszyscy turysci z przyszlosei?
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Matematyczne Noble 2010
Stefan JACKOWSKI®

Dziewietnastego sierpnia 2010 roku, podczas otwarcia Miedzynarodowego Kongresu
Matematykow w indyjskim Hajdarabadzie prezydent Indii wreczyta ,,matematyczne
Noble” — medale im. Johna Charlesa Fieldsa — czterem wybitnym matematykom,
z ktorych zaden nie ukonczyl 40 lat. Laureatami medalu zostali: Izraelczyk

Elon Lindenstrauss, Wietnamczyk Ngé Bao Chau, pracujacy we Francji i USA,
Rosjanin Stanislav Smirnov, pracujacy w Szwajcarii, oraz Francuz Cédric Villani.
Wspélnym mianownikiem ich osiagnieé jest zastosowanie metod z jednej dziedziny
matematyki do odkry¢ w innej dziedzinie, na przyklad analizy matematycznej czy
geometrii algebraicznej w teorii liczb. Ostatnie dwa medale przyznano za osiagnigcia
blisko zwiazane z fizyka i praktycznymi zagadnieniami mechaniki cieczy i gazow.

Wspélpraca:
Anna STERCZYNSKA**

Matematyka, matematycy i ich kongresy

Matematyka jest dziedzing, ktéra nie daje sie
wpasowa¢ w ramy nauk przyrodniczych ani nauk
humanistycznych. Amerykanie méwia o grupie dziedzin
wiedzy STEM: Science, Technology, Engineering,
Mathematics, podkreslajac w ten sposéb odrebnosé
matematyki. Tworczo$é matematyczna jest pod
wieloma wzgledami blizsza naukom spotecznym

i humanistycznym niz dos$wiadczalnym. Z drugiej
strony, w odréznieniu od tych dyscyplin, nie zna granic
panstwowych ani kulturowych. Jest precyzyjnym
jezykiem i narzedziem wielu nauk przyrodniczych

i spotecznych, co lapidarnie ujat Kant, okreslajac ja
jako warunek wszelkiego dokladnego poznania.

,2Matematyczne Noble” silnie wiaza sie z tradycja
Swiatowych kongreséw matematykéw. Od 1893 roku

co cztery lata matematycy z calego $wiata zbieraja sie,
zeby omawia¢ postepy krélowej nauk. Program
kongresow sklada sie z wyktadéw plenarnych i wyktadow
w (obecnie 20) sekcjach poswieconych rozmaitym
dzialom matematyki. Zaproszenie do wygloszenia
wyktadu plenarnego jest jednym z najwyzszych
wyréznien naukowych w matematyce. Tylko cztery
razy plenarnymi méwcami byli matematycy pracujacy
w polskich instytutach badawczych — ostatni raz na
kongresie w Warszawie w 1983 roku. Kongresy nie stuza
jednak wylacznie dyskusji nad tym, co zostalo juz
odkryte i udowodnione, lecz takze projektowaniu
przyszto$ci matematyki. Problemy przedstawione przez
wielkiego matematyka z Getyngi Davida Hilberta na
kongresie w Paryzu w 1900 r. mialy ogromny wplyw
na badania matematyczne w calym XX wieku. Sto lat
p6zniej, na przetomie XX i XXI w. podobne wyzwanie
sformulowania najwazniejszych probleméw matematyki
podjela specjalnie zalozona w tym celu w Bostonie
prywatna fundacja — Clay Mathematics Institute.

Medal Fieldsa

W 1924 r. organizatorem kongresu matematykow

w Toronto byl kanadyjski matematyk

John Charles Fields. Z pozostatych po kongresie
pieniedzy postanowil ufundowaé¢ medal przyznawany
co cztery lata z okazji Miedzynarodowego Kongresu
Matematykéw w uznaniu wybitnych wynikéw

i perspektyw kolejnych osiagnieé. Fields zaproponowalt
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przyjecie zasady, ze kandydat do nagrody nie moze
ukonczy¢ 40 lat przed 1 stycznia roku, w ktérym
odbywa sie kongres. Ograniczenie wieku laureatow
Fields uzasadnit tym, ze medal powinien wskazywac
dobrze zapowiadajacych sie matematykéw, ktorzy
przez wiele lat beda wyznaczaé kierunek badan
matematycznych. Kryterium wieku jest przestrzegane
z iScie matematyczng precyzja: angielski matematyk
Andrew Wiles, autor dowodu Wielkiego Twierdzenia
Fermata — hipotezy, ktéra czekala na rozwigzanie

350 lat — nieznacznie przekroczyt granice 40 lat i medalu
nie dostal. Zamiast medalu Unia Matematyczna
podarowata Wilesowi specjalng tabliczke z wyrazami
uznania $wiatowej spotecznosci matematycznej.

Fields osobiscie dopilnowat projektu medalu, ktory
stworzyl kanadyjski rzezbiarz R. Tait McKenzie.

Na awersie znajduje sie podobizna Archimedesa

i tacinski cytat z dziela Astronomica rzymskiego poety

i astrologa Maniliusza: Transire suum pectus mundoque
potiri (Wznie$¢ sie ponad granice ludzkich mozliwosci

i przewodzi¢ $wiatu). Na rewersie — stowa Congregati

ex toto orbe mathematici ab scripta insignia tribuere
(Zebrani z calego $wiata matematycy honoruja wielkie
osiagniecia). Przez 74 lata tylko 53 matematykéw zostalo
wyrdznionych tym niezwyklym medalem. Wigkszosé

z nich zyje, a wielu nadal prowadzi badania. Najwiecej
medalistéw — az 17 — pochodzilo z uczelni amerykanskich,
z francuskich — 11, a z rosyjskich — 8. Niestety, dotad
nie ma wéréd laureatow zadnego polskiego matematyka.

Alfred Nobel i matematycy

Wokoél pytania, dlaczego Alfred Nobel, ustanawiajac
nagrody w wielu dziedzinach nauk Scistych i twérczosci
literackiej, pominal matematyke, narosto wiele
plotek i niejasnosci. Sa one zwiazane w duzej mierze
ze wspolczesnym Noblowi wybitnym szwedzkim
matematykiem i organizatorem zycia naukowego
Gustawem Mittag-Lefflerem. Obaj panowie nalezeli
do szwedzkiego establishmentu intelektualnego

i biznesowego, ale nie darzyli si¢ szczegdlna sympatia.
Nobel, ktory wspieral uniwersytet sztokholmski,
odméwil Mittag-Lefllerowi sfinansowania katedry

dla rosyjskiej matematyczki Soni Kowalewskiej,

co tylko te niecheé¢ poglebito. Mimo odmowy Nobla
Kowalewska profesure otrzymala, stajac sie¢ pierwsza
kobieta-profesorem w Sztokholmie. By¢ moze wtasnie



antypatia do Mittag-Lefflera zadecydowala o tym, ze
Nobel w swoim testamencie pominal matematyke;

a moze po prostu uwazal, ze badania matematyczne
nie przynosza swiatu bezposredniego pozytku.

W testamencie Nobel zaznaczyt bowiem, ze nagroda
ma by¢ przyznawana tym, ktorzy w poprzednim roku
wySwiadczyli ludzkosci najwieksze dobrodziejstwa.

Wiele wskazuje na to, ze Mittag-Leffler, ktéry przyjaznil sie
z Fieldsem od czasu jego dlugiego pobytu w Europie, miat
wplyw zaréwno na koncepcje ,matematycznego Nobla”,
jak i na sformutowanie zasad jego przyznawania. By¢ moze
chcial w ten sposdb uzupetnié brak matematyki wsrod
dziedzin wyréznianych Nagroda Nobla. Sam Mittag-Leffler
zapisal sw6j majatek na rozwdj matematyki, a w jego
rezydencji, przepigknie potozonej nad sztokholmskim
archipelagiem, mieéci sie obecnie miedzynarodowy
instytut badan matematycznych noszacy imie fundatora.
Podobny instytut w Toronto nosi imie Fieldsa.

Brak osobnej nagrody w dziedzinie matematyki wcale
nie przeszkodzit jednak matematykom w sigganiu po
Nagrode Nobla za zastosowanie metod matematycznych
w innych dziedzinach, szczegdlnie w ekonomii. W 1994 r.
za badania nad teoria gier ekonomicznego Nobla
otrzymal wybitny amerykanski matematyk John Nash,
o ktérego zyciu i zmaganiach z choroba psychiczna
opowiada oscarowy film Piekny umyst.

Matematyka i biznes

Zainteresowanie matematykow zagadnieniami
ekonomicznymi przedstawiciele $wiata biznesu
odwzajemniaja wspieraniem badan matematycznych.
W 1998 r. w Bostonie biznesmen Landon T. Clay

i jego zona Lavinia powotali do zycia Clay Mathematics
Institute, ktérego zadaniem jest rozwijanie

1 upowszechnianie wiedzy matematyczney.

Czlonkowie rodziny Clay tworza rade dyrektoréw tej
fundacji, a rada naukowa sklada si¢ z kilku wybitnych
matematykow, w tym laureatéw medalu Fieldsa.

Nawiazujac do wspomnianych problemoéow

Davida Hilberta, zalozyciele instytutu powierzyli gronu
znakomitych ekspertow wskazanie najwazniejszych
probleméw matematyki czekajacych na rozwigzanie

w XXI wieku. W ten sposob powstala lista siedmiu
probleméw milenijnych. Za rozwiazanie kazdego
fundatorzy ustanowili nagrode w wysokosci miliona
dolaréw. Pierwsza nagroda zostala juz przyznana
matematykowi z Petersburga Grigorijowi Perelmanowi
za rozwiazanie hipotezy Poincarégo, postawionej

ponad 100 lat wczesniej, w 1904 roku. Perelman, ktéry
w 2006 r. odméwil przyjecia medalu Fieldsa za to samo
osiagnigcie — dzigki czemu stal si¢ stawniejszy, niz gdyby
wyrdznienie przyjal — odrzucit takze milionowa nagrode.

Kroétko przed otwarciem kongresu w Hajdarabadzie
hinduski matematyk Vinay Deolalikar, pracujacy

w laboratorium Hewlett-Packard w Kalifornii, oglosil na
swojej stronie internetowej rozwigzanie innego problemu
milenijnego — zagadnienia, czy P = NP, bedacego od lat
motorem napedowym badan w zakresie informatyki
teoretycznej. Niestety, tym razem byla to pomylka.

W Polsce tez pojawiaja sie pierwsze sygnaly sponsorowania
rozwoju matematyki przez biznes. f.6dzko-krakowska
firma informatyczna Ericpol-Telecom ufundowata
Miedzynarodowa Nagrode im. Stefana Banacha za prace
doktorska z nauk matematycznych, przyznawana we
wspolpracy z Polskim Towarzystwem Matematycznym.
Nagroda wynosi 20000 z! i jest najwyzszym w Polsce
wyréznieniem finansowym dla mtodych matematykéw.
Moze jeden z laureatow tej nagrody siegnie kiedy$ po milion
dolarow panstwa Clay? Trzeba sie spieszy¢, bo konkurencja
i tempo badan w matematyce nieustannie rosna.

i Zadania
VC

Rozwigzanie na str. 6

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1312. Kazdy punkt ptaszczyzny pokolorowano na biato lub czarno. Udowodnié, ze
istnieje prostokat o wierzchotkach pokolorowanych na ten sam kolor.

M 1313. Udowodnié, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n istnieje taka liczba

K/ |X L Rozwiazanie na str. 24

calkowita dodatnia k, ze 3¥ w zapisie dziesietnym koficzy sie cyframi 00...01.
N 1Y ety Yy S1¢ Cy

n—1zer

p M 1314. Dany jest prostokatny tréjkat réwnoramienny ABC o kacie prostym przy
wierzchotku C. Znalez¢é zbiér takich punktéw X z wnetrza tréjkata ABC, ze jesli prosta p
q rownolegla do podstawy AB przechodzaca przez punkt X przecina ramiona AC i BC

w punktach K i L, zas q jest prosta prostopadla do p przechodzaca przez X, przecinajaca

Rys. 1

Rozwigzanie na str. 8

F 787. Okresli¢ pojemnosé kondensatora, jezeli czed¢ | ¥
przestrzeni pomiedzy jego oktadkami jest wypelniona I

podstawe AB tréjkata w punkcie M, a rami¢ w punkcie N (rys. 1), to KL = 2MN.

Redaguje Ewa CZUCHRY ‘ fo ‘

dielektrykiem w sposéb przedstawiony na rysunku 2.

a Rozwigzanie na str. 17

Rys. 2

Rys. 3

F 788. Do duzego naczynia nalana jest ciecz o gestosci p i przenikalnosci elektrycznej €.
Dwie pionowe réwnolegte plyty stykaja si¢ krawedziami z powierzchnia cieczy (rys. 3).
Plyty maja wymiary a i b, odlegtos¢ miedzy nimi wynosi d. Ptyty natadowano do réznicy
potencjaléw g i odlaczono od Zrédia. Na jaka wysokosé h wzniesie sie ciecz?
Rozwigzanie na str. 7
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Katastrofa w Japonii

Jak wszyscy wiemy, 11 marca 2011 roku o godzinie
14:46 czasu lokalnego (JST: UTC+9h) na péinocny
wschéd od Tokio, 130 km na wschéd od pétwyspu
Oshika, na glebokosci okolo 30 km, nastapito trzesienie
ziemi o sile okolo 9 stopni w skali Richtera. Bylo ono
poprzedzone szeregiem mniejszych wstrzaséw, z ktérych
najwiekszy, o sile 7,2 stopnia, wystapil dwa dni
wczesniej, a przez wiele dni pdzniej byly rejestrowane
wstrzasy wtérne.

System ostrzegania o trzesieniach ziemi, wykorzystujac
skonczona predkos$é propagacji fal sejsmicznych,
uprzedzil Japonczykéw na okoto minute przed dojéciem
niszczacej fali wstrzaséow. Miasta, dzigki stosowaniu

od lat restrykcyjnych przepiséw budowlanych, zniosty
wstrzasy do$¢ dobrze. Niestety, trzesienie ziemi
wywolalo potezne tsunami o wysokosci momentami
przekraczajacej 10 m, ktére spustoszylo wybrzeze do
10 km w glab ladu. Cho¢ ostrzezenie przed tsunami
zostalo wydane na kilkadziesiat minut przed dotarciem
fali, to nie wszyscy zdolali sie ewakuowaé. Kilka
miasteczek zostato dostownie uniecestwionych przez
zywiol, ktory wyrzadzil duzo wigksze szkody niz samo
trzesienie ziemi. Ostateczna liczba ofiar nie jest jeszcze
(w chwili pisania tego tekstu) znana, szacuje sie ja na
ponad dwadziescia tysiecy.

Trzesienie ziemi o tak duzej skali jest od lat w okolicach
Japonii spodziewane, ale przewidywania nie dotyczyty
ani najblizszej przysztosci, ani tego miejsca. Podejrzana
struktura znajduje na poludniowy wschod od Tokio.
Cho¢ na ukos pod Polska biegnie granica ptyt
tektonicznych, jednak na szczedcie wszystko wskazuje
na to, ze zadne naprezenie, ktére mogloby sie wyzwolié
w postaci silnych wstrzasow, na tej granicy sie

nie tworzy. Zyjemy wiec w rejonie bardzo spokojnym
sesjsmicznie i wydaje si¢ nam, ze trzesienia ziemi sg
nieprzewidywalne.

Rzeczywiscie, obecnie okreslenie z duzym wyprzedzeniem
dokladnego momentu ich wystapienia jest niemozliwe.
Jednak prawdopodobienstwo takich zdarzen, ze
wskazaniem czasu, miejsca i silty, jest szacowane coraz
precyzyjniej. Sila trzesienia ziemi zalezy od wielko$ci
struktury, ktéra w spodziewanym wstrzasie ma sig
przesunac. Trzesienia rzedu 9 stopni w skali Richtera
wiaza sie zazwyczaj z powstawaniem uskokéw o dlugosci
ponad tysiaca kilometréw. W przypadku trzesienia

z 11 marca ruptura miala ,tylko” kilkaset kilometréow
dhugosci, za to przesuniecie bylo bardzo duze, po
kilkadziesiat metrow w pionie i poziomie. W efekcie
pdlnocna czesé najwiekszej wyspy Japonii, Honsiu,
przesunegla sie o ponad 2 metry na wschod. Przesuniecie
dna oceanicznego spowodowato nie tylko niszczycielskie
tsunami, ale réwniez zmiane kierunku osi Ziemi (bieguny
przesunely sie o okolo 20 ¢cm) oraz skrécenie doby

(o okolo 1,8 mikrosekundy), co oznacza, ze plyty
tektoniczne przesunely si¢ do $rodka Ziemi. Tsunami
rozprzestrzenilto sie na caly basen Oceanu Spokojnego.
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Na przyktad w wybrzeze Chile, po okoto 20 godzinach,
uderzyta fala o wysokosci do 2 metrow, lokalnie
powodujac straty materialne.

Uwaga mediéw prawie natychmiast po katastrofie
zostala przyciagnieta przez problemy elektrowni
jadrowej Fukushima I. W wyniku trzesienia ziemi
zadziataly prawidtowo systemy bezpieczenstwa i wiele
z kilkudziesigciu japonskich reaktoréw automatycznie
zostalo wylaczonych.

Procedura wylaczenia polega na wsunieciu pomiedzy
prety paliwowe pretéw zawierajacych absorber
neutronéw. Powoduje to zatrzymanie wymuszonej
reakcji rozszczepienia. Nie znaczy to jednak, ze
reaktor przestaje by¢ zrédlem ciepta. W pretach

dalej zachodzi deekscytacja (rozpady) wezedniej
powstalych jader radioaktywnych. Dlatego po
wytaczeniu reaktor musi by¢ dalej chtodzony przez
kilka do kilkudziesieciu dni lub nawet dtuzej. Trzy

z szeSciu reaktoréw Fukushima I, ktore dziataty

w chwili trzesienia ziemi, to jedne z najstarszych

w Japonii, uruchomione w latach siedemdziesiatych
ubiegtego stulecia. Sa to reaktory wodne wrzace
(BWR) tzw. pierwszej generacji. Reaktory te sa
bezpieczne w tym sensie, ze woda, ktéra odbiera
cieplo z reaktora, jest jednocze$nie moderatorem, czyli
spowalnia neutrony. Bez wody nie ma chlodzenia, ale
tez wymuszona reakcja rozszczepienia nie zachodzi, bo
powstajace w wyniku rozszczepienia neutrony sa za
szybkie, zeby efektywnie inicjowaé kolejne reakcje. Jest
to zasadnicza réznica w stosunku do reaktora, ktéry
ulegl awarii w Czarnobylu. Tam moderatorem byl, procz
wody, rowniez grafit, nie wystepowalo wiec opisane
wyzej silne, ujemne sprzezenie zwrotne, co pozwolito
na gwaltowny, tysiackrotny wzrost mocy reaktora,
powodujac przegrzanie i chemiczny wybuch.

Bezpieczne wylaczenie reaktoréw wiaze sie

z konieczno$cig ich chlodzenia. Systemy chlodzenia
sa zwielokrotnione, ale prawie wszystkie wymagaja
zewnetrznego zasilania. Pasywne chlodzenie

jest we wspoélezesnie budowanych reaktorach,

ale nie w Fukushimie. Jeden z systemoéw dziala,
wykorzystujac jako naped goraca pare z grzejacego
sie reaktora, ale jego sterowanie wymaga zasilania
z akumulatoréw. Systemy te zatrzymaly sie

po kilku godzinach.

Ze wzgledu na uszkodzenia zwigzane z trzesieniem

ziemi zewnetrzne zasilanie nie docierato do elektrowni.
Automatycznie wlaczyly sie generatory dieslowskie.
Niestety, fala tsunami pokonala mur zabezpieczajacy

o wysokosci 6,5 metra i zniszczyla generatory.

Pézniej okazato sig, ze réwniez zbiorniki z ropa

zostaly przez odchodzaca fale zabrane. W ten sposéb
po uderzeniu tsunami elektrownia zostata bez pradu.

W takiej sytuacji woda podgrzewa si¢ coraz bardziej,

w konsekwencji odparowuje, odstaniajac prety paliwowe.



Sa one pokryte cyrkonem, ktéry jest praktycznie
jedynym materialem o odpowiedniej wytrzymalosci
mechanicznej i termicznej, wystarczajaco dobrej
przewodnosci cieplnej i nadto niezatrzymujacym
neutronéw. W kontakcie z para wodng o wysokiej
temperaturze i cidnieniu cyrkon utlenia sig¢
powierzchniowo z uwolnieniem wodoru. Reaktor jest
zamkniety w zbiorniku ci$nieniowym. Przy braku
efektywnego chtodzenia ciSnienie w nim rosnie ze
wzgledu na powstajaca pare i wydzielajacy sie wodor.
Zeby zapobiec wybuchowi wodoru, wewnatrz zbiornika
tlen atmosferyczny jest zastapiony azotem.

Szczelny zbiornik cisnieniowy ma zawory bezpieczenstwa,
przez ktore nadmiar gazéw moze zosta¢ wypuszczony, ale
jest to juz powazna awaria, poniewaz gazy te zawieraja
pierwiastki radioaktywne. Dodatkowo wypuszczony
wodor miesza sie z powietrzem, a mieszanina zbiera

sie w budynku ostaniajacym reaktor przed wplywem
warunkéw atmosferycznych. Wybuch jest w tej sytuacji
juz tylko kwestia czasu.

Tak tez stalo si¢ w Fukushimie. Kolejne wybuchy
zniszczyly cztery budynki, ale komory ci$nieniowe
pozostaly nienaruszone. (W reaktorze nr 2 wybuch,
prawdopodobnie, nastapil wewnatrz zbiornika
ci$nieniowego, co oznacza, ze zbiornik ten musial sie
czes$ciowo rozszezelnic.)

W budynku reaktora nr 4 problem wiazal sie

nie tyle z reaktorem, co z wykorzystanym paliwem,
dezaktywujacym sie w otwartym zbiorniku wodnym,
znajdujacym sie tuz obok komory cisnieniowej
nieaktywnego reaktora. Tam sytuacja rozwinela sie
najpowazniej. Prety paliwowe zostaly prawie catkowicie
odloniete, co spowodowalo co najmniej dwa pozary,
ktére ugaszono. Jednak kazdy pozar czy wybuch wodoru
to emisja materiatu promieniotworczego.

W trakcie operacji ratowniczej przystapiono do
chlodzenia rektoréw woda morska (bo innej nie bylo),
réwniez za pomoca specjalnych armatek wodnych

i helikopteréw. Uzycie wody morskiej powoduje, ze
reaktory nie beda juz mogly byé uzytkowane. Premier
Japonii podjal zreszta decyzje, ze cata elektrownia
Fukushima I bedzie wylaczona z uzytkowania.
Decyzja jest czesciowo polityczna (dwa z szesciu
reaktorow, w dodatku najnowsze i o najwiekszej
mocy, by¢ moze mozna by bylo przywrécié do pracy),
ale tylko czesciowo.

Caly czas monitorowana jest dawka promieniowania
przyjmowana przez wymieniajace sie ekipy ratownicze.
Oczywiscie, monitorowane jest rowniez skazenie,

nie tylko na terenie elektrowni, ale réwniez w blizszej

i dalszej okolicy. Dawka promieniowania, mierzona przy
bramie elektrowni, wahata si¢ okoto 1 milisiwerta na
godzine (1 mSv/h), podwyzszala sie przy kazdej emisji,
a nastepnie spadala, zwlaszcza jezeli polewano reaktory
woda. Ludnosé zostala ewakuowana w promieniu

20 km, a w pierscieniu od 20 km do 30 km zalecono
pozostawanie wewnatrz budynkéow.
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Prety paliwowe w trzech dzialajacych przed trzesieniem
ziemi reaktorach ulegly czesciowemu stopieniu na skutek
niedostatecznego chlodzenia. Ryzyko catkowitego
stopienia nadal istnieje. Spowodowaloby to sptyniecie
materialu paliwowego do komory pod reaktorem.

Nie wiazaloby si¢ to z niebezpieczenstwem jakiejkolwiek
wzmozone] reakcji rozszczepienia (bo w takim

stopie nie bedzie moderatora), ale spowodowaloby
rozhermetyzowanie si¢ komory reaktora i dalsze skazenia.

Podsumowujac, sytuacja jest powazna, ale nadal jest to
awaria o ograniczonych i w wiekszosci krétkotrwatych
skutkach, nieporéwnywalna z katastrofa, spowodowang,
przez samo trzesienie ziemi i tsunami. Gdyby takie
trzesienie ziemi wystapito w innym, rownie gesto
zaludnionym miejscu, np. w Kalifornii, to szacunkowa
liczba ofiar bylaby co najmniej rzad wielkosci wieksza,
o stratach materialnych nie wspominajac.

Paradoksalnie, sytuacja po awarii w elektrowni
Fukushima I pokazuje nie stabosci, lecz mocne strony
energetyki jadrowej. Elektrownie w Japonii pracuja,
ale w wiekszosci sa to wtasnie elektrownie jadrowe, bo
one najmniej ucierpiaty. Te konwencjonalne maja rézne
problemy logistyczne.

Reaktory w Fukushimie byly niemalze zostawione same
sobie i nic naprawde powaznego im samym sie nie stalo
(po prostu si¢ popsuly), nie spowodowaly tez niczego
naprawde powaznego. Gléwnie dlatego, ze nie mialy jak.

Nalezy pamietaé, ze skazenia radioaktywne sa niezwykle
tatwe do wykrycia, a normy bardzo restrykcyjne.

7 samego faktu, ze w pewnej odleglosci od miejsca
awarii wykryto jakie$ skazenie, nie wynika, ze ma ono
jakiekolwiek znaczenie dla zdrowia ludzi. Oczywiscie,
najbardziej niebezpieczne jest skazenie zywnosci.
Przekroczenie norm juz si¢ obserwuje w poblizu awarii,
np. wiadomo, ze skazeniu ulegl szpinak.

Na dodatek, w Fukushimie uleglty awarii reaktory
starego typu, a wiec niewyposazone w szereg
zabezpieczen uzywanych we wspoltczesnych reaktorach.
Jednym z takich systeméw jest uklad automatycznej
rekombinacji uwalnianego wodoru w czasteczki

wody. Systemy awaryjnego chlodzenia wspoélczesnych
reaktorow sa tak projektowane, zeby mogly sobie
poradzi¢ bez zewnetrznego Zrédla zasilania (chlodzenie
grawitacyjne) oraz aby wytrzymaly atak terrorystyczny,
np. przeprowadzony za pomocg uderzenia samolotu
pasazerskiego. Reaktory te majg réwniez specjalne
komory przygotowane na przyjecie stopionego materiatu
rdzenia, choé¢ prawdopodobienstwo takiego zdarzenia
jest w ich przypadku niezwykle mate.

7 awarii w Japonii zostana wyciagniete wnioski, wiec
margines bezpieczenstwa, juz bardzo wysrubowany,
jeszcze wzroénie.

Pomimo tego reakcja czedci $wiata jest, oczywiscie,
neurotyczna. Ciekawe, jak to wplynie na polska
energetyke jadrowsa in spe.

Piotr ZALEWSKI



Ciag EKG, czyli zaskakujgca zabawa z teorig liczb
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Teoria liczb w wielu miejscach jest zaskakujaca i nieprzewidywalna, co —

na poziomie elementarnym — objawia si¢ przede wszystkim przez nieregularne

i trudne do opisania rozmieszczenie liczb pierwszych w zbiorze liczb naturalnych.
Wraz z Piotrem Hofmanem zmierzyliSmy sie z tym fenomenem, badajac

tzw. ciag EKG: prosty do zdefiniowania, a z bardzo ciekawymi wlasciwosciami.

Ciag EKG a,, okreslamy nastepujaco: a1 =1, as = 2 i dalej a,, 41 jest
najmniejsza liczba caltkowita dodatnig niewystepujaca wezesniej w ciagu, taka ze
NWD(ay,, an+1) > 1. Jako pierwszy zajmowal si¢ tym ciagiem Ayres, nastepnie
badali go Lagarias, Rains i Sloane.

Skad nazwa ciag EKG? Pierwsze 40 wyrazéw ciagu nam moze tego nie powie:
1 2 4 6 3 912 8 10 5

15 18 14 7 21 24 16 20 22 11

33 27 30 25 35 28 26 13 39 36

32 34 17 51 42 38 19 57 45 40
ale jesli narysujemy wykres pierwszych 200 wyrazéw (rys. 1), to zobaczymy co$
ciekawego. Nasuwa si¢ pytanie: czemu zawdzigczamy te ,skoki” na wykresie,
przypominajace zachowanie elektrokardiogramu? Przesledzenie wyrazéw ciagu
EKG pokazuje, ze te skoki to tréjki kolejnych wyrazéw postaci 2p, p, 3p dla liczb
pierwszych p.

Lagarias, Rains i Sloane wykazali, miedzy innymi, ze ciag a,, jest permutacja
liczb catkowitych dodatnich, ze liczby pierwsze pojawiaja sie w nim
w kolejnosci rosnacej i ze asymptotycznie zachowuje sie on liniowo (dokladniej,
n/260 < a, < 14n dla kazdego n). Rysunek 2, pokazujacy pierwszych 10000
wyrazéow ciggu EKG, sugeruje, ze powinnismy potrafi¢ udowodnié duzo
doktadniejsze ograniczenia: poza skokami, a,, jest réwne prawie doktadnie n.
Oznaczmy a,, = 2p, jedli a,, = p lub a,, = 3p dla liczby pierwszej p, i al, = ay,
w przeciwnym przypadku. Ta definicja ,tagodzi” skoki. Spodziewamy sie
wiec, ze bedzie al, ~ n, tj. lim, . a,,/n = 1. Bazujac na eksperymentach
numerycznych, Lagarias, Rains i Sloane postawili nastepujace hipotezy:
1. w ciagu EKG kazda liczba pierwsza p > 2 wystepuje w tréjce 2p, p, 3p;
2. lim,, .o al,/n = 1, a dokladniej a, ~ n(1 +1/(3logn)).
Wraz z Piotrem Hofmanem udowodnilismy pierwsza hipoteze i czedciowo druga:
wykazalidmy, Ze istnieje taka stala uniwersalna C, ze
al C

< 11 1

logloglogn

n
n

co oczywiscie implikuje lim,, . a!, /n = 1. Dowdd powyzszego oszacowania jest
zmudny i wymaga wielu drobnych technicznych krokéw. Za to dowdd pierwszej
hipotezy jest dosé krotki i przedstawie go w dalszej czesci artykutu.

Jesli ¢ jest liczba pierwsza dzielaca zaréwno a,, jak i a,—1, to ¢ nazywamy
liczbg sterujgeq wyrazu a,, (to nie jest definicja jednoznaczna, dla jednego a,
mozemy mie¢ wiele liczb sterujacych). Zauwazmy, ze a,, jest najmniejsza liczba
niewystepujaca wezedniej w ciagu, a podzielna przez q.

Kluczowe jest nastepujace spostrzezenie. Ustalmy liczbe rzeczywista x > 0.
Wowczas, dla kazdej liczby pierwszej ¢ istnieje co najwyzej jeden taki wyraz
ciagu ay, ze ap—1 < T < a, 1 q jest liczba sterujaca a,,. Istotnie, zauwazmy,

iz jesli q jest liczba sterujaca a, i © < a,, to wszystkie liczby mniejsze od x
podzielne przez ¢ wystapily wezesniej w ciggu. Czyli jesli dla pewnego n’ > n
mamy a, _1 < x, to g nie dzieli a,,,_1, a wiec nie moze by¢ liczba sterujaca a,, .

Zalézmy, ze pewna liczba pierwsza p pojawia sie w ciagu niepoprzedzona
wyrazem 2p, czyli an+1 = p, a, = mp dla pewnych catkowitych n > 11im > 2.
Lagarias, Rains i Sloane udowodnili, ze wowczas a,, jest pierwszym wyrazem
ciggu podzielnym przez p. W szczegdlnosci oznacza to, ze 2p nie wystapito

w ciagu przed pozycja n.
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Rozpatrzmy zbiory

A:{1<i<n:ai,1<2p<ai} i B:{1<i<n:ai>2p>ai+1}.
Zauwazmy, ze |A| — |B| =1, gdyz a1 < 2p i a,, > 2p. Doprowadzimy do
sprzecznosci, dowodzac, ze jedli m > 2 i p jest wystarczajaco duze, to zbiér B
jest duzo wiekszy niz A.

- - Jak wykazali Lagarias, Rains i Sloane, liczby pierwsze pojawiaja si¢ w ciagu
EKG w kolejnosci rosnacej, czyli przed pozycja n nie pojawila sie liczba
pierwsza wieksza niz p. Jedli q jest liczbg sterujaca wyrazu a, i n’ < n, to

q jest kandydatem na wyraz a,, wigc pojawia sie w ciggu na pozycji n’ lub
wczesniejszej. Wnioskujemy stad, ze wszystkie liczby sterujace do pozycji n sa
mniejsze niz p. Z podanego przed chwila ,kluczowego spostrzezenia” wiemy,

ze dla kazdej liczby pierwszej ¢ < p istnieje co najwyzej jeden taki indeks ¢, ze
a;—1 < 2p < a; i q jest liczba sterujaca a;. Liczb pierwszych nie wiekszych niz p

jest nie wiecej niz cp/log p dla pewnej stalej uniwersalnej ¢, czyli

|A] < cp/log p.
Spéjrzmy teraz na zbior B. Niech g bedzie liczbg sterujaca wyrazu a,, = mp;
oczywiscie ¢ jest dzielnikiem m. Wobec tego liczby kg dla 1 < k < (mp/q — 1)
musialy pojawié si¢ w ciagu wczesniej. Oznaczmy

B'={1<i<mn:2q]|a; oraz a; > 2p}.

Indeksy wszystkich parzystych wyrazéw postaci kq (podzielnych przez 4, jesli
q = 2), wigkszych od 2p, naleza do B’, wobec tego
mp — 2p P
Bl>|—=|>1|=|.
o> 22> |3
Z drugiej strony, jesli i € B’, to 2p jest potencjalnym kandydatem na
wyraz a;i1, czyli a;11 < 2p. Mamy wigc B’ C B, zatem

|B| > [p/6].
Wobec tego dla odpowiednio duzych p mamy |B| > |A].

Wyliczywszy doktadnie stale w powyzszym rozumowaniu, mozna dowiesé,
ze |B| > |A| juz dla p > 25000. Teza dla mniejszych wartosci p zostala
sprawdzona numerycznie przez Lagariasa, Rainsa i Sloane’a, wiec hipoteza
zostala udowodniona dla wszystkich p > 2. Dowdd zakonczony.

Jak wyznaczaé¢ wyrazy ciggu EKG? Jakub RADOSZEWSKI

Po przeczytaniu artykulu Marcina Pilipczuka trudno nie odnies¢ wrazenia, ze nasz
zaséb wiedzy o zachowaniu ciagu EKG opiera sie przede wszystkim na wynikach
eksperymentéow komputerowych, natomiast dowody otrzymanych w ten sposéb
hipotez pojawiaja si¢ z pewnym opdznieniem. Co wiecej, niektére wlasnosci

nie doczekaly sie jeszcze Scistych dowodow, choé dane doswiadczalne pokazuja je
na tyle wyraznie, ze ciezko byloby nie wierzy¢ w ich prawdziwosé. Widzimy tu, ze
informatyka zaczyna pelnié¢ funkcje eksperymentalnej poddziedziny matematyki.
Co ciekawe jednak, nie chodzi tu tylko o latwiejsze stawianie hipotez — wyniki
obliczen moga stanowié¢ fragmenty dowodu odkrytych za ich pomoca wtasnosci!
W przypadku ciagu EKG przejawilo sie to w automatycznym sprawdzeniu
prawdziwosci hipotezy dla pewnej liczby poczatkowych wyrazéw ciagu (dla
pozostalych zadzialalo rozumowanie czysto matematyczne), ale zdarzaly sie juz
w historii problemy, dla ktérych caly dowod opieral sie na komputerowej analizie
przypadkéw — na przyktad dowdd faktu, ze kazda mape (graf planarny) mozna
pokolorowaé czterema kolorami, tak aby zadne dwa sasiednie panistwa (wierzcholtki)
nie miaty tego samego koloru. Niektorzy twierdza, ze takie rozumowanie, oparte
w znacznej mierze na programach komputerowych i czesto obszernych wynikach
ich dzialania, nie jest wlasciwie zadnym dowodem. Jest to argument poniekad
stuszny — ciezko recznie zweryfikowaé¢ poprawnosé tego typu wywodu. Ten medal
ma jednak dwie strony. Otz przypomnijmy sobie chociazby liczne ,dowody”
Wielkiego Twierdzenia Fermata, publikowane bez mata przez trzy stulecia,

ktoére nie uzywaly zadnych podejrzanych metod informatycznych, a mimo
wszystko okazywaly sie nieprawdziwe (niepelne). Czy autorzy tych ,dowodéw”
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Czgéé¢ Czytelnikéw miala szanse

spotkac sie z obszerng klasg problemoéw
NP-zupelnych, ktére sa powszechnie
uznawane za nierozwigzywalne w czasie
wielomianowym, a do tego maja

te zabawna cechg, ze gdyby choé

jeden z nich udalo si¢ rozwigzaé

w czasie wielomianowym, to wszystkie
pozostale rowniez. Jednakze o problemie
faktoryzacji nie wiemy, czy znajduje sig
w tej klasie, co oznacza mniej wigcej tyle,
ze tym bardziej nie wiemy, czy da si¢ go
rozwigzaé¢ wielomianowo, czy tez nie.

o[ l

wierzyli w stusznos$é przedstawianych wynikow? Podejrzewam, ze tak. Swoja droga,
zapewne wigkszosé Czytelnikéw wierzy w prawdziwo$é dowodu Andrew Wilesa,
mimo iz jest on tak dlugi i skomplikowany, ze nie mieli ochoty go samodzielnie
sprawdzi¢. Jesli dotozymy do tego podobna konkurencje¢ rozgrywana w obecnych
czasach — préby odpowiedzi na stynne pytanie: P = NP?, jedno z fundamentalnych
w informatyce teoretycznej, ktorych to préb — ,dowodow” — byty juz dziesiatki
(zainteresowany Czytelnik znajdzie ich systematycznie aktualizowang liste na
stronie http://www.win.tue.nl/"gwoegi/P-versus-NP.htm) — to zauwazymy,
ze czysto matematyczne rozumowania wcale nie musza by¢ lepsze i mniej bledogenne
od rozumowan opartych na wynikach badan eksperymentalnych.

W duchu powyzszego, troche przydlugawego wstepu w tym artykule zastanowimy
sie, jak efektywnie wyznaczaé¢ kolejne wyrazy ciagu EKG. Nasz algorytm powinien
by¢ na tyle sprawny, aby dalo sie za jego pomoca sprawdzi¢ poprawnos¢ wynikow
eksperymentu Lagariasa, Rainsa i Sloane’a, czyli powinien dziala¢ co najmniej dla
indekséw okoto 50000 (w tych okolicach powinna pojawié¢ sie najwieksza liczba
pierwsza mniejsza od 25 000). A im lepszy algorytm, tym lepiej pozwoli nam badaé
asymptotyke ciagu EKG — a nuz uda si¢ postawi¢ kolejne ciekawe hipotezy?

Poczatek nie bedzie zbyt odkrywczy: otdéz metoda wyznaczania wyrazéow ciagu
EKG (ay,) jest obecna implicite w tekscie Marcina Pilipczuka. Faktycznie, jesli
znamy a,—_1, to wiemy, ze jeden z dzielnikéw pierwszych tej liczby jest liczba
sterujaca wyrazu a,. Jedli wlasnie liczba pierwsza ¢ jest ta liczba sterujaca, to
an jest najmniejsza wielokrotnoscia g niewystepujaca wezeéniej w ciagu. Aby
wsrod wszystkich dzielnikow pierwszych a,,_1 zidentyfikowaé liczbe ¢, wystarczy,
rzecz jasna, przejrzeé¢ wszystkie te dzielniki i wybraé¢ ten o najmniejszej pierwszej
wolnej wielokrotnosci.

Aby uzupelnié¢ ten opis postepowania, musimy wymysli¢ sposéb efektywnego
przejrzenia wszystkich dzielnikéw pierwszych danej liczby naturalnej oraz sposéb
znalezienia najmniejszej wolnej wielokrotnosci kazdego takiego dzielnika. Teraz
zajmiemy sie kolejno tymi dwiema lukami.

Problem rozktadu liczby naturalnej na czynniki pierwsze brzmi bardzo
klasycznie: wydaje sie, ze powinien istnie¢ jaki$§ sympatyczny, efektywny
algorytm dajacy sobie z nim rade. I faktycznie, jest to znany problem
faktoryzacji liczby, lecz, niestety, w ogdlnosci nie umiemy sobie z nim tatwo
radzi¢ — nie jest znany zaden wielomianowy algorytm rozwiazujacy ten problem.
Stowo wielomianowy oznacza tu algorytm o ztozonosci czasowej bedacej jakims
wielomianem wzgledem dlugosci zapisu rozkladanej liczby, ktéra to dltugosé
zapisu to mniej wiecej logarytm z tej liczby.

Na szczescie, w naszej sytuacji nie musimy uciekaé sie do ogdlnych rozwigzan
problemu faktoryzacji. Wystarczy, jesli przypomnimy sobie, ze rozkladane przez
nas liczby nie sa zbyt duze, co w teorii wynika z gérnego oszacowania 14n na
wartos¢ n-tego wyrazu ciagu, a w praktyce z wykresu wartoéci pierwszych 10 000
elementéw ciagu zawartego w artykule Marcina Pilipczuka.

W przypadku tak nieduzych liczb mozemy uzyé¢ metody sita Eratostenesa.
Podstawowa wersja tego algorytmu, stuzaca do wyznaczania kolejnych
liczb pierwszych, jest na tyle znana, ze w tym miejscu ograniczymy sie do
przypomnienia jej w postaci pseudokodu:
for i := 2 to M do pierwsza[i] := true;
for i :=2 to M do
if pierwsza[i] then begin

ji=1%
while j < M do begin
pierwszalj] := false;
Ji=3+
end;
end;

Obliczamy tu elementy boolowskiej tablicy pierwsza[2.. M|, wykreslajac
wielokrotnosci kolejnych liczb pierwszych, tj. oznaczajac je jako liczby ztozone.
Zeby byto szybciej, przegladanie wielokrotnosci liczby pierwszej i rozpoczynamy
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L. .1

Rozwigzanie zadania F 787.
Kondensator opisany w zadaniu jest

ukladem dwéch potaczonych réwnolegle

kondensatoréw o pojemnosciach
Cy =e0S1/d =¢e0S( —lp)/(dlp)
i Cy = ee0Sa/d = ee9Sl/(dly), gdzie €

jest wzgledng przenikalnoscig elektryczng

dielektryka, a S1 2 oznaczaja pola
okladek kondensatoréw sktadowych,

S =85, + S5. Zatem

C=C1+Cy =¢¢

[lo +1(e = 1)] s

dlo

od 2, gdyz skadinad wiemy, ze wszystkie mniejsze musialy juz zostaé
wezedniej wykreslone. Na koficu mamy zaznaczone (warto$é true) wszystkie
liczby pierwsze nie wicksze niz M.

Zapewne nie wszyscy wiedza, ze ten sam algorytm mozna wykorzystac
takze do rozktadania liczb na czynniki pierwsze. Wystarczy, mianowicie,
dotozy¢ dodatkowa tablice dzielnik[2.. M|, w ktérej bedziemy przechowywaé
najmniejszy dzielnik pierwszy kazdej liczby ztozonej z zakresu. Elementy tej
tablicy inicjujemy na zera, a wypelniamy ja w momencie wykreslania liczb,
tzn. wewnatrz petli while, za pomoca instrukcji:

if dzielnik[j] = 0 then dzielnik[j] := i;
Za pomoca tablicy dzielnik mozemy juz latwo faktoryzowaé liczby
nieprzekraczajace M: dla danej liczby ¢ jako pierwszy podajemy dzielnik
dzielnik[i], nastepnie dzielnik[i/dzielnik[i]] 1 tak dalej, az dojdziemy do jedynki.
Takich krokéw wykonamy nie wiecej niz log, 4, gdyz za kazdym razem
1 zmniejszamy co najmniej dwukrotnie. Dzigki temu, ze w tablicy pamigtamy
najmniejsze dzielniki pierwsze liczb, uzyskana w tym postepowaniu lista
dzielnikow bedzie zawsze niemalejaca, wiec latwo usuniemy z niej powtdrzenia.

Stosujac podobny argument (do tego z logarytmem), mozna wykazacé, ze
zlozonodé czasowa sita Eratostenesa to O(M log M), co pozostawiamy
Czytelnikowi (tak naprawde zlozonos$¢ te mozna oszacowaé nawet przez

O(M loglog M)). Jesli przypomnimy sobie, iz M = O(n), przy czym n to
indeks wyrazu ciggu EKG, ktory chcemy obliczy¢, to stusznie zauwazymy, ze
z problemem faktoryzacji poradziliSmy juz sobie calkiem sprawnie.

Do zakonczenia opisu calego algorytmu pozostala nam juz tylko kwestia
wyznaczania najmniejszych wolnych wielokrotnosci poszczegdlnych liczb
pierwszych z rozkladu. Z ta czescia rozwigzania mozemy poradzi¢ sobie catkiem
prosto, o ile zastosujemy odpowiednio sprytna strukture danych, przy czym

nie bedzie to wcale struktura wysublimowana.

Znéw skorzystamy z tego, ze zakres interesujacych nas liczb pierwszych jest nieduzy.
Dla kazdej liczby pierwszej p nie wiekszej niz M bedziemy przechowywaé, jako
wiel[p], jaka$ wielokrotnosé liczby p, ktéra wystapila juz w ciagu. Zadbamy o to,
aby w algorytmie jedynie powiekszaé te wartosci, aktualizujac je tylko w razie
potrzeby. Poczatkowo wiel[p] = 0. Dodatkowo, w tablicy boolowskiej uzyte[0.. M]
bedziemy pamietali informacje o tym, ktore liczby wystapily juz w ciagu EKG.
Poczatkowo, dla wygody, ustawiamy uzyte[0] = true, a reszte komoérek na false.
Okazuje sie, ze to juz wystarczy — ponizej pseudokod wyznaczania najmniejszej
wolnej wielokrotnosci liczby p, w ktérym, w gruncie rzeczy, nic si¢ nie dzieje.
while uzyte[wiel][p]] do wiel[p] := wiel[p] + p;
Powyzsza petla moze 1 wyglada bardzo nieoptymalnie, ale nie jest w rzeczywistosci
taka zta. Ot6z wystarczy zauwazy¢, ze dana liczba i, i < M, moze wystapi¢ jako
wiel[p] dla nie wiecej niz log, ¢ liczb pierwszych p (beda to, oczywiscie, dzielniki
pierwsze liczby ¢). To oznacza, ze taczna liczba obrotéw powyzszej petli while
z pewnoscig nie przekroczy O(M log M).

Mozemy juz podsumowaé caly algorytm wyznaczania n-tego wyrazu ciaggu EKG.
Uzywamy w nim zaledwie czterech tablic rozmiaru co najwyzej M + 1, przy
czym dwie z nich (pierwsza i dzielnik) wypelniamy na samym poczatku w czasie
O(Mlog M), a dwie pozostale (wiel i uzyte) uzupeliamy w trakcie obliczania
kolejnych wyrazéw ciagu EKG, réwniez w lacznym czasie O(M log M). W takim
samym czasie mozemy wyznaczy¢ wszystkie dzielniki pierwsze wszystkich

liczb z podanego zakresu. Stad cale rozwiazanie dziala w czasie O(M log M)

i w pamieci O(M), przy czym M = O(n). Algorytm szybki, a zarazem prosty
—1i 0 to w tym sporcie chodzi.

Mozna by jednak spytac, czy nie da si¢ lepiej. W szczegdlnosci, w podanej metodzie
przy wyznaczaniu a, musimy najpierw obliczyé¢ wszystkie wezesniejsze wyrazy
ciagu EKG — a moze daloby si¢ obejsé¢ szybciej 1 bez tego? Podobnie jak Lagarias,
Rains i Sloane, ktorzy w swojej pracy opisuja algorytm zblizony do powyzszego,
autor tego artykulu nie zna odpowiedzi na to pytanie, ale moze Czytelnik ma jakis
pomyst? Jesli tak, zachecamy do podzielenia si¢ nim z Redakcja.
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Informatyczny kacik olimpijski (41): Samogenerujacy sie ciag

W tym numerze Delty duzo uwagi poswigcono

ciagowi EKG, ktory zaréwno z matematycznego,

jak i z informatycznego punktu widzenia przejawia
wiele interesujacych wlasnosci. W kaciku kontynuujemy
temat ciekawych ciagéw liczbowych. Zajmiemy sie
zadaniem Cigg z finatu II Olimpiady Informatycznej
Gimnazjalistow, w ktérym poproszono uczestnikow

0 wyznaczenie n-tego wyrazu pewnego ciagu,
zwyczajowo wigzanego z nazwiskiem matematyka
Solomona Golomba.

Ciag ten jest niemalejaca sekwencja liczb calkowitych
dodatnich (ay)72 ,, taka ze aj oznacza laczna liczbe
wystapien liczby k w tej sekwencji. To juz cala
definicja; sprébujmy rozszyfrowaé, jak wyglada ten
tajemniczy ciag.

Zacznijmy od poczatku, czyli od wyrazu a;. Poniewaz
a1 > 0, wiec w ciggu musi wystapi¢ co najmniej
jedna jedynka, a skoro ciag jest niemalejacy, to musi
zaczynaé sie od jedynki, czyli a; = 1. Przejdzmy teraz
do as. Otéz nie moze by¢ as = 1, gdyz w ciagu mamy
dokladnie jedna jedynke (a; = 1). Stad ag > 2, czyli
— podobnie jak poprzednio — w ciggu jest co najmniej
jedna dwdjka, wiec as = 2. To oznacza, ze w ciagu
mamy lacznie dwie dwdjki, czyli az = 2. A zatem

w ciagu mamy dwie tréjki, aqs = a5 = 3. To z kolei
oznacza, ze mamy po trzy czworki i piatki, czyli nasz
ciag zaczyna sie tak: 1, 2, 2, 3, 3,4, 4,4, 5,5, 5.

Widzimy, ze mozemy dalej rozumowaé¢ w ten sposob;
co wiecej, otrzymujemy algorytm na generowanie
wyrazow ciaggu Golomba. Startujemy od a; =1

ias =as = 2, po czym dla kazdego kolejnego

k = 3,4,... na koniec ciagu wstawiamy aj wyrazéow
réwnych k (ciag reprezentujemy w zwyklej tablicy).
Za kazdym razem dodajemy wiecej niz jeden wyraz,
wiec nigdy nie bedziemy musieli ,zgadywac¢” — kiedy
dojdziemy do indeksu k, bedziemy juz znali ay.
Kontynuujemy to postepowanie, az przypiszemy
wartos¢ a,,. Koszt czasowy i, niestety, takze pamieciowy
to O(n). Za taki naturalny algorytm mozna bylto na
zawodach uzyskaé 40% punktow.

Sprébujmy usprawnié ten algorytm, przede wszystkim
pod wzgledem zapotrzebowania na pamieé. Kluczowe
spostrzezenie juz wlasciwie poczyniliSmy poprzednio:
kiedy natrafiamy na wyraz ax, dopisujemy na koniec
ciagu pelne ax nowych wyrazéw, a tymczasem
przesuwamy sie indeksem zaledwie o 1 (do aj41).

A im dalej, tym ay, jest wieksze. To oznacza, ze istotnie
rosnie nam ,ogon” juz obliczonych wartosci, ktore
pozostaja do przejrzenia. Algorytm moze sie zakonczy¢,
gdy juz przetworzony fragment ciagu wraz z tym
ogonem ma co najmniej n wyrazow. Poniewaz ogon
jest dhugi, wiec bedziemy przechowywa¢ w tablicy tylko
pewna poczatkowa liczbe wyrazéw ciggu, a ponadto
bedziemy pamietaé¢ dlugosé pozostatego ogona.

Oznaczmy przez Ay sume k poczatkowych wyrazéw
ciagu a (niech Ag = 0). W tablicy musimy przechowywaé
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jedynie pierwsze m wyrazéw ciagu, takich ze A,, > n.
Jak duze musi by¢ to m? Sprawdzmy eksperymentalnie!
Za pomoca poprzedniego algorytmu obliczamy, ze

a1 000000 = 6137, co pozwala zgadnaé, iz aj =~ Vk.

Przy tym zalozeniu mamy, ze

Ap=a1+...4am~V1+...+V/m=
2 2
%gmngmg/Q

Stad A,, > n dla m rzedu n?/3. Jest to istotnie lepiej
niz poprzednio, a sam algorytm pozostal prosty:
obliczamy poczatkowy fragment ciagu diugosci

rzedu n?/3 (doktadna dlugo$¢ mozemy wyznaczyé
eksperymentalnie, rozwazajac gérne ograniczenie

na n), po czym obliczamy kolejne Aj do momentu, gdy
Ay > n — 1; wéwcezas a,, = k. Za takie podejscie mozna
bylo otrzymaé 70% punktéw; pozwala ono obliczyé

np. az 000000000 = 673 365.

To oznacza, ze musi da¢ sie jeszcze lepiej! W poprzedniej
metodzie z m-elementowego poczatkowego fragmentu
ciggu wnioskowaliSmy o A,, wyrazach ciagu. Teraz
zwiekszymy te liczbe.

Zalézmy, ze mamy obliczone aq, ..., a,;,. Woéwczas
dla kazdego k = 1,2, ..., m wiemy, ze na pozycjach
Ak_1+1,..., A w naszym ciggu pojawia sie liczba k.
To z kolei oznacza, iz kazda z ai liczb Ap_1 +1,..., Ag
wystepuje w ciagu k razy. Nasz ciag wyglada zatem tak:
jedno wystapienie liczby A1, po dwa wystapienia liczb
Ay +1,..., Ay, po trzy wystapienia liczb As +1,..., A3
itd. W ten sposéb na podstawie pierwszych m wyrazow
ciagu jesteSmy w stanie ustali¢ By, =Y " a; - i
poczatkowych wyrazéw ciagu. Liczbe B, szacujemy
podobnie jak poprzednio:
Bp=1a1+...+m-ay, =~

~1-Vi+...4+m-vym=~

o202 =2 5

N Vm = UL
Stad warunek B,, > n zachodzi juz dla m rzedu n?/°.
Doktadny opis algorytmu opartego na wartosciach By,
podobny do poprzedniego, pozostawiamy Czytelnikowi.
To jest rozwiazanie wzorcowe tego zadania; za jego
pomoca obliczamy, ze np. aigis = 160 113790 524.

Na koniec winni jesteSmy Czytelnikowi drobne
sprostowanie: otéz odgadniete oszacowanie ay ~ vk
jest nieprawdziwe, lecz nie jest zbyt odlegle od
poprawnego. W rzeczywistodci a ~ ¢>~ ¢ - k¢~ 1,

przy czym ¢ = (1 ++/5)/2, czyli ay jest rzedu k%62,

Po wiecej informacji na ten temat odsylamy do
Internetowej Encyklopedii Ciagéw Liczbowych na
stronie http://oeis.org, ktéra, swoja droga, polecamy
wszystkim mito$nikom ciekawych ciagow.

I jeszcze pytanie do Czytelnika: czy mozna dalej
usprawnia¢ podane algorytmy, wprowadzajac
odpowiednie ciagi pomocnicze Cy, Dy itd.?

Jakub RADOSZEWSKI



Sklonujmy sobie
mamuta

Zycle na

Zyw@

Wiéréd naukowych ,obietnic” sa takie, ktére budzg moje zainteresowanie:
mozliwo$é odtworzenia wymartych juz stworzen. Zobaczenie na wlasne
oczy zywego mamuta, tura czy tez Neandertalczyka. Nie ma ich na
Ziemi, ale zostawili jeszcze odtwarzalny DNA, a wiec czemu by ich

nie sklonowa¢. Méwil o tym w lutym bywalcom BiotechCafé profesor
Jacek Modlinski z Instytutu Genetyki i Hodowli Zwierzat PAN.

Nim gatunek wymrze, przechodzi przez etap zagrozenia o réznych
stopniach nasilenia. Obecnie, na przyktad, dobrze sie wiedzie jednemu
gatunkowi orangutanéw na Borneo, a zagrozone wyginieciem sa
orangutany na Sumatrze. Jest gorzej: niektérzy paleobiolodzy sadza, ze
zaczyna sie szoste wielkie wymieranie. Poprzednie zdarzyly sie Ziemi,

w ciagu ostatnich 540 milionéw lat z réznych powodéw. W ostatnim,

67 mln lat temu (wyginely dinozaury, ich DNA nie przetrwal, a ssaki
otrzymaly swoja szanse), w ciagu 2,5 mln lat wyginelo 76% wszystkich
gatunkéw. Paleobiolodzy oceniaja takze, ze w ciagu 3,5 mld lat zycia na
Ziemi, dokumentowanego przez wykopaliska, wyewoluowato 4 miliardy
gatunkéw, z ktorych do dnia dzisiejszego 99% wymarto. Od 500 lat
sposrdéd 5570 gatunkow ssakéw wygineto 80, sposrod obecnych gatunkéw
ssakéw 50% wymrze w ciggu 1000 lat. Kazdy gatunek od pewnego
poziomu wielkoéci populacji jest juz nie do uratowania, jezeli nie braé
powaznie pojedynczych osobnikéw w ogrodach zoologicznych.

Wymieranie gatunkoéw jest zatem naturalna konsekwencja ewolucji zycia

i nie nalezaloby sie moze za bardzo tym martwi¢, gdyby nie fakt, ze to, co
grozi nam przez kolejne 300 do 2000 lat, jest gtéwnie spowodowane grabiezcza
polityka ssaka, ktoremu wiedzie sie dobrze — czlowieka. Orangutany

z Sumatry, a takze setki gatunkéw w Ameryce Pld. wymieraja dlatego,

ze cztowiek wycina lasy, znaczenie ma globalne ocieplenie, nowe choroby,
zatrucie atmosfery. Potrafimy tez stwarza¢ dodatkowe przeszkody: na
przyktad wszystkie pandy wielkie sg wtasnoscia Chinczykow, a ze wzgledu na
ich wierzenia dostep do pand i jakiekolwiek ich badania sg niemozliwe. Nawet
o klonowaniu trudno mysle¢, bo prawie nic nie wiadomo o biologii pand, a ich
pozycja w taksonomii jest niepewna (mimo ze tak bardzo przypominaja
misia, to nie sa niedzwiedziowi ewolucyjnie najblizsze).

Naukowcy moze lubig straszy¢, moze chca, abySmy zmienili nasz sposéb
zycia. Wro¢my wiec do pytania o klonowanie zagrozonych lub niedawno
wymartych gatunkéw. Japonscy uczeni pisza o zamiarze klonowania
mamutéw. Trzy lata temu tygodnik Nature wyliczyl kilka powodéw, dla
ktérych jest to niemozliwe. DNA mamuta nalezatoby co najmniej 12 razy
sekwencjonowa¢ w celu unikniecia pomytek przy formulowaniu prawdziwej
sekwencji, sformowac ten DNA jako chromosomy, zapakowa¢ do mamuciego
jadra komoérkowego (ktérego takze nie mamy). Trzeba by uzyskaé¢ pewno
kilkaset oocytow. . . stonia i znalezé kilkaset stonic — matek zastepczych (samo
w sobie niewykonalne). Trzeba by de novo syntetyzowaé¢ mitochondrialny
DNA mamuta. Trzeba by sklonowaé zwierzeta obu plci, a po uzyskaniu
stadka mamutéw znalezé im ekosystem, aby mogty w nim zy¢. Mata nadzieja,
ze Japonczykom sie uda ...

Robi sie wiele préb z innymi ssakami (wilk tasmanski, gaur), ale widziane
z boku proby te zmuszaja do zadania pytania: po co? Wymagaja wielkich
naktadow finansowych. Najprostsza odpowiedzig jest: bo to ciekawe,

a inni dodaja: poki sa tacy, ktérzy takie pieniadze chca wydawaé na
podobne cele — niech wydaja.

Tylko, ze te dzialania na nadchodzace wielkie wymieranie nie wptyna.

Magdalena FIKUS
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Maia aeld

Dwadziescia ruchéw
zawsze wystarczy

Przedstawiony algorytm ukltadania
kostki Rubika jest tatwy do
zapamietania, ale niezbyt efektywny.
Czytelnik moze zatem zapytac

o minimalng liczbe ruchéw, ktéra
wystarczy do ulozenia kostki

z dowolnej pozycji. Jesli za pojedynczy
ruch uznamy obrét o 90° jednej

z szeSciu Scian bocznych, to pytanie
jest problemem otwartym: na dzien
dzisiejszy wiemy, ze 29 ruchéw zawsze
wystarczy i istnieje konfiguracja
wymagajaca 26 ruchéw.

Sytuacja zmienia si¢, gdy rozszerzymy
nasz katalog ruchéw o obroty $cian

0 180° (oznaczmy takie ruchy litera o).
W roku 1995 Michael Reid udowodnit,
ze istnieje konfiguracja wymagajaca
20 ruchéw. Jest to tzw. superflip,

w ktérym wszystkie narozniki sg

na wtasciwych pozycjach, a kostki

na krawedziach sa obrécone. Obrét
wszystkich 12 krawedzi realizuje
nastepujacy ciag ruchow:

Gz Po FzTp Pz To Pz
Go Lp To Pz Gp Dz
Po Fz Pp Lp To Go Fo

W roku 1981 Morwen Thistlethwaite
pokazat algorytm ukladajacy kostke
Rubika w co najwyzej 52 ruchach

i od tego czasu gorne ograniczenie
byto sukcesywnie zmniejszane, aby

w lipcu 2010 r. ostatecznie osiagnaé
wartos$é 20. To, ze 20 ruchéw zawsze
wystarczy, dowiedli Tomas Rokicki,
Herbert Kociemba, Morley Davidson
i John Dethridge, przy niemalym
wsparciu (okolo 35 maszynolat) sprzetu
komputerowego. Wiecej informacji na
temat ich wyniku mozna znalezé na
stronie www.cube20.org.

Tomasz IDZIASZEK

Wspomnienia z dawnych lat

Ogladajac szpargaly, jakie w spos6b nieunikniony gromadza si¢ w redakcyjnych szufladach,
znalazlem plan lekcji wydany przez Delte latem 1982 roku — kartonik, format B4.

W planie poszczegdlne dni sa przedstawione jako kwadraty siatki szescianu, wigc
mozna bylo te siatke wyciaé i skleié.
Pozostala czesé¢ powierzchni strony frontalnej i cala strone odwrotna zajmowat

algorytm uktadania kostki Rubika — bedacej woéwczas powszechnym obledem.

Ciekawe sa tez napisy drobng czcionka: jeden z nich obwieszcza, ze wydaliémy ten plan
w naktadzie 200 000 egzemplarzy (to nie pomytka — dwiescie tysiecy).

Ale powrdéémy do algorytmu. Byl on przedstawiony w postaci ikonek symbolizujgcych
poszczegdlne ruchy — jak widaé, byliSmy przygotowani na korzystanie z niego przez
analfabetéw. Chciatbym przypomnieé tutaj ten algorytm, nie korzystajac z tego
ulatwienia — opisze go za pomoca symboli literowych.

Uméwmy sie, ze litera z oznaczaé bedzie obrét o 90° zgodnie z ruchem wskazéwek
zegara, a p — przeciwnie (patrzac na tekst, jak na rysunku). Bedziemy tez uzywaé litery
F na oznaczenie $ciany frontowej, T' — tylnej, G — gbrnej, S — srodkowej (poziomej),

D — dolnej, P — prawej i L — lewej. Zatem np. Fz oznacza obrét $ciany frontowej o 90°
zgodnie z ruchem wskazowek zegara.

A oto jaki zaproponowali§my wtedy algorytm.
Na wejsciu mamy kostke z utozona pierwsza (dolna) warstwa.

Druga mozna utozyé, postugujac sie ruchami przedstawionymi ponizej:

Fp Gz Fz Gz Pz Gp Pp

Pz Gp Pp Gp Fp Gz Fz

Sa juz ulozone dwie warstwy. Zadna z dalszych kombinacji ruchéw nie psuje tego, co
zostato przed nia utozone.

W ten sposéb mozna obracaé kostki na krawedziach (zawsze po dwie):
i Fz Sp Fz Fz Sp Sp Fz Gz Fp Sz Sz Fz Fz Sz Fp Gp i

A w ten sposéb je zamieniaé¢ (po trzy):

Pz Gz Gz Pp Gp Pz Gp Pp

Tak zamienia si¢ narozniki (tez po trzy):

Tz Pz Gp Pp Gz Tp Gp Pz Gz Pp

A tak si¢ narozniki obraca (znéw po dwa):
ﬁ Pp Dp Pz Fz Dp Fp Gp Fz Dz Fp Pp Dz Pz Gz ﬁ

To wystarczy do utozenia kostki Rubika.

Marek KORDOS
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Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl

Wyklady popularne z matematyki

Poczawszy od wiosny 2010 r., SEM wspélnie z Centrum Studiéw Zaawansowanych
Politechniki Warszawskiej organizuje na PW zajecia dla uczniéw.

/MY

e O przekgtnych wielokgtow foremnych, Zastosowanie
nierownosci miedzy $rednimi w geometrii oraz
Paradoksy logiczne,

e Inne geometrie, Grafy oraz Sieci izogonalne
1 rownowaga ladunkow na sferze,

e Sumy nieskonczone, Twierdzenie Halla oraz
O pewnym zadaniu geometrycznym,

e Co widaé w bazgrotach?, Parkietaz Penrose’a oraz
Kolorowa kryptografia.

Najblizsze Wyklady planowane sa na jesien 2011 r.

Przyktady zagadnien
omawianych na zajeciach

Podzielnos$é, liczby pierwsze i zlozone

1. Czy kasjer moze wydac 20 zl siedmioma monetami
o wartosci 1 zt i 5 z1?

2. Cgzy istnieja rézne liczby pierwsze p, g, takie, ze
liczba % + % + 71 jest naturalna?

Gry i strategie wygrywajace

3. Kot Bonifacy siedzi na pierwszym, najnizszym
szczeblu drabiny, kot Filemon na jedenastym. Graja
W gre: na przemian przemieszczaja sie o jeden lub
dwa szczeble, Bonifacy do géry, Filemon do dotu.
Przegra ten, ktéry nie bedzie moégt wykona¢ ruchu
(nie wolno przeskakiwaé przeciwnika ani stawaé na
zajmowanym przez niego szczeblu). Zaczyna Bonifacy.
Czy ktérys kot moze graé tak, by zapewni¢ sobie
zZwyciestwo?

4. Dwaj gracze ustawiaja na przemian na szachownicy
8 x 8 wieze, tak by zadne dwie z nich si¢ nie bity
(wieza atakuje wszystkie pola w swoim wierszu

i w swojej kolumnie, gracze maja duzy zapas

wiez). Przegra ten z graczy, ktory jako pierwszy

nie bedzie méglt postawic¢ kolejnej wiezy. Ktéry

gracz (rozpoczynajacy czy drugi) moze zawsze
wygrac?

Twierdzenie Halla

5. Na balu spotkalo si¢ n pan i n pandéw, niektorzy
sa zaznajomieni. Jakie warunki musza by¢ spelnione,
by mogli dobra¢ sie do tanca w pary, w ktérych

sie znaja?

Wyktady popularne z matematyki adresowane sa do licealistow, studentow,
nauczycieli i innych pasjonatéw. Organizowane sa w sesjach po trzy, kazdy
wyktad trwa 45 minut. Tematy dotychczasowych czterech sesji:

Koltka matematyczne dla gimnazjalistow i licealistow
odbywaja sie co kilka tygodni, kazde trwa okolo
1,5 godziny. Dotychczasowe tematy:

e Rdzne sposoby mierzenia odleglosci (LO),
e Gry i strategie wygrywajgce (LO),
e Podzielnosé, liczby pierwsze i zlozone (GIM),
e Srodek ciezkosci ukladu punktéw z masami (LO),
o Przeksztalcenia geometryczne (GIM).
Chetnie zorganizujemy kotko ,na zamoéwienie”: dla
okreslonej grupy uczniéw, w dogodnym dla tej grupy
terminie i na umdéwiony temat.
Zapraszamy!

Rozwigzania zadan

R1. Nie. Suma nieparzystej liczby nieparzystych liczb
musi by¢ nieparzysta, nie moze by¢ réwna 20. O

R2. Przypuéémy, ze 1—1) + % +1i=keN

Pomnézmy obie strony rownania przez pgr. Wtedy
qr + pr +pq = kpqr, wigc gr = p(kqr —r — q). Stad
qr dzieli sie przez p, sprzecznosé. Zatem liczby p, q,r
o zadanych wtasnosciach nie istnieja. O

R3. Tak, Filemon zawsze moze wygra¢. Poczatkowo
liczba szczebli pomiedzy kotami réwna jest 9. Filemon
powinien gra¢ tak, by po kazdym jego ruchu liczba

ta byta podzielna przez 3. Moze to zapewni¢: jesli
Bonifacy ruszy sie o dwa szczeble, Filemon rusza sie

o jeden i na odwrot. Wtedy zero szczebli, oznaczajace
koniec gry, nastapi po ruchu Filemona, wiec to Bonifacy
nie bedzie mogt sie ruszy¢ i przegra. O

RA4. Ta gra zawsze konczy sie po dokladnie 8 ruchach
(dlaczego?) — przegrywa gracz rozpoczynajacy. 0

R5. Kazdy pan musi zna¢ jaka$ pania, inaczej

nie znajdzie partnerki. Kazdych dwéch panéw musi
znaé tacznie co najmniej dwie panie — jesli znaja tylko
jedna, to jeden z nia zatanczy, a drugi zostanie bez pary.
Kazdych trzech panéw musi znaé¢ lacznie co najmniej
trzy panie i tak dalej, kazdych k pandéw musi znac
tacznie co najmniej k pan.

Czy jesli powyzsze warunki sa spelnione, to juz
wystarczy i na pewno uczestnicy balu moga dobraé

sie w pary? Tak, to wlasnie orzeka twierdzenie Halla,
ktérego dowdd i zastosowania byly tematem wyktadu. O

Joanna JASZUNSKA

Szczegdly o dotychczasowych Wyktadach i kétkach, informacje o planowanych zajeciach i dane kontaktowe znalez¢é mozna na
stronach SEMu oraz www.csz.pw.edu.pl (w dziale Dla ucznidw).

21



Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html

' _— 4 4 Zadania z matematyki nr 621, 622
() Redaguje Marcin E. KUCZMA

621. W nieréwnoramiennym tréjkacie ABC punkt I jest srodkiem okregu
wpisanego, stycznego do bokéw BC, C'A, AB odpowiednio w punktach X,Y, Z.

Termin nadsylania rozwigzan: 31 VII 2011
) o o prostopadte.
Czoltéwka ligi zadaniowej Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
605 (WT = 2,35) i 606 (WT = 2,16)

Proste BC i Y Z przecinaja si¢ w punkcie P. Dowiesé, ze proste IP 1 AX sg

622. Udowodnié¢ nieréwnosé
r+y

Tr+z T Y+ z

z numeru 9/2010

l1+z+y

Piotr Kumor Olsztyn 44,70
Bartlomiej Dyda Wroctaw 41,03
Michatl Kieza Warszawa 38,62
Jerzy Cisto Wroctaw 37,37

dla liczb z,y, z > 0.

Przez dobrych pare lat niezagrozony
lider w kolekcjonowaniu rund ,44”

— Piotr Kumor — z przyczyn osobistych
na dwa lata przerwal zabawe, oddajac
pozycje lidera Januszowi Olszewskiemu.
Jednak powrécit do nas — z czego sie
ogromnie cieszymy — i wla$nie zakonczyt
runde¢ jedenasta!

613. To jest wykonalne. Bierzemy pieciokat foremny ABCDE
i rysujemy pie¢ okregéw o srodkach w jego wierzchotkach,

o jednakowym promieniu %\AB|. Niech O bedzie $rodkiem
pieciokata. W trojkacie AOB umieszczamy okrag styczny

do odcinkéw OA, OB oraz do narysowanych juz okregéw

o $rodkach A, B. Podobne okregi umieszczamy w trojkatach
BOC, COD, DOE, EOA. Wreszcie rysujemy dwa okregi

o $rodku O: maly, styczny zewnetrznie do pieciu okregéw,
narysowanych przed chwilg — oraz duzy, styczny do pieciu
okregéw, narysowanych na poczatku i zawierajacy je wewnatrz.

$rodek
inwersji

22

l+z+2z 1+z 14+y+=z

Zadanie 622 zaproponowal pan Tomasz Tkocz z Warszawy.

Rozwigzania zadan z numeru 1/2011

Przypominamy tresé zadan:

613. Czy da si¢ rozmiesci¢ na plaszczyznie skonczenie wiele k6t o roztacznych wnetrzach tak, by
kazde z tych kot bylo styczne do pigciu innych?

614. Wyznaczy¢ wszystkie liczby wymierne x, niecatkowite, dla ktérych warto$é¢ wyrazenia
322 4+ 1022 — 3z jest liczba caltkowitg.

W ten sposéb mamy 12 okregéw, kazdy styczny do pieciu
innych. Stycznosé¢ z najwigkszym okregiem jest stycznoscia
wewnetrzna. Kazda inna jest stycznoscia zewnetrzna.

Bierzemy teraz dowolny punkt, lezacy wewnatrz tego
najwiekszego okregu, ale na zewnatrz kazdego z pozostalych,
i stosujemy inwersje wzgledem tego punktu. Obrazami naszych
12 okregéw jest znéw 12 okregdw, kazdy styczny do pieciu
innych — i kazda styczno$é jest zewnetrzna. Kota, ktérych
brzegami sg powstale okregi, spelniaja wymagany warunek.

614. Niech = bedzie jedna z szukanych liczb. Zapisujemy ja
w postaci nieskracalnego utamka x = m/n, o mianowniku

n > 1. Liczba 32® 4 1022 — 3z ma byé calkowita, co

oznacza, ze 3m> 4+ 10m?*n — 3mn? dzieli sie przez n3. Stad

w szczegblnosci wynika, ze 3m?> dzieli sie przez n, wiec n = 3.
Zatem 3m?® 4 30m? — 27m dzieli si¢ przez 27.

Stad wniosek, ze liczba 3m?> + 3m? jest podzielna przez 27;

innymi stowy, m?(m + 1) dzieli si¢ przez 9. Skoro za$ m jest
liczba wzglednie pierwsza z n (czyli z 3), liczba m + 1 musi

by¢ podzielna przez 9.

Dla pewnego k catkowitego mamy wiec m = 9k — 1, skad
r =3k — % Na odwrét, gdy x ma taks postaé, woéwczas
liczba 3% + 102% — 3z jest catkowita — o czym mozna sie
przekonaé, analizujac ,wstecz” wczesniejsze rozumowanie,
albo po prostu sprawdzajac rachunkiem, ze wartos¢ tego

wyrazenia wynosi (9k — 1)(9k% 4 8k — 2).

Szukanymi liczbami wymiernymi sg wiec liczby postaci
3k — & (k calkowite).



Klub 44 Zadania z fizyki nr 518, 519
Redaguje Jerzy B. BROJAN

518. Zrédlo dzwieku o stalej czestotliwoéci poruszalo sie ruchem jednostajnym
po linii prostej przebiegajacej w pewnej odlegloéci od nieruchomego mikrofonu.
Wykonano staranny pomiar zaleznosci czestotliwosci rejestrowanej przez
mikrofon od czasu odebrania sygnalu i zapisano wykres f(t) na papierze
milimetrowym. Niestety, zapomniano oznaczy¢ osie, wskutek czego arkusz
papieru mogt zostaé¢ obrécony. Czy wykres jest symetryczny wzgledem obrotu
0 180°7 Jedli nie, to czy mozna rozstrzygnadé, czy jest on prawidlowy w danej
Termin nadsylania rozwigzan: 31 VII 2011 pogtaci, czy tez nalezy go obrécié? Zalaczony rysunek 1 jest tylko ilustracja
problemu, a nie informacja o doktadnym przebiegu wykresu.

519. Na lince zawieszono ciezar o masie M, a linke przelozono przez nieruchomy

walec o promieniu R. Na drugim koncu linki zawieszono najmniejszy cigzar m

wystarczajacy do tego, aby wigkszy ciezar nie zeSlizgnal sie¢ w dét (rys. 2a). Jesli

ten sam ciezar M zawiesi¢ na:

1) walcu o wiekszym promieniu (rys. 2b),

2) podporze, ktérej przekrdj jest elipsa wydtuzona wzdluz osi pionowej (rys. 2c)
lub poziomej (rys. 2d),

to czy niezbedny cigzar m bedzie mniejszy niz na rysunku a,

wiekszy, czy taki sam? Wspolezynnik tarcia linki o podpore

jest w kazdym przypadku jednakowy.

Rozwigzania zadan z numeru 1/2011

Przypominamy tre$é zadan:

510. Masa wolframowego widékna zaréwki wynosi m = 0,02 g, a cieplto
wlasciwe wolframu ¢ = 160 J/(kg - K). Gdy zaréwka byla zasilana stalym
Rys. 2 napieciem 230 V, jej opér wynosil 800 €2, a temperatura wiékna byta
réwna 2500 K. Podlaczono te zaréwke do napiecia sinusoidalnie zmiennego o czestotliwosci 50 Hz
i wartosci skutecznej 230 V. Obliczy¢ przyblizona gl¢boko$é modulacji promieniowania zaréwki, tzn.
wielko$¢ (Imax — Imin)/(Imax + Imin), gdzie I — moc promieniowania. Zaltozy¢, ze przepuszczalnosé
Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F szkla zaréwki nie zalezy od dlugosci fali.
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
506 (WT = 2,92) i 507 (WT = 1,90)
z numeru 11/2010

Mozna wykorzystaé takze nastepujace dane: gdy stale napigcie zasilajagce zmieniano w niewielkim
zakresie i powoli, na kazdy 1 wolt jego przyrostu opor zaréwki zwigkszal si¢ o 2,5 €2, a temperatura
wlékna zwigkszala sie o 0,7 K.

Jerzy Witkowski Radlin 37,45 L . . . . . .
, 511. Pod wplywem réznicy ci$nien w rurce o stalym przekroju wystepuje stacjonarny (niezmienny
Tomasz Rudny Poznan 35,20 czasie) i laminarny (bezwirowy) przeplyw cieczy. Jesli dwukrotnie zwigkszymy $rednice rurki
w a a g 'y s s .. V w g 3
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 30,78 . L v PP ) P .. p y . y' . . ¢ )y' y P ¢ '
. , nie ZIllleIll‘(IJQ(: Je) dhlg()ﬁcl, roznicy cisnien 1 T()dZﬂ_]u cleczy, to ll(—! razy wzrosnie ll()S(i cleczy
Tomasz Wietecha Tarnéw 29,21 rzeplywajacej w ciggu jednostki czasu? Uzasadni¢ odpowiedz
Ryszard Wozniak Krakéw 16,47 precplywalace] an Je ; ’ P ’ do
Wskazéwka: Opory ruchu cieczy charakteryzuje wspétczynnik lepkosci n zdefiniowany wzorem 35 =n T
gdzie F' — sila dziatajaca stycznie na powierzchnig cieczy S, wzdluz ktérej nast¢puje av
poslizg warstw, dv — réznica predkosci warstw na odcinku dy prostopadlym do S.
510. Zapiszmy moc zasilajaca zaréwke wzorem w wyrazeniu P = U?/R — jak mozna wykazaé, efekt ten jest
U2 Ug ) S2k réwnowazny dodaniu do a; czlonu ap = USka/R, gdzie ~ jest
= R = R cos” wt = R (1 + cos 2wt), temperaturowym wspétczynnikiem oporu. Wartosé v wynosi

2,5/(800-0,7) = 4,5-1073 K1, stad as = 0,30 W/K. Dla
uwzglednionego wezesniej wyrazenia medT” /dt wielkoscig
analogiczna jest 2wmc = 2 W/K, co oznacza, ze w pierwszym
przyblizeniu mozna a1 i ao pominad, zwlaszcza ze w doktadniejszym
rozwigzaniu poréwnywane wielko$ci wystapityby w kwadracie.

gdzie Ug — amplituda napiecia, Ug, = Uo/\/i — warto$¢ skuteczna.
Przyréwnujemy zmienny skladnik mocy do wyrazenia mcdT'/d¢
i znajdujemy amplitude zmian temperatury rowna
2
Tp = Uk g3k,

2wmcR
Korzystajac ze wzoru Boltzmanna I ~ T*, stwierdzamy, ze
szukana glebokos¢ modulacji wynosi

511. Zastosujemy metode analizy wymiarowej. Ruch cieczy jest
jednostajny, dlatego jej gestosé nie ma znaczenia i jedynymi
parametrami, od ktérych zalezy przeplyw Q (wyrazony w m?/s),
(25334 - 24674)/(25334 + 24674) = 5,3%. sg: Srednica rurki d, jej dlugos¢ [, réznica cisnien p i lepkosé 7,
ktérej jednostka w uktadzie SI jest N -s/m?. Parametry p il
musza wystapi¢ w postaci ilorazu k = p/l o wymiarze N/m?,
ktéry jest ,czynnikiem napedowym” przeplywu. Zatem

Q= f(d, k,m).

Zgodnos$¢ wymiardéw w zaleznosci

Dane wymienione na koncu zadania sa istotne przy dokladniejszej
analizie réwnania bilansu cieplnego

a1 T'(t) + medT’ /dt = P'(t),
gdzie primami oznaczono odchylenie wielkosci 7" i P od
ich wartodci §rednich, natomiast a; jest przyrostem mocy

3

odprowadzanej do otoczenia na jednostke przyrostu temperatury. m- (m N NS)
b b

Przy wzroscie napiecia o AU =1 V przyrost tej mocy jest réwny m3’ m?2
2312 2302 . L, . wystapi tylko wtedy, gdy pierwszy argument wystapi w potedze 4,
—— — —— = 0,37 W, czyli liczbowa warto$¢ a1 wynosi . . .
802,5 800 drugi — w potedze 1, a trzeci — w potedze —1 (zaleznosé ta
0,37/0,7 = 0,53 W/K. Ponadto po prawej stronie réwnania jest znana jako wzér Hagena—Poiseuille’a). Po dwukrotnym
nalezaloby wzia¢ pod uwage zaleznos¢ R od temperatury powigkszeniu $rednicy rurki przeptyw wzro$nie 16-krotnie.
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Rozwigzanie zadania M 1313.
Rozwazmy 10" liczb 3',32,...,3'0".
Zadna z nich nie dzieli sie przez 10™,
wiec mozliwe reszty z dzielenia tych
liczb przez 10™ to 1,2,...,10™ — 1.

Jest ich o jeden mniej niz liczb, wigc
istnieja dwie liczby, powiedzmy 3° i 37,
dla 1 <7< j < 10", ktére daja te sama
reszte z dzielenia przez 10™. Oznacza to,

ze 10™ dzieli 37 — 3° = 393977 — 1). Ale
10™ i 3" sg wzglednie pierwsze, wigc 10™
dzieli 377" — 1. Zatem k = j — i spelnia

warunki zadania.

Patrz w niebo: Uklad bety Pictoris

Poludniowa gwiazda beta Pictoris (Malarza) byla jedna z pierwszych, przy
ktérych zaobserwowano — w podczerwieni — dysk rozproszonej materii. Zdjecie
tej gwiazdy, a wlasciwie jej otoczenia, udalo sie uzyskaé przy zastonieciu

w ognisku teleskopu obrazu samej gwiazdy bardzo mala przestona, poniewaz
bez niej blask gwiazdy uniemozliwitby dostrzezenie czegokolwiek w poblizu.
Tak w koronografie przeslania sie obraz tarczy Stonca, by méc obserwowaé jego
korone. Stad od roku 1983 wiadomo, ze gwiazde otacza dysk, z tym ze teraz
wiadomo o nim wiecej, poniewaz przybyly nowe obserwacje i ich analizy.

Okazalo sie, ze gléwny dysk materii zaczyna sie w odlegtosci 80 j.a. od gwiazdy,
co stanowi podwojona odlegtosé Plutona od Stonca. Powstalo podejrzenie,

ze w tej centralnej dziurze w dysku moga tworzy¢ sie planety. I rzeczywiscie,

w dziurze tej zlokalizowano dwa pierscienie rozproszonej materii (o promieniu 16
i okolo 6,5 j.a.) oraz trzeci pierécien tuz przy gwiezdzie. Modelowanie takich
pierscieni doprowadzito badaczy do wniosku, ze w odlegtosci 12 j.a. obiega
gwiazde stosunkowo masywna planeta, o masie poréwnywalnej z masa Jowisza.
To ona swoim rezonansowym oddzialywaniem tworzy zaréwno kolowe przerwy,
jak i pierscienie o podwyzszonej gestosci w dysku. Podobnie w Ukladzie Stonecznym
Jowisz tworzy w pasie planetoid luki i zgeszczenia, co w tym przypadku moze
by¢ tatwiejsze do zinterpretowania, poniewaz Uktad Stoneczny jest dostatecznie
leciwy, zeby przestrzen miedzyplanetarna byla juz w wiekszo$ci niemal oczyszczona
z gestego pylu. Natomiast beta Pictoris jest gwiazda bardzo mltoda (jej wiek
ocenia si¢ na 12-20 mln lat), zatem ewolucja dysku i potencjalnego ukladu
planetarnego jeszcze si¢ tam toczy w najlepsze. Niemniej zwolennicy analogii miedzy
Uktadem Stonecznym a uktadem bety Pictoris nazywaja np. wspomniany gtowny
dysk (rozposcierajacy sie od 80 j.a.) tamtejszym Pasem Kuipera, nie troszczac sie
o jego wiek czy stabilnos¢. Oceniono nawet, ze czastki pylu w dysku sa ziarenkami
oliwinu o typowych rozmiarach 0,2 um. Zauwazmy przy tym, ze wszystkie te
niezwykle subtelne obserwacje dotycza gwiazdy polozonej w odlegtosci prawie 20 pc.

Tomasz KWAST

Maj

Wieczorami w maju praktycznie nie wida¢ Drogi Mlecznej. Przebiega ona

od wschodu do zachodu nieba, ale nisko nad pélnocnym horyzontem. Koto
zenitu mamy wiec okolice péinocnego bieguna Galaktyki, gwiazdozbiory
Warkocza Bereniki i Pséw Gonezych, a co za tym idzie — obszar zawierajacy
mniej gwiazd, za to mnéstwo galaktyk. Amatoréw niezbyt to cieszy, gdyz
przez amatorskie przyrzady na ogél nie da sie obserwowaé galaktyk. Warto
jednak wspomnie¢, ze w Psach Gonezych jest galaktyka spiralna M51, zwana
Wirem, o jasnosci okoto 9 mag, a wiec w zasadzie widoczna przez wickszy
amatorski teleskop. Towarzyszy jej mniejsza galaktyka nieregularna. Galaktyki
te kiedy$ sie spotkaly (powiedzmy — pét miliarda lat temu), co péZniej
zaowocowalo m.in. powstaniem struktury spiralnej w M51, widocznej obecnie.
Caly ten proces, czyli mechaniczna ewolucje pary galaktyk, udato si¢ nawet
wymodelowaé! Obie galaktyki znajduja sie w odlegltosci 5 Mpc od nas.

Merkury znajdzie si¢ najdalej od Stonca 7 V i bedzie go mozna szukaé
w zachodniej stronie nieba po zachodzie Stonica. Bedzie to na granicy Ryb
i Barana, ale z powodu bliskosci Stonica gwiazd widaé¢ tam nie bedzie. W tej samej
okolicy nieba znajduje sic Wenus, ktora — jako jasniejsza — ma szanse zostac
dostrzezona. To samo dotyczy Jowisza, ktory tez jest w Rybach, lecz jeszcze blizej
Stonca. Troche dalej od niego, w Baranie, jest Mars. Naprawde ,,przyzwoicie”
daleko od Stonca jest tylko Saturn (w Pannie), ktérego widaé¢ od wieczora diuzej
niz do péinocy. Mars i Jowisz zejda sie na odlegtos¢ utamka stopnia 1 V, podobnie
blisko zejda sie¢ Wenus i Jowisz 11 V. Now Ksiezyca wypada 3 V, pelnia 17 V.
Zadnych za¢mien ani zakryé jasnych obiektéw w maju nie bedzie. Okolo 5 V
mozna spodziewaé sie $rednio obfitego roju eta-Akwaryddow.

T. K.
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Zadania 2 i 9 pochodzg z LIII Olimpiady
Matematycznej, zadanie 4 — z XLVIII OM.

Narysuj rownolegltobok!  Joanna JASZUNSKA

Kto$ mi kiedy$ powiedzial o zadaniach geometrycznych: Jesli nie wiesz, co zrobic,
narysuj réwnoleglobok! Jakkolwiek zartobliwa i niepowazna moze si¢ ta porada
wydawaé, jednak czasem dziata. Oto kilka przykladow.

1. Kwadraty ABCD i AEFG, tak samo zorientowane, maja wsp6lny tylko
punkt A. Wykaz, ze [ABG] = [ADE].

2. Na bokach AB i AC tréjkata ABC zbudowano, po jego zewnetrznej stronie,
kwadraty ABDFE i ACFG. Punkty M i N sa odpowiednio srodkami odcinkéw
DG i EF. Wyznacz mozliwe wartos$ci wyrazenia M N : BC.

3. W tréjkacie ABC zachodzi rowno$é¢ AB = AC. Punkt F jest srodkiem
wysokosci AD. Punkt F jest rzutem prostokatnym punktu D na prosta BE.
Udowodnij, ze X AFC = 90°.

4. Punkt P lezy wewnatrz réwnolegtoboku ABCD, przy czym < ABP = XADP.
Wykaz, z2e < PAB = < PCB.

Rozwigzania

R1. Niech punkt X bedzie czwartym wierzcholtkiem réwnolegtoboku BAGX,

a 'Y — czwartym wierzchotkiem réwnolegtoboku FADY (rys. 1). Réwnolegtoboki
te sy przystajace, poniewaz AB = AD, AG = AFE oraz X BAG + <xDAE =
=360° — 2-90° = 180°. Stad [ABG] = %[BAGX] = %[EADY} =[ADE].O

R2. Niech punkt X bedzie czwartym wierzchotkiem réwnolegtoboku EAGX (rys. 2).
Wtedy CFXE takze jest réwnoleglobokiem (bo CF = AG = W) Wobec tego

punkt NN, jako $rodek jego przekatnej EF, jest tez srodkiem drugiej przekatnej X C.
Analogicznie M jest §rodkiem X B. Stad i z twierdzenia Talesa uzyskujemy M N || BC
oraz MN : BC=1:2.0

R3. Niech punkt X bedzie czwartym wierzchotkiem prostokata ADCX (rys. 3). Wtedy
ABDX jest réwnoleglobokiem o §rodku E (bo AX = DC = BD oraz AE = ED), wiec
punkty B, F, E, X sa wspolliniowe. Odcinki AC i DX sa $rednicami okregu opisanego
na prostokacie ADCX. Ponadto XDFX = 90°, wiec punkt F' lezy na tym okregu.

Stad XAFC =90°. O

R4. Niech punkt X bedzie czwartym wierzchotkiem réwnolegtoboku PDAX (rys. 4).
Wtedy PCBX takze jest rownolegtobokiem oraz zachodza réwnosci

() XAXP =<XADP = XABP oraz (xx) XxPXB = <XPCB.
Z réwnosei (x) (uwzgledniajac wzajemne polozenie odpowiednich punktéw) wynika,
ze punkty P, A, X, B leza na jednym okregu. Wobec tego < PAB = < PX B, co razem
z réwnoscig (xx) daje teze. O

Zadania domowe
5. W szesciokacie wypuklym ABCDEF o polu 1 przeciwlegte boki sg réwne
i réwnolegle. Wyznacz pole tréjkata ACE.

Wskazowka. Niech punkt X bedzie czwartym wierzchotkiem réwnolegtoboku ABCX.
Wtedy CDEX i EFAX tez sa réwnoleglobokami. . .

6. W trapezie ABCD punkty M i N sa srodkami odpowiednio ramion BC' i AD.
Wykaz, ze AB+ CD =2-MN ize [ABCD] =2-[AMD]. E
Wskazéwka. Uzupelnij dany trapez do réwnolegtoboku:

7. Dany jest trojkat ABC. Wykaz, ze z jego $rodkowych mozna zbudowaé trojkat.
Wskazéwka. Niech punkt X bedzie czwartym wierzchotkiem réwnolegtoboku ABCX.

8. Dany jest trdojkat rownoboczny ABC'. Punkty D i E naleza odpowiednio do
bokow BC' i AB tego tréjkata i CD = BE. Punkt M jest srodkiem odcinka DFE.
Udowodnij, ze AD =2 - BM.

Wskazowka. Niech punkt X bedzie czwartym wierzchotkiem réwnolegtoboku EBDX.
9. Tréjkat ABC, w ktérym < BAC = 90°, jest podstawg ostrostupa ABCD.
Ponadto zachodzg réwnosci AD = BD oraz AB = CD. Wykaz, ze X ACD > 30°.
Wskazéwka. Niech punkt X bedzie czwartym wierzchotkiem prostokata BACX.
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