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Flops to jednostka wydajnosci sprzetu
komputerowego, oznaczajaca liczbe
operacji zmiennoprzecinkowych
wykonywanych przez sprz¢t w ciggu
sekundy. Gflops to miliard takich operacji
na sekunde.

(™

multiprocesor 3
P1[P2[P3[P4]P5[P6]P7][P8
pamieé multiprocesora

multiprocesor 2
P1[P2[P3[P4[P5[P6]P7[P8

pamieé¢ multiprocesora
pamieé¢ gléwna karty graficznej
pamie¢ RAM komputera

(™

pamieé multiprocesora

multiprocesor 1
P1[P2[P3[P4][P5[P6]P7[P8

Rys. 1. Struktura karty graficznej (cze$é
zacieniona) i przeplyw danych w pamieci
komputera podczas obliczen.

obliczenie

Programowanie na platformie CUDA
Wojciech SMIETANKA®

Drziesigé lat temu kolejne generacje procesorow charakteryzowaly sie wyktadniczo
rosnaca czestotliwoscia taktowania. Teraz ta sytuacja ulegla zmianie. Obecnie

to liczba rdzeni w jednym procesorze zaczyna rosnaé¢ wyktadniczo. W uzytku sa
juz procesory firmy Intel dla zwyczajnych PC-tow majace 8 rdzeni, a co jakis
czas pojawiaja sie informacje o tym, ze niedlugo zostanie wyprodukowany
procesor o 50 rdzeniach. Niestety, pisanie programu, ktoéry wykorzystuje w pelni
moc n rdzeni, nie jest dla programisty latwym zadaniem. Jest to spowodowane
dos¢ uciazliwymi metodami synchronizacji wielu watkow i uzywanym modelem
pamieci, ktéry jest bardziej przystosowany do programowania jednowatkowego.

Okazuje sie, ze w wiekszos$ci wspélczesnych komputeréw znajduje sie drugi uktad
scalony, ktory od poczatku byl projektowany do obliczen réwnoleglych. Chodzi
o karte graficzng. Zwyczajowo karta graficzna ma za zadanie obliczyé¢ wartosci
koloru pojedynczych pikseli na ekranie. Wida¢, ze wyniki poszczegdlnych
obliczen sa niezalezne. W tym artykule chciatbym przyblizy¢ platforme CUDA,
ktora shuzy do programowania na kartach graficznych firmy NVIDIA. O tym, ze
warto zastanowi¢ sie nad programowaniem na karcie graficznej, moze $wiadczy¢
nastepujace poréwnanie:
e jeden z najlepszych obecnie procesoréow Intela — Core i7 980X — kosztuje
ok. 1000 dolaréw i osiaga moc obliczeniowa ok. 100 Gflopséw;
e jedna z najlepszych kart graficznych NVIDIA — GeForce GTX 580 — kosztuje
ok. 500 dolaréw i oferuje moc obliczeniowa ok. 1500 Gflopsow.

Struktura karty graficznej. Karta graficzna sklada sie (w uproszczeniu)
z multiprocesorow, przy czym jeden multiprocesor sklada sie z 8 lub 16
pojedynczych procesorow i jednej niewielkiej wspétdzielonej pamieci na caly
multiprocesor (pamieé¢ multiprocesora jest szybka, umozliwia jednoczesny
odczyt/zapis), oraz jednej duzej pamieci, ktéra jest wspdlna dla wszystkich
multiprocesoréw. Pamieé ta jest o rzad wielkoSci wolniejsza od pamieci
multiprocesora, umozliwia takze jednoczesny odezyt/zapis.

Standardowo program uzywajacy do obliczen karty graficznej bedzie dziatal
wedlug nastepujacego schematu: skopiowanie danych z pamieci komputera do
pamieci gtéwnej karty graficznej i dalej do pamieci multiprocesora; wykonanie
obliczenia na multiprocesorach; skopiowanie cze$ciowych wynikéw z pamieci
multiprocesora do pamieci gléwnej karty graficznej i skopiowanie koncowego
wyniku do pamigci komputera.

Struktura obliczen. A teraz ciekawe pytanie: w jaki spos6b programista
rozdziela zadania miedzy multiprocesory i procesory? Przypu$émy, ze chcemy
wykonadé jakies duze obliczenie K. Programista dzieli je na zbiér mniejszych
obliczen: K = {by,bs,...,b,}. Pojedynczy element obliczenia b; to blok, ktéry
jest z kolei zlozony z pojedynczych watkdw:

bi = {Wil, Wi, - - - ,wim}.
Specyfikacja techniczna platformy CUDA daje nastepujace

gwarancje: kazdy blok bedzie wykonywany w obrebie jednego
multiprocesora; nic nie wiadomo o tym, w jakiej kolejnosci

| blok 1 | | blok 2 | wykonaja sie bloki; jeden watek wykona sie na jednym
procesorze; w obrebie jednego multiprocesora wykonuje sie
w danym momencie co najwyzej jeden blok.
[watek 1][watek 2|[watek 3| --- [watek 1][watek 2|[watek 3| Zadaniem programisty jest napisanie kodu pojedynczego

Rys. 2. Struktura obliczen.

watku. Kazdy watek wykonuje doktadnie ten sam kod,
przy czym watek moze sprawdzié¢, w ktérym bloku sie
znajduje, a takze jaki ma numer wewnatrz tego bloku.

*student, Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki

Uniwersytetu Warszawskiego

Obliczenie wykonywane przez watek zalezy od tak
zdefiniowanych wspélrzednych tego watku.



B
i By
t Baj
By
A C
Ap P Ap i A Cij

Rys. 3. Schemat mnozenia macierzy.
Tutaj n/k = 3 oraz

Cij = Aj1 - B1j + A2 - Baj + Aiz - Bsj.

Rozwigzanie zadania M 1325.
Rozwazmy wspdélng styczna k okregdéw
01 i 0o przechodzacg przez punkt P.

Przecina ona prosta £ w punkcie M.
Poniewaz M A = MP = MB, wigc tréjkat
ABP jest prostokatny. Wobec tego AC
jest $rednicag okregu o7, jako cieciwa,

na ktérej oparty jest kat prosty APC),

a $rednica okregu jest prostopadla do
stycznej w swoim koncu.

Nalezy jeszcze podkreslié, ze programista nie specyfikuje dokladnie, na ktérym
procesorze wykona si¢ dany watek. Zadaniem programisty jest zdefiniowac
strukture obliczen, a przydzialem watkéw do procesoréow zajmuje sic CUDA.

Praktyczny przyktad — mnozenie macierzy. Chcemy pomnozy¢ dwie
macierze A i B, obie wymiaru n X n. Przez C' oznaczmy macierz wynikowa.
Obliczenie macierzy C' wprost z definicji wymaga wykonania O(n?) operacji.
Uzywajac platformy CUDA, mozna zaproponowaé lepsze rozwigzanie, w ktérym
wszystkie macierze dzielimy na podmacierze rozmiaru k X k (oznaczamy je przez
Aij, Bij, Cij;). Dla uproszczenia analizy zalozymy, ze rozmiar macierzy n jest
wielokrotno$cig rozmiaru podmacierzy k. Jeden blok obliczenia bedzie miat za
zadanie obliczy¢ jedna z podmacierzy Cj;. Zauwazmy, ze C;; = ?:/ ’f Ay - Byj.
W jednej iteracji bedziemy chcieli obliczy¢ jeden sktadnik postaci Ay - By;.
Mozna to zrobié¢ nastepujaco.

Dla kazdego I € {1,2,...,n/k}:

e pobieramy do pamieci multiprocesora macierze A;;, B;; — te prace wykonuje
pierwszy watek z kazdego bloku;

e réwnolegle obliczamy A;; - Byj, kazdej komérce macierzy wynikowej
przyporzadkowujemy jeden watek odpowiedzialny za obliczenie tej wartosci;

e dodajemy do wyniku obliczona wartos¢ A - By;.

Po wykonaniu obliczen dla wszystkich [ mamy obliczona podmacierz C;;, ktora

mozemy zapisa¢ do pamieci gtownej karty.
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Sprobujmy oszacowaé ztozonoséé tego rozwiazania. W tym celu przez p oznaczmy
liczbe procesoréw wewnatrz jednego multiprocesora, a przez m — liczbe
multiprocesorow.

Przyjrzyjmy sie czasowi wykonywania pojedynczego bloku. Przy obliczaniu
iloczynu Ay - By najpierw pobieramy dwie macierze rozmiaru k x k do pamieci
multiprocesora, co zajmuje czas O(k?), a nastepnie wykonujemy k® mnozen, ale
to zréwnolegla sie miedzy p procesoréw, koszt tego wynosi wiec O(%S). Taki ciag
operacji nalezy wykona¢ dla I € {1,2,...,%}. Zatem jeden blok wykonuje si¢

w czasie O((%ﬁ +k2) - %).

Mamy Z—j blokéw, ich W2ykonanie zrownoleglamy miedzy m multiprocesoréw,
zatem laczny czas to . razy czas wykonania pojedynczego bloku. Daje to
3
n
mk3

to programista dobiera wartoéé k, daje to ztozonosé O(m”—;3 -p?), czyli O(%)'

zlozonosé czasowa O( . (%ﬁ + k‘2)) Przyjmujac, ze k = p, co jest mozliwe, gdyz

W ten sposob klasyczna ztozonosé O(n?) podzielili$émy przez m - p, czyli liczbe
procesoréw. We wspomnianej wezesniej karcie GeForce GTX 580 mamy m = 32,
p = 16, czyli programista ma do dyspozycji 512 procesoréw. To daje duze
mozliwosci zréwnoleglania.

Czy przyszto$é programowania lezy w réwnolegltosci? Jest cala

lista problemoéw zwigzanych z programowaniem rownoleglym, jak np.: mala
liczba do$wiadczonych programistow; wyzszy niz w przypadku programowania
jednowatkowego poziom skomplikowania; cze$é¢ algorytméw ciezko sie zréwnolegla
(np. nie jest znany dobry réownolegly algorytm sprawdzania, czy w danym

grafie dwudzielnym jest doskonate skojarzenie); btedy typu race condition, gdy
wiecej niz jeden watek jednoczesnie zapisuje w danym miejscu w pamieci.

7 drugiej strony programisci chcieliby, aby ich programy dzialaly szybko.
Podnoszenie wydajnosci pojedynczego rdzenia nie odbywa sie w takim tempie
jak kiedy$, mozna wiec przypuszczaé, ze do dalszego poprawiania wydajnosci
oprogramowania potrzebne jest odrzucenie modelu programowania z jednym
procesorem i myslenie w sposéb réwnolegly. NVIDIA CUDA jest jednym

z ciekawszych modeli oferujacych mozliwoéé programowania wspotbieznego.
Whprowadza to za cene jednej zasadniczej nowosci: programisci musza nauczy¢
sie dzieli¢ obliczenia tworzonego oprogramowania na mozliwie niezalezne kawalki.
Nie jest to takie latwe, bo calkowicie zmienia sposéb myslenia o programowaniu.
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Kolejno$¢é ma znaczenie

N 2277

Tomasz IDZIASZEK

7 artykulu Wojciecha Smietanki wyplywa wazny moral: przystosowanie
algorytmu do dziatlania na maszynie réwnoleglej wymaga czesto zupetnie
innego spojrzenia na dany problem. Okazuje sie jednak, ze nawet w przypadku
architektury jednoprocesorowej optymalizacja algorytmu moze wymagaé od

nas calkiem pomystowych przerobek. W tym artykule podamy dwa przyktady,

Zaktadamy, ze Czytelnik zna podstawowe
kwestie zwigzane z pamigcig podreczng
procesora (tzn. pamiecig cache).

Mozna o nich przeczytaé w artykule
Krzysztofa Piecucha w Delcie 10/2009.

for i :=1 to n do
for k:=1 ton do

w ktérych kluczowa okaze sie kolejnosé, w jakiej wykonujemy operacje.

Za pierwszy przyktad niech postuzy wspomniany juz algorytm mnozenia
macierzy. Mozna go zapisaé, na przyktad, tak:

for j:=1tondo

C[i’j] = C[i’.ﬂ + a[i’k] ' b[k‘,j},

Z uwagi na przemiennos¢ dodawania nie ma znaczenia, w jakiej kolejnosci
wykonamy powyzsze petle. Wazne jest tylko to, aby ostatni wiersz zostal
wykonany dla wszystkich tréjek (i, 4, k) € {1,...,n}3. Okazuje sie, ze to,

iz petle wystepuja w kolejnosci i, k, j (zamiast, wydawaé by sie moglo, bardziej
naturalnej kolejnosci i, 7, k), ma kluczowe znaczenie. Na moim komputerze

ten program dla n = 1000 wykonuje sie 2,1s, natomiast program ,naturalny”
az 8,2s — prawie cztery razy wolniej! Wiaze sie to z tym, ze w powyzszym
programie wszystkie macierze sa przegladane wierszami, co dobrze wplywa na

wykorzystanie pamieci podrecznej procesora.

Czesto, aby umozliwi¢ wykonywanie operacji w lepszej
kolejnosci, konieczne jest glebsze przebudowanie
algorytmu. Za przyklad postuzy nam tu wyznaczanie
liczb pierwszych za pomocs sita Eratostenesa.

Bedziemy wypelniaé tablice p[2..n]. Po zakohczeniu
algorytmu wartosé p[i| bedzie wskazywala, czy liczba i
jest pierwsza. Algorytm w pseudokodzie wyglada tak:

for i :=2 ton do
pli] := true;
for i := 2 to |\/n] do
if p[i] then
j =1
while j <n do
plj] := false;
Ji=+
Zauwazmy, ze dla kazdej nowo znalezionej liczby
pierwszej ¢ przegladamy prawie cala tablice p,
by wykresli¢ wielokrotnosci i. To powoduje, ze
nieefektywnie korzystamy z pamieci podrecznej
procesora. Sprobujmy zatem tak przepisa¢ powyzszy
algorytm, by zwiekszy¢ lokalnos¢ odwotan do pamieci.

Zauwazmy, ze liczba pierwsza i zostanie uzyta do
wykreslania tylko, gdy ¢ < y/n. Na poczatek wykonajmy
wiec powyzszy kod dla poczatkowego kawalka tablicy
p[2.. [/n]], przy okazji zapamietujac w tablicy pie[l.. k]
napotkane liczby pierwsze, a w tablicy wiel[l..k] ich
najmniejsze wielokrotno$ci wigksze niz |/n]. Reszte
tablicy podzielmy na bloki dlugosci B i przegladajmy
te bloki kolejno, za kazdym razem wykreslajac (dla
wszystkich 1 < i < k) znajdujace sie w tym bloku
wielokrotnosci liczby pieli], odpowiednio uaktualniajac
w wiel[i] najmniejsza niewykorzystana jeszcze

3

wielokrotno$é pieli]. Ponizszy pseudokod realizuje ten
nowy algorytm:
for i := 2 ton do
pli] := true;
k= 0;
for i := 2 to |/n| do
if p[i] then
k:=k+1;
pielk] == i;
wiellk] = i%;
while wiel[k] < [\/n] do
plwiel[k]] := false;
wiel[k] := wiel[k] + 4;

b:= |/n]; {b to ostatni element poprzedniego bloku}
while b < n do
for ::=1to k do
while wiel[i] < min(b+ B,n) do

plwiel[i]] := false;
wiel[i] := wiel[i] + pielil;
=b+ B;

Jesli przyjmiemy n = 108, to pierwszy kod dziata na
moim komputerze 4,2s. Pamie¢ podreczna w moim
procesorze ma rozmiar 32kB, zatem mozemy przyjac
B = 32000. Wtedy drugi program dziala w czasie 1,3s,
co daje ponadtrzykrotne przyspieszenie, mimo iz liczba
operacji wykonywanych w pseudokodzie wzrosta!

Mozna, oczywiscie, dalej optymalizowaé nasz algorytm,
np. wyrzuci¢ z tablicy p liczby parzyste i uzy¢ tablicy
bitowej. Mozna réwniez przyjaé jako rozmiar bloku
wielokrotno$é iloczynu matych liczb pierwszych

i zauwazy¢, ze wtedy wielokrotnosci tych liczb

w kazdym bloku sg polozone tak samo.



O fizycznych podstawach badania zmian klimatu

Fiolka zawierajaca ostatnie tchnienie
Edisona, pobrane na lozu $mierci,
eksponowana jest na poczesnym miejscu

w Muzeum Forda w Detroit.

Symulacje komputerowe wskazuja, ze
podwojenie stezenia CO2 w atmosferze
zwigkszyloby Sredniag temperature
powierzchni Ziemi o 3°C.

@

Rozwigzanie zadania F 796.
Powierzchnia wyplywajacej strugi cieczy
tworzy kat a z poziomym promieniem
Swiatla. Z drugiej strony kat ten jest
wyznaczony przez stosunek skladowej
poziomej i pionowej cieczy:

ctgo = Upionowa _ [T

VUpozioma h

Kat o jest katem granicznym, jesli
sina = 1/n, zatem:

hénz,

Krzysztof TURZYNSKI

Ocena tego, czy klimat na Ziemi si¢ zmienia i jakie sa kierunki tych zmian, wymaga
dostepu do wiarygodnych informacji, jak ten klimat wygladal w przesztosci.

W szczegdlnosci, prognozowanie zmian klimatu wymaga uwzglednienia wielu zjawisk,
z ktérych czeéé charakteryzuje sie dlugimi okresami zmiennosci. Tymczasem regularne
pomiary temperatury powietrza za pomoca termometréw prowadzone sg od zaledwie
stulecia. Czy oznacza to, ze jestesmy skazani na proste ekstrapolacje i domysty?
Bynajmniej. Stosunkowo elementarne procesy fizyczne pozwalaja nam zagladac

w klimatyczna przeszto$é naszej planety. W tej krotkiej notatce oméwimy dwa sposrod
wielu zjawisk pozwalajacych szacowaé temperature w dawno minionych wiekach.

Oprécz najbardziej rozpowszechnionych izotopéw %0 i 'H | zwykla” woda we
wszystkich stanach skupienia zawiera okoto 0,2% stabilnego izotopu *O. Dokladna
warto$¢ zalezy od pochodzenia wody. Woda pochodzaca z opadéw musiata kiedy$
wyparowaé z oceandw, a cieplo parowania jest nieco mniejsze dla 1zejszych izotopdw.
Prawdopodobienstwo wyparowania opisane jest rozktadem Boltzmanna,

P ~ exp(—E/KT),

i jest mniejsze dla czasteczek wody zawierajacych 80. Zalezy ono takze od
temperatury: im temperatura wyzsza, tym wickszy wzgledny udzial izotopu 8O

w atmosferycznej parze wodnej. Poniewaz pokrywa lodowa w okolicach biegunéw Ziemi
bierze sie przede wszystkim z opaddéw, badajac probki starego lodu pochodzacego

z glebokich odwiertéw, mozna wyznaczac $rednig temperature na Ziemi w czasie,
kiedy ten 16d powstawal. Uzyskane opisang metods dane wskazuja na w miare
stabilna temperature w ciagu ostatnich 10000 lat, wczesniej miata zas miejsce epoka
lodowcowa, przerywana jednak okresami gwaltownego ocieplenia. Poréwnujac 16d
arktyczny z antarktycznym, mozna takze zaobserwowaé wystepowanie tzw. hustawki
biegunowej, czyli oscylacyjnych zaburzen swiatowego przeptywu ciepta, powodujacych,
ze po niewielkiej dodatniej fluktuacji temperatury na Grenlandii pojawia sie

z op6znieniem jeszcze mniejsze ochtodzenie na Antarktydzie i odwrotnie.

Ludzka zapobiegliwo$é oraz naturalne procesy spowodowaly, ze mamy obecnie

dostep do prébek powietrza z réznych chwil w przesztosci. Mozna dzieki temu
stwierdzié, ze w potowie XVIII wieku atmosfera ziemska sktadata sie w 0,0039%

z pary wodnej, w 0,00028% z ditlenku wegla (CO2), mniej niz co milionowa jej
czasteczka byla czasteczka metanu (CHy). Energie drgan atoméw tworzacych te
czasteczki odpowiadajg dtugosci fali elektromagnetycznej rzedu mikrometréw; takie
fale, emitowane z powierzchni Ziemi, sa silnie absorbowane przez czasteczki HoO, CO2
i CH4, a potem w wyniku spontanicznej emisji cze$ciowo zawracane. Powoduje to
efekt cieplarniany, czyli znaczacy wychwyt zwrotny ziemskiego ciepta: symulacje
komputerowe pokazuja, ze nawet tak niewielka domieszka powyzszych substancji,

tzw. gazéw cieplarnianych, powoduje podniesienie $redniej temperatury na powierzchni
Ziemi z —18°C, przy ich nieobecnosci, do +15°C. W antarktycznym lodzie mozna
znalez¢é uwiezione babelki powietrza sprzed nawet 800 000 lat, a wyznaczenie stezenia
zawartego w nich COs2 i CH4 pozwala oszacowaé srednia temperature powierzchni
Ziemi w tak odlegtej przesztoséci. Dostepne obecnie wyniki pokazuja gwattowny

wzrost stezenia tych gazéw cieplarnianych w ciggu ostatnich 250 lat: CO2 o 38%,

a CH4 o 160%. Wazrost ten odréznia sie wyraznie od dtugookresowych, stabilnych
zmian stezenia tych substancji, jakie mozna zaobserwowaé w calym badanym okresie.

Czy opisane powyzej dane pozwalaja z zadowalajaca doktadnoscia przewidzied,

co stanie sie¢ z klimatem na Ziemi w ciagu najblizszych stu lat? Zadanie to jest
niezwykle trudne, trzeba bowiem oprécz sredniej temperatury uwzglednié¢ takze obieg
wody w atmosferze i pamietaé, ze ewentualne zmiany klimatu moga silnie zalezeé¢

od regionu (uzywana w tym kontekscie nazwa ,globalne ocieplenie” jest wiec dos$é
mylaca). Poréwnujac przewidywania réznych symulacji, badacze wola raczej szacowaé
prawdopodobienistwa wystapienia réznych zjawisk. Na przyktad, prawdopodobienistwo
zwigkszenia $redniej temperatury powierzchni Ziemi o co najmniej 2°C w wyniku
stalej emisji gazéw cieplarnianych na poziomie sprzed kilku lat (6 mln ton CO2

w 1990 roku i 8 mln ton CO2 w 2007 roku) szacuje si¢ na 40-80%. Czy to duzo?

Na to pytanie musza sobie sami odpowiedzie¢ i decydenci kierujacy $wiatowa
gospodarka, i zwykli obywatele.

[Cytowane informacje pochodza z wykladu T. Stockera wygtoszonego w CERN-ie
we wrzesniu 2009 r.]
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Z przyjemnoscig informujemy, ze
rozpoczyna sie

XIV Dolnoslaski Festiwal Nauki
Imprezy odbywaé si¢ beda

16—21 wrzesnia 2011
we Wroctawiu

23-24 wrzeénia 2011
w Legnicy i Zgorzelcu

3—4 pazdziernika 2011
w Glogowie

6-7 pazdziernika 2011
w Jeleniej Gorze i Bystrzycy Klodzkiej

20-21 pazdziernika 2011
w Walbrzychu

18-21 pazdziernika 2011
w Zabkowicach Slagskich-Dzierzoniowie

Zapraszamy w imieniu organizatoréw

Redakcja
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Polityczne zwierze

Krzysztof Szymborski napisal ksigzke ,,Polityczne zwierze”. Latwo sie domysle¢,
ze chodzi o nas i ze ta cecha ,politycznosci” nie dotyczy tylko intensywnych
dyskutantéw w parlamentach i mediach. Kazdy z nas jest polityczny, bo

wlacza si¢ w rézne dziatania zmierzajace do ustalenia swojego statusu
spotecznego, w walke o wtadze i dominacje, czasami ta walka dotyczy po prostu
stosunkéw w rodzinie.

Przypisanie zwierzetom naszych zachowan nie budzi chyba w nikim watpliwosci.
Godzinami wtasciciele pséw (przyjaciele psoéw) potrafia opowiadaé o ich mitoscei,
tesknocie, inteligencji dzialan, wiernosci. .. Doszukujemy sie analogii zachowan
nawet u nizej stojacych ewolucyjnie zwierzat, na przyktad u mréwek, ryb.

W ubieglym roku jeden z polskich uczniéw bioracych udziat w konkursie dla
,mtodych odkrywcow” pokazal wyniki treningu dzdzownic, z ktérych wynikalto,
ze dzdzownice potrafia sie uczyé¢ (uwazajcie, zeby po deszczu nie rozdeptaé ich
na drodze!).

Szymborski duzo uwagi poswieca bardziej oczywistym naszym kuzynom,
szympansom. (Jest to gatunek uwazany za nam najblizszy, nasz wspélny
przodek zyt 6 milionéw lat temu, przez ten czas i my, i oni podlegaliSmy
niezaleznie ewolucji.) A z obserwacji szympanséw wybiera poszukiwanie
odpowiedzi na pytanie o agresje wewnatrzgatunkowa. Czy wojny i wzajemne
zwalczanie sie ludzi jest ich genetyczna i odziedziczona po przodkach

cecha, czy tez wyrobily je w nas warunki zycia przez te 6 milionéw lat
samodzielnego ewoluowania?

Odpowiedzi na to pytanie szukali badacze szympanséw na wolnosei (niedawno
pisatlam o wizycie Jane Goodall w Polsce), ale takze w duzych sztucznych
rezerwatach (np. wyspa otoczona fosa w Holandii). Z tych obserwacji wynikneta
wiedza o skomplikowanych politycznych grach wojennych grup szympanséw
(rzadko, ale jednak zdarza sie zabdjstwo, czesto zadawanie ran), o zlozonych
scenariuszach walki o wladze, o powstawaniu zmiennych koalicji, ktére réznie
sie konczyly dla zainteresowanych.

I kiedy podsumowuje¢ za autorem ksigzki te zachowania, to zaczynam widzie¢
szympansa w czlowieku. Prosze, spdjrzcie na charakterystyke socjalnych
zachowan malp: tworza one trwale wiezi miedzy poszczegdlnymi osobnikami,
rodzinne, grupowe; przejawiaja zachowania agresywne, wynikajace ze
wspoélzawodnictwa o pozycje w grupie; bardziej agresywni sa pretendenci do
wladzy niz bronigcy swojej pozycji; wypracowaly tez pojednawcze rytualy
tagodzenia sporéw, a zachowania wzmacniajace spdjnosé¢ grupy przewazaja
nad agresywnymi.

W spotecznoéci szympanséw nie istnieje egalitaryzm, jest ona wyraznie
hierarchiczna pod wzgledem dominacji i podporzadkowania. Obowiazkiem
samca alfa jest obrona spolecznosci przed zewnetrznym zagrozeniem.
Konflikty lagodzone sa przez ucieczke lub demonstracyjne podporzadkowanie.
Szympanse maja zdolno$é¢ do stosowania podstepow, w intencji wprowadzenia
w blad dla osiagniecia strategicznych korzysci. Sa wyraznie zréznicowane
charakterologicznie, kazdy reaguje na wydarzenia na swoj sposob, co wpltywa
na ustalenie osobniczej pozycji i roli w spolecznosci.

Nie ma watpliwosci, ze te cechy spoleczne sg wynikiem udanej, wielowiekowej
adaptacji zwierzat do srodowiska, tak aby przetrwac i wyda¢ potomstwo,
adaptacji powstalej, nim jeszcze pojawil sie na Swiecie cztowiek. Tyle, ze one
nie zdobyly umiejetnosci mowy i miedzy innymi dlatego teraz w telewizji walcza
na stowa ludzie, a nie szympansy.

Dla rozbawienia Czytelnika dodam, ze rozmaite gatunki malp roéznie pieczetuja
pojednanie: koczkodany biora sie za rece, bonobo odbywaja stosunek seksualny,
a szympansy caluja sie w usta.

Magdalena FIKUS
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Geometryczne liczby

Trzy kéleczka tatwo ulozyé w tréjkat foremny (czyli réwnoboczny),
cztery w czworokat foremny (czyli kwadrat), pie¢ w pigciokat foremny
itd. Mozna wiec 3 uwazac za liczbe trojkatna, cztery za czworokatna, piec
za pieciokatng itd. Rysunki ponizej pokazuja, jak mozna, rysujac kropki,
okresli¢ inne liczby wielokgtne.
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Jedli umoéwimy sie, ze 1 jest liczba n-katng dla dowolnego n, to
liczbami tréjkatnymi beda 1, 3,6, 10,..., czworokatnymi 1,4,9,16, ...,
pieciokatnymi 1,5,12,22, ..., szesciokatnymi 1,6,15,28,... Mozna
znajdowaé i badaé¢ wynikajace z obserwacji tych liczb prawidtowoéci:
np. (n+ 1)-szq liczbe trdjkatng uzyskujemy, dodajgc do poprzedniej n + 1.
Albo: suma n kolejnych liczb nieparzystych to n?. W dawnych wiekach
tego rodzaju spostrzezenia daly poczatek pasjonujacej do dzis wielu
mistykéw numerologii. Mozna tez — bardziej matematycznie — znalezé
ogblny wzor na n-tg liczbe k-katna. Moze on wygladaé, na przyktad,
e s (2. 20D (=D +2
Oczywiscie, w podobny sposéb mozna uktadaé z kuleczek wielo$ciany.
Gdybysémy jednak chcieli trzymaé sie stowa foremny, ktére wystapito
w definicji liczb wielokatnych, otrzymalibysmy tylko pie¢ takich ciagow,
bo istnieje tylko pie¢ wieloscianéw foremnych:

lub tak: n

czworo$cian szescian o$mio$cian dwunasto$cian dwudziestoscian

A na dodatek trudno okresli¢, jak mialyby wygladaé kolejne wyrazy
takich ciagdéw — zreszta prosze sprébowac.

Dla sze$cianu mozna to sobie jeszcze wyobrazi¢: 1,8,27,... Moze jeszcze
dla czworoscianu i oSmioscianu daje sie cos wymyslié. Ale np. jak by to
byto dla dwudziesto$cianu?
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Dlatego wiec bardziej popularne sa liczby piramidalne.

Jak widaé¢ na rysunkach, jest to wynik ukladania na kulkach
reprezentujacych n-ta liczbe k-katna kulek reprezentujacych (n — 1)-sza
liczbe k-katna, az do pojedynczej kulki.

Na rysunku z lewej jest piata liczba piramidalna trojkatna, czyli 35.

Na pozostatych rysunkach mozna policzy¢, ile kulek sktada sie na piata

liczbe piramidalng czworokatna i piata liczbe piramidalna pieciokatna.

Ale mozna tez — korzystajac z faktu, ze n-ta liczba piramidalna k-katna

jest suma poczatkowych n liczb k-katnych — wyprowadzié¢ sobie wzor na nia.

Prosze sprawdzié, ze otrzymamy
nn+1)-((k-2)(n—1)+3)

6
Dla liczb piramidalnych czworokatnych bedzie to akurat suma kwadratéw
poczatkowych n liczb. A czy sa tu jeszcze jakie§ inne ciekawostki?

Rozwigzanie zadania M 1324.
Zauwazmy, ze liczba $ + ¢ jest calkowita . . . . ., ..
whedy 1 tylko wtedy, §dy licaba. (£ + §)" Od sytuacji dwuwymiarowej (wielokaty) przeszliémy do sytuacji

jest calkowita. Wystarczy zatem rozwazy¢ tréojwymiarowe] (piramidy, czyli wielodciany), a co dalej? Gdy braknie

przypadek n = 1. Zalézmy nie wprost, s . . s . . .
7o c(a + b) = kab dla pewnej liczby nam WYObI'a,ZDl, Zawsze mamy JeSzZCzZe Imoznosc posluglwanla S1€

catkowitej k. Wiemy, ze a,b > 1. analogiami. Liczby piramidalne, czyli tréjwymiarowe, otrzymalismy przez
Mozemy zalozy¢ bez utraty ogolnosci, — gymowanie liczb wielokatnych, czyli dwuwymiarowych. Mozemy wiec —

ze a i b s wzglednie pierwsze (jesli . ., . .

nie sa, to ich wspolny dzielnik dzieli przez analogi¢ — przyjac nastepujaca definicje:

tez ¢ 1 mozemy podzieli¢ przez niego

wszystkie trzy dane liczby). Wéwczas n-tq liczbg k-kgtng w-wymiarowq nazywamy liczbe bedgcg sumg

aia-+ b tez sa wzglednie pierwsze.
Zatem, skoro a | c(a +b), to a|c. Ale
wtedy a?|c¢? — a? = b2, wiec a|b, co daje
sprzecznosé.

pierwszych n liczb k-kgtnych (w — 1)-wymiarowych.

Jakie to liczby? Poczatek znamy: n-te liczby k-katne dwuwymiarowa
i tréjwymiarowa to (patrz wyzej)
n(n+1)

%((kz—2)(n—1)—l—2) 5 ((k=2)(n-1)+3).

Wpadamy wiec na pomysl, ze moze n-ta liczba k-katna
czterowymiarowa to

nn+1)(n+ 2)
51 (k=2)(n—1)+4).

Drogi Czytelniku, sprawdz, korzystajac z definicji, ze ten pomyst jest
rzeczywidcie trafny.

Uzyty obok symbol Newtona (2) to skrét

napisu o A dla prawdziwych Bohateréw Zmagan Rachunkowych mamy
- do sprawdzenia dwie postacie wzoru na n-ta liczbe k-katna w-wymiarowa
<n+w—1> (k=2)-(n-1)+w _ (n+w—2) (k=2)-(n—-1)+w
*student, Wydzial Matematyki, w n+w-—1 n—1 w
Fizyki i Informatyki, Uniwersytet
Marii Curie-Sklodowskiej w Lublinie Malqg Delte przygotowat Michai KOSACKI™



Informatyczny kacik olimpijski (45): Wypisz napis

W tym kaciku oméwimy pierwsze zadanie z finalu
konkursu Google Code Jam 2010. Mamy dany napis
w(l..n] zlozony z n liter ze zbioru {A,B,C}. Naszym
celem jest wypisanie kolejno liter tego napisu od lewej
do prawej. Mamy do dyspozycji stempel, ktéry mozemy
wyobrazi¢ sobie jako stos, umozliwiajacy wykonywanie
trzech typéw operacji: doczepienie plakietki z litera

A, B lub C, odczepienie plakietki znajdujacej sie na
wierzchu oraz przylozenie stempla do kartki, w wyniku
czego nadrukowuje si¢ na niej litera z wierzchniej
plakietki. Chcemy wypisa¢ w za pomoca najmniejszej
mozliwej liczby operacji, przy czym zaczynamy

i konczymy z pustym stemplem (stosem).

Jednym z pierwszych pomysléw na rozwiazanie moze
by¢ programowanie dynamiczne. Wyznaczamy w nim
kolejne komérki tablicy t[i][S], oznaczajace, w jakiej
minimalnej liczbie operacji mozna wypisaé¢ poczatkowy
fragment napisu, w[1..1], tak aby na koncu otrzymaé
stos reprezentowany przez napis S (nad alfabetem
{A,B,C}). Wynikiem jest wowczas t[n][0]. Przy tym
podejéciu nieuchronnie napotykamy problem, ze liczba
mozliwych stoséow jest naprawde duza. Zauwazmy, ze
nigdy na stosie nie oplaca nam sie trzymaé wiecej niz
n liter, gdyz woéwczas musieliby$my tacznie wykonaé
ponad 3n operacji, a w 3n operacjach naprawde

tatwo wypisa¢ caly napis w. Czyli mamy co najwyzej
3™ réznych stosow, ale do tego jeszcze mnoéstwo
mozliwych przejsé z kazdego stanu ¢[i][S] do standéw
postaci t[i + 1][S"].

Pokazemy teraz, jak troche polepszy¢ to rozwiazanie.
Przede wszystkim na stosie ewidentnie nie optaca sie
nigdy trzymac¢ dwoch takich samych liter pod rzad.

To redukuje liczbe interesujacych nas stoséw do O(2").
Mozemy tez istotnie zmniejszy¢ liczbe rozwazanych
przejsé, jesli zauwazymy, ze w danym stanie wystarczy
probowaé dotozy¢ na stos co najwyzej jedna nowa literke.
Skrotowe uzasadnienie na przyktadzie: zamiast w danym
stanie doktadaé na stos literki AB, wystarczy dotozy¢ sama
literke B. Jesli potem, po zdjeciu B, bede chcial uzy¢ tego A,
ktorego nie dotozylem, to doktadam to A witasnie wtedy.
Liczba operacji nie zwickszyta si¢, a postapitem jakby
sprytniej. W ten sposéb zmniejszylismy liczbe przejsé

z danego stanu do O(n) (dodanie co najwyzej jednej
literki i usuniecie dowolnie wielu literek), co daje juz
rozwiazanie o koszcie czasowym O(2"n?). Wyraznie lepiej
niz poprzednio, ale wciaz jakos wolno.

Sprébujmy wiec zmieni¢ podejscie do rozwiazania.
Przyjrzyjmy sie sytuacji poczatkowej. Zaczynamy od
pustego stosu, a chcemy wypisaé literke w[1], wiec
musimy ja wlozy¢ na stos. Oznaczmy przez ¢ ,moment”,
po ktérym w[l1] zostanie zdjete ze stosu, tzn. zaldézmy, ze
w[1] znajduje sie na spodzie stosu podczas wypisywania
liter fragmentu w[2..4], po czym zostaje zdjete ze stosu
(1 <i < n). Podzielilimy zatem wyjsciowy problem na
dwa niezalezne podproblemy, polegajace na wypisaniu
kazdego z fragmentéw w[2..14] oraz w[i + 1..n|, tak

aby na koncu zdjaé ze stosu wszystkie dotozone

8

po drodze litery. Jedyna réznica miedzy podproblemami
polega na tym, ze podczas wypisywania w(2. . ] mozemy
skorzystaé z faktu, iz na stosie jest juz litera wll].

To prowadzi nas do innego rozwiazania opartego na
programowaniu dynamicznym. Przez ¢[i][j][c] oznaczmy
minimalna liczbe operacji potrzebnych do wypisania
fragmentu wi. . j], tak aby nie pozostawié¢ na koncu
zadnych dodatkowych liter na stosie. A to wszystko przy
zalozeniu, ze na szczycie stosu przed rozwazeniem tego
fragmentu znajduje si¢ literka ¢ € {A,B, C, 0}; # oznacza, ze
przed rozpoczeciem wypisywania wli. . j] stos byl pusty.
Dodajmy dla jasnosci, ze literki ¢, ani niczego ponizej,
nie mozemy tu usunac ze stosu. Przyktadowo, wartosci
postaci ¢[i][j][A] obliczamy nastepujaco: jesli w[i] = A,

to q[i][7][A] = q[i + 1][§][A] + 1, a w przeciwnym razie

q[i][j][A] = min{qg[i + 1][k][w[i]] + q[k + 1][s][A] + 3
k=i,...j}

Przy tym ¢[i][j][c] = 0 dla ¢ > j. Takie rozwiazanie
ma zlozonosé czasowa O(n?) — pozwalato to zdoby¢
czesSciowe punkty na zawodach.

Istnieje zatem jeszcze lepsze rozwiazanie. Co ciekawe,
aby je uzyska¢, nalezy wroci¢ do poprzedniego,
wykladniczego rozwiazania, i jeszcze dokladniej
przyjrzeé¢ sie mozliwym zawartosciom stosu. Kluczowa
obserwacja to: mozna nie rozwazaé stosow, w ktorych
wystepuje fragment ABA. Faktycznie, rozwazmy
rozwigzanie, w ktérym na stosie pojawia sie fragment
tej postaci, i przyjrzyjmy sie chwili, w ktérej
umieszczamy na stosie druga z literek A. Zrébmy jednak
inaczej: zamiast umieszczaé¢ drugie A, usunmy ze stosu
literke B. Liczba operacji nie zmienita si¢, a na szczycie
stosu wciaz mamy A. Dalej wykonujemy rozwiazanie bez
zmian, az do chwili, w ktérej probuje ono zdjaé ze stosu
to drugie A, ktérego teraz nie ma. W zamian widézmy
na stos literke B. Liczba operacji nie zmienita sie, uktad
liter na stosie réwniez. W ten sposéb pozbylidémy sie
jednego wystapienia fragmentu ABA; jedli jest ich wiecej,
eliminujemy je w ten sam sposob.

Podobnie mozna uzasadnié¢, ze mozemy nie rozwazaé
stosow zawierajacych fragment xyz dla dowolnych,
roznych liter x i y. Stoséw bez takich napiséw jest
juz bardzo malo: sa to tylko stosy postaci ABCABC...,
BACBAC. .. i jeszcze czterech innych (dowolna permutacja
liter A, B, C na poczatku). Tak oto tablica ¢ skurczyla sie
nam do rozmiaru O(n?). Wreszcie liczbe przejéé z kazdego
stanu mozemy zmniejszy¢ do statej, korzystajac ze
spostrzezenia, ze jesli przy wypisywaniu wli] decydujemy
sie na usuwanie liter ze stosu, to mozemy to robié¢ do chwili,
gdy po raz pierwszy na szczycie stosu znajdzie sie litera
wli] lub gdy stos stanie sie pusty. To oznacza, ze w danym
stanie usuniemy ze stosu co najwyzej dwie literki (lub
wszystkie) i dodamy na stos co najwyzej jedna. W ten
sposob uzyskaliSmy rozwiazanie wzorcowe, o ztozonosci
czasowej O(n?).

Jakub RADOSZEWSKI
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Olimpiada

Zadania zawodow I stopnia
Olimpiad: Astronomicznej, Fizycznej,
Matematycznej oraz Matematycznej Gimnazjalistow
2011/2012

LV Olimpiada Astronomiczna

Informacje regulaminowe

1. Olimpiada Astronomiczna jest organizowana dla uczniéw
szk6t ponadgimnazjalnych.

2. Zawody olimpiady sa trojstopniowe. W zawodach
I stopnia (szkolnych) kazdy uczestnik rozwiazuje dwie serie
zadan, w tym zadanie obserwacyjne.

3. W pierwszej serii zadan zawodow I stopnia nalezy
nadestaé, do 10 pazdziernika 2011 r., rozwiazania 3 zadan
dowolnie wybranych przez uczestnika sposrod zestawu
zawierajacego 4 zadania.

4. Uczniowie, ktérzy przysla rozwiazania zadan pierwszej
serii, otrzymaja do konca pazdziernika biezacego roku
tematy drugiej serii zadan. Zadania obydwu serii beda
roéwniez umieszczane na stronie internetowej Olimpiady
Astronomicznej: http://planetarium.edu.pl/oa.htm.

5. Rozwigzanie zadania obserwacyjnego nalezy przesta¢ wraz
z rozwigzaniami zadan drugiej serii zawodéw I stopnia, do
14 listopada 2011 r. Decyduje data stempla pocztowego.
Nadestanie rozwigzania zadania obserwacyjnego jest
warunkiem koniecznym dalszego udzialu w olimpiadzie.

6. W przypadku nadestania rozwigzan wiekszej liczby zadan
z danego zestawu, do klasyfikacji zaliczane beda rozwiazania
ocenione najwyzej (po trzy zadania z kazdej serii i jedno
zadanie obserwacyjne).

7. Rozwiazania zadan zawodéw I stopnia nalezy przestacé
za posrednictwem szkoly pod ponizszym adresem

w terminach podanych w p. 3 1 5. Decyduje data stempla
pocztowego.

8. Rozwiazania zadan powinny by¢ krétkie i zwiezle, ale

z wystarczajacym uzasadnieniem. W przypadku polecenia
samodzielnego wyszukania danych nalezy podaé ich
zrédto. Jako dane traktuje si¢ réwniez podrecznikowe state
astronomiczne i fizyczne.

9. Rozwiazanie kazdego zadania nalezy napisaé na
oddzielnym arkuszu papieru formatu A4. Kazdy arkusz

oraz wszelkie zalaczniki (mapki, wykresy, tabele itp.) nalezy
podpisa¢ imieniem i nazwiskiem. W nagtéwku zadania

0 najnizszej numeracji nalezy umiesci¢ dodatkowo: pelna
nazwe szkoly, jej adres, klase i jej profil oraz adres prywatny
(z kodami pocztowymi), imi¢ i nazwisko nauczyciela fizyki.
Dodatkowo, do rozwiagzan pierwszej serii zadan
nalezy dolaczyé wypelniong ankiete uczestnika
dostepng na stronie internetowej olimpiady.

10. Zawody II stopnia odbeda si¢ 16.01.2012 r. Zawody
IIT stopnia odbeda sie w dniach od 8 do 11 marca 2012 r.

11. Powiadomienia o zakwalifikowaniu do zawodow
kolejnych stopni otrzymaja jedynie uczniowie awansujacy.

12. O uprawnieniach w przyjmowaniu na wyzsze uczelnie
laureatéw i finalistéw olimpiady decyduja senaty uczelni.
Informacje na ten temat sa umieszczane na ich stronach
internetowych.

Komitet Gléwny Olimpiady Astronomicznej
Planetarium Slaskie
41-500 Chorzéw, skr. poczt. 10



Pierwsza seria zadan zawodéw I stopnia

1. W 2008 roku doniesiono, ze planetoida podwdjna 2001 QWa2e sktada sie z prawie
identycznych sktadnikéw poruszajacych sie wokoét wspélnego srodka masy. Srednia
odleglosé miedzy nimi wynosi okoto 240 tysiecy km, a okres obiegu okoto 27 lat.
Oszacuj, jak trwalym obiektem jest ta podwdjna planetoida, przyjmujac, ze jej
orbita jest kotowa. W tym celu oblicz, ile energii trzeba dostarczy¢, aby uktad ten
rozseparowac.

2. Przedstaw graficznie zmiany dtugosci dnia w ciagu roku w Jastrzebiej Gérze
i Ustrzykach Gérnych. Przyjmij, ze moment wschodu i zachodu Stonca nastepuje

wtedy, gdy s$rodek tarczy stonecznej znajduje si¢ na wysokosci h = —51’. Podaj
wnioski wynikajace z poréwnania tych wykreséw. Niezbedne dane liczbowe wyszukaj
samodzielnie.

3. Przyjmujac dane liczbowe zamieszczone w tabelce, oblicz dtugos¢ doby stonecznej
na Merkurym i Wenus, przy zalozeniu orbit kolowych obu planet.

Planeta | Okres obiegu wokdl Stonica [doby] | Gwiazdowy okres rotacji [doby]

Merkury 87,969 58,647
Wenus 224,70 —243,02

Uwaga: Znak minus przy okresie rotacji Wenus oznacza obrét wsteczny.

4. Sztucznego satelite Ziemi zaobserwowano w apogeum jego orbity. Wyznaczona
odleglosé satelity od $rodka Ziemi wynosita wtedy d kilometrow, a geocentryczna
predkosé katowa satelity wynosita w radianéw na sekunde. Zaktadamy réwniez
znajomos¢ masy Ziemi Myz. Wyprowadz wzér pozwalajacy z tych danych obliczy¢,
po jakim czasie od momentu dokonanych pomiaréw nalezatoby obserwowaé satelite,
aby przesledzié jego ruch w poblizu perygeum. PolozZenie obserwatora, ksztatt

i usytuowanie orbity umozliwiaja obserwacje obu tych polozen satelity na orbicie.

Zadania obserwacyjne

Rozwigzanie zadania obserwacyjnego powinno zawieraé: dane dotyczgce przyrzgdow
uzytych do obserwacji i pomiaréw, opis metody i programu obserwacyi, standardowe
dane dotyczqce przeprowadzonej obserwacji (m.in. date, czas, wspélrzedne geograficzne,
warunki atmosferyczne), wyniki obserwaciji i ich opracowanie oraz ocene dokladnosci
uzyskanych rezultatéw. Wykonang obserwacje astronomiczng nalezy odpowiednio
udokumentowacd.

1. Wykonaj fotografie okolicy zenitu w taki sposéb, aby byto mozliwe okreslenie jego
potozenia. Na podstawie otrzymanej fotografii wyznacz szerokosé geograficzng miejsca
swojej obserwacji.

2. Dokonaj zliczen gwiazd na kilku wykonanych przez siebie fotografiach nieba
zrobionych tym samym aparatem fotograficznym. Wyznacz szacunkows liczbe gwiazd
na catlej sferze niebieskiej, bedacych w zasiegu tego aparatu. Zaléz, ze gwiazdy sa
roztozone na niebie losowo.

3. Jako rozwigzanie zadania obserwacyjnego mozna réwniez nadestaé opracowane
wyniki innych wtasnych obserwacji prowadzonych w ostatnim roku.

Rozwigzanie jednego zadania obserwacyjnego nalezy nadeslaé¢ wraz
z rozwigzaniami drugiej serii zadan zawodéw I stopnia — do dnia
14 listopada 2011 r.

Zalecana literatura

e Obowigzujace w szkotach podreczniki do przedmiotéow e J. M. Kreiner, Ziemia 1 WszechSwiat — astronomia nie tylko
$cistych. dla geografow.
e H. Chrupata, M. T. Szczepanski, 25 lat olimpiad e Slownik szkolny — Astronomia (praca zbiorowa).
astronomicznych. e Encyklopedia szkolna — fizyka z astronomiq (praca zbiorowa).
e H. Chrupala, Zadania olimpiad astronomicznych e Atlas nieba. Obrotowa mapa nieba.
XXVI-XXXV (w dwoch czedciach). e Czasopisma: Delta, Fizyka w Szkole, Swiat Nauki, Urania —
e H. Chrupala, J. M. Kreiner, M. T. Szczepanski, Zadania Postepy Astronomii, Wiedza i Zycie.
Z astronomii z rozZwigzaniamsi. e Poradniki i kalendarze astronomiczne dla obserwatordéw
e J. M. Kreiner, Astronomia z astrofizykq. nieba.
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Rys. 1

Rys. 2

kartka

spinacz

LXI Olimpiada Fizyczna

Zadania zawodow I stopnia

Rozwigzania zadan I stopnia nalezy przesyta¢ do Okregowych Komitetéw
Olimpiady Fizycznej w terminach:

czes$é I — do 15 pazdziernika br., cze$é IT — do 15 listopada br.
O kwalifikacji do zawodéw 11 stopnia bedzie decydowaé suma punktéw uzyskanych
za rozwiazania zadan czesci I i II. Szczegdly dotyczace regulaminu oraz organizacji
Olimpiady mozna znalezé na stronie internetowej www.kgof .edu.pl.

Czesc 1
Uwaga: Rozwigzania zadan nalezy zamies$ci¢ w kolejnosci zgodnej z ich
numeracja. Wszystkie strony pracy powinny by¢é ponumerowane. Na kazdym
arkuszu nalezy umies$cié¢: imie, nazwisko i adres autora pracy. Na pierwszym

arkuszu pracy dodatkowo nalezy podac¢ nazwe i adres szkoly, klase oraz imie
i nazwisko nauczyciela fizyki.

Podaj i krétko uzasadnij odpowiedz. Za kazde z 15 zadan mozna otrzymad
maksymalnie 4 punkty.

1. Sztywna plyta stoi pionowo na podlodze. Aby unieruchomié ja w tej pozycji,
postanowiono umocowaé ja za pomoca dwoch lin dtugosci L kazda (patrz rysunek 1).
Niech F' bedzie prostopadla do powierzchni ptyty sita przytozong do gornej

krawedzi plyty, powodujaca zerwanie jednej z lin. Na jakiej wysokosci h liny
powinny by¢ przymocowane do plyty (dobierajac przy tym odpowiednie miejsce
zamocowania w podlozu), aby F byto jak najmniejsze? Zakladamy, ze liny sa

bardzo mato rozciagliwe i nie ulegaja wyrwaniu ani z mocowania w podlozu, ani

z mocowania w ptycie. Wysokos$é plyty jest wieksza niz L, a jej dolna krawedz

nie przesuwa sie.

2. Mamy do dyspozycji idealne péisferyczne lustro o promieniu R (rysunek 2). O$
optyczna lustra jest ustawiona w kierunku Stonca. W ktérym miejscu nalezy umiescié
czarna, metalows kulke o promieniu R/4, aby jak najszybciej si¢ ona nagrzala?
Przyjmij, ze promienie swiatla ze Storica tworza wiazke réwnolegta.

3. Na poziomym, dlugim stole lezy kartka papieru dtugosci L, a na kartce, tuz przy
jej krétszej krawedzi, lezy spinacz biurowy. Wspétczynnik tarcia miedzy kartks

a spinaczem wynosi p. W pewnym momencie kartce nadajemy (w przyblizeniu
natychmiastowo) predkosé vq (patrz rysunek 3). Ile powinno wynosié vg4, aby nadaé
spinaczowi jak najwieksza predkosé wzgledem stotu? Rozmiary spinacza sa male

w poréwnaniu z L.

4. Wokét pewnej planety krazy wielki waz w pozycji pionowej (wzdluz promienia
poprowadzonego do planety), na stalej wysokosci nad planeta. W pewnej chwili waz
zwinal sie w niewielki klebek. Czy jego orbita bedzie kolowa, czy zacznie si¢ on oddalaé
od planety, czy zbliza¢ do niej?

5. Gdy na pewng plytke plasko-réwnolegla z bezbarwnego szkla pada prostopadle
wiazka Swiatta o natezeniu Ip, to natezenie wiazki przechodzacej wynosi p - Ip, a wiazki
odbitej (1 — p) - Ip. Jakie bedzie natezenie wiazki przechodzacej przez dwie takie plytki,
umieszczone réwnolegle jedna za druga? W rozwazanym przypadku nie wystepuje
interferencja (wiazka nie jest koherentna).

6. Czy skaczac na bungee mozna zwigkszy¢ minimalna odlegto$é, na jaka zblizymy sie
do ziemi, jesli nasza predko$é poczatkowa bedzie niezerowa? Przyjmij, ze guma bungee
spelnia prawo Hooka i pomin opér powietrza.

7. Sa ludzie, ktoérzy twierdza, ze Elvis Presley nadal zyje. Podaj przyktad obserwatora
(jego odleglosé i predkos$é wraz z kierunkiem i zwrotem), dla ktérego w chwili
(mierzonej przez ciebie), gdy piszesz rozwiazanie tego zadania, jest to prawda. Przyjmij
w przyblizeniu, ze Elvis umart w miejscu, w ktérym sie znajdujesz. Potrzebne dane
znajdz w dostepnych ci zrédtach.

8. Dzialo elektromagnetyczne sktada sie z dwoch réownoleglych, odlegtych o d,
poziomych, bardzo dlugich szyn, po ktérych porusza sie prostopadta do szyn, taczaca
je metalowa belka o masie m. Szyny znajduja si¢ w pionowym polu magnetycznym

o natezeniu B. Jaka jest predkosé graniczna belki, jesli do szyn podlaczymy

napiecie U? Pomin opory ruchu belki.
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Rys. 6

9. Rozwazmy dwa przedmioty o takich samych masach (patrz rysunek 4):

a) jednorodny pret, b) tworzace krzyz dwa jednorodne prety. Dla kazdego z tych
przedmiotéw moment bezwladnosci wzgledem osi przechodzacej przez jego srodek

i prostopadlej do niego jest taki sam. Kazdy z tych przedmiotéw umocowano na
cienkim wale, tworzacym z nim kat 45° (patrz rysunek 4), a nastepnie zaczeto obracaé
walem (i przedmiotami) ze stalyg predkoscia katowa. W przypadku ktérego przedmiotu
moment sity, z jakim dziala on na wal, jest wiekszy?

10. Wszystkie linie kolejowe w Paflagonii sg krete. Koleje Paflagoniskie korzystaja
z tego, stosujac w swoich pociagach nowatorski system napedu: silniki zginaja
lub wyprostowuja ztacza miedzywagonowe. W ktérych momentach (patrz
rysunek 5) silnik powinien dzialaé¢ w kierunku zgiecia, a w ktérych — w kierunku
wyprostowania ztacza?

11. Jaki jest maksymalny zasieg strzatu na Ksiezycu pocisku wylatujacego z dziata
z predkoscia 1800 m/s? Potrzebne dodatkowe dane wyszukaj w dostepnych ci zrédlach.

12. W pewnej odleglosci od tadunku punktowego ¢ znajduje si¢ mata, dielektryczna
kulka. Jak zmieni si¢ (ile razy wzrosnie/zmaleje) wartosé sity elektrostatycznej
dzialajacej na te kulke, jesli dwukrotnie wzro$nie warto$é tadunku punktowego?

13. Jednorodnemu walcowi nadano pewna predko$¢ katowa wokoé! jego osi, a nastepnie
nadano mu predko$é ¥ wzdluz podlogi (patrz rysunek 6). Zauwazono, ze jesli wysokosé
walca nie jest mala w poréwnaniu z jego promieniem, to tor ruchu walca odchyla

sie¢ w poréwnaniu z kierunkiem . W ktéra strone i dlaczego? Podloga jest pozioma,

a walec styka sie z nig podstawa. Pomin wplyw powietrza, ale uwzglednij tarcie walca
o podloge.

14. Na matg kulke metalowa ($rednicy np. 3 mm) skierowano wiazke $wiatta
laserowego i obserwowano cien kulki na ekranie. Jesli ktos twierdzi, ze widzial jasny
punkt w $rodku cienia, to dlatego, ze: a) ulegl ztudzeniu optycznemu wynikajacemu
z kontrastu cienia z jasnym otoczeniem, b) w kulce musial by¢ niewielki otworek
(kanalik), c) $wiatlo lasera jest tak silne, ze wiazka przenika przez kulg, d) przyczyna
zjawiska sg zjawiska falowe — dyfrakcja i interferencja $wiatta, ) przyczyna zjawiska
jest poprzeczny charakter fali $wietlnej i przejécie polaryzacji liniowej w kotowa.

15. W magazynie paliwa jadrowego znajduja sie kule o identycznym promieniu

i identycznej wadze, zawierajace pluton pokryty pochlaniajaca promieniowanie powtoka,
z otowiu. Niektére kule zawieraja czysty izotop **Pu (okres polowicznego rozpadu
87,7 lat), a inne — czysty izotop 244py (okres potowicznego rozpadu ponad 80 milionéw
lat). Niestety, oznaczenia na kulach si¢ zagubily. Jaka najprostsza metoda pozwoli na
odroéznienie kul bez uszkadzania ochronnej warstwy otowiu?

Czesc 11
Uwaga: Rozwigzanie kazdego zadania powinno by¢ napisane na oddzielnym
arkuszu papieru podaniowego. Na kazdym arkuszu nalezy umiescié:
imie, nazwisko i adres autora pracy, nazwe i adres szkoly, klase oraz
imie i nazwisko nauczyciela fizyki. Do pracy nalezy dolaczy¢ koperte
zaadresowang do siebie.

Zadania teoretyczne

Przestaé nalezy rozwiazania trzech (i tylko trzech) dowolnie wybranych
zadan teoretycznych. Za kazde z trzech zadan mozna otrzymaé maksymalnie
20 punktéw.

T1. Dwa pionowo ustawione cylindry o promieniach wewnetrznych odpowiednio

R, oraz Ry zamkniete sg od géry szczelnymi, mogacymi sie swobodnie przesuwaé
ttokami. Cylindry polaczone sa rurka, a w ich wnetrzu znajduje sie gaz doskonaly

o molowym cieple wlasciwym przy statej objetosci réwnym Cy . Ttoki potaczone sg
linkg przerzucona przez bloczek (patrz rysunek 7).

Poczatkowo uktad jest w rownowadze mechanicznej i termodynamicznej, przy czym
liczba moli gazu wynosi n, jego temperatura — Tp, a linka jest napieta.

e Ile ciepla nalezy dostarczyé do gazu, aby jego temperatura wzrosta o AT?

e O ile przesuna si¢ przy tym ttoki?

Przyjmij, ze gaz nie oddaje ciepta cylindrom, ttokom, rurce ani otoczeniu. Gaz jest tak
podgrzewany, ze jego temperatura w obu cylindrach jest stale taka sama i zmienia sie
bardzo powoli. Pomin tarcie. Na zewnatrz uktadu znajduje si¢ powietrze o ci$nieniu pg.
Masy cylindréow wynoszg, odpowiednio my oraz mo. Przyspieszenie ziemskie wynosi g.
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Rys. 9
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Podaj wartosci liczbowe szukanych wielkosci dla AT = 10 K, Cy = gR, R; = 0,05 m,
Ry =0,03 m, my =5 kg, ma = 1 kg, n = 0,05 mol, Ty = 300 K, py = 10° Pa,
g = 9,81 m/s?. Uniwersalna stala gazowa R = 8,3 J/(mol - K).

T2. Mala kulke puszczono swobodnie z pewnej wysokosci do wnetrza kulistej czaszy
o promieniu R (patrz rysunek 8). Odleglo$¢ punktu, z ktérego puszczono kulke, od osi
czaszy wynosi R/2. Po czterokrotnym odbiciu si¢ od wnetrza czaszy, kulka powrdcita
do miejsca z ktérego zostala puszczona. Jaka byta poczatkowa wysokosé H kulki nad
miejscem jej pierwszego odbicia?

Odbicia sa doskonale spezyste. Pomin opér powietrza i ruch obrotowy kulki.
Przyspieszenie ziemskie wynosi g.

T3. Na dwoch identycznych, metalowych sprezynach o wspélczynnikach sprezystosci k
wiszg dwa identyczne ciezarki o masie m kazdy. Sprezynki znajduja sie w odlegtosci | od
siebie, a ich dolne konice potaczone sg sztywnym, metalowym pretem o pomijalnie malej
masie. Sprezynki polaczone sg w punkcie zawieszenia przewodem elektrycznym. Caly
uktad znajduje sie w prostopadtym do jego ptaszczyzny jednorodnym polu magnetycznym
o indukcji B (patrz rysunek 9). Calkowity opér elektryczny obwodu wynosi R.

Wyznacz stosunek ciepta wytwarzanego w obwodzie w trakcie jednego drgania

do energii mechanicznej uktadu, jesli w chwili poczatkowej ciezarki spoczywaja

w odleglos$ciach odpowiednio z1 oraz z2 ponizej ich potozenia réwnowagi, gdzie:

e 21 =d, zo = d;

e 2 =—d, z20 =d;

® 2 = 0, zo = d

Dla kazdego z rozpatrywanych przypadkéw opisz ruch uktadu po bardzo dtugim czasie.

Pole magnetyczne wytwarzane przez obwdd jest pomijalnie mate w poréwnaniu z B.
Pomin tez opdr powietrza i masy sprezyn. Przyjmij, ze sprezyny pozostaja stale
pionowe (d < 1), nie wyginaja sie, a ich rozmiary poprzeczne (szerokos$¢ nawiniecia)
sa mate w porOéwnaniu z d. Zaléz, ze cieplo wydzielane w obwodzie w trakcie jednego
drgania jest bardzo male w poréwnaniu z energia mechaniczna uktadu (ale catkowite
ciepto wydzielone po rozpatrywanym w drugim poleceniu bardzo dlugim czasie jest
poréwnywalne z ta energia).

Dla kazdego z rozpatrywanych przypadkéw podaj wartosé liczbowa szukanego
wspdtezynnika dla B =0,05 T,/ =0,2m, R=0,1 Q, kK =100 N/m, m = 0,1 kg,
d=0,01 m.

T4 (numeryczne). Rozwazmy osrodek optyczny o wspdtczynniku zatamania
zaleznym od wspdéirzednej y
n(z,y) =no + by,

gdzie ng =10, b = —10 # Bedziemy rozwazali bieg promieni swiatta

w plaszczyznie (z,y).

a) Przedstaw na wykresie biegi promieni, ktére wylatuja z punktu z =0, y = 0 dla
katow aw, jakie te promienie tworza z osia y w punkcie poczatkowym, réwnych
10°, 20°, 30°, 45°, 50°, 55°, 65°, 70°, 75°, 80°, 85°, 86°, 87°, 88°, 89°, 90°.
Skale i wielkos¢ wykresu dobierz tak, by byl na nim widoczny przebieg kazdego
z wymienionych promieni, z wyjatkiem odpowiadajacego ap = 90°, od punktu
poczatkowego az do przeciecia z osig y = 0.

b) Czy na podstawie wykresu z punktu a) mozna przyjaé, ze dla pewnego zakresu
katéw « promienie ogniskuja si¢ w przyblizeniu w jednym miejscu (ognisku)? Jesli
tak, podaj polozenie tego ogniska.

Wskazowka: Z prawa zalamania wynika, ze w rozwazanym przypadku kat, jaki promien

tworzy promien z osig y, jest wyznaczony przez wspolrzedna y i warunki poczatkowe.

Na tej podstawie mozna okresli¢ schemat postepowania pozwalajacy wyznaczy¢ bieg

promienia:

e ustawiamy ,foton” w punkcie poczatkowym:;

e przesuwamy ,foton” o malg odlegtosé d zgodnie z kierunkiem promienia;

e na podstawie prawa zalamania wyznaczamy w nowym potozeniu nowy kierunek
promienia.

Punkty 1 i 2 powtarzamy, az nasz foton osiagnie oczekiwane miejsce. Odleglosé d

powinna by¢ tak dobrana, aby jej zmniejszenie nie powodowalo widocznej na rysunku

zmiany biegu promienia.

Uwaga: Prawo zalamania nie zawsze jednoznacznie okresla dalszy bieg promienia, bo
sin @ = sin(m — 6) — np. w przypadku odbicia sinus kata padania jest réwny sinusowi kata
zatamania i dalszy bieg promienia wyznaczamy na podstawie dodatkowych rozwazan.
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Zadania doswiadczalne

Przestaé nalezy rozwigzania dwéch (i tylko dwéch) dowolnie wybranych zadan
doswiadczalnych. Za kazde zadanie mozna otrzymaé maksymalnie 40 punktéw.

D1. W najprostszym przyblizeniu optyki geometrycznej soczewka skupiajaca ogniskuje

réwnolegla wigzke swiatta w punkcie. Jednak w rzeczywistoéci w ognisku soczewki

wiazka ma skonczone rozmiary, ktére zaleza od parametréw wiazki przed soczewka

(np. jej Srednicy), ksztaltu soczewki i diugosci fali $wiatta. Okazuje sie, ze skupiajaca

soczewka ptasko-wypukla inaczej ogniskuje $wiatto, jesli wiazka pada od ptaskiej strony

soczewki, a inaczej jesli od strony wypuktej. Jest to zwigzane z tym, ze w pierwszym

przypadku promienie zalamuja sie tylko na jednej powierzchni soczewki, zas w drugim

na obu powierzchniach. Majac do dyspozycji

e plasko-wypukla soczewke o ogniskowej 15-25 centymetréw,

e wskaznik laserowy,

e ckran do ogladania wiazki (najlepsza jest gtadka, czarna powierzchnia),

e kamere internetowa z mozliwoscia regulacji ostrosci podtaczong do komputera albo
aparat cyfrowy,

e program do obrébki plikéw graficznych (np. GIMP, http://www.gimp.org/),

zbadaj rozmiary ogniska, gdy wiazka $wiatta pada

e od strony ptaskiej soczewki,

e od strony wypuktej soczewki.

Oszacuj stosunek rozmiaréw ogniska przy obu ustawieniach soczewki.

Uwaga 1: Swiatlo laserowe ze wskaznika moze uszkodzi¢ wzrok! Uwazaj, by nie $wiecié
wiazka laserowa, rowniez odbita, w oko. Jesli uznasz za konieczne, mozesz uzy¢
ptaskich plytek szklanych (np. mikroskopowych szkielek podstawowych) w celu
zmniejszenia natezenia wiazki.

Uwaga 2: Wskaznik laserowy powinien by¢ ustawiony w takiej odlegtosci od soczewki,
aby srednica padajacej na soczewke wiazki Swiatta wynosita okoto 1 centymetra.

Uwaga 3: Aby zarejestrowaé obraz ogniska z duzym powigkszeniem, potrzebna jest
kamera lub aparat z mozliwoscia regulacji ostrosci, mogace wykonywacé ostre zdjecia
z malej odleglodci (kilka centymetréw).

Uwaga 4: W typowej kamerze cyfrowej stosuje si¢ korekcje skali natezenia: mozna przyjac,
ze zapisywana do pliku warto$¢ sygnatu Iprik ma si¢ do rzeczywistego natezenia Swiatta
padajacego na piksel kamery Ixamera zgodnie z formula Iprix = IE’XMERA.

D2. Wyobrazmy sobie, ze rejestrujemy pewne przypadkowe, powtarzajace sie

zdarzenia, moze to by¢ na przyktad przejazd samochodu ulicg albo zaobserwowanie

meteoru na niebie. Przyjmijmy, ze zdarzenia te sa niezalezne, to znaczy zadne z nich

nie wplywa na wystapienie innego. Prawdopodobiefistwo p(n) wystapienia n takich

zdarzen w ustalonym przedziale czasu jest réwne p(n) = )\"efk/n!, gdzie X jest Srednia

liczbg zdarzen w przedziale czasu. Taka zaleznosé p(n) nazywana jest rozkladem

Poissona. Rozktad Poissona opisuje bardzo wiele proceséw w fizyce, np. rozpady

jadrowe czy rejestracje fotonéw z lasera. Majac do dyspozycji:

e arkusz folii naciagnietej na sztywng rame albo blache o powierzchni kilku-kilkunastu
decymetréw kwadratowych,

e dyktafon cyfrowy, komputer z karta dzwiekowsa i mikrofonem albo telefon komérkowy
z mozliwoécig zapisu dzwieku,

e komputer z programem pozwalajacym analizowaé pliki dzwigkowe (np. Audacity,
http://audacity.sourceforge.net/),

zbadaj, czy podczas deszczu liczba kropli spadajacych w ustalonym przedziale czasu

(np. 1 sekundy) na ustalona powierzchnie opisana jest rozkladem Poissona. Wykonaj

pomiary dla kilku réznych wartosci sredniej A w zakresie [0,5, 5]. Sprawdz, czy zmierzone

rozktady sg zgodne z rozktadem Poissona dla wybranych wartoéci sredniej \. W przypadku

braku naturalnego deszczu mozesz postuzy¢ si¢ prysznicem albo ogrodowym wezem.

D3. Majac do dyspozycji

e dwa jednakowe baloniki, e papier milimetrowy, e zegar,

e dwutlenek wegla, e centymetr krawiecki, e kamere internetowa,
sprawdz, czy dla zawigzanego szczelnie balonika wypelnionego CO2 zalezno$é objetosci
gazu w baloniku w funkcji czasu mozna opisaé funkeja V(t) = Ae ¥/t + V4. Jesli tak,
to wyznacz czas charakterystyczny szybkosci dyfuzji dwutlenku wegla to. Poréwnaj
zalezno$é V (t) zaobserwowana dla balonika wypelnionego CO2 ze zmiana objetosci
takiego samego balonika wypelnionego powietrzem.

Uwaga: W warunkach domowych dwutlenek wegla mozna uzyska¢ z napoju gazowanego
lub w wyniku reakcji sody oczyszczonej z kwaskiem cytrynowym.
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LXIII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie)
nalezy wystaé listem poleconym pod adresem komitetu okregowego
Olimpiady wtadciwego terytorialnie dla szkoty, najpézniej dnia

3 pazdziernika 2011 r. — I seria,

3 listopada 2011 r. — IT seria,

5 grudnia 2011 r. — III seria
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwiazania przestane w terminie
pdZniejszym nie bedg rozpatrywane.

Adresy Komitetow Okregowych oraz biezace informacje, a takze zadania z poprzednich
Olimpiad Matematycznych mozna znalezé w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl

Zadania konkursowe zawodow stopnia pierwszego
I seria 1. Rozwiazaé w liczbach rzeczywistych uktad réwnan

(z +y)° =8z,

(y +2)° = 8,

(z 4+ 2)3 = 8y.
2. Znalezé wszystkie takie pary dodatnich liczb catkowitych (z,vy), ze liczba 2% + 5Y
jest kwadratem liczby caltkowite;.

3. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt D jest spodkiem wysokosci poprowadzonej
z wierzchotka C. Punkty F i F' lezg odpowiednio na bokach AC' i BC, przy czym
AE = AD i BF = BD. Punkt S jest symetryczny do punktu C' wzgledem srodka
okregu opisanego na trojkacie ABC. Wykazaé, ze SE = SF.

4. Dana jest liczba catkowita n > 1. Dla niepustego podzbioru X zbioru {1,2,...,n}
niech a i b oznaczaja odpowiednio najmniejszy i najwiekszy element zbioru X oraz niech
1
X)=——.
Wyznaczy¢, w zaleznosci od n, sume liczb f(X) dla wszystkich niepustych podzbioréw X
zbioru {1,2,...,n}.

IT seria 5. Znalez¢ wszystkie takie ciagi (a1, a2, ...,as3) ztozone z réznych dodatnich liczb
calkowitych, ze dla i = 1,2,...,62 liczba a; jest dzielnikiem liczby 1 + a;+1, za$
liczba aes jest dzielnikiem liczby 1+ a;.

6. W czworokacie wypuklym ABCD zachodzi réwnosé
<DAB +2xBCD = 180°.

Okrag wpisany w tréjkat ABD jest styczny do bokéw AB i AD odpowiednio
w punktach K i L. Wykazaé, ze okregi opisane na tréjkatach AKL i BCD sg styczne.

7. Znalezé wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych (m,n),

dla ktérych prostokat o wymiarach m x n mozna zbudowad

z nastepujacych klockéw utworzonych z 6 kwadratéw jednostkowych:
Klocki wolno obraca¢ i odwracaé¢ na druga strone.

8. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f okre$lone na zbiorze liczb rzeczywistych
i przyjmujace wartosci rzeczywiste, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y
prawdziwa jest rownosé

fla+ fle+y) = flz—y) + f(2)"

III seria 9. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby catkowite n > 1, ze liczba 1 + 27+ 4 47+ jest
podzielna przez liczbe 1 + 2™ + 4™.

10. Znalezé wszystkie takie liczby catkowite n > 2, ze istnieje zbiér n punktéw na
plaszczyznie, z ktérych kazdy lezy na zewnatrz pewnego kota, zawierajacego wszystkie
pozostale punkty i majacego érodek w jednym z nich.

11. W ostrostupie o podstawie ABC i wierzchotku S wysokosci AA’, BB',CC’,SS’
przecinaja si¢ w jednym punkcie, lezacym wewnatrz ostrostupa. Punkt O jest srodkiem
sfery opisanej na danym ostrostupie. Dowies¢, ze jesli prosta SO jest prostopadia do
ptaszczyzny A’B’'C’, to ostrostup ABCS jest prawidtowy.

12. Majac dany skonczony ciag liczb, tworzymy z niego nowy ciag, wstawiajac
pomiedzy kazda pare kolejnych wyrazéw nowy wyraz, réwny ich sumie. Rozpoczynamy
od ciagu (1,1) i wykonujemy wielokrotnie te operacje, otrzymujac w pierwszym kroku
ciag (1,2,1), w drugim kroku ciag (1, 3,2, 3,1) itd.

Dla kazdego n > 1 obliczy¢ sume szesciandow wyrazow ciggu otrzymanego w n-tym kroku.
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VII Olimpiada Matematyczna Matematycznao

L3 [ ] [ ] Vi H B B B E R EREEN ="

Gimnazjalistow G-W--H- W3

Zawody stopnia pierwszego g- .e -8

1 wrzesnia 2011 r. — 24 pazdziernika 2011 r. E :!: :!: g

P om— H B B B E R EREEN n

@o‘ Rozwiazania ponizszych zadan nalezy zapisywaé jednostronnie na 6 *l--H--H-O
& oddzielnych arkuszach formatu A4. Na kazdej kartce z rozwiazaniem LI BN p

nalezy podaé nastepujace informacje:

& e w prawym gérnym rogu numer zadania,
e w lewym gérnym rogu dane uczestnika: imie i nazwisko,
numer PESEL, adres domowy, nazwa i adres szkoty, klasa.

Rozwigzania zadan nalezy przesta¢ do Komitetu Okregowego, wltasciwego
terytorialnie dla szkoly, najp6zniej dnia 24 pazdziernika 2011 r. (decyduje
data stempla pocztowego). Adresy Komitetéw Okregowych, informacje

o kwalifikacji do zawodéw stopnia drugiego, terminy kolejnych etapow
OMG oraz inne biezace informacje mozna znalez¢ w Internecie pod adresem
www.omg.edu.pl.

Uwaga: W roku szkolnym 2011/2012 Olimpiada Matematyczna
Gimnazjalistow zostanie przeprowadzona w nowej, eksperymentalnej
formule. Zawody stopnia pierwszego, odbywajace sie dotychczas wytacznie
w systemie korespondencyjnym, zostana w biezacej edycji rozbudowane

o czesé testowa. Wiecej informacji na stronie www. omg.edu.pl.

1. Czy istnieja takie liczby rzeczywiste x,y, dla ktérych

Vaei+l+/y2 +1l=z+y?

Odpowiedz uzasadnij.

2. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC = BC. Punkt D lezy na boku AB, przy
czym BD = 2AD, a kat BCD jest prosty. Wyznacz miare kata BAC.

3. Dane sg dwa prostokaty o réwnych polach i o réwnych obwodach. Wykaz, ze
dtugosci przekatnych obu prostokatéow takze sg réwne.

4. Kazda spoéréd pewnych 99 liczb naturalnych ma w zapisie dziesigtnym 10 jedynek,
20 dwdjek oraz pewng liczbe zer. Udowodnij, ze liczb tych nie mozna rozdzieli¢ na dwie
grupy w taki sposéb, aby iloczyn liczb z pierwszej grupy byt réwny iloczynowi liczb

z drugiej grupy.

5. W pieciokacie wypuklym ABCDE katy przy wierzcholtkach B i D sa proste. Wykaz,
ze obwdéd trojkata ACE jest nie mniejszy od 2BD.

6. Dane sg takie dodatnie liczby wymierne a i b, dla ktérych liczba
Va+Vb+Vab
jest wymierna. Wykaz, ze liczby +/a oraz Vb takze Sa wymierne.
7. Niech ABCDA'B’'C'D’ bedzie sze$cianem, jak na rysunku. Punkty K, L, M, N sa

odpowiednio $rodkami krawedzi AD, BC, A’B’,C’'D’. Punkty P i Q leza odpowiednio
na odcinkach KM i LN. Krawed? szeécianu jest réwna 2. Udowodnij, ze PQ > /2.

Lista laureatow
7/ Olimpiad 2011/12
bedzie zamieszczona

w Delcie 6/2012
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Rys. 1. Jedna z bardziej egzotycznych
konfiguracji.

Rys. 2

Rys. 3

Rozwigzanie zadania F 795.
Rozwazmy kule o srodku w zrédle
$wiatta i promieniu r. Kule dzielimy
za pomocy wspolsrodkowych sfer na
N czgsci o jednakowej gruboscei +-.
W k-tej czesci, liczac od srodka, znajduje
sig m = 477(%)2 -+ % - n drobin pytu,
ktére zastaniaja powierzchnie mA, czyli
% calodci powierzchni sfery. Drobiny

w réznych warstwach ustawione sa
przypadkowo i niezaleznie od siebie, wigc
catkowita niezastonigta powierzchnia to
(l — %)\ calej sfery, co po przejsciu

do granicy N — oo daje e~ /"4,

Po podzieleniu na jednostke powierzchni
otrzymujemy

o —v/na

I:T2

[1] Event Horizon Telescope,
http://www.haystack.mit.edu/ast/
uvlbi/mm/eht.html

O prostej Simsona raz jeszcze

Mysle, ze niemal kazdy Czytelnik mial okazje si¢ z nia spotkaé. Zalézmy, ze mamy
dany tréjkat, i wybierzmy dowolny punkt P z okregu na nim opisanego. Wéwczas
rzuty prostokatne punktu P na proste zawierajace boki danego tréjkata leza na jednej
prostej zwanej prostq Simsona. Chyba najbardziej typowym dowodem tego faktu

jest rachunek na katach. Jednakze rozumowanie to ma pewna wade: istnieje wiele
mozliwych konfiguracji (np. ta na rysunku 1, do$é egzotyczna) i, aby je objaé jednym
rachunkiem, trzeba uciec si¢ do katéw skierowanych, co bywa nieczytelne dla oséb
niewprawionych w tego typu rozumowaniach. Istnieje jednak bardzo sprytny, krotki

i przejrzysty dowdd tego faktu, niewymagajacy ani katow czy odcinkéw skierowanych,
ani pracochlonnego rozwazania wielu konfiguracji — oto on.

Przyjmijmy, ze punkt P lezy na tuku AC niezawierajacym punktu B okregu opisanego
na danym tréjkacie ABC. Jesli B’ jest punktem lezacym na prostej BC po przeciwnej
stronie punktu C niz punkt B, to zachodzi réwnoéé¢ X PAB = < PCB’ = «. Niech

D bedzie takim punktem na prostej AC, ze X PDC = «a. Oznaczajac odpowiednio
przez A1, D1, C4 rzuty prostokatne punktu P na proste AB, AC, BC, stwierdzamy,

ze tréjkaty prostokatne APA:, DPD.,CPC sa podobne (rys. 2). Maja wiec taki

sam kat przy wierzchotku P réwny [ 1 stosunek przyprostokatnej przy wierzchotku P
do przeciwprostokatnej réwny cos 3. Rozwazmy przeksztalcenie bedace ztozeniem
obrotu wzgledem P o kat 3 (w kierunku od przeciwprostokatnej do przyprostokatne;j)
z jednoktadno$cia o skali cos 5 1 srodku w tym samym punkcie. Przeksztalcenie to jest
podobienstwem, wiec w szczegdlnosci obrazem kazdej prostej jest prosta. Skoro punkty
A, D i C sa wspolliniowe, to ich obrazy Ai, Dy i C; réwniez, co konczy dowdd.

Czytelnik Wnikliwy bez trudu zauwazy, ze jesli zamiast rzutéw prostokatnych
wezmiemy ,rzuty pod katem " (wszystkie katy tak samo zorientowane, zobacz
rysunek 3), to one réwniez beda lezaly na jednej prostej i powyzszy dowdd bez trudu
przenosi si¢ na uogdlnione zadanie.

Michalt KIEZA

Prosto z nieba: Gromada galaktyk w Pannie

Astronomowie zajmuja sie badaniem nie tylko tego, co widzialne, ale réwniez,

a moze przede wszystkim, tego, czego nie da sie w prosty sposéb dostrzec gotym
okiem na niebosklonie. We wrzesniu Stofice znajduje si¢ w okolicach gwiazdozbioru
Panny, najwigkszego z zodiakalnych gwiazdozbioréw i drugiego co do wielkosci

na niebie. Okres najlepszej widocznos$ci Panny w Polsce przypada co prawda

na wiosne, wspominamy o tym gwiazdozbiorze obecnie dlatego, ze oprocz wielu
ciekawych gwiazd widocznych gotym okiem (jak np. Spica, a Virginis) zawiera réwniez
obiekty stabo widoczne, lecz bardzo interesujace — na styku gwiazdozbioréw Panny

i Warkocza Bereniki znajduje si¢ np. gromada galaktyk, zwana gromada Virgo.
Wspdélnie z Lokalng Gromada galaktyk, do ktérej nalezy nasza Droga Mleczna,

sa sktadnikami tak zwanej Supergromady galaktyk. Gromada Virgo znajduje

sie w odlegtosci okoto 20 Mpc od Drogi Mlecznej, sktada sie z paru tysiecy

galaktyk, ktorych catkowita masa szacowana jest na 10'° My . Jest gtéwnym celem
poszukiwaczy fal grawitacyjnych, oczekujacych nadejscia ekstremalnie matych zaburzen
czasoprzestrzeni za pomoca kilometrowej dlugosci interferometréw, amerykanskiego
LIGO i europejskiego Virgo. Detektory sa obecnie w okresie dynamicznego rozwoju

i przebudowy, ktéra ma znaczaco poprawic¢ ich czulo$é¢ — w ciagu nastepnych pieciu lat
spodziewamy sie zatem wielu bezposrednich detekcji fal grawitacyjnych pochodzacych
ze zlewajacych sie uktadéw podwdéjnych gwiazd neutronowych lub czarnych dziur.

Oprocz ekscytujacej przysztosci otwierajacej sie przed badaczami czasoprzestrzeni,
gromada w Pannie oferuje réwniez inne atrakcje: galaktyka M87 (Messier 87, zwana
Virgo A) zawiera wg ostatnich pomiaréw najmasywniejsza znana galaktyczna
czarng dziure: 6,6 - 10° M. Obliczywszy rozmiar jej horyzontu, czyli promief
Schwarzschilda (rs = 2GM/c?), mozna przekonaé sig, ze bez trudu pomiescitaby

w swoim wnetrzu caly Uktad Stoneczny. Jest ona tak okazala, ze wydaje sie
teoretycznie mozliwe zaobserwowanie jej obrysu za pomocs sieci radioteleskopéw [1],
rozmieszczonych na powierzchni Ziemi. Osiagniecie wymaganej rozdzielczosci (rzedu
mikrosekundy tuku) i obserwacja ,cienia” czarnej dziury byloby jednoczesnie wielkim
sukcesem inzynieryjnym i ogromnym sukcesem ogdlnej teorii wzglednosci — pierwsza
bezposrednia obserwacjg horyzontu.

Michat BEJGER
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FIZYCZNE

Rys. 1. Konstrukcja liniowego

silnika magnetohydrodynamicznego

z wewnetrznym zasilaniem; p — elektroda
miedziana, [ — elektroda cynkowa,

d — przekladka dystansowa, i — izolacja,
t — lacznik, e — elektrolit, n — stoik,

m — magnes, N, S — bieguny magnesu.
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Rys. 2. Wyglad ulepszonej

wersji liniowego silnika
magnetohydrodynamicznego

z magnetowodem stalowym; z — plytka

stalowa, pozostale oznaczenia jak na
rysunku 1.

Samozasilajace sie silniki
magnetohydrodynamiczne

Stanistaw BEDNAREK

W tym odcinku bedziemy kontynuowaé¢ badanie magnetohydrodynamicznych
silnikéw — tym razem dzialajacych. .. bez przylaczenia zrédla zasilania.
Niemozliwe? Wszak dzialanie silnika, ktéry wykonywalby prace bez pobierania
energii, jest sprzeczne z podstawowym prawem przyrody — zasada zachowania
energii. Praca naszych silnikéw nie bedzie naruszala tej zasady, bowiem
energia konieczna do dzialania silnika nie zawsze musi by¢ pobierana

z zewnatrz. Moze ona pochodzi¢ takze z elementéw silnika. Oczywiscie, silnik
taki nie bedzie perpetuum mobile, poniewaz elementy te ulegna zuzyciu

i zrodto energii sie¢ wyczerpie.

Konstrukcje jednego z silnikow, w ktorym zachodzi postepowy ruch elektrolitu,
przedstawia rysunek 1. Zbudujemy ten silnik z dwoch kwadratowych plytek,

z ktorych jedna, wycieta z blachy miedzianej, bedzie tacznikiem, druga zas —
izolacyjna przekltadka dystansowa. Rozmiary obu plytek powinny umozliwiaé
ich swobodne wlozenie do stoika. Przygotujemy ponadto dwie prostokatne
elektrody o dhugosci réwnej dlugosci boku kwadratowych plytek. Pierwsza
elektrode wycinamy z blachy miedzianej, a druga z blachy cynkowej. Brzegi
obu elektrod przylutowujemy do tacznika, po przeciwnej za$ stronie wklejamy
miedzy elektrody przekladke dystansowa, stosujac do tego klej cyjanoakrylowy.
Otrzymujemy w ten sposéb prostopadtodcienne, otwarte z obu stron pudetko.
Wewnetrzng powierzchnie tacznika pokrywamy warstwa izolacyjna, uzyskana
przez posmarowanie silikonem do uszczelnien lub przyklejenie kawalkow

tasmy izolacyjnej. Zewnetrzne powierzchnie pudetka tez owijamy tasma
izolacyjna. Spowoduje to ukierunkowanie pradu, przeptywajacego w elektrolicie,
prostopadle do elektrod i zapobiegnie tworzeniu sie tzw. pradoéw btadzacych.
Do zewnetrznych powierzchni tacznika i przektadki przyklejamy klejem
cyjanoakrylowym prostopadlo$cienne magnesy. Powinny one by¢ utozone obok
siebie i zorientowane biegunami jednoimiennymi w t¢ sama strone. Dzigki
temu magnesy wytworza pole magnetyczne, ktérego wektor indukceji miedzy
elektrodami bedzie prostopadly do tacznika, czyli do kierunku przeplywu pradu.
Zeby uzyskaé wicksza warto$é indukeji pola, wskazane jest zastosowanie dwéch
lub trzech warstw magneséw. Uklad elektrod wraz z magnesami wkltadamy do
stoika, zalewamy elektrolitem, ktory powinien siegaé¢ ponizej gérnych krawedzi
elektrod, posypujemy jego powierzchnie odrobing sproszkowanego korka

lub pieprzu i obserwujemy uwaznie, co dzieje si¢ z elektrolitem. Zauwazamy
jego powolne wypltywanie w poblizu jednego konca elektrod i wptywanie

w poblizu drugiego.

W zbudowanych silnikach znaczna czesé linii pola magnetycznego rozpraszala sie
w powietrzu, co powodowalo zmniejszenie wartosci indukcji pola w elektrolicie

i niewielka szybko$¢ jego ruchu. Szybkosé te mozna zwigkszy¢, zamykajac

obwdd magnetyczny dzieki uzyciu magnetowodu (rys. 2), zlozonego z czterech
prostokatnych ptytek, wycietych z blachy stalowej. Po dopasowaniu wymiardw
ptytek, tak zeby przylegaly bez szczelin, sklejamy je klejem cyjanoakrylowym.
Zastosowanie plytek powoduje, ze strumien magnetyczny nie rozprasza sie

w powietrzu na zewnatrz silnika, lecz koncentruje si¢ w ferromagnetycznych
plytkach i napotyka mniejszy opor magnetyczny. Dzigki temu mozna osiagnaé
wigkszg wartos¢ indukeji magnetycznej w elektrolicie i jego szybszy ruch.

Najprostszy i najbardziej zadziwiajacy model magnetohydrodynamicznego
silnika z wewnetrznym zasilaniem przedstawiony jest na rysunku 3. Zastosowano
w nim dwie kwadratowe lub prostokatne elektrody, wykonane z miedzi oraz
cynku i potaczone w poblizu jednej z ich pionowych krawedzi szeregiem
grubych, przewodzacych drutéw, stuzacych jako laczniki. Silnik taki mozna
wykonaé¢ malym nakladem pracy, wycinajac elektrody z odpowiednich metali

i wywiercajac w doktadnie natozonych na siebie elektrodach szereg otwordow

18



o Srednicy réwnej grubosci posiadanego drutu miedzianego. Nastepnie

w otwory te wciska sie konce przycietych kawaltkéw drutu o érednicy 2 mm

i dtugosci okoto 1,5 cm i otwory te zalutowuje. Zewnetrzne powierzchnie
elektrod i tacznikéw nalezy pokryé warstwa izolacyjna silikonu do uszczelnien,
co zapobiegnie przeptywowi pradéw btadzacych. Zasada dziatania

tego silnika jest taka sama, jak poprzednio opisanych silnikéw liniowych.

Pole magnetyczne, niezbedne do pracy silnika, jest wytwarzane przez prad
elektryczny plynacy w tacznikach.

Konstrukcje opisanych silnikéw magnetohydrodynamicznych mozna dalej
ulepszaé, tatwo takze wykonaé silniki powodujace wirowy ruch elektrolitu.
Szczegbdly praktyczne mozna znalezé na stronie deltami.edu.pl.

Juz kilkanascie lat temu autor tego artykulu zbudowal modele silnikow
i ! magnetohydrodynamicznych z wewnetrznym zasilaniem (zob. S. Bednarek,
Rys. 3. Konstrukeja linfowego Amem‘can.Joumal of Physics 64.(1996)90) i uzys.kal kilka patentéw na ich
silnika magnetohydrodynamicznego konstrukcje. Koncepcja napedu jednostek ptywajacych za darmo, przez bardzo
bez magnes6w trwalych; oznaczenia proste i ciche silniki bez ruchomych czeéci, pobierajace energie wprost ze stonej
takie same, jak na rysunku 1. wody, jest niezwykle atrakcyjna. Na drodze do jej wdrozenia stoja jednak
trudnosci zwigzane gtéwnie z uzyskaniem dostatecznie duzych mocy i wplywem
na $rodowisko morskie produktéw reakcji chemicznych, wytwarzanych podczas
pracy silnikéw. Czas pokaze, czy te trudnosci uda sie pokonac.

(o it 1 Wl Nl N i in

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1324. Niech (a, b, ¢) bedzie tréjka liczb calkowitych dodatnich spelniajacych
réwnanie a? + b? = ¢2. Udowodnié, Ze nie istnieje liczba naturalna n > 0,

c dla ktorej liczba (g + %)n bylaby catkowita.
o1 Rozwiazanie na str. 7

M 1325. Dwa okregi o1 i 02, styczne zewnetrznie w punkcie P, sa styczne
do prostej £ w punktach A i B odpowiednio. Prosta BP przecina okrag oy
w punkcie C, r6znym od P. Udowodnié, ze proste AC i ¢ sg prostopadle.
Rozwiazanie na str. 2

02

) M 1326. Kazda ze 100 os6éb wystata listy do pewnych 50 sposréd pozostatych
A B (nikt nie wyslal dwdéch listéw do tej samej osoby). Udowodnié, ze istnieja takie
dwie osoby A i B, iz osoba A wyslala list do osoby B i osoba B wyslala list
do osoby A.
Rozwiazanie na str. 22

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 795. Natezenie swiatlta w czystym powietrzu maleje wedtug wzoru
I(r) = Ip/r*. Jak zmienia sie ta zaleznoé, gdy w powietrzu znajduje sie
pochtaniajacy $wiatto pyt o koncentracji n i polu powierzchni drobiny A?
Rozwiazanie na str. 17

F 796. W bocznej $ciance naczynia wypelnionego cieczg o wspélczynniku
zalamania n wykonano niewielki otworek o promieniu 7. Wzdluz osi otworka
rozchodzi sie cienki promien swiatta. Jaki musi by¢ poziom cieczy h nad
otworkiem, aby promien maégl wyjsé ze strugi cieczy, ani razu nie dokonujac
calkowicie wewnetrznego odbicia? Zaltozy¢, ze wspdlczynnik zalamania n cieczy
jest dostatecznie duzy. Pominaé¢ zmiane przekroju poprzecznego cieczy.
Rozwiazanie na str. 4
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Kolejny postep w badaniu CMB...

... wlagnie sie dokonat [1]. Zeby o tym opowiedzie,
musimy zaczaé¢ od przypomnienia obecnej sytuacji.

Dwa gléwne, do$wiadczalne podejécia do kosmologii
to badanie kosmicznego mikrofalowego reliktowego
promieniowania tla (CMB — cosmic microwave
background), w ktérym zamrozony jest rozklad
energii Wszechswiata z epoki rekombinacji plazmy
w atomy wodoru i helu (czyli niecale 400 tysiecy lat
po Wielkim Wybuchu), oraz badanie soczewkowania
grawitacyjnego, czyli obserwowanie, jak $wiatto

z odleglych pradawnych zrédel bylo uginane przez
mijane skupiska energii (masy).

Badanie korelacji katowych CMB wraz z konstatacja
rosnacego tempa ucieczki galaktyk (wynikajaca z analizy
zalezno$ci przesuniecia ku podczerwieni widma odleglych
supernowych typu Ia od ich odlegtosci; jest to mozliwe,
bo supernowe te sa jednymi z najmocniejszych tzw. Swiec
standardowych) oraz zmierzenie $redniej gestosci zwyklej
materii (tzw. materii barionowej) umozliwilo powstanie
modelu ACDM (ang. Lambda Cold Dark Matter), wedlug
ktorego catkowita gesto$é energii Wszechswiata jest
zgodna z hipoteza jego euklidesowosci (czyli zerowej
krzywizny), ale okoto 70% tej gestosci przypada na
ciemna energie (reprezentowana przez czlon A w teorii
grawitacji Einsteina), a okolo jednej czwartej na ciemna
materie (zlozona z nieznanych czastek), ktéra jest
wzimna” (czyli czastki te poruszaja sie z predkodciami
nierelatywistycznymi). Model ten jest obecnie punktem
odniesienia wszystkich rozwazan kosmologicznych.
Poniewaz jednak odwotuje sie do bytéw hipotetycznych

i w dodatku — zwlaszcza jezeli chodzi o ciemna energie

— stabo zrozumialych (niektérzy twierdza, ze kompletnie
niezrozumialych), wiec jest pod stala presja tak ze strony
teorii, jak i ze strony do$wiadczenia.

Nowym zrédlem informacji jest potaczenie dwéch
wspomnianych podstawowych metod kosmologii
do$wiadczalnej w jedna, czyli badanie soczewkowania
grawitacyjnego promieniowania tla [1]. W tym

celu trzeba zaczaé¢ od umieszczenia instrumentu
badawczego w miejscu, do ktérego docierajace z kosmosu
promieniowanie mikrofalowe jest jak najmniej sttumione,
czyli tam, gdzie warstwa atmosfery ponad urzadzeniem
badawczym jest jak najciensza. Dzialanie ttumiace maja
gazy cieplarniane, czyli gléwnie para wodna. Jezeli,

z powodow technicznych albo finansowych, nie jest
mozliwe umieszczenie instrumentu na orbicie (tak jak
stynnych COBE czy WMAP), dobrze znalez¢ miejsce
jak najsuchsze i jak najwyzej potozone. Pod tym wzgledem
idealne sa szczyty znajdujace sie na pustyni Atacama

w Chile. Pod jednym z nich, wygastym wulkanem

Cerro Toco (grajace wzgdrze), na wysokosci 5190 m n.p.m.,
zbudowano sze$ciometrowej érednicy Atacama Cosmology
Telescope. Jego bolometryczna ,Zrenica” (tak naprawde
ma ich trzy, wrazliwe na pasma 148, 217 1 277 GHz) jest
utrzymywana w temperaturze pot kelwina.
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Miedzy innymi dzieki swej wielkosci instrument ten ma
bardzo dobra katowa zdolnosé rozdzielcza okoto 175.
Pozwala to na obserwacje efektéw soczewkowania, ktére
powinny powodowaé odchylenia na poziomie 3’. Pomiar
jest bardzo trudny, bo chodzi o odwiklanie minimalnych
zmian gaussowskiego rozktadu spektrum promieniowania
powodowanych przez, réwniez gaussowski, rozklad
materii. Dlatego niegaussowski sygnal jest mozliwy do
odczytania dopiero poprzez badanie czteropunktowej
funkeji korelacji (dla poréwnania, standardowe

badanie fluktuacji CMB polega na badaniu korelacji
dwupunktowych). To, czego si¢ oczekuje, to rozmycie
fluktuacji dla korelacji miedzy punktami odlegltymi

o mniej niz 2°. Wtasnie taki, statystycznie istotny, sygnat
udalo si¢ zaobserwowaé po raz pierwszy dzieki ACT [2].

Nowe narzedzie, ktére znalazlo sie w rekach kosmologéw,
zostato natychmiast wykorzystane. Do tej pory

badanie samego mikrofalowego promieniowania
reliktowego (CMB) nie pozwalalo na wyznaczenie
wszystkich parametrow modelu kosmologicznego. Bylo
to spowodowane tzw. geometryczng degeneracja, ktora
uniemozliwiata jednoczesne wyznaczenie krzywizny
Wszech$wiata i tempa jego ekspansji, za pomoca
pomiaru katowego rozmiaru struktury o znanej wielkosci
w momencie rekombinacji. Mniej wiecej taki sam wynik
otrzymywano dla modelu ACDM z zerowa krzywizna

i wktadem ciemnej energii do gestosci Q2 = 0,73 oraz
wiekiem rzedu 13 miliardéw lat, jak dla ,mlodszego”
Wszechswiata z jeszcze wiekszym wkladem ciemnej
energii lub dla odpowiednio ,starego” Wszech$wiata

w ogole bez ciemnej energii. Badanie soczewkowania
CMB pozwala na zniesienie degeneracji, bo efekt zalezy
od tego, jak struktury materii rozwijaly sie w czasie
ewolucji Wszechswiata. Informacja taka zostala juz,

co prawda, na wiele sposobow wydobyta z Kosmosu,

ale wyciagniecie jej z samego CMB byloby zapowiedzia
mozliwosci, ktére tkwia w analizowaniu promieniowania
tta i powinny by¢ w zasiegu oczekiwanych instrumentéw
nowej generacji.

Polaczenie informacji zdobytych za pomoca WMAP [3]
z wynikiem ACT [2] pozwolilo na odrzucenie hipotezy
zerowego wkladu ciemnej energii na poziomie 3,2 o

po raz pierwszy za pomoca badania wylacznie

CMB [4] i, na pewno, nie jest to kres mozliwosci
badania Wszechswiata za pomoca CMB.

Piotr ZALEWSKI

[1] S. Boughn, A distorted view of the early universe,
DOI: 10.1103/Physics.4.53.
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of Cosmic Microwave Background Lensing by the Atacama
Cosmology Telescope, Phys. Rev. Lett. 107 (2011) 021301.

[3] D. Larson i inni, Seven-Year Wilkinson Microwave Anisotropy
Probe (WMAP) Observations: Power Spectra and WMA P-Derived
Parameters, Astrophys. J. Suppl. 192 (2011) 16, arXiv:1001.4635.

[4] B.D. Sherwin, J. Dunkley, S. Das i inni, Evidence for Dark Energy
from the Cosmic Microwave Background Alone Using the
Atacama Cosmology Telescope Lensing Measurements, Phys. Rev.
Lett. 107 (2011) 021302.



Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

W,
MY

d(w1, w9)

w2

w1

Rys. 3

www.sem.edu.pl

W grudniu 2010 roku ukazal sie drugi tom serii wydawniczej Biblioteczka
Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematycznej zatytutowany Matematyka.
Poszukuje — odkrywam. Materialy w nim zawarte stanowia opracowania
referatow wygloszonych w ramach konferencji Konkursy matematyczne

w Polsce, zorganizowanej w 2008 roku przez Uniwersytet Warszawski

we wspolpracy ze Stowarzyszeniem na rzecz Edukacji Matematycznej.

Ze zbioru Matematyka. Poszukuje — odkrywam dowiemy sie miedzy innymi:

e w jaki sposob dobra znajomosé wzoréw skréoconego mnozenia oraz technik
ich stosowania moze pomdc w rozwiazywaniu zadan olimpijskich,

e jak gracd, zeby wygrac, czyli jak rozstrzygnaé, czy dla opisanej w zadaniu gry
ktorys z graczy ma strategie wygrywajaca,

e jak sobie radzi¢ z dowodzeniem nierownosci, gdy domyslamy sie idei
rozwigzania, ale problemy nastrecza ustalenie szczegotow,

e 7 jakich faktéw warto korzystaé, wykazujac, ze zadane cztery punkty lezg na
jednym okregu.

W publikacji znajdziemy ponadto pierwszy plakat wydany przez Stowarzyszenie
na rzecz Edukacji Matematycznej Rowne sumy pol wraz z omdbwieniem
zawierajacym dowody przedstawionych na nim zaleznodci, a takze ciekawe
uogolnienie twierdzenia Ptolemeusza, ktérego najprostszg wersje przytaczam
ponizej, zachecajac jednoczesnie Czytelnikéw do zapoznania sie ze szczegdlami
zawartymi w broszurze.

Twierdzenie Ptolemeusza glosi: w czworokgcie wypuklym wpisanym w okrgg
iloczyn dlugosci przekqtnych jest réwny sumie iloczynow diugosci
przeciwleglych bokow.

Zdefiniujmy odleglo$é styczng d(wi,ws) pary okregbéw jako odlegtodé punktéw
stycznosci tych okregéw do ich wspélnej stycznej zewnetrznej (rys. 1).

Rozwazmy okregiwa,wp, we,wp wszystkie styczne wewnetrznie (lub wszystkie
styczne zewnetrznie) do okregu w w wierzchotkach czworokata wypuklego
ABCD (rys. 2).

Spelniona jest wéwczas nastepujaca rownosc:
dlwa,we) - dwp,wp) = d(wa,wp) - dlwe,wp) + dwp,we) - dlwa,wp).

Zauwazmy, ze twierdzenie Ptolemeusza jest rzeczywiscie jej szczegdlnym
przypadkiem, ktéry zachodzi, gdy okregi wa,wp,we,wp sa punktami, czyli
okregami zdegenerowanymi.

Powyzsze twierdzenie, zwane twierdzeniem Caseya, pozwala w wielu
przypadkach podaé bardzo kréotkie dowody uzytecznych faktow. Zobaczmy,
jak mozemy je wykorzysta¢ do rozwiazania nastepujacego zadania:

W kolo o okregu w wpisano tréjkgt rownoramienny ABC, w ktérym AC = BC.
W odcinek kola wyznaczony przez cieciwe AB, do ktérego nie nalezy punkt C,
wpisano okrgg wi. Z punktu C' poprowadzono prostq styczng do okregu wq

w punkcie K. Wykaz, Ze dlugosé odcinka C'K nie zalezy od wyboru okregu wy.

Oznaczmy przez M punkt stycznosci okregu wq z prosta AB (rys. 3).
Zastosujmy twierdzenie Caseya do okregéw zdegenerowanych B, C, A

i okregu wy. Korzystajac z tego, ze d(A,w1) = AM, d(B,w1) = BM oraz
d(C,w1) = CK, otrzymujemy réwnosé AB-CK = AC - BM + BC' - AM.
Stad AB-CK = AB - AC, czyli CK = AC, co konczy rozwiazanie zadania.
Wiecej o broszurze Matematyka. Poszukuje — odkrywam mozna przeczytaé¢ na

stronie internetowej www.omg.edu.pl.

Joanna OCHREMIAK
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Klub 44

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 XI 2011

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
613 (WT = 2,66) i 614 (WT = 1,53)
z numeru 1/2011

Barttomiej Dyda Wroctaw 41,34
Pawetl Najman Krakéw 37,76

Tomasz Tkocz Rybnik 37,14
Zbigniew Skalik Wroctaw 35,98
Piotr Sobczak Lédz 34,73

Pawel Kubit Krakéw 32,79

Rozwigzanie zadania M 1326.
Kazdemu listowi przypisujemy
dwuelementowy zbiér oséb,
zlozony z nadawcy i adresata. Jest
'9%) =50 - 99 = 4950 takich zbiorow
i 100 - 50 = 5000 wystanych listéw.
Poniewaz 5000 > 4950, wigc pewnym
dwoém listom przypiszemy ten sam
zbiér. Te listy muszag mieé réznych
nadawcéw, wiec powstaje sytuacja
opisana w tresci zadania.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 625, 626
Redaguje Marcin E. KUCZMA

625. Okregi o érodkach P i @ przecinajg si¢ w punktach A i B; promienie PA i QA
nie sg prostopadle. Okrag opisany na tréjkacie APQ przecina te dwa okregi

w punktach D i E (réznych od A) oraz przecina prosta AB w punkcie C' (réznym
od A). Dowiesé, ze okrag opisany na tréjkacie BDE ma $rodek w punkcie C'.

626. Dana jest liczba a > 0. Okredlamy ciagi (z,,) oraz (y,):

1 1 n
T = a, an:—(xn—i——) dlan > 1; yn:xiﬂxé“...m}lm.

2 T
Wykazaé zbieznosé i obliczyé granice ciagu (y.,).

Zadanie 626 zaproponowal pan Jerzy Cisto z Wroctawia.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2011

Przypominamy tres¢ zadan:

621. W nieréwnoramiennym tréjkacie ABC punkt I jest srodkiem okregu wpisanego,
stycznego do bokéw BC, C'A, AB odpowiednio w punktach X,Y, Z. Proste BC i YZ
przecinajg si¢ w punkcie P. Dowie$¢, ze proste IP i AX sa prostopadle.

P

622. Udowodnié¢ nieréwnosé
y+=z
1+y+=2

T +y
l1+x+y

x+ z S xT
14+xz+ 2z - 1+

dla liczb x,y,z > 0.

621. Prosty rachunek na wektorach: styczna do okregu jest prostopadita do promienia
— — —_— —
w punkcie stycznosci, wiec IX - XP =0, IY - YA = 0. Punkt P lezy na prostej Y Z,
— —
prostopadtej do I A; zatem YP-TA = 0.
— —

Chcemy wykazaé, ze wektory [P i AX sa prostopadle. Obliczamy ich iloczyn skalarny:

— — — —  — — — — -  — — = — —
IP-AX =IP-(IX —TA)=IP-IX —(IY +YP)-TA=IP-IX —IY - TA =
— —_ —_— — — — 5 5
=(IX+XP)-IX—-1IY-(IY+YA)=I|IX]"—|IY|"=0.
Tak wiec IP 1 AX.

622. Poniewaz —— =1 1

Tt - o nieré6wnoé¢ dana do udowodnienia jest réwnowazna
nastepujace;j:

1 1 < 1 1
1+ l14+z+y” 1+a+z 14+y+z
Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze y < z.

Jezeli x > y, to w ostatniej nieréwnosci lewa strona jest nieujemna, prawa jest
niedodatnia i nie ma czego dowodzic.

Gdy za$ © < y, mozemy tak przeksztalcaé¢ lewa strone i szacowaé ja z dotu, by uzyskaé
wyrazenie widoczne po prawej stronie:

1 1 Y

_ - >
1+ l1+z+y (A+2)(l+z+y)
Y Y
> > >
A+z+2)l+z+y) = Q4+z+2)1+z+y) ~
y—x 1 1

> = - .
I+z+2)(1+2z4+y) 14+z4+z 1+z+y
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Klub 44 Zadania z fizyki nr 522, 523
Redaguje Jerzy B. BROJAN

522. Linka o dlugosci [ = 1,5 m i masie m = 0,2 kg (jednorodnie
rozlozonej) jest zamocowana koncami w dwéch punktach odlegltych
oa=1m (rys. 1). Linka obraca si¢ wokdl osi przechodzacej przez
punkty zamocowania z predkoscia katowa w = 100 rad/s i wzgledem
tego obracajacego sie uktadu odniesienia pozostaje nieruchoma.
Pomijajac efekty sity ciezkosci, obliczyé numerycznie odlegltosé R
srodkowego punktu linki od osi obrotu.

Termin nadsytania rozwigzan: 30 XI 2011 . . . , . . . .
523. Dwie cienkie wspolosiowe soczewki o ogniskowych f1 1 f5 sa

Croléwka ligi zadaniowej Klub 44 F odleglle,o d i wykonane z tego samego szkta. Jaki War.unek muszg
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadann Spelnia¢ podane parametry, aby ogniskowa zespotu nie zalezala
514 (WT = 1,15) i 515 (WT = 3,35)  od dlugosci fali (aby uktad byl achromatyczny)? Zmiany |
z numeru 3/2011 . . . R .
wspolczynnika zalamania sa niewielkie.

Jerzy Witkowski Radlin 42,61 L o . . ; . Rys. 1
Andrzej Idzik Bolestawiec 39,01 Ogdlnie definiuje sie ogniskowa w sposéb nastepujacy: gdy na uktad

Marian Lupiezowiec  Gliwice 37,70 pada promien réwnolegly do osi i odlegly od niej o niewielki odcinek h,

Tomasz Wietecha Tarnéw 35,78 . . . .

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 3319 & wychodzac z ukladu przecina o$ pod katem «, to ogniskowa wynosi f = h/a.
Michat Kozlik Gliwice 22,98

Rozwigzania zadan z numeru 5/2011

Przypominamy tres¢ zadan:

518. Zrédlo dzwigku o stalej czestotliwosci poruszalo si¢ ruchem jednostajnym po linii prostej
przebiegajacej w pewnej odlegloéci od nieruchomego mikrofonu. Wykonano staranny pomiar
zalezno$ci czestotliwosci rejestrowanej przez mikrofon od czasu odebrania sygnatu i zapisano wykres
f(t) na papierze milimetrowym. Niestety, zapomniano oznaczy¢ osie, wskutek czego arkusz papieru
moégt zostaé obrécony. Czy wykres jest symetryczny wzgledem obrotu o 180°7 Jeéli nie, to czy
mozna rozstrzygnadé, czy jest on prawidlowy w danej postaci, czy tez nalezy go obréci¢? Zataczony

rysunek 2 jest tylko ilustracja problemu, a nie informacja o dokltadnym przebiegu wykresu.

519. Na lince zawieszono cig¢zar o masie M, a linke przelozono przez nieruchomy walec o promieniu R.
Na drugim koncu linki zawieszono najmniejszy ciezar m wystarczajacy do tego, aby wigkszy ciezar
nie zeslizgnat sie¢ w dét (rys. 3a). Jesli ten sam cigzar M zawiesié¢ na:

1) walcu o wickszym promieniu (rys. 3b),

2) podporze, ktérej przekrdj jest elipsa wydtuzong wzdtuz osi pionowej (rys. 3c) lub poziomej (rys. 3d),

to czy niezbedny ciezar m bedzie mniejszy niz na rysunku a, wiekszy, czy taki sam? Wspélczynnik
Rus. 2 tarcia linki o podpore jest w kazdym przypadku jednakowy.

Y 518. Niech v bedzie predkoscia zrédla, fo — jego czestotliwoscia, ¢ — predkoscia,
dzwigku, t — czasem odebrania dzwieku, ¢’ — czasem jego wystania (t = 0 odpowiada
chwili, gdy zr6dlo jest najblizej mikrofonu), h — minimalng odlegloscia od mikrofonu.
Czasy t i t' sa powigzane wzorem

1
b (1) t=1t + =\/h?+ (vt')2.

c

Czestotliwo$¢é odebrana przez mikrofon jest zmieniona wskutek zjawiska Dopplera, tzn.

Joc
2 t) =
2) s = A,
M gdzie v jest rzutem predkosci zrédta na kierunek do mikrofonu (dodatnim, gdy zwrot

jest przeciwny), czyli
24/
v , vt
(3) V= .sgn(t') = —"—.
1+ (h/vt")? c(t =)
Rozwiazujac réwnanie (1) ze wzgledu na t' i podstawiajac do (3) i (2), mozna (po dosé
pracochtonnych przeksztalceniach) sprawdzié, ze

i i () 1)+ -y = 2R

c d

Oznacza to, ze wykres jest symetryczny wzgledem punktu o wspétrzednych ¢ = 0,

Rys. 3
Y f= 050_352 — nieodréznialny od wykresu obréconego.
519. Rozwazmy niewielki fragment linki napiety sita F' i wygiety o kat da (rys. 4).
Wypadkowa dwoch sit F' jest rownowazona przez site reakcji podpory dN, zatem
maksymalna sita tarcia (bedaca przyrostem sity napigcia) jest réwna
v dF = fdN = fFda,
F gdzie f jest wspélezynnikiem tarcia. Sumujac (catkujac) przyrosty dF, stwierdzamy, ze
F_13a przy ustalonym f i ustalonej sile napigecia na jednym koncu linki wartos¢ F' na drugim
o koncu zalezy tylko od kata miedzy stycznymi do koncédw linki, czyli dla wszystkich
Rys. 4 przypadkéw a—d jest ona jednakowa.
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Wrzesien

Cho¢ ciggle mamy lato, wielkimi krokami zbliza sie juz jesien, o czym Swiadczy
coraz nizej pojawiajacy sie po zachodniej stronie nieba Trojkat Letni. Ale noce
— przynajmniej na poczatku wrzesnia cieple — sprzyjaja podziwianiu nieba.

Weciaz, tak jak w poprzednim miesiagcu, obserwowa¢ mozemy planety-olbrzymy.
Juz wezesnym wieczorem, cho¢ nisko nad wschodnim horyzontem, zobaczy¢
mozemy jasnego (—2,7 mag) Jowisza w Baranie. Dalej w kierunku poludniowym,
troche wyzej nad horyzontem, znajdziemy niezbyt jasnego Urana (45,7 mag)
w Rybach, a podazajac dalej na poludnie, natrafimy na stabego (47,8 mag)
Neptuna w Wodniku. Ten jednak bedzie zachodzil juz coraz wczesniej, by
pod koniec miesigca znikaé¢ pod horyzontem niedtugo po péinocy. W drugiej
potowie nocy na pélnocnym wschodzie, w Bliznietach, wschodzi¢ bedzie
Mars (41,4 mag), by wedrowaé niezbyt wysoko nad horyzontem na potudnie.
W blasku wschodzacego Stonca mozemy prébowaé odszukaé na wschodzie
Merkurego we Lwie.

Na wrzesniowym niebie krélujg znajdujace sie niemal w zenicie: Kasjopea,
Andromeda, Pegaz, Cefeusz i Labedz. Warto jednak spojrze¢ troche nizej, na
znajdujacego sie nad wschodnim horyzontem Perseusza i bardzo niepozorny
Trojkat. Ten ostatni to malutki, ubogi w jasne gwiazdy gwiazdozbiér. Nalezy
do 48 pierwotnych gwiazdozbioréw greckich, ktére zachowaty sie do dzis. Lezy
pomiedzy Andromeda a Baranem.

To wlasnie w gwiazdozbiorze Trdjkata lezy druga pod wzgledem jasnosci
galaktyka, M33 (NGC 598). W sprzyjajacych warunkach mozna ja dostrzec
nawet golym okiem, jej jasnos¢ bowiem wynosi +5,8 mag. Jest jedng z blizej
potozonych duzych galaktyk, gdyz oddalona jest od nas jedynie o 2,8 mln lat
Swietlnych. Jest trzecia co do wielkosci galaktyka nalezaca — obok Andromedy
i Drogi Mlecznej — do Grupy Lokalne;j.

Patrzac na p6inocny wschéd od gwiazdozbioru Tréjkata, ponizej Andromedy
natrafimy na gwiazdozbior Perseusza. Jest to okazaly gwiazdozbiér, przez ktory
przechodzi Droga Mleczna. Od niego tez wzigto nazwe jedno z ramion Naszej
Galaktyki — ramie Perseusza.

Druga pod wzgledem jasnosci gwiazda tej konstelacji, 5 Per, czyli Algol

(co po arabsku znaczy ,glowa demona pustyni” albo ,glowa diabta”), jest
pierwsza, znang juz w starozytnosci, gwiazda zmienna. Jej jasno$¢ zmienia sie
od 2,12 do 3,32 mag w czasie niecalych trzech dni (2,867 d). Algol jest ukltadem
podwdjnym tak ustawionym w przestrzeni, ze widzimy wzajemne przestanianie
sig sktadnikdéw. Stanowi prototyp licznej grupy gwiazd za¢mieniowych zwanych
algolami. To idealna gwiazda dla tych, ktérzy chcieliby zaczaé¢ obserwacje
gwiazd zmiennych.

Patrzac od Algola w kierunku Kasjopei (mniej wigcej wzdluz linii taczacej

a — v —n Per), natrafimy na dwie piekne, blisko polozone (dzieli je 28 minut
luku), gromady otwarte h iy Persei (NGC 8691 NGC 884). Sa bardzo jasne (h Per
ma +4,3, a x +4,4 mag), mozna wiec za miastem, w pogodna noc, zobaczy¢ je
nawet golym okiem. Juz przy uzyciu lornetki warto obejrze¢ gromady otwarte
M37 (+5,2 mag) i NGC 1342 lub NGC 1528 (obie po okolo +6,5 mag).

23 wrzesdnia o 9:05 Stonce znajdzie si¢ w Pannie, a wigc rozpocznie si¢
jesien. Na poczatku miesigca swe maksima beda mialy niezbyt obfite roje
Alfa Aurigidow, Wrzedniowych Perseidéw i Aries-triangulidéw. Ich radianty
leza na tyle wysoko, ze przy odrobinie szczedcia czy wytrwaltosci zobaczymy
,Spadajaca gwiazde”. Pozostale wrzesniowe roje nie tylko sa mato aktywne,
ale tez maja radianty bardzo nisko nad horyzontem, a wigc szansa na zobaczenie
z nich meteoréw bedzie bardzo mata. Pelnia Ksiezyca przypada 12 IX|
a néw 27 IX. A wiec czystego niebal

Agnieszka MAJCZYNA
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W przestrzeni tatwiej!

Niektoére zadania z geometrii ptaskiej tatwiej najpierw rozwiazaé¢ w przestrzeni,
a pézniej dopiero z powrotem je ,splaszczy¢”. Liczne przyklady pojawity sie
w deltoidach 17 1 18. Oto jeszcze dwa tego rodzaju problemy.

Joanna JASZUNSKA

1. Znajdz na plaszczyznie skonczenie wiele okregdéw o roztacznych wnetrzach

< i takich, ze kazdy jest styczny do dokladnie pieciu z pozostatych.

2. 32 proste dziela kolo o promieniu 10 cm na pewna liczbe czeéci. Udowodnij,
ze w jednej z nich da sig¢ zmiesci¢ okragly guzik o promieniu 3 mm.

Rozwigzania

R1. Kazdy z okregéw wpisanych w $ciany dwunastoscianu
foremnego (rys. 1) jest styczny do pieciu z pozostatych.
Jak splaszczy¢” te konfiguracje, aby okregi pozostaty
okregami i spelnialy zadane wlasnosci?

N
2

Rys. 1

Rys. 2

Dygresja. Na nieograniczonym stole stoi przezroczysta
sfera. W _najwyzszym” punkcie N tej sfery,
przeciwleglym do punktu S stycznosci ze stolem,
zapalamy zaréwke. Zaznaczamy na powierzchni sfery
dowolny punkt A # N, a na stole jego cien A’. Taki A’
nazywamy rzutem stereograficznym punktu A (rys. 2).
Rzut ten dziala na punktach rozwazanej sfery tak, jak
inwersja o srodku N i promieniu NS.

Rzut stereograficzny ma mndstwo sympatycznych
wtasnosci. Na przyktad okregi nieprzechodzace przez N
przeprowadza na okregi oraz zachowuje stycznosé.

Wracajac do rozwigzania zadania, zauwazmy, ze
kazdy z naszych 12 okregéw lezy na powierzchni sfery
wpisanej w krawedzie wyjSciowego dwunastos$cianu.
Sfera ta jest bowiem styczna do kazdej krawedzi w jej
srodku, a przekrdj sfery plaszczyzna Sciany to wlasdnie
okrag wpisany w te Sciane.

Rys. 3 (wykonal Wojciech Guzicki)
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Niech N bedzie dowolnym z punktéw sfery, lezacych
na zewnatrz wszystkich okregéw. Rzut stereograficzny
z N przeprowadza nasza przestrzenna konfiguracje

na szukana plaska konfiguracje okregéw (rys. 3). O

Nieco inne rozwiazanie zadania 1 opisano w Klubie 44 M
w Delcie 5/2011.

R2. Zaznaczmy wzdtuz kazdej z danych 32 prostych
kolorowy pas o szerokosci 3 mm w kazda strone:

3 mm
3 mm

Srodek guzika nie moze nalezeé do zadnego z paséw
(dlaczego?). Podobnie $rodek guzika nie moze by¢

w odleglosci mniejszej niz 3 mm od brzegu kota.
Zamiast danego kota rozwazajmy wiec mniejsze

kolo K, wspélsrodkowe z nim, o promieniu 97 mm.
Czy jest mozliwe, aby kolorowe pasy pokryty cale
koto K7 Jedli nie, to dowolny z niepokrytych punktéw
y,hadaje sie” jako érodek guzika. Jak oszacowaé pole
powierzchni kola przykrytej przez pasy?

Dygresja. Lemat o pomaranczy. Jesli pomarancze
(kule o promieniu r) pokrojono na plastry jednakowej
grubosci h, to kazdy z nich ma takq samq powierzchnie

skorki (2mrh).
Dowéd znalezé mozna np. w Delcie nr 3/2006.

Wracajac do rozwigzania zadania, spojrzmy

na nasze kolo K z pasami jako na rzut (widok z gory)
pewnej kuli, wtedy pasy te odpowiadaja plastrom.
Wobec tego taczne pole 32 paséw na powierzchni kuli
rowne jest co najwyzej 32 - 2w - 97 - 6. Tymczasem
powierzchnia kuli o promieniu 97 mm réwna jest

4w - 972, czyli wiecej. Zatem pasy nie pokrywaja calej
kuli, wiec ich rzuty nie pokrywaja catego kota K

i w dowolnym z niepokrytych punktéw mozemy umiescié
srodek guzika o promieniu 3 mm, co konczy dowod. O

Uwaga. Suma szerokosci 32 paséw z powyzszego
rozwiazania réwna jest 192 mm, wigc ulozone rownolegle
obok siebie nie wystarczytyby do pokrycia kota K

o promieniu 97 mm. Dowiedliémy, ze zadne inne ich
ulozenie tez nie wystarcza. W 1932 r. A. Tarski postawit
ogoblniejszy problem: Figura wypukla ma w najwezszym
miejscu szeroko$é d. Czy da sie jg przykryé pasami

o sumie szerokosci mniejszej od d? W 1951 r. T. Bang
wykazal, ze odpowiedz jest negatywna.



