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Oczywiscie, stwierdzenie to wywota
gwaltowny protest wielu samotnych
fizykéw. Fakt faktem, nie mogg oni

w to uwierzy¢, dopdki sami nie zostang
rodzicami.
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Rys. 1. Wyznaczanie liczby policyjnej

a) $ciezki, b) cyklu, c) gwiazdy. Kolorowy
punkt z litera T' oznacza terroryste,
pozostale punkty oznaczaja policjantéw.
Kolorowe strzalki pokazujg strategie
policjantéw.
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Jak zlapac terroryste?
Marian Marek KEDZIERSKI"

Kt67 z nas nie bawil sie jako dziecko w chowanego? Zabawa ta sprawia
dzieciom wiele rado$ci, mimo ze z algorytmicznego punktu widzenia jest
bardzo prosta. Jezeli bowiem wszyscy ukrywajacy sie czekaja uczciwie
w swoich kryjowkach, to zawsze uda sie ich znalezé — wystarczy, jezeli
szukajacy przejrzy wszystkie miejsca.

Sytuacja jednak komplikuje si¢, kiedy ukryte osoby moga zmienia¢ swoje
kryjéwki w czasie poszukiwan. Okazuje sie, ze wtedy szala trudnosci
przechyla sie¢ w druga strone. O ile w oryginalnym sformutowaniu wiele oséb
ukrywalo sie i wystarczyla jedna, aby je znaleZé, o tyle teraz do znalezienia
nawet jednej osoby zwykle potrzeba wielu szukajacych.

Poszukiwania staja si¢ jeszcze trudniejsze, jezeli nie znamy ograniczenia
na predko$é¢ uciekiniera. Zapewne sytuacja ta jest dobrze znana rodzicom
prébujacym znalezé swoje pociechy — dobrze wiedza, ze dzieci potrafia
sie porusza¢ z dowolna predkoscia, niekoniecznie ograniczong przez
predkosé swiatta.

Problem. Sprobujmy sformalizowaé nasze zadanie. Zastanawiamy sie¢ nad
kwestia przeszukiwania spdjnego grafu nieskierowanego, np. reprezentujacego
budynek, w ktérym ukrywa sie terrorysta. Nie wiemy, gdzie on jest, jak sie
bedzie poruszal ani nawet jak szybko bedzie w stanie to robi¢. Interesuje nas
minimalna liczba policjantéw potrzebnych do przeszukania grafu i ztapania
terrorysty bez wzgledu na jego sposéb poruszania sie.

To zadanie ma wiele wersji, wiec potrzebujemy uscisli¢ pewne zaltozenia.
W naszym przypadku zakltadamy, ze terrorysta zostanie ztapany, jezeli

w danym momencie spotka policjanta w tym samym wierzchotku badz

w tym samym punkcie krawedzi. Innymi stowy, stojac w dowolnym
wierzchotku, policjant widzi jedynie ten wierzcholek (bez krawedzi z niego
wychodzacych) i podobnie, stojac w krawedzi, widzi tylko ten jej punkt,
w ktorym sam sie znajduje, a nie cata krawedz.

Szukana liczba policjantéw jest parametrem grafu. Nazwijmy ja liczbg
policyjng grafu.

Rozpatrzmy kilka przyktadéw (patrz rys. 1):

e Dla grafu bedacego $ciezka liczba policyjna wynosi 1, bo wystarczy, ze
jedna osoba przejdzie graf od poczatku do konca.

e Dla cyklu potrzebne sa juz dwie osoby, bo jezeli jeden policjant porusza
sie po cyklu, to terrorysta moze np. zawsze ukrywac sie w wierzchotku
sasiednim do tego, w ktérym jest policjant, i poruszaé sie tak samo, jak
on. Dwoch policjantéw juz moze przeszukaé cykl — wystarczy, jezeli jeden
poczeka w pewnym wierzchotku, a drugi przejdzie caly cykl.

e Dla gwiazdy (czyli grafu, w ktérym pewien wierzcholek v jest polaczony ze
wszystkimi pozostalymi, a kazda krawed?Z jest incydentna z v) potrzeba
dwoch przeszukujacych, bo w czasie, kiedy jeden odwiedza pewien
wierzcholek rézny od v, terrorysta moze przemieszczaé sie dowolnie po
pozostalych wierzchotkach (pod warunkiem, ze wszystkich wierzcholkéw
jest co najmniej 4). Dwéch policjantéw wystarczy, bo jeden moze stanaé
w wierzchotku v, a drugi w tym czasie moze przejrze¢ caly graf.

Pierwsze proby rozwigzania. Zastanéwmy sie nad jakimi$ ograniczeniami
na liczbe szukajacych. Oczywiscie, zawsze wystarczy |V| + 1 policjantéw,
gdzie V jest zbiorem wierzchotkéw grafu, poniewaz mozemy w kazdym
wierzchotku postawi¢ straznika i jednym dodatkowym policjantem
przeszukaé¢ wszystkie krawedzie.
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Punktem artykulacji grafu nazywamy
pojedynczy wierzcholek, ktérego usunigcie
powoduje rozpad pewnej spéjnej
sktadowej grafu na kilka mniejszych.

@

Rozwigzanie zadania M 1334.
Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby
catkowitej k liczby k i k% daja te sama
reszte z dzielenia przez 3 (wystarczy

to sprawdzi¢ dla k € {0, 1,2}). Zatem
liczby k, k3, k5 kT, ... daja te sama reszte
z dzielenia przez 3. Stad

T (m + 6)m+7

dajg te¢ sama reszte¢ z dzielenia przez 3.
Ciag reszt z dzielenia przez 3 liczb

12,23, 3% . jest wiec okresowy

o okresie 6 i zaczyna si¢ od 1,2,0,1,1,0.
Poniewaz 2011 = 335 - 6 + 1, wigc S2011
daje przy dzieleniu przez 3 te sama reszte
co 2335+ 1, czyli 2. Stad S2011, S2010
nie sg podzielne przez 3, zas Sapps juz jest.

Jest to jednak bardzo zgrubne ograniczenie, zwykle liczba policyjna bedzie
znacznie mniejsza. Wiemy jednak dzieki niemu, ze rzad rozwigzania
to O(|V]).

Mozemy tez dla danego grafu G wykonywaé pewne redukcje do mniejszych

instancji zadania (choé nie wszystkie zachowaja dokladne rozwiazanie):

e Mozemy z grafu usunaé¢ kazdy wierzcholek stopnia 2, laczac przy tym
incydentne z nim krawedzie w jedna.

e Mozemy umiescié kilku (powiedzmy k) straznikéw w pewnym podzbiorze
wierzchotkow, ktérego usuniecie spowodowaloby rozspdjnienie grafu
(mozemy np. wybra¢ do tego punkty artykulacji). Nastepnie mozemy
znalez¢ rozwiazanie dla kazdej z powstalych spéjnych sktadowych
oddzielnie. Powiedzmy, ze znalezione dla nich liczby policyjne to
ai, as, ..., an; wtedy dostateczna (choé niekoniecznie minimalna)
liczba jest k 4+ max(aq,ag, ..., a,). Odpowiada to strategii, w ktorej
zespot k policjantow pilnuje przejscia miedzy otrzymanymi spdjnymi
sktadowymi, natomiast zesp6t pozostatych przeszukuje po kolei
wszystkie sktadowe.

e Mozemy z grafu usunaé¢ wszystkie wierzcholki o stopniu 1 (incydentne
z dokladnie jedng krawedzia — nazwijmy je lisémsi), otrzymujac graf G'.
Jezeli obliczymy liczbe policyjna [ dla grafu G’, to do przeszukania
oryginalnego grafu G wystarczy nam [ + 1 policjantéw, poniewaz mozemy
przy pomocy [ policjantéw przeszukiwaé¢ podgraf G’ i dla kazdego
liscia v calego grafu G zatrzymac tych [ policjantéw w momencie,
kiedy jedyny sasiad u lidcia v zostaje po raz ostatni odwiedzony
w strategii przeszukiwania G’. W tym momencie moze wkroczy¢ do
akcji dodatkowy policjant, ktory przybiegnie do u i z niego przejdzie
do v. W ten sposéb wierzcholek v oraz incydentna z nim krawedz
u—v zostang przeszukane i nigdy wiecej terrorysta nie bedzie még} sie
tam znalezc.

Niestety, powyzsze redukcje (oprécz pierwszej) nie sa dokladne,
tzn. pozwalaja jedynie na znalezienie pewnej dostatecznej liczby policjantéw,
ale niekoniecznie minimalnej.

Okazuje sig, ze problem wyznaczenia liczby policyjnej grafu jest NP-trudny.
Znaczy to, ze ludzkos¢ nie zna zadnego rozwiazania o wielomianowej
zlozonosci czasowej. Jednak w przypadku tego problemu nie jest nawet
jasne, w jaki sposéb rozwiazaé go w czasie wykladniczym lub nawet O(n!),
co dla wigkszosci NP-trudnych probleméw jest oczywiste.

Postarajmy si¢ wiec znalezé rozwiazanie dziatajace w czasie wyktadniczym.

Algorytm. Znamy juz pewne sposoby ograniczania liczby policyjnej z gory.
Zeby jednak méc analizowaé jej ograniczenia z dolu, potrzebujemy jakiegos
opisu wszystkich mozliwych rozwiazan. Do skonstruowania tego opisu bedzie
nam pomocny nastepujacy

Fakt 1. Liczba policyjna grafu nie zmienia si¢ przy przyjeciu ograniczenia, ze
policjanci poruszajq sie po kolei, tzn. w kaZdym kroku jeden z nich przesuwa
sie do sgsiedniego wierzcholtka.

Dzieki temu stwierdzeniu mozemy podzieli¢ caly czas przeszukiwania

na dyskretne momenty. To pozwala nam w pewien sposdb opisaé

i usystematyzowa¢ mozliwe strategie jako sekwencje dyskretnych ruchow
policjantow.

Jezeli znaliby$Smy jeszcze goérne ograniczenia na czas przeszukiwania

w takiej strategii, to moglibyémy juz podaé pewien ,brutalny” algorytm
przeszukujacy wszystkie mozliwe sekwencje ruchow. Ztozonoéé takiego
podejscia bytaby trudna do oszacowania, jednak prawdopodobnie istotnie
przekraczataby ztozonosé wyktadnicza.
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Rys. 2. Moment przeszukiwania

krawedzi u—v; kolorowe linie oznaczaja

krawedzie skazone.

Rozwigzanie zadania F 801.

Warunek réwnowagi banki mydlanej to
Py = py + 40 /r, gdzie P; jest ci$nieniem

wewnatrz banki. Po zmniejszeniu
promienia banki o polowe cidnienie
wywierane przez zakrzywiona

powierzchnig¢ banki zwickszy si¢ do 8o /7.

Skoro temperatura ukladu jest stata,
to ci$nienie powietrza wewnatrz
banki, odwrotnie proporcjonalne
do jej objetosci, wzroénie 8 razy,

8P; = ps + 80 /r. Z otrzymanych dwéch

réwnan wyznaczamy

240
p2 = 8p1 + 7—

Zadanie upraszcza sig, jezeli spojrzymy na nie z innej strony. Ot6z zamiast
zastanawiaé sie nad réznymi strategiami, przyjrzyjmy sie mozliwym
kolejnosciom przeszukiwania krawedzi.

Jezeli zatozymy, ze w kazdym ruchu pewien policjant przechodzi z pewnego
wierzchotka do sasiedniego, to w naturalny sposéb pojawig sie pojecia
krawedzi skazonej i krawedzi czystej, czyli odpowiednio takiej, w ktérej moze
by¢ terrorysta, i takiej, w ktorej na pewno terrorysty w danym momencie
nie ma.

Teraz bedzie nam potrzebny jeszcze jeden, nietrywialny fakt.

Fakt 2. Istnieje optymalna strategia monotoniczna, tzn. taka, w ktorej
2bidr krawedzi czystych rosnie (czyli jesli jakas krawed? jest czysta w danym
momencie, to juz do korica przeszukiwania taka bedzie).

Tak wiec, zamiast bada¢, czy dana strategia przeszukuje wszystkie
krawedzie, pomys$lmy nad dowolna sekwencja oczyszczania krawedzi

i obliczmy, ilu potrzeba policjantéw, aby ja zrealizowac. Jezeli nastepnie
zbadamy to dla wszystkich mozliwych kolejnosci przeszukiwania krawedzi,
to minimum z otrzymanych wynikéw bedzie réwne liczbie policyjnej grafu.

Jak dla danej kolejnosci przeszukiwania krawedzi wyznaczy¢ liczbe
potrzebnych policjantéw? Rozwazmy zbiory czystych krawedzi w kolejnych
momentach. Zauwazmy, ze do blokowania czystego podzbioru krawedzi
potrzeba dokladnie tylu policjantéw, ile jest w grafie wierzchotkéw
incydentnych zaréwno z krawedzia czysta, jak i z krawedzia skazona.

To jednak nie wystarczy. Musimy jeszcze rozwazy¢ sposdb przeszukania
kazdej krawedzi — moze sie bowiem zdarzy¢, ze w czasie jej przeszukiwania
potrzebnych jest wiecej osob niz potrzeba straznikéw bezposrednio przed

i bezposrednio po operacji.

Rozwazmy wiec sama operacje oczyszczenia pewnej krawedzi u—v.
Zalézmy, ze przed jej oczyszczeniem u jest incydentne z a krawedziami
czystymi i b krawedziami skazonymi (nie liczac u—v), natomiast v

z ¢ czystymi i z d skazonymi (réwniez nie liczac u-v). Sytuacje przedstawia
rysunek 2.

Niech x bedzie liczba policjantéw potrzebnych do pilnowania krawedzi
tuz przed oczyszczeniem u—v, natomiast y — tuz po jej oczyszczeniu.
Oczyszczenie krawedzi u—v wymaga max(x,y) + 1 policjantéw w sytuacji,
gdy spelniony jest nastepujacy warunek:
(a=b=0luba>0,b>0)oraz (c=d=01lubc>0,d>0).

We wszystkich innych przypadkach potrzeba dokladnie max(z,y)
policjantow.

Koszt przeszukania grafu przy zadanej kolejnosci krawedzi jest réwny
maksimum z zapotrzebowan na policjantéw we wszystkich momentach.

Otrzymujemy wiec algorytm o zlozonosci O*(|E|!), czyli dzialajacy
w czasie O(|E|!) z dokladnoscia do czynnika wielomianowego (E to zbior
krawedzi grafu).

Mozemy jednak te zlozonoéé zmniejszyé do O* (21F1), jezeli postuzymy sie
programowaniem dynamicznym — mozemy oblicza¢ dla kazdego podzbioru
krawedzi minimalng liczbe policjantow potrzebna do uzyskania danego
podzbioru krawedzi czystych. Jezeli bedziemy generowali te wyniki dla
coraz wigkszych podzbioréw krawedzi, to dla kazdego z nich mozemy
obliczy¢ wynik w czasie wielomianowym, korzystajac z wynikéw dla
mniejszych zbiorow.

Doktadna specyfikacje tego algorytmu pozostawiam jako ¢wiczenie
dla Czytelnika.
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Wydzial Matematyki i Informatyki,
Uniwersytet Wroctawski

ale réwniez w wyborach do samorzadu
terytorialnego i Parlamentu
Europejskiego.

Victor D’Hondt (1841-1901), belgijski
prawnik, profesor prawa cywilnego
i matematyki.

réwniez m.in. w Danii, Szwecji,
Norwegii i w 2001 roku w Polsce.

André Sainte-Lagué (1882-1950),
francuski matematyk, pionier teorii
graféw.

wprowadzony przez prezydenta
Roosevelta w 1941 roku; raport

o optymalnosci tej metody przygotowali
matematycy: H.M. Morse, L. Eisenhart
i J. von Neumann.

po uprzednim przydzieleniu kazdemu
stanowi po jednym mandacie (wymoég
konstytucyjny).

Adamsa, Deana, logarytmiczny,
identryczny, dunski, imperiali,
zmodyfikowany D’Hondta. ..

8w zaokragleniu do liczby caltkowitej.
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Mandaty z urny
Andrzej DABROWSKI™

W Polsce i w wielu krajach wybory do parlamentu sa proporcjonalne. Oznacza to, ze liczba
mandatéw przypadajacych na jeden glos powinna by¢ taka sama dla kazdej partii. Gdy
w panstwie XY oddano 15 gtosé6w na partie A, 7 na partie B i 1 na partie C i do obsadzenia
byly 23 mandaty — ich przydzial jest niezwykle prosty. Gdyby jednak do podziatu

byto 15 mandatéw, powstaje problem: partia A powinna dostaé¢ 15 - 32 x 9,78 mandatu,

) 23
partia B uzyskaé 7 - ;—“3’ ~ 4,57 mandatu, partia C otrzymac 1 - 5= ~ 0,65 mandatu.

15
23
W rzeczywistych wyborach nigdy nie zdarza sie, aby liczba mandatéw, uzyskana

z proporcjonalnego przydziatu, byta liczba catkowita. Komisja wyborcza jest zobowigzana
jednak przydzieli¢ catkowita liczbe mandatow. W wyborach 2007 roku w Polsce oddano
na partie, ktére przekroczyly prég 5%, 15445106 gltoséw. Partia PSL, ktéra zdobyta
1437638 gloséw, otrzymala 31 mandatéw zamiast proporcjonalnie 42,72. Dlaczego?

W wyborach do Sejmu’ podzialem mandatéw rzadzi system D’Hondta®. Liczby gltoséw
oddanych na kazda partie dzieli sie przez kolejne liczby naturalne 1, 2, ... i mandaty
przydziela si¢ wedlug wielkodci uzyskanych ilorazéw, az do ich wyczerpania.

15 najwiekszych ilorazéw w wyborach w XY (system D’Hondta)

dzielnik | 1 2| 3| 4|5 |6 ]| 7| 8] 910
A [15,00|7,50(5,00]|3,753,00]|2,50 | 2,14 1,88 1,67 1,50
B 7,003,50|2,33 (1,75 1,40 | 1,17 | 1,00 | 0,88 | 0,78 | 0,70
C 1,00 | 0,50 | 0,33 0,25 [ 0,20 | 0,17 | 0,14 | 0,13 | 0,11 | 0,10

daje wynik: A — 10 mandatéw, B — 5 mandatéw i C — 0 mandatéw.

Czy taka procedura ma jakie$ racjonalne uzasadnienie? A moze inna procedura jest
lepsza? W Niemczech® stosowana jest metoda Sainte-Lagué®, w ktérej glosy dzieli sie
przez kolejne liczby nieparzyste.

15 najwiekszych ilorazéw w wyborach w XY (system Sainte-Lagué)

dzielnik | 1 3 |5 | 7 ]9 |11]13]15]| 17| 19
A [15,00/5,00|3,00|2,14|1,67 1,36 |1,15|1,00|0,88 0,79
B 7,00|2,33]1,40|1,00] 0,78 | 0,64 | 0,54 | 0,47 | 0,41 | 0,37
C 1,00 0,33]0,20 | 0,14 | 0,11 | 0,09 | 0,08 | 0,07 | 0,06 | 0,05

daje wynik: A — 10 mandatéw, B — 4 mandaty i C — 1 mandat.

W Stanach Zjednoczonych obowigzuje® przy podziale mandatéw do Izby Reprezentantéw
dla poszczegdlnych standéw system Huntingtona—Hilla. Polega on na dzieleniu liczby
mieszkancéw standéw przez V1 -2, v/2-3, v/3-4, ... 1 przydziale kolejnych mandatow
wedtug wielkosci ilorazu®. Co taczy te i inne” systemy przydziatu mandatéw? Ktory

z nich jest najlepszy? Pierwszy system przydzialu mandatéw pochodzi z roku 1852
(system Hamiltona). Niech Pj bedzie liczba gloséw oddanych na partie k, S — liczba,
mandatéw do podziatu, P = Zk Py —taczng liczba oddanych gtoséw, S, = |_P;C %J —liczba
mandatéw przydzielonych partii k wedtug zasady proporcjonalnosci®. Wtedy > LSk < S.
Gdy Zk Sk < S, brakujace mandaty przydziela sie¢ wedlug kolejnosci reszt Pk% — Sk.

Metoda ta uwazana byta za niezawodna, dopdki w 1880 roku nie pojawit sie paradoks
Alabamy. Po zwigkszeniu liczby miejsc w Izbie Reprezentantéw Alabama stracita
mandaty, ktére miata przy mniejszej liczebnosci Izby. Oto prosty przyktad, ze

w systemie Hamiltona jest to mozliwe. Na partiec A oddano 5 gloséw, na B — 3

ina C — 1 glos. Przy 4 mandatach partie otrzymaja, wedlug systemu Hamiltona,

2, 1, 1 mandatéw®. Gdy liczba mandatéw zwiekszy sie do 5, partie otrzymaja 3, 2, 0
mandatéw, a wigc partia C straci mandat. ..

System Hamiltona nie zachowuje tez monotonicznosci wzgledem liczby glosow:
partia A mogla straci¢ mandaty, a partia B — nie straci¢, mimo ze A zwigkszyla,
a B zmniejszyta liczbe gloséw:

Pierwsze glosowanie | Drugie glosowanie

glosy mandaty | glosy | mandaty
A 16 2 17 1
B 29 3 28 3
C 55 5 59 6
razem | 100 10 104 10

Zaczeto wige poszukiwaé systemu przydzialu mandatéw bez tych wad.
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5]+ L% + L5 =10+5+0=15.
Latwo zauwazyé, ze w metodzie
podzialowej jest to jedyny uktad
mandatéw (10, 5, 0). Skala z nie jest
jednak jednoznaczna: % <z < %

Xy —o

~ o—e

L]

< 4 o—

—

0 |

—

< P
—

1,30 1,35 1,40 1,45 1,50 1,55 1,60

Dla = < 1,5 funkcja |22 | + [ Z] + |2 ]| ma
warto$¢ co najmniej 16, a dla z > 1,5 — co

najwyzej 14.

=1 =15/a
* T/a
+ 3/a
S A ---x=15
0 4 n
S S
2 4 6 8 10

10 dla takiego (u) réwnanie

(B)+(D+(2) =15

ma rozwigzanie x = %

11

1

metoda Jeffersona.

13 W metodzie D’Hondta d(a) = a + 1.

14 trzeba przyjaé¢ d(—1) = 0.

1

w praktyce zawsze si¢ tak zdarza.

5z przyjeciem zasady mniejszego

mianownika w przypadku réwnych

ilorazéw.

2 w Stanach Zjednoczonych nazywang

Idealny system podziatu S1, Sz, ..., S (22:1 Sk = S) powinien spetnia¢ warunek
1. [Pe2] < Sk < [Pe2] +1 (doskonaly podziat).

Ponadto, dla dwoéch gltosowan, odpowiednio z liczbg gtoséw Pi, Ps, ..., P,
i Py, Py, ..., P oraz z liczba mandatéw Sy, So, ..., S; 157, S5, ..., S/, powinny by¢
spetnione warunki

2. Dla kazdego k, jesli S* > S'i P = Py, to Sj, > Sk
(monotoniczno$¢ wzgledem mandatéw — to wyklucza paradoks Alabamy);

3. Jedli S = 5", P < P, Pj > P/ oraz S; < S}, to S; < 57

(monotoniczno$é wzgledem gloséw).

Metoda Hamiltona oparta jest na podziale S = LP’“ %J . Niestety, zazwyczaj Zk Sk < S,
a przydzial brakujacych mandatéw wedtug najwiekszej reszty jest zrédtem paradokséw.
Naturalnym uogélnieniem metody Hamiltona jest metoda dzielnikowa. Partii &k

przydziela si¢ liczbe mandatow wedlug wzoru Sy = [%J Skala z jest tak dobrana, ze

P P P,
(%) |2+ | 2]+ [ 2] =5
T T T
Metoda dzielnikowa, jesli moze by¢ stosowana, speinia postulaty monotonicznosci 2 i 3.

W wyborach XY z 15 mandatami, jesli przyjac¢ skale = 1,4, partie A, B, C otrzymaja
10, 5, 0 mandatéw. Niestety, réwnanie (*) nie zawsze ma rozwiagzanie. Na przyktad,
. . o . |15 7 3
nie ma rozwiazania réwnanie [?J + MEJ + \‘;J = 15 (patrz rysunek).
Metode podziatowa mozna uratowaé, wprowadzajac funkcje (u) o wartosciach

catkowitych, bliskich |u|, taka, aby kazde réwnanie
P; P P,
(T) (@)t (T)=s
T T T

Niech (u) = a dla a < u < a+ 1."° Wtedy (u) ma takie same wartodci jak |u],
z wyjatkiem dwukrotnych wartosci dla liczb catkowitych: {(a) = a lub (a) = a — 1.

miato rozwigzanie.

Poniewaz <%> =a dla % <z < %, wiec wartosé a jest liczba kolejnych ilorazow
%, %, %, ... co najmniej rownych x.

Podziat 15 mandatéw miedzy 3 partie, ktére uzyskaty 15, 7 1 3 glosy, polega

na znalezieniu takiej wartosci z, ze dla naturalnych Si, S2, S3 zajda warunki
511—55—1 \x\;—?, 52:—1 §$§5127 m§$§5%, S1 4 S2 + S3 =15,

a wiec szukamy kolejnych ilorazéw %, %7 %, %, %, %, 1—35, %, % ..., CO najmniej

réwnych takiej wartosci x, aby liczba tych ilorazéw byta réwna 15. Najlepiej

uporzadkowaé je nierosngco: %, %, %, 13—5, 14—5, %, ... Problem niejednoznacznosci

powstaje przy kolejnej parze ilorazéw: 15—5, % Gdy liczba oddanych gloséw na kazda

partie jest inna'l, to mozna sie uméwié, ze pierwszenstwo ma iloraz o mniejszym

mianowniku. Ilorazy 151 16 to % i %. Ostatni mandat zostanie przydzielony

partii C zgodnie z zasada mniejszego mianownika. Partia A otrzyma 9 mandatow,

B dostanie 4 mandaty i C uzyska 2 mandaty. Uwazny Czytelnik zauwazy, ze algorytm

oparty na tej modyfikacji funkcji |u| jest metoda D’Hondta'?. I skala x nie jest

do niczego potrzebnal

Metode D’Hondta mozna w naturalny sposéb uogélnié:

(u) =a dla d(a—1) <u<d(a), gdzie a<d(a)<a+1."?
Jedli d(a) jest $rednia arytmetyczna z a i a + 1, czyli gdy d(a) = a + %, wtedy (u)
jest zaokragleniem u do najblizszej liczby naturalnej.'* Przydzial mandatéw odbywa
sie, podobnie jak w metodzie D’Hondta, poprzez podzielenie liczby gtoséw kolejno
przez %, %, g ... 1 wybranie S pierwszych najwiekszych ilorazéw.'® Taki sam rezultat
otrzymamy, dzielac przez 1, 3, 5, ..., co prowadzi do metody Sainte-Lagué. Dla liczby
gltosow 15, 7, 1 podzial mandatéw w metodzie D’Hondta jest jak 10 : 5 : 0, w metodzie
za$ Sainte-Lagué jak 10 : 4 : 1. Metoda ta sprzyja malym partiom, gdyz dzielnik
d(a) = a+ 1 dla metody D’Hondta jest wiekszy od dzielnika d(a) = a + % dla metody
Sainte-Lagué. Z kolei §rednia geometryczna d(a) = y/a(a + 1) jest podstawa metody
Huntingtona—Hilla, ktéra jeszcze bardziej sprzyja malym partiom, gdyz, jak wiadomo,
Vala+1) <a+ 1 <a+ 1. Nie dziwi wigc, Ze rézne propozycje metod podziatu
mandatéw zwigzane sg z réznymi srednimi z a i a + 1.
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Oto lista niektérych metod, od najbardziej do najmniej sprzyjajacych matym partiom.

Metoda | Adamsa dunska Deana Hilla Sainte-Lagué | D’Hondta
d 2a+ 1 1 2 1) |fa+12 1 1
((l) a ;(l-'- ;(a—Q— ) i_l'_j a(a—l— ) §(l+ 5(&-’- ) a+

a a+1
$rednia | minimum wazona harmoniczna | geometryczna | arytmetyczna | maksimum

Metoda dunska jest réwnowazna
serii podzielnikéw 1, 4, 7, 10, ...,
a Sainte-Lagué serii 1, 3, 5, 7, ...

Srednia minimum wyznacza |u],
a maksimum [u]; $rednia wazona jest
z wagami 2/3 1 1/3.

Szescian ma talig.

19

20

21

22

Przy réwnych ilorazach mandat
przydziela si¢ partii o mniejszym
mianowniku w ilorazie. Gdy d(0) = 0,
wszystkim partiom przydziela si¢ po
jednym mandacie.

patrz przytoczony na poczatku
artykutu wynik PSL w wyborach
2007 roku.

nazywany stosunkiem szans (ang. odds
ratio).

dlatego metoda Huntingtona—Hilla
nazywa si¢ metodg réwnych proporcji.

w wyborach 2007 roku taka partig byt
PiS z 3,2 mandatu na 100 tys. gloséw.

w wyborach 2007 roku taka partig byt
PSL z 46 tys. gloséw na jeden mandat.

jeden mandat przypadl Mniejszo$ci
Niemieckiej.

partia| glosy

Glosy oddane na partie dzieli sie kolejno przez d(0), d(1), d(2),..., a mandaty
przydziela sie wedtug kolejnych ilorazéw.®

Podziatowe metody przydziatu mandatéw spelniaja oba postulaty monotonicznosci, ale
nie spelniaja postulatu doskonalego podziatu.'”

Nie ma, niestety, jednoznacznego kryterium pozwalajacego wybra¢ metode przydziatu
mandatéw. Wszystkie metody sa prawie idealnie proporcjonalne, ale kazda w innym
rozumieniu sformutowania ,prawie idealne”, co prowadzi do innego podziatu
mandatéw.

Niech S; bedzie liczba mandatéow przydzielonych partii j za pomoca danej metody
(=1,2,...,1). Dla ustalonego k niech S7, ..., Si_1, Siy1, -, S;" bedzie dowolnym
podzialem mandatéw wsréd pozostatych partii. Wtedy niezaleznie od k, dla kazdego j # k

Sj S5
Sk — Pij < ‘Sk - Pij
(przydzial mandatéw dla dowolnej partii j wyznacza najlepszy proporcjonalnie przydzial
mandatéw dla partii k),

e dla metody D’Hondta:

Sk *
(przydzial mandatéw dla partii k wyznacza najlepszy proporcjonalnie przydzial mandatow

dla kazdej partii),

Sk

e dla metody Adamsa:

Sk S;| _ Sk S

e dla metody Sainte-Lagué: B FJ B FJ
(liczba mandatéw przypadajacych na jeden glos oddany na dowolna partie j lezy najblizej
liczby mandatéw przypadajacych na jeden glos oddany na partie k),

P, P P, P
Sk S Sk S;
(liczba gloséw przypadajacych na jeden mandat dla partii j lezy najblizej liczby gltoséw
przypadajacych na jeden mandat dla partii k),

e dla metody Deana:

Sk Sk

e dla metody Huntingtona—Hilla: % -1/ < g’j -1
S5 ]
Pj Py

(iloraz liczby mandatéw'® przypadajacych na jeden glos oddany na partie k i liczby
mandatéw przypadajacych na jeden gtos oddany na dowolna partie j jest najbardziej
wyréwnany'?).

Metody Adamsa i D’Hondta maja jeszcze dwie ciekawe wlasnosci. Liczba
max { %, IS:,—;, e %} wskazuje liczbe mandatéw przypadajacych na jeden glos dla
partii najbardziej wyréznionej w systemie.?? System D’Hondta gwarantuje, ze ta
przewaga jest najmniejsza. Liczba max {%, g—;, ey %} wskazuje liczbe gltoséw
przypadajacych na jeden mandat dla partii najmniej wyréznionej w systemie.>! System

Adamsa gwarantuje, ze ten wskaznik ma wartosé¢ najmniejsza.

Metoda D’Hondta sprzyja tworzeniu koalicji — suma mandatéw dla dwéch partii jest
mniejsza lub réwna liczbie mandatéw po potaczeniu tych partii. Metoda Adamsa
sprzyja podziatowi partii — liczba mandatéw dla partii jest mniejsza lub réwna sumie
mandatéw dla dwoch nowych partii po jej rozdzieleniu.

Epilog

W ostatnich wyborach parlamentarnych z 9 pazdziernika 2011 roku prog 5% przekroczyto
5 partii. Ponizsza tabela przedstawia rozktad gltoséw i podziat 459 mandatéw?? w skali
ogolnopolskiej wedtug réznych metod.

PO |5629773
PiS | 4295016
RP |1439490

PSL |1201628
SLD | 1184303

% || podzial % | Hamiltona | Adamsa | duiska | Deana | Hilla | Sainte-Lagué | D’Hondta,
40,9 187,9 188 188 188 188 | 188 188 188
31,2 143,4 143 143 143 143 143 143 144
10,5 48,1 48 48 48 48 48 48 48
8,7 40,1 40 40 40 40 40 40 40
8,6 39,5 40 40 40 40 40 40 39
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23 w tych wyborach byto 41 komisji.

24 metoda Adamsa.

25 metoda D’Hondta, obowigzujaca
w Polsce.

ARARAI

Jak widaé, nie ma istotnej réznicy. Jedyna i to nieznaczna réznica wystepuje
w metodzie D’Hondta.

Zaskoczonych réznicami miedzy zawartoscia tabeli a sktadem Sejmu spieszymy
poinformowaé, ze zgodnie z obowigzujacymi przepisami, mandaty rozdziela sie
w komisjach wyborczych.?® Oto jak wyglada ten podzial wedtug réznych metod:

Metoda
partia | Adamsa | duniska | Deana | Hilla | Sainte-Lagué | D’Hondta
PO 185 191 191 191 198 207
PiS 147 153 153 | 154 153 157
RP 58 52 52 52 48 40
PSL 36 32 32 32 32 28
SLD 33 31 31 30 28 27

Réznica miedzy metoda najbardziej’* a najmniej®® sprzyjajaca malym partiom jest
znaczna: PO i PiS zyskuja na obowiazujacej metodzie 22 i 10 mandatéw, a RP, PSL
i SLD traca 18, 8 i 6 mandatéw.

Metody: dunska, Deana i Hilla daja praktycznie te same rezultaty.

Istotnie inny podzial mandatow przedstawia umiarkowanie sprzyjajaca malym partiom
metoda Sainte-Lagué.

Ciekawym parametrem jest efektywnos¢ gltosowania, wyrazona liczbg mandatéw
uzyskanych ze 100 tys. oddanych gloséw.

partia| glosy |metoda D’Hondta | efektywnosé
PO |5629773 207 3,68
PiS [4295016 157 3,66
RP | 1439490 40 2,78
PSL |1201628 28 2,33
SLD |1184303 27 2,28

Jak wiadomo, metoda D’Hondta minimalizuje réznice miedzy najwigksza a najmniejsza
efektywnoscia.

O kapeluszach i pewnym pewniku
Tomasz IDZIASZEK

O ciekawych problemach zwiazanych z kapeluszami pisalismy juz w Delcie

nie raz, ale ze dobrego nigdy za wiele, napiszemy tez i w tym numerze, tyle

ze inaczej. Sytuacja jest nastepujaca: w rzedzie stoi n 0s6b i kazdej z nich
nalozony zostal na glowe biaty lub czarny kapelusz. Kazda widzi kapelusze

tych osob, ktore stoja przed nim, zatem pierwsza osoba widzi kapelusze
wszystkich pozostalych, natomiast ostatnia osoba nie widzi zadnego (rysunek).
Oczywiscie, nikt nie widzi swojego kapelusza i w tym cala zabawa, gdyz
zadaniem kazdej z osob jest odgadniecie, jakiego koloru kapelusz ma na glowie.
Uczestnicy zabawy odgaduja po kolei, poczawszy od pierwszej osoby w rzedzie,

i kazdy styszy odpowiedzi poprzednikéw. Uznajemy, ze sie udalo, jesli blednej
odpowiedzi udzielila nie wiecej niz jedna osoba. A jak to z zabawami bywa,
warto, by byly udane. Z tego tez powodu uczestnicy, przed natozeniem kapeluszy
na ich glowy, moga sie naradzi¢ i ustali¢ wspolna strategie postepowania.

W tym momencie zachecamy Czytelnikow do przerwania lektury i zastanowienia

sie, dla jakich n istnieje strategia gwarantujaca wygrana.

Sprobujmy w nastepujacy sposéb: pierwsza osoba, niewazne, jak bedzie sie starac,
ma 50% szans na odgadniecie koloru swojego kapelusza. W pesymistycznym
przypadku musimy wigc zalozy¢, ze udzieli btednej odpowiedzi i tym samym
wykorzysta caly dostepny limit pomytek.
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Rozwigzanie zadania M 1333.
Zaltézmy najpierw, ze punkt X jest taki,
ze tréjkat X X 4 X g jest réwnoboczny.
Woéwecezas trojkaty AXX a4 i BXXp

sa przystajace, gdyz sa podobne

i XX = XXp. Poniewaz obrazem
odcinka X X p przy obrocie o kat 60°
(skierowany zgodnie z katem w)
wzgledem punktu X jest odcinek X X 4,
wiec obrazem tréjkata BX Xp jest
tréojkat AX X 4. Zatem kat AX B ma
miare 60°, a ponadto XA = X B, wiec
tréjkat AX B jest réwnoboczny.

Sa dwa punkty X, dla ktérych tréjkat
AX B jest réwnoboczny. Latwo sprawdzié,
ze dla nich tréjkat X X4 Xp jest tez
réwnoboczny. Zatem sa to wszystkie
szukane punkty.

O liczbach porzadkowych mozna
przeczytaé¢ na naszej stronie
deltami.edu.pl w artykutach
Andrzeja Mostowskiego.

Pogodzeni z tym faktem, sprobujemy w jej odpowiedzi przemycié¢ bit informacji
dla pozostalych uczestnikéw. Oznaczmy przez k; kolor kapelusza i-tej osoby

(k; = 0, jesli jest to bialy kapelusz, i k; = 1, jesli kapelusz jest czarny), a przez ¢;
liczbe czarnych kapeluszy, ktore i-ta osoba widzi przed soba.

Zrobimy teraz tak: pierwsza osoba mowi ,biaty”, jesli ¢; jest parzyste,

a w przeciwnym przypadku méwi ,czarny”. Co nam z tego przyjdzie? Ano tyle,
ze ta informacja wystarczy, by druga osoba bezbtednie odgadla kolor swojego
kapelusza. W istocie, poniewaz ¢; = ko + ¢o (mod 2), zatem usltyszawszy przed
chwilg warto$é ¢; mod 2, bez trudu wyznaczy ona ko. Co wiecej, kazda kolejna
osoba moze postapi¢ podobnie, korzystajac z faktu, ze

c1=ko+ks+...+k +¢ (mod 2),

oraz z tego, ze zna wartosci ks, k3, ..., k;—1,¢; oraz ¢y mod 2.

Potrafimy wiec znalezé strategie dla dowolnie duzego n. I tu nasuwa si¢ pytanie:
a co, jesli n byloby nieskonczone? Innymi stowy, mamy nieskoniczony rzad oséb,
w ktérym i-ta osoba widzi kapelusze wszystkich oséb o wigkszych numerach (jest
ich, oczywiscie, nieskonczenie wiele). Czy i tym razem bedzie istniala strategia?
Podkreslmy, ze nie ostabiamy zadnej z regul zabawy, zatem nadal dopuszczamy
tylko jedna pomylke. Zauwazmy tez, ze nasza strategia dla skoniczonego n

nie bedzie tu dzialaé, gdyz ¢; moze nie by¢ liczba naturalna.

Odpowiedz jest nieco zaskakujaca: strategia istnieje. Po raz drugi zachecamy
Czytelnikéw, aby przez (byé moze dluzsza) chwile zmierzyli sie z tym zadaniem
samodzielnie.

Nieskonczony ciag (k1, k2, . ..) koloréw kapeluszy oznaczaé bedziemy przez k.
Powiemy, ze dwa nieskoficzone ciggi k i k' sa w relacji ~, jesli r6znig sie na
skoniczenie wielu pozycjach. Piszemy wiec k ~ k', jesli zbiér {i | k; # k.} jest
skonczony. Latwo przekonaé sie, ze tak zdefiniowana relacja ~ jest relacja
rownowaznosci. I teraz z pomoca przychodzi nam wspomniany w tytule pewien
pewnik, a konkretnie pewnik wyboru — nieocenione zrédto matematycznych
paradokséw. Dzieki niemu mozemy dla kazdej klasy abstrakcji relacji ~

wybraé jej reprezentanta i poinformowaé wszystkich o tym, ktéry zostal
wybrany. Innymi stowy, istnieje taka funkcja f, okreslona na zbiorze wszystkich
ciggdéw kolorowan kapeluszy, ktéra dla dowolnego k spetia f(k) ~ k oraz dla
dowolnych k, k', jesli k ~ k', to f(k) = f(K'). Zauwazmy teraz, ze jesli uczestnicy
porozumieja si¢ co do wyboru funkcji f, to kazdy z nich bedzie mégl obliczy¢
ten sam ciag ¢ := f(k), gdyz nie zna on tylko skonczonej liczby wyrazéw ciagu k.
Zauwazmy tez, ze jesli teraz i-ty zawodnik odpowie ¢; (nawet nie czekajac

na odpowiedzi poprzednikéw), to poniewaz k ~ £, wiec bedziemy mieli tylko
skonczong liczbe pomylek.

W tym momencie sprobujemy wyeliminowaé te pomytki metoda analogiczna
jak w przypadku skonczonym. Oznaczmy przez I zbiér numerdéw osob

(poza pierwsza), ktérych kolory kapeluszy k; nie zgadzaja sie z kolorami

w ciagu £ = f(k), czyli I :={i > 2| k; # £;}. Skoro k ~ £, to zbidr I jest
skofczony. Niech ¢ bedzie liczba 0séb ze zbioru I, ktére widzi osoba i.

Niech tez x; =1, jesli i € I, oraz x; =0, gdy @ & I. Kazda z 0séb (poza
pierwsza) musi zdecydowaé, czy nie nalezy do zbioru I, i wtedy odpowiada
zgodnie z ¢;, czy tez nalezy (i wtedy musi odpowiedzieé¢ przeciwnie). Pierwsza
osoba podaje ¢} mod 2. Druga osoba wie, ze ¢} = x2 + ¢4 (mod 2), jest wiec
w stanie wyznaczy¢ o, stwierdzi¢, czy nalezy do I, i odpowiedzie¢ poprawnie.
Analogicznie i-ta osoba oblicza y; z zaleznosci

A =x2+x3+...+xi+ ¢ (mod 2)

oraz z faktu, ze x; dla j < i jest réwne 1 wtedy i tylko wtedy, gdy j-ta osoba
udzielita odpowiedzi niezgodnej z wartoscia ¢;.

I to by bylo na tyle, gdyby nie to, ze pokazujac istnienie strategii dla
n=1,2,...,w, otwieramy droge kolejnym pytaniom: a co, jesli n jest liczba
porzadkowa wieksza niz w? Zastanéwmy sie wiec nad istnieniem strategii

w przypadku w + 1 (czyli za nieskonczonym rzedem oséb stoi jeszcze jeden
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Od razu wiedzieliSmy

Nagrode Nobla z chemii w biezacym
roku uzyskal Daniel Shechtman z Hajfy
(Izrael). O jego odkryciu pisaliSmy

w Delcie 8/1986, publikujac oryginalny
obraz dyfrakcji elektronéw na krysztale
gwaltownie schtodzonego stopu AlgMn.
Oto on.

Wyraznie wida¢ dziesieciokatng symetrie.
Jak wiadomo, nie ma krysztatéw

o symetrii bedacej wielokrotnoscia

liczby 5. Bo tez nie jest to krysztal,

tylko faza metastabilna stopu zlozonego
z 86% glinu i 14% manganu. Jest

trwata w temperaturze pokojowej

i niknie przy podgrzaniu do 400°C, gdy
nastepuje restrukturyzacja do ,zwyklego”
krysztalu AlgMn.

Od tego — pozornie tylko metalurgicznego
— odkrycia zaczela si¢ wazna epoka badan
kwazikrysztaléw.

WiedzieliSmy o tym juz wtedy, piszac, ze
odkrycie Shechtmana to poczgtek wielkiej
naukowej sensacji.

Red.

uczestnik o numerze w, ktéry odpowiada na samym konicu). Czytelnik znéw
zdecyduje, na jak dtugo przerwaé¢ w tym miejscu lekture.

Wydawaé by sie moglo, ze nie da sie unikna¢ co najmniej dwoch pomylek,
gdyz osoba w, nie widzac nikogo innego, musi wprost otrzymac kolor swojego
kapelusza, co wymagaloby przekazania dodatkowego bitu informacji. Jednak
nie nalezy zapomina¢ o tym, ze ustyszata ona odpowiedzi wszystkich
pozostalych uczestnikéw, zatem zna kolory kapeluszy ko, ks, ... (wszak ci
uczestnicy odpowiadali poprawnie). Jest zatem w stanie obliczy¢ ciag £

i tym samym zbiér I. W tym momencie tatwo juz jest zmodyfikowaé
strategie: pierwsza osoba zamiast ¢| podaje ¢ := (¢] + k) mod 2. Pozostale
osoby o numerach naturalnych, widzac k,,, sa w stanie odzyskaé ¢} i graé

jak poprzednio. Natomiast uczestnik w, znajac ¢}, bez trudu oblicza k.

Latwo wskazaé, jak zmodyfikowaé powyzsza strategie, by dzialala w przypadku
w+2, w4+ 3, anawet w+ w. A jaka strategie zastosowaé dla w?? A w¥? A moze
dla kazdej liczby porzadkowej mozna wskazaé analogiczna strategie? Wreszcie,
co w przypadku, gdy mamy wiecej koloréw kapeluszy?

Prosto z nieba: Czern nocnego nieba

Astronom w swojej pracy koncentruje sie zazwyczaj na badaniu konkretnych
obiektéw nocnego nieba, stosownie do swojej, dosé¢ waskiej zazwyczaj,
specjalizacji. Uzywajac coraz bardziej technicznie wyrafinowanych instrumentéw,
wykrywa (badZ nie) subtelne efekty przewidziane przez coraz bardziej zlozone
teorie. Stosunkowo rzadko natomiast obserwacja, ktéra kazdy z nas moze
przeprowadzi¢ golym okiem, staje sie przedmiotem powaznych rozwazan.
Przyktadem takiego spostrzezenia o doniostych konsekwencjach jest stwierdzenie,
ze niebo noca jest ciemne. Na pierwszy rzut oka obserwacja ta moze wydac

sie banalna, rozmy$lali jednak o niej m.in. Johannes Kepler i Edmond Halley.
Dzieki Heinrichowi Olbersowi, dziewigtnastowiecznemu niemieckiemu lekarzowi

i astronomowi-amatorowi, szybko urosta ona do rangi doniostego problemu,
ktéremu uwage poswiecal pézniej m.in. Kelvin. Céz jednak niezwyklego moze
kry¢ sie w mroku nocnego nieba?

Paradoks, kojarzony dzi$ z nazwiskiem Olbersa, jest bardzo prosty. Przypusémy,
ze Wszechswiat mialby by¢ nieskonczony, wieczny i statyczny, a koncentracja
gwiazd we Wszechswiecie — stata. Wéwczas przy spogladaniu w dowolnym
kierunku wzrok nasz powinien natrafi¢ na tarcze jakiej$ gwiazdy. Ponadto
ostabienie natezenia promieniowania odlegtych gwiazd o czynnik proporcjonalny
do kwadratu odleglodci jest réwnowazone przez fakt, ze liczba gwiazd na
jednostke odleglosci od Ziemi rosnie o taki sam czynnik. W rezultacie nieboskton
powinien $wieci¢ z jasnoscia Slonca. Nie $wieci.

Mozna zaryzykowaé teze, ze préby rozwiagzania paradoksu Olbersa trwale
zmienily oblicze kosmologii. Odkrycie ucieczki galaktyk przez Edwina Hubble’a
doprowadzito do powstania teorii Wielkiego Wybuchu, okreslenia wieku
Wiszechswiata, pomiaréw jego rozmiaru, gestosci, sktadu i innych wlasnosci.
Dokladny opis ewolucji Wszechswiata od chwil, kiedy byl on bardzo gesty

i goracy, wymagal uzycia ogdlnej teorii wzglednosci, fizyki jadrowej oraz fizyki
czastek elementarnych. Obecnie wiemy, ze pokolenia gwiazd istnieja jedynie
przez ulamek wieku Wszech$wiata. Fakt, ze predko$¢ swiatla jest skonczona,

w polaczeniu z rozszerzaniem sie Wszechéwiata oznacza, ze istnieje horyzont
czgstek, na zewnatrz ktérego znajduje sie obszar zawierajacy obiekty, od ktérych
Swiatlo jeszcze do nas nie dotarlo (i by¢ moze nigdy nie dotrze).

Calkiem niezle, jak na tak ,niskobudzetowa” obserwacje. Pozostaje tylko zyczyé
formutowania podobnie prostych pytan prowadzacych do réwnie waznych co
niespodziewanych odpowiedzi!

Michal BEJGER
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Ze Smiertelnego zimna...

Bardzo znana anegdota glosi, ze Fleming (balaganiarz) nie umyl plytek

z zakonczonym mikrobiologicznym doswiadczeniem i po kilku dniach
zauwazyl, ze tam, gdzie na plytce w okolicy badanych przez niego
stafilokokéw pojawilto sie zanieczyszczenie grzybem, tam stafilokoki zaczely
wymieraé¢. Po blizszym zbadaniu zjawiska (Fleming moze nie od razu
sprzatal po sobie, ale nie zostawial niewyjasnionych spraw niewyjasnionymi)
okazalo sie, ze zabijala bakterie nieznana uprzednio substancja, wydzielana
przez zanieczyszczajacego grzyba, pozniej zidentyfikowanego jako
Penicillium notatum. Tak to podobno odkryto pierwszy antybiotyk —
penicyling. Od 60 lat przemyst produkujacy rézne antybiotyki rozwinat

sie niestychanie, cho¢ odkrywcom zycie skomplikowaly cechy bakterii

i ewolucja: wérod miliardéw bakterii zabijanych przez dany antybiotyk
zawsze znajdzie si¢ taki dziwolag (genetycy moéwia mutant), ktory jest na
ten antybiotyk niewrazliwy, mutant mnozy si¢ i mnozy, a jego wrazliwi
yrodzice” ging i w koncu konkretny antybiotyk staje sie w leczeniu
konkretnej choroby bezuzyteczny.

Po odkryciu Fleminga wielu starych ludzi przypomniato sobie o leczniczym
dziataniu plesni przyktadanej na rany, a uczeni o tym, ze plesni — wedlug
zapisow — uzywali starozytni Grecy i Hindusi do leczenia zakazen.

Zjawisko rozpowszechniania sie opornosci na antybiotyki wsrdéd szczepow
szpitalnych odkryli po II wojnie $wiatowej badacze japonscy, ktérzy bez
umiaru stosowali antybiotyki i coraz czesciej przekonywali sie o zaniku
ich aktywnosci. Przenoszenie si¢ jednego genu opornosci nie bytoby
jeszcze takim nieszczedciem, lecz staje sie nim pojawienie sie zespotow
gendéw opornosci przeciw kilku réznym antybiotykom, przenoszonych
jednoczesnie. Stad szczepy bakterii (gronkowiec zlocisty), ktérych

nie zwalcza zaden znany antybiotyk.

Transfer genéw miedzy bakteriami warunkowany jest istnieniem

bardzo szczegdlnych mechanizmoéw, czestych wérod bakterii i wiruséw,
usilnie poszukuje sie ich w organizmach wyzszych. Obszar badan

tzw. horyzontalnego przekazywania genow, ktéry odkryliémy nie tak dawno,
dzi$ spedza sen z oczu badaczy ewolucji Swiata mikroorganizméw. W tym
$wiecie gléwna przyczyna ewolucji nie sa powolne mutacje genéw, lecz
przenoszenie sie gendow. Ewolucjonistom dzisiejszym coraz trudniej
postulowaé, ktéra bakteria jest ewolucyjnie starsza, a ktéra mtodsza.

Okazalo si¢ takze, ze zjawisko rosnacej liczby przykladéw opornosci

na antybiotyki w medycynie wywotaly warunki terapii, brak wiedzy

o mechanizmach tych zjawisk zarowno wéréd lekarzy jak i pacjentdw.
Natomiast opornos¢ taka wsrod bakterii glebowych i w zbiornikach
wodnych jest norma! To nie dziwi — wszak wiele pierwotnie stosowanych
antybiotykoéw wytwarzaja mikroorganizmy, rosliny, bezkregowce i wydzielaja
je do srodowiska — czemu nie miatyby tam selekcjonowaé opornych

na nie bakterii?

Za sensacyjne jednak nalezy uznaé¢ znalezienie przez kanadyjskich
mikrobiologéw w prébkach wiecznej zmarzliny bakterii sprzed 30 000
lat, a w nich genéw opornoéci na kilka antybiotykéw, takich jak
kodujacy [-laktamaze (oporno$é na penicyline i jej pochodne laktamowe
antybiotyki), gen tetM chroniacy przed tetracykling i zesp6t trzech
genéw nadajacych opornoéé na wankomycyne: vanH-vanA-vanX. Przy
tak starozytnym zyciorysie nie mamy takze pewnosci, czy i 30 tysiecy
lat temu geny te przeciwstawialy sie antybiotykom, czy tez mialy inna,
nieznang nam funkcje.

Magdalena FIKUS
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Figura jest wypuktla, jesli zawiera kazdy
odcinek o koncach do niej nalezacych.

Hiperboloida jednopowlokowa ma talieg,
ale nie jest wypuktla.

Antygraniastostup

A

Czworoscian foremny tez ma talig.

Doswiadczenia myS$lowe
O wieszaniu bombek na choince
Krzysztof RUDNIK

Swieta za pasem, wiec poeksperymentujmy z wieszaniem bombek na choince.

Nasze bombki sa kuliste — nie maja zaczepéw, haczykdéw itp. Bedziemy je wieszad
za pomoca sztywnych obreczy z drutu w ksztalcie okregu. Gdy bombke uda sie
opasa¢ obrecza w taki sposéb, ze nie mozna jej zsunacé, to cel bedzie osiagniety.

Niestety, bombce brakuje talii (jaka ma np. hiperboloida jednopowlokowa),
wokot ktorej da sie ja skutecznie opasaé. Mozemy, oczywiscie, wycia¢ w bombce
hiperboloidalna talig, nawet tak mala, ze nikt ze $wiatecznych gosci tego nie zauwazy.
Bytoby to jednak oszustwo, bo hiperboloidalna talia nie jest wypukta. Bombka z taka,
talig tez by nie byla, a na to nie chcemy si¢ zgodzic!

Czy da sie tak zdeformowaé bombke, zeby pozostala wypukla i dala sie
skutecznie opasa¢? Czy istnieja wypukle talie? Nie ufaj, Czytelniku, intuicji,
jesli podpowiada Ci, ze nie, bo. ..

Talia moze byé wypukla

Do wykonania wypuklej talii potrzebne nam bedzie potezne, ale proste w uzyciu
narzedzie teorii zbioréw wypuklych — operacja uwypuklenia, ktéra kazdemu
zbiorowi B w przestrzeni przyporzadkowuje zbiér Conv(B), czyli najmniejszy
zbiér wypukly zawierajacy B. Uwypukleniem skonczonego zbioru punktow jest
wielo$cian (wypukly, oczywiscie).

Zbudujmy graniastostup prawidlowy n-katny o podstawach W,, i W/ (n > 3).
Obréémy podstawe W, o kat 7 /n woko! osi graniastostupa, otrzymujac wielokat W)/,
i przyjrzyjmy sie zbiorowi T,, = Conv(W,, U W//). Otrzymalidmy wieloscian
wypukly, ktorego $cianami bocznymi sa trojkaty réwnoramienne. Jesli Sciany
boczne sa trojkatami rownobocznymi, to wielodcian jest antygraniastostupem.
Srodki jego krawedzi bocznych sa wierzchotkami 2n-kata foremnego i leza wewnatrz
walca wyznaczonego przez podstawy W, i W/ (dlaczego?), a zatem okrag na nich
opisany ma krétszy promien niz promienie okregéw opisanych na podstawach
wieloscianu. To za$ oznacza, ze skonstruowaliémy wypukla talie!

Wykonanie wypuklej bombki z talia jest teraz proste. Wystarczy wyciaé jej cienki
plasterek z okolic réwnika, umiejetnie wklei¢ w to miejsce odpowiednia talie

i uwypukli¢ to, co powstalo! Jesli dobrze dobierzemy parametry talii (wysokosé

i glebokoéé weigcia), to otrzymamy bryle bardzo podobna do kuli. Bedzie, co prawda,
kanciasta, ale przeciez nie mozna mie¢ (albo nie mieé¢) wszystkiego naraz. . .

A teraz... zagadka z niespodziankg

Przy konstrukcjach geometrycznych, w ktérych wystepuja sparametryzowane
obiekty, warto sie czasem zastanowié, co sie stanie, gdy parametry przyjma wartosci
graniczne. Np. co bedzie, gdy okrag skurczy sie do punktu (r = 0) lub si¢ wyprostuje
(r = 00). W przypadku konstrukeji talii parametrem jest liczba n (3 < n < 00)
wierzchotkéw jej podstawy. Gdy n — oo, to talia 7T, coraz bardziej przypomina
walec i traci swoja taliowato$é, by ja w granicy straci¢ catkowicie. Z tej strony
zakresu parametrow nie znajdziemy nic ciekawego.

W talii T3 tez nie ma nic szczegdélnego. Moze sie jednak zdarzy¢, ze stosunek
dhugoéci krawedzi podstawy do krawedzi bocznej jest réwny /2. Dolepmy wtedy
do podstaw ostroshupy, ktérych krawedzie boczne maja dtugosé krawedzi bocznej
talii. Otrzymany w ten sposéb wieloécian wypukly z talia widujesz, Czytelniku,
codziennie. Co to za bryta? (rysunek w numerze).

To byla zagadka, a gdzie jest niespodzianka? Zeby ja znalezé, trzeba przekroczyé
granice. Wyobrazmy sobie, ze n = 2, tzn. konstrukcje talii zaczynamy od
ydwukatéw” (czyli odcinkéw). Jesli odleglo$é odcinkéw dobralismy w taki
sposob, ze T; jest antygraniastostupem, to jest to wieloscian wypukly z talig

o szesciu krawedziach réwnej dlugosci. .. Oto obiecana niespodzianka na Swieta
— czworoscian foremny ma talig, ktéra ma kwadratowy przekrdj (dlaczego?)!
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Rys. 1. Ruch planety w systemie
geocentrycznym, przedstawiony
za pomocy epicyklu i deferentu.

Maota de

Kopernik i co dalej

»Wstrzymal Slonce, ruszyl Ziemie...”, fundamentalne odkrycie Kopernika
nie zakonczylo dyskusji na temat budowy i ruchéw w Ukladzie Stonecznym.
Wrecz przeciwnie, jeszcze dobrych kilka stuleci najwieksi uczeni musieli sie
mocno nagtowi¢ nad tym zagadnieniem.

Ziemia — pepek Swiata. Starozytni Grecy wyobrazali sobie, ze
Wszechswiat jest kulisty i skoniczony. Arystoteles dzielit go na dwa $wiaty,
»podksiezycowy”, na ktory skladata si¢ Ziemia wraz z jej bliskim otoczeniem,
oraz ,nadksiezycowy” — obejmujacy Ksiezyc, planety i Stonce, a konczacy sie
na sferze gwiazd stalych. W kazdym z obu $wiatow rzadzila inna fizyka; swiat
nadksiezycowy, w przeciwienstwie do podksiezycowego, uznawano za niezmienny
i obowiazywal w nim ruch kotowy jednostajny. Wedlug greckich filozoféw
Uktad Stoneczny to nieruchoma Ziemia znajdujaca si¢ w sSrodku Wszechswiata
oraz poruszajace si¢ wokolo niej, po kolejnych sferach, Ksiezyc, Merkury,
Wenus, Stonce, Mars, Jowisz i Saturn, ostatnia znana wowczas
planeta. Postulowana jednostajno$é i kolistosé ruchéow w Kosmosie
nie zawsze zgadzala si¢ z obserwacjami. Scilej Stonice i Ksiezyc
prawie si¢ jej podporzadkowywaly, ale Merkury, Wenus, Mars,
Jowisz 1 Saturn wyraznie nie. Jednostajno$¢ biegu po okregach
starano si¢ ratowaé, twierdzac, ze poruszanie sie danej planety
jest zestawieniem kilku ruchéw kotowych. Tak wprowadzono
ydeferenty” — niewspoétsrodkowe kota, po ktorych jednostajnie
przesuwaly si¢ srodki mniejszych kotek — ,epicykli” i po tych
epicyklach dopiero krazyly planety (rys. 1). Dla dokladnosci
wymyslono jeszcze co$ takiego, jak ,punkty wyrdéwnujace” —
wekwenty”. W taki sposéb udalo si¢ dojsé do wiernego opisu
’ rzeczywistego biegu planet, chociaz — jak wida¢ — mechanizmy
ruchu w modelu geocentrycznym byly bardzo skomplikowane.

Jednak ruchy Merkurego i Wenus (bedacych zgodnie z nasza dzisiejsza wiedza
blizej Stonca niz Ziemia) oraz Marsa, Jowisza i Saturna (dalej od Ziemi)
wykazywaty cechy wspdélne, co w podejsciu geocentrycznym nie taczylo sie

w logiczna calosé. Nalezy jeszcze dodad, ze w przypadku zagadnienia odleglosci
Ksigzyca od Ziemi rachunki prowadzone na podstawie tego modelu dawaly
prawie dwukrotne zmiany tej odlegtosci, chociaz widoczny rozmiar katowy
$rednicy tarczy Srebrnego Globu nie zmienia sie wiele wiecej niz 10%. Nie moglo
to ujs¢ uwagi tak dobrym obserwatorom, jak antyczni astronomowie. Co wigcej,
warto zwroci¢ uwage na to, ze w starozytnosci takze obserwowano, na przyktad,
przemieszczajace si¢ komety czy rozblyski gwiazd, ktore dzi§ uznawane sa

za wybuchy supernowych. Z powodu przeswiadczenia o niezmiennosci $wiata
nadksiezycowego zjawiska te sklasyfikowano wowczas, co moze nas zadziwié, jako
meteorologiczne, to znaczy wystepujace w $wiecie podksiezycowym.

Pomimo tego, ze takie podejécie do budowy i mechanizmoéw ruchéw we
Wiszechswiecie nie okazalo si¢ wlasciwe, nie mozna zapomina¢ o osiagnieciach
calych pokolen uczonych i astronoméw starozytnych. Ich dokonania, poglady

i zaobserwowane fakty astronomiczne zebral Ptolemeusz (II wiek n.e.) w dziele,
ktore znane jest nam dzieki arabskiemu przekladowi pod nazwa Almagest.
Wiladnie tam znajduje sie, miedzy innymi, opis systemu, a raczej systemow
geocentrycznych oraz katalog polozen 1022 gwiazd.
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Rys. 2. System Kopernikanski.

Fot. 1. Zdjecie pozostatoéci Supernowej Tychona
SN 1572, w promieniowaniu rentgenowskim,
wykonane przez teleskop kosmiczny Chandra.

13

Rewolucja De revolutionibus. ... Mikolaj Kopernik
(1473-1543) zaproponowal inna budowe Ukladu Stonecznego.
Wedlug niego planety mialy obiega¢ Stonce po orbitach kotowych,
a dodatkowo Ziemia, wokél ktorej krazy tylko Ksiezyc, kreci sie
dokola wlasnej osi raz na dobe (rys. 2). Dalej podkreslal, ze to

si¢ tylko wydaje, iz firmament obraca si¢ wokét Ziemi, a trasa
Stonca po Zodiaku to takze tylko pozér. Wobec ogromu pracy
rachunkowej astronom z Torunia obserwacji wykonywal stosunkowo
niewiele. Do opisu rzeczywistych ruchéw cial niebieskich uzywat
aparatu matematycznego oraz poje¢ epicykli i deferentow, ktérymi
postugiwaly sie pokolenia uczonych antycznej Grecji, a pézniej
Arabéw. Za nimi przyjmowal tez kolisto$é i jednostajnosé ruchéw
planet. Z poczatku my$lal, ze do opisu korowodu planet wystarcza
mu 34 kota, to jednak okazalo si¢ nadmiernie optymistyczne,
potrzebowal o wiele wiecej. Zwréémy takze uwage na to, ze kotowe
tory planet w jego modelu nawet nie mialy srodkow w Stoncu.

Tak wiec w szczegdtach system Kopernikanski okazal sie bardzo
ztozony. Likwidacja wyrdznionej centralnej pozycji Ziemi we
Wszechswiecie, a takze zaprzeczenie jej nieruchomosci bylo sprzeczne
z Pismem Swietym, zatem nie do przyjecia przez teologéw.

Pierwsze skréotowe sformutowania tez Kopernika pojawily sie

w jego Komentarzyku, ktéry powstal pomiedzy 1507 a 1514

rokiem, a nastepnie w Opowiadaniu pierwszym, ktérego

autorem byl G.J. von Lauchen (1514-1574) znany réwniez

jako Rheticus (Retyk), w 1540 roku. Dzieto De revolutionibus
orbium coelestium. . ., czyli O obrotach cial niebieskich. ..,
najprawdopodobniej byto juz gotowe w 1532 roku, ale doczekalto

sie wydania dopiero w tym samym roku, w ktérym zmart Kopernik.

Wilk syty, ale czy owca cala? Tycho Brahe (1546-1601)

— zawadiacki szlachcic dunski, ze stynng srebrno-ztota proteza

nosa, zniszczonego w pojedynku, przez dwadziescia lat wykonywatl
niezliczone obserwacje cial niebieskich. Sporzadzit katalog opisujacy
polozenia 1004 gwiazd. Jego pomiary wykonywane nieuzbrojonym
okiem bytly niezwykle dobre, bo ich doktadno$é¢ ocenia sie na

1 minute katowa. Byty one najlepsze w calej erze przedteleskopowe;j.

Tycho Brahe probowal uzgodni¢ obserwowana rzeczywistos$c

z teologia. W tym celu wymys$lit polaczenie systemu geocentrycznego
z heliocentrycznym, w taki sposob, ze nieruchoma Ziemia mialta
znajdowaé sie w srodku Wszechswiata, Ksiezyc i Stonce ja obiegaly,
wraz z reszta planet zataczajacych okregi dookola Stonca (rys. 3).

Wiéréd licznych jego osiagnie¢ na uwage zastuguja szczegodlnie
dwa odkrycia wywnioskowane z pomiaréw paralaksy. Pierwsze,

ze widoczny w 1572 roku rozblysk na niebie (my wiemy, ze byl

to rozblysk supernowej SN 1572 — fot. 1) nie byl zjawiskiem
atmosferycznym, a zdarzyl sie wérod gwiazd stalych. Doszedt

do tego, otrzymawszy z pomiaréw zerowa paralakse na tle Kasjopei.
A drugie, ze zaobserwowana w 1577 roku kometa to obiekt,

ktory obiega Stonce, przecinajac sfery gléwnie Wenus i Marsa,

a nie zjawisko okoloziemskie. Bylo to fundamentalnie wazne, gdyz
Starozytni te zjawiska zaliczali do $wiata podksiezycowego, blisko
Ziemi. W taki sposéb astronom zdetronizowal antyczna zasade
niezmiennodci $wiata nadksiezycowego.

Nie koto, lecz elipsa. Johannes Kepler (1571-1630), aby
wyznaczy¢ orbite Marsa, najpierw musial opracowa¢ wlasna
teori¢ ruchu Ziemi, a dopiero potem na podstawie polozen
Marsa, zebranych przez Tychona Brahego, mégt szukac jego
toru. Kosztowato go to cale lata mrowczej pracy. Jako pierwsze
odkryl prawo stalosci predkosci polowej, znane pod nazwa



drugiego prawa Keplera. Nastepnie wykorzystujac je, wyliczal orbite Marsa,
ale rachunki w najlepszym razie dawaly odstepstwo 8 minut katowych od
danych obserwacyjnych Tychona Brahego, a jak pamietamy, niepewno$¢ tych
pomiaréw okresla sie na zaledwie 1 minute katowa. Kepler pracowal wiec
dalej i dopiero préba dopasowania elipsy, ze Stoncem w jednym z ognisk,
dala dobra zgodno$é. Starozytne przestanie o doskonatym ruchu kotowym
jednostajnym we Wszechswiecie, wobec faktow doswiadczalnych, musiato
prysna¢ jak banka mydlana.

Kepler spekulowal, ze przyczynag odkrytego przez niego ruchu miataby by¢ sita
popychajaca planety, majaca charakter magnetyczny, dzialajaca w plaszczyznie,
w ktorej sie¢ one poruszaja. Slonce miato znajdowaé si¢ w $rodku takiego
Swirn”. W taki sposéb powstala tak zwana teoria wiréw. Jednym z gltéwnych
wyznawcow tego trendu byl Kartezjusz (1596-1650), skad wynikalo szczegdlne
przywiazanie do niej Francuzéw. Teoria ta kroélowala w nauce do czasu
zwyciestwa teorii grawitacji Newtona.

Luneta i nowe fakty. Galileusz (1564-1642), w jednym

zdaniu, podobno ostatnim, ktére wypowiedzial, stwierdzit, ze

»A jednak sie kreci” — czyli do konca, konsekwentnie opowiadal

sie za systemem Kopernika. Do tego wniosku doprowadzily go
obserwacje nieba za pomocy teleskopu, ktére to urzadzenie wlasnie
on po raz pierwszy skierowal w kosmos w 1609 roku. Za pomoca
lunety zobaczyl znacznie wiecej niz ktokolwiek, kto spogladat

w niebo golym okiem. Stwierdzil, ze Droga Mleczna to nie oblok,
ale ogromna liczba skrzacych sie gwiazd. Wypatrzyl cztery ksiezyce
obiegajace Jowisza (rys. 4). Jako pierwszy cztowiek ogladal ciekawa
strukture powierzchni naszego Ksiezyca. Zaobserwowal zgrubienia
wokét rownika Saturna (dla nas to pierécienie) i co ostatnie,

ale, by¢ moze, nawet najwazniejsze — zauwazy! fazy Wenus,
analogiczne do faz Ksiezyca (rys. 5). Wystepowania faz Wenus

nie dalo sie wyjasni¢ w ramach systemu geocentrycznego, ale

z zasady dzialania ukladu heliocentrycznego bylo widoczne wprost.
Odkrycie naturalnych satelitow Jowisza zaskoczylo zwolennikéw
geocentryzmu, gdyz trudno byto im przej$é¢ do porzadku dziennego
nad faktem, ze wokél jakiegokolwiek innego obiektu niz Ziemia
moga krazy¢ ciala niebieskie. W Dialogach o najwazniejszych
systemach. . . zestawil uktad geocentryczny i poglad Kopernikanski,
opowiadajac sie zdecydowanie za tym drugim. Medrzec drogo
zaplacil za obstawanie przy swoich pogladach. Skazany przez
inkwizycje na areszt domowy w willi pod Florencja, spedzit

w odosobnieniu prawie cate ostatnie dziesieciolecie zycia.

Niedaleko pada jablko od jabtoni. Jedna z gtéwnych

Rys. 4. Catery ksigzyce Jowisza odkryte praez Galileusza. a0 [zaaka Newtona (1642-1727) dla rozwoju nauki byto

B
*
O

Ziemia,

Rys. 5. Fazy Wenus obserwowane z Ziemi.

stworzenie mechaniki newtonowskiej. Impulsami do dziatan

w tej dziedzinie, oprocz, oczywiscie, jego wlasnej ciekawosci
naukowej i dobrej znajomo$ci zastanego dwczesnego stanu wiedzy,
byly — miedzy innymi — wymiana zdan z jego adwersarzem,
Robertem Hooke’em, na temat istoty grawitacji, a takze pytania

o ksztalt torow komet, powstate w zwiazku z odkryciem komety
przez jego admiratora, Halleya. Pierwszym potwierdzeniem tego,
ze Newton znajdowal sie na dobrej drodze, bylo wyprowadzenie

z sily grawitacji — sily centralnej malejacej z kwadratem odlegtosci,
eliptycznosci orbit planetarnych i stalosci predkosci polowej,

czyli pierwszych dwdéch praw Keplera. W wydanej w 1686 roku
pierwszej ksiedze Principiow. .. Newton zawart przede wszystkim
prawo powszechnego ciazenia i swoje trzy zasady mechaniki oraz
opisywal kolejne rozpracowywane zagadnienia. Chyba najwazniejsze
w tym dziele bylo fundamentalne stwierdzenie, ze te same prawa
fizyki rzadza materia w calym Wszech$wiecie, czym ostatecznie
zlikwidowat arystotelejski podziat na $wiaty pod- i nadksiezycowy.
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O G L O S Z E N I E

Turniej Mlodych Fizykéw

Rozpoczal si¢ Turniej Mtodych Fizykow
2012. Zawody dla uczniow szkét
ponadgimnazjalnych, o charakterze
komplementarnym wobec Olimpiady
Fizycznej. W Turnieju uczestniczg
pigcioosobowe druzyny. Najlepsza z nich
wyjedzie na Turniej Miedzynarodowy,
ktoéry odbedzie si¢ w Niemczech (w 2011
roku Miedzynarodowy Turniej odbyl si¢
w Iranie, polska druzyna zdobyta w nim
brazowe medale). Szczegélowe informacje
o Turnieju Mlodych Fizykéw sa dostepne
na stronie internetowej

http://ptf.fuw.edu.pl/tmf.html

Ewentualne zapytania mozna kierowac
pod adresem

tmf@ifpan.edu.pl

Termin nadsylania prac:

31 stycznia 2012 r.

Przykladowe tematy do opracowania:

Przecinanie powietrza

Podczas wirowania kawaltka nici lub

np. zytki nylonowej z zamocowanym na
koticu cigzarkiem daje sie styszeé wyrazny
dzwigk. Zbadaj, w jaki sposoéb ten dzwigk
powstaje oraz od jakich parametréw zalezy.

Jasne fale

Oswietl ptaski zbiornik z woda. Gdy na jej
powierzchni zostang wytworzone fale,
mozna bedzie zobaczy¢ jasne i ciemne
wzory na dnie zbiornika. Zbadaj zaleznosé
miedzy falami a obserwowanymi wzorami.

Babelki

Czy jest mozliwe plywanie na powierzchni
wody, w ktérej wystepuje duzo babelkéw?
Zbadaj, jak plywanie przedmiotu zalezy
od obecnosci babelkow.

Granularny rozbryzg

Gdy kulka stalowa spada na powierzchnie¢
suchego piasku, obserwuje si¢ rodzaj
piaskowego rozbryzgu, po ktérym moze
nastapi¢ wyrzucenie pionowej kolumny
piasku. Odtwérz to zjawisko i je wyjasnij.

W szczegdlach zas wyttumaczyl, na przyklad, nieregularnosci w ruchu Ksiezyca,
uwzgledniajac wzajemne oddzialywania grawitacyjne trzech obiektéw: Stonca,
Ziemi i Ksigzyca. Kontynuujac te my$l, stusznie sugerowal, ze w celu wyliczenia
teoretycznej orbity Saturna, zgodnej z obserwowana, nalezy rozwazaé sity
dzialajace pomiedzy Stoncem, Jowiszem i Saturnem. Zadanie takie zyskalo sobie
nazwe zagadnienia trzech cial i bylo tak trudne, Ze sam geniusz wyrazil sie, ze
»brzekracza, jesli sie nie myle, site jakiegokolwiek umystu ludzkiego”.

Mechanicy nieba. W przypadku rozwazania trzech cial trzeba bylo

malymi krokami rozpracowywaé¢ zagadnienie, rozwazaé przypadki szczegdlne
(na przyklad, ze jedno z cial ma znikoma mase lub Ze masy rozmieszczone

sa w specjalny sposob), a takze stosowaé inne sposoby upraszczajace
zagadnienie, jak, na przykltad, metode zaburzen. Réwnoczesnie z pracami nad
problemem trzech cial rozwijaly sie inne trendy w mechanice teoretycznej,

a postepy aparatu matematycznego, rachunku rézniczkowego i catkowego
rozszerzaly mozliwosci tworcze mechanikéw nieba. Istotne zastugi w budowaniu
teorii na potrzeby matematycznego opisu ruchéw obiektéw w Ukladzie
Stonecznym polozyli uczeni Oswiecenia: Szwajcar Leonhard Euler oraz
Francuzi: Alexis Claude de Clairaut, Jean d’Alembert, Joseph Louis Lagrange,
Pierre Simon de Laplace. Chociaz w polowie XVIII wieku podejrzewano
istnienie jeszcze jakiej$ nieznanej sily oprocz sily grawitacji, majacej wplyw na
ruch Ksiezyca, to wkrétce udowodniono jedynowtadztwo sity ciezkosci Newtona.
Nie mniej wazne byto, ze Euler uscislit pojecie punktu materialnego, predkosci,
przyspieszenia — tak jak to dzi§ rozumiemy, odkryl zasade zachowania pedu.

To rowniez on pierwszy zapisal rownania Newtona w znanej nam postaci:

F = ma i nieco pdzniej sformutowal podstawowe pojecia i zreby teorii bryty
sztywnej. Pracowal takze nad ogélnym problemem trzech cial, ale rozwiazatl go
w szczegbdlnym przypadku dla trzech cial utozonych na linii prostej. Nastepnie
Lagrange, miedzy innymi, opracowal inny szczegdlny przypadek, dla cial

w wierzcholkach tréjkata réwnobocznego. W latach 60. XVIII wieku osiagnigcia
mechaniki teoretycznej pozwolily juz, miedzy innymi, na ukoronowanie prac
rozpoczetych przez samego Newtona, majacych na celu bardzo doktadne
przewidywanie przysztych potozen Ksiezyca na tle gwiazd stalych w nocy

i w odniesieniu do polozen Stonca w dzien. Dzieki temu udalo sie stworzy¢
tablice tych wielko$ci, za pomoca ktorych nawigatorzy po raz pierwszy

w historii mogli skutecznie i doktadnie okredla¢ dlugos¢ geograficzng polozenia
statkéw na oceanach.

Nastepne planety. Uran widziany byt wczesniej przez réznych astronoméw,
ale dopiero William Herschel w 1781 roku stwierdzil, ze nie jest to gwiazda
stata, i ostroznie sugerowat, ze moze to by¢ kometa. W konsekwencji juz wkrotce
astronomowie zorientowali sig, ze jest to kolejna planeta, pierwsza odkryta

od czaséw starozytnych.

Nastepna planeta, Neptun, podobnie jak Uran, takze byla juz wczesniej
obserwowana, cho¢by przez samego Galileusza, ale bez Swiadomosci, co to

za obiekt. Orbita Urana wykazywata pewne odstepstwa od toru wyliczonego

z oddzialywan grawitacyjnych Stonca i znanych planet. Wyttumaczeniem
okazalo sie istnienie jeszcze jednej, nieodkrytej planety. Orbite tego obiektu
wyznaczyli w tym samym czasie John Couch Adams i Urbain Le Verrier, z tym ze
obliczenia Francuza byly lepsze. Neptuna, wedlug jego wskazdwek, bardzo szybko
zidentyfikowano na niebie 23 wrzesnia 1846 roku w obserwatorium w Berlinie.

Wtlasciwie na tym mozna by zakoniczy¢ te historie, gdyz dzis Miedzynarodowa
Unia Astronomiczna uznaje 8 planet: Merkurego, Wenus, Ziemig, Marsa,
Jowisza, Saturna, Urana i Neptuna. Jednak w 1930 roku obserwujac niebo

z Arizony, odkryto niewielkie cialo niebieskie o $rednicy tylko 2300 km, nazwane
Plutonem. W 1978 roku zauwazono jego najwiekszy ksiezyc, okoto 2 razy
mniejszy od niego, a w 2005 roku jeszcze dwa inne malutkie ksiezyce. Przez

76 lat Plutona uznawano za dziewiata planete, ale w 2006 roku zdegradowano
go z tej pozycji, przyznajac status planety kartowate;j.

Malg Delte przygotowala Bronistawa SREDNIAWA

15



Kacik przestrzenny (10) Trzy rozwigzania pewnego zadania

W tym kaciku zajmiemy si¢ pewnym zadaniem o czworoscianie foremnym,
o ktérym, miedzy innymi, miatem okazje opowiadaé¢ na XLVI Szkole Matematyki
Pogladowej pod hastem Podejscie niestandardowe.

Dany jest czworo$cian foremny o krawedzi dlugo$ci a +b. Punkty P i Q leZg na
krawedziach AB 1 CD, przy czym AP = a, BP =b, CQ = a, DQ = b. Znalezé
dtugosc odcinka PQ.

Zadanie jest szkolne, a wigc zobaczmy, jak wyglada typowo szkolny sposéb
rozwiazywania.

Sposéb I — za pomoca twierdzenia Pitagorasa

Oznaczmy przez M i N érodki krawedzi AB i C'D. Odcinki CM i DM sa
wysokosciami tréjkatéw réwnobocznych ABC i ABD, a wiec ich dlugo$ci sa
rowne @(a +b). Tréjkat CM D jest wiec réwnoramienny, zatem jego Srodkowa
MN jest jednocze$nie jego wysokoscia i z twierdzenia Pitagorasa obliczymy,

ze MN = %(a +b). Jedli a = b, to wiemy juz, ze PQ = MN = ay/2. Dalej
przyjmijmy dla ustalenia uwagi, ze a > b. Trojkat M NQ jest prostokatny,

a skoro N@ = “T’b, to znow korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, obliczymy, ze
a—b)? b)?
(a=b?  (a+b?
4 2
Plaszezyzna C' DM jest plaszczyzna symetralng odcinka AB, a wigc jest do niego
prostopadta. To samo dotyczy dowolnej prostej w niej zawartej, skad wniosek, ze
M@ 1L AB. Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata prostokatnego PM (@ dostajemy
—b)? a— b)? a+b)?
2 @-b?  (a+h)
4 4 2

Rys. 1

MQ?* =

PQ? = MP* + M@ =
skad PQ = Va? + b2.

Rachunki do$é¢ uciazliwe, ale wynik podejrzanie tadny... Sprobujmy wiec innego
podejscia. Doswiadczony uczestnik olimpiad, jak réwniez Czytelnik Uwazny,

b " spojrzalby na to w nastepujacy sposéb.

=a2+62,

Sposéb IT — za pomoca wpisania czworo$cianu foremnego w szeScian

A/

|

; ¢ Na czworo$cianie ABC D opiszmy sze$cian AC’BD'A’C B’ D. Dlugo$¢ jego
| krawedzi jest réwna “—"‘2}’ Niech Q' bedzie takim punktem na odcinku C’D’,
| /) ze Q'C" =ai QD' =b. Wtedy odcinek QQ’ jest prostopadly do podstawy
|

|

]

| AC'BD’, a jego dlugosé jest réwna dlugosci krawedzi szeScianu, czyli “—\g’.
f ! Znowu, jesli a = b, to punkt Q' pokrywa si¢ z punktem P, a wiec odcinek

I

)

]

—|- = Jp PQ pokrywa si¢ z QQ" - stad PQ = “—\;%b = a/2. W przeciwnym przypadku
trojkat PQ'Q jest prostokatny. Korzystajac np. z twierdzenia Talesa, mozemy
obliczy¢, ze PQ' = “—\/_gb. Stosujac teraz twierdzenie Pitagorasa dla trdjkata

PQ'Q, otrzymujemy
PQZ _ PQI2 + QQ/Q —
iznéw PQ = va? + b2,

Tym razem rachunki byly krétsze, ale nadal trzeba cos obliczyé¢, a poza tym
w obu rozwiazaniach obliczenia nie obejmujg przypadku a = b. Pokazemy wiec
sposob, ktory daje wynik natychmiast i bez rozpatrywania dwéch przypadkow.

(a=0? , (a+b?

2 2
= b
5 2 a” +

Sposéb IIT — za pomocs. ... chytrego, niestandardowego pomystu

Niech R bedzie takim punktem lezacym na krawedzi BC, ze BR=0b1iCR = a.
Trojkaty BPR i CQR sa réwnoboczne, a stad wynika, ze PR =01 QR = a.

7Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wnioskujemy, ze PR || AC

i QR || BD. Ale krawedzie AC' i BD czworo$cianu ABC'D sa prostopadle
(dlaczego?), skad wnioskujemy, ze tréjkat PRQ jest prostokatny. Twierdzenie
Rys. 3 Pitagorasa daje wiec wynik PQ = va? + b2.

Michalt KIEZA
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Protokél posiedzenia Jury XXXIII Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

RSz,

N
ﬁ;,* A
WUW

oNwNIeTy,
oK %
%
Ysmvzs®

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w skladzie:

Antoni Leon Dawidowicz — przewodniczacy, Wiktor Bartol, Andrzej Komisarski,
Marek Kordos, Agnieszka Wojciechowska-Waszkiewicz

na posiedzeniu 13 wrzeénia 2011 roku w f.odzi po wystuchaniu prezentacji prac
dopuszczonych do finatlu, biorac pod uwage dobdr tematu, tre$é¢ prac i sposéb
ich przedstawienia, postanowito, ze

e zloty medal i nagrode w wysokosci 1600 zt otrzymuje
Wojciech Nadara z XIV LO im. S. Staszica w Warszawie za prace
O prawdopodobienstwie, wyznacznikach i pokryciach cyklowych,

e 2 srebrne medale i nagrody w wysokosci 1000 zt otrzymuja
Anna Dymek z V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie za prace
Sangaku — japonskie inspiracje,

oraz Aleksander Czarnecki z I LO im. K. Brodzinskiego w Tarnowie za prace

Problem pewnych ciggow,

e brazowy medal 1 nagrode w wysokosci 600 zl otrzymuje
Adam Baranowski z I LO im. M. Sklodowskiej-Curie w Sopocie za prace
Liczby zespolone w geometrii.

Opiekunowie prac: Andrzej Daszke, Jacek Dymel, Maciej Rzeszut i Renata Zywiec,
otrzymuja dyplomy honorowe.

Wszyscy finalisci i opiekunowie prac otrzymali réwniez nagrody ksiazkowe
ufundowane przez Wydawnictwa Uniwersytetu Warszawskiego, Wydawnictwa
Szkolne i Pedagogiczne oraz Wydawnictwo Naukowe PWN.

(—) podpisy Czlonkdéw Jury

Prace nadsylane na Konkurs powinny by¢ samodzielnie przygotowanym przez
ucznia opracowaniem, zawierajacym nowe wyniki lub nowe twércze ujecie
tematu. Szczegdtowy regulamin znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl
Termin nadsytania prac w kolejnej edycji Konkursu to 1 kwietnia 2012 roku.

Wyniki XXVIII Ogélnopolskiego Sejmiku Matematykéw, Szczyrk, 2—5 VI 2011

Konkurs polega na przedstawieniu
opracowania jednego z tematéw
zaproponowanych przez Jury (wraz

z bibliografia) lub tematu wlasnego
oraz — w przypadku zakwalifikowania
sie do finalu — krétkim, publicznym
zreferowaniu tego opracowania.

W roku 2011/12 zaproponowane
przez Jury tematy to:

e liczby Catalana,
e zbiory wypukle,
e jak to si¢ zaczglo —
wyrywki z historii matematyki,
e ile informacji jest w informacji,
e prawie poprawne ,dowody”
slynnych hipotez,
e zanim powstal kalkulator,
e batagan kontra porzadek,
e matematyka do wziecia w reke.

Sejmiki organizuje Pracownia
Matematyki i Informatyki

Palacu Mlodziezy w Katowicach

we wspoélpracy z Uniwersytetem élqskim;
www.spinor.edu.pl

Jury w skladzie: prof. dr hab. Maciej Sablik — przewodniczacy,

dr Marian Podhorodynski — zastepca przewodniczacego, dr Tomasz Bielaczyc,
dr Pawel Blaszczyk, dr Adrian Briickner, dr Wlodzimierz Fechner,

dr Zywilla Fechner, dr Maria Kania, dr Erwin Kasparek, mgr Renata Kawa,
dr Tomasz Kochanek, dr hab. Mieczystaw Kula, dr hab. Janusz Morawiec,

dr Barbara Przebieracz, dr Beata Rothkegel, dr Malgorzata Serwecinska,

dr Jolanta Sobera, dr Anna Szczerba-Zubek, postanowilo przyznac:

I miejsce: Marcel Zigba z II LO w Jaworznie za prace
Liczby zespolone w geometrit;

IT miejsce: Agata Drewniak z I LO w Pszczynie za prace
Od sznurkow do plyt, czyli jak sie komunikujemy;

IIT miejsce: Karol Bacik z VIII LO w Katowicach za prace
Grafy eulerowskie;

wyréznienia: Anna Laskorz z ZSL w Ustrzykach Dolnych za prace
Tajemmnice srednich

oraz

Przemystaw Wawrzyniak z I LO w Bydgoszczy za prace
Wybrane algorytmy grafowe i ich zastosowania.

W glosowaniu publicznosci na najlepsza prezentacje
nauczyciele nagrodzili Agate Drewniak,

a uczniowie Ige Rygielska z I LO w Koszalinie

za przedstawienie pracy Rozmycie.
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Rys. 1. Magiczna soczewka w postaci
przezroczystej szpulki wykonana

z butelki; 1 — plastikowa, przezroczysta
butelka, 2 — woda, 3 — zakretka,

4 — pierscien z tektury.

MAMA

0Ko

TATA

KOKI

Fot. 1. Model magicznej soczewki
w postaci szpulki, w ktérej uzyto
kawatka szklanego preta.

Rys. 2. Odcinek przezroczystego walca
przeznaczony do zbudowania magicznej
soczewki.

J 3 2

Rys. 3. Magiczna soczewka w postaci
ramki; 1 — odcinek walca, 2 — wspornik,
3 — podstawa; wszystkie elementy sa
wykonane z materiatu przezroczystego.

Jak zrobi¢ magiczng soczewke?
Stanistaw BEDNAREK

W tym odcinku bedziemy nadal zajmowali sie magiczna soczewka, ktérej
dzialanie poznalismy, wykonujac doswiadczenia opisane w poprzednim artykule.
Wykonamy kilka odmian tej soczewki, dzieki ktérym mozna przeprowadzaé
zabawne i zadziwiajace do$wiadczenia.

Potrzebne nam beda nastepujace przedmioty i materiaty: kilka przezroczystych,
zakrecanych plastikowych butelek o réznych $rednicach z cienkimi cylindrycznymi
$ciankami bocznymi (nalezy poszukaé butelek ze Sciankami jak najmniej
wyprofilowanymi — dobrze nadaja sie do tego celu np. butelki od tanich szamponow
do wloséw), duze naczynie z woda, kilka kartek papieru, pisak lub drukarka, kawalek
grubej tektury, cienka ptytka z przezroczystego tworzywa sztucznego, cyrkiel,
otowek, linijka, klej cyjanoakrylowy, nozyczki. Mozemy ponadto uzy¢ kawatka
przezroczystego preta szklanego o srednicy okoto 1-2 cm lub wigkszej i dlugodci kilku
centymetréw, podobnych rozmiaréw kawalka przezroczystego preta plastikowego,
pitki do metalu, pilnika i pasty polerskiej. Przydatna bedzie réwniez cylindryczna
soczewka Fresnela, ktéra mozna czasami kupi¢ w sklepie z artykutami optycznymi
lub przez Internet, i kawalek preta o dtugosci kilkudziesigciu centymetrow, wykonany
z dowolnego materiatu.

Na poczatek butelki catkowicie napelniamy woda i zakrecamy, tak zeby

nie bylo w nich pecherzykéw powietrza. Na kartce piszemy serie stéw

zlozonych z liter majacych pozioma 0§ symetrii oraz z liter jej niemajacych.
Mozemy tez wykresli¢ pary réznych figur, w ktorych tylko jedna ma pozioma o$
symetrii. Jak pami¢tamy, zeby ogladaé¢ obrazy tworzone przez magiczna soczewke,
nalezy trzymac butelke w odpowiedniej odlegtosci od napiséw lub rysunkow.
Odleglosé ta powinna by¢ dwa razy wieksza niz ogniskowa butelki-soczewki.

FLatwy sposéb na rozwiazanie tego problemu polega na umocowaniu na butelce
dwdch pierécieni z grubej tektury, zapewniajacych jej stala odlegltosé od kartki

z napisami. Taka magiczna soczewka, przedstawiona na rysunku 1, wyglada jak
duza szpulka z gruba, przezroczysta osia. Uzywamy jej, kladac na kartce z napisami
lub rysunkami i powoli po niej toczac. Majac butelki o réznych érednicach, mozna
wykorzystaé je do zbudowania zestawu magicznych soczewek i sprawdzenia,

jak srednica butelki wplywa na promien zewnetrzny pierscieni, zapewniajacych
najlepsze wyniki obserwacji. Magiczna soczewke w postaci szpulki mozemy réwniez
wykonaé z kawalka przezroczystego preta szklanego lub plastikowego. Przyktad
otrzymanej w ten sposob soczewki przedstawia fotografia 1.

Magiczna soczewka zrobiona z butelki napelnionej woda ma te wade, ze jest
wrazliwa na zmiany temperatury. Prosty sposéb poradzenia sobie z tym
problemem przedstawiony jest na stronie deltami.edu.pl

Opisana wyzej soczewka ma dos¢ krétka ogniskowa, co moze by¢ niewygodne,
poniewaz trzeba te soczewke umieszczaé blisko ogladanych napisow. Jezeli
dysponujemy przezroczystym, plastikowym pretem, mozemy go przeciaé pitka do
metalu réwnolegle do podluznej osi, wyréwnaé pilnikiem powierzchnie przeciecia,
a nastepnie wypolerowaé ja pasta polerska i wykorzystaé¢ otrzymany odcinek
walca jako magiczna soczewke, taka jak na rysunku 2. Mozna jej uzywac,
trzymajac bezposrednio palcami w odleglosci réwnej jej podwojnej ogniskowe;j
od napisow albo, co jest znacznie wygodniejsze, zamocowaé w specjalnej ramce,
pokazanej na rysunku 3, zbudowanej z trzech paskow wycietych z plastikowej,
przezroczystej plytki i potaczonych klejem cyjanoakrylowym. Otrzymana ramke
ustawiamy na kartce z napisami i przesuwamy ja po kolejnych parach stow.
Magiczna soczewka sporzadzona z odcinka walca moze mie¢ znacznie dtuzsza
ogniskowa niz soczewka wykonana z pelnego walca.

Jeszcze ciekawsza (1 bardziej tajemnicza) odmiane magicznej soczewki mozemy
zrobi¢, wykorzystujac cylindryczna soczewke Fresnela. Jej nazwa pochodzi od
nazwiska francuskiego uczonego, ktéry zajmowal sie gléwnie badaniem zjawisk
optycznych. Zauwazyl on, ze soczewki maja bardzo duzo ,zbednego” materialtu.
Dla ich wladciwego dzialania wystarcza tylko cienkie pierscienie o przekroju
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Rys. 4. Zasada budowy soczewki
Fresnela; 1 — odrzucona czgéé
materialu, 2 — zachowany material,
3 — przezroczysta plytka.

schodkéw (rys. 4a). Reszte materialu mozna odrzucié, a wspomniane pierscienie
umiescié¢ na jednej przezroczystej plytce (rys. 4b). Pozwala to otrzymaé soczewki
o rozmiarach nawet kilkudziesieciu centymetréw i bardzo malej grubosci,

a przy tym lekkie i wygodne w uzyciu, gdyz mozna je zwina¢ w rulon, jezeli
zostang wykonane z gietkiego, przezroczystego plastiku.

W praktyce soczewki Fresnela produkuje sie latwo i tanio przez wyciskanie
odpowiedniego ukladu rowkéw (wspétérodkowych dla soczewek sferycznych

i réwnoleglych dla soczewek cylindrycznych) na przezroczystych, plastikowych
plytkach lub arkuszach gietkiej folii. Soczewek Fresnela uzywa si¢ m.in. jako
kondensoréw do tworzenia rownoleglej wiazki swiatta w rzutnikach pisma,

lup o duzych rozmiarach oraz przykleja na tylnych szybach samochodéw dla
przyblizenia kierowcy obrazu drogi za pojazdem. Soczewki Fresnela nie sg
jednak uzywane w precyzyjnych przyrzadach optycznych, np. w teleskopach czy
mikroskopach, poniewaz krawedzie rowkow nieco znieksztalcaja obraz. W naszych
do$wiadczeniach nie musimy sie ta wadg soczewek Fresnela przejmowac.

Majac cylindryczng soczewke Fresnela w postaci plaskiej, rowkowanej

plytki, przyklejamy ja do konica dowolnego preta o dlugosci kilkudziesieciu
centymetréow. Otrzymujemy w ten sposéb ,magiczna rézdzke” , ktorej mozemy
uzywac¢ do pokazu sztuki cyrkowej. W tym celu kartke z napisami zawieszamy
pionowo i ustawiamy przed nig ogladajacego pokaz widza. Koniec preta
zaopatrzony w soczewke umieszczamy miedzy widzem i kartka z napisami.
Polecamy nastepnie widzowi patrze¢ przez soczewke na napisy. Wczesniej
nalezy sprawdzi¢, w jakich odlegtosciach powinny by¢ oko widza i soczewka,
zeby najlepiej zobaczyl on obrazy tej samej wielkosci, co napisy. Przesuwajac
soczewke nad kolejnymi liniami napisow, argumentujemy, ze nasza soczewka
jest inteligentna” — potrafi zrozumie¢ napisane stowa i, zaleznie od ich tresci,
jedne z nich odwraca, a innych nie. Ostatnie doSwiadczenie jest bardzo prostym
przyktadem tego, iz wiele magicznych sztuk, przedstawianych np. w cyrku czy
w telewizji, polega na umiejetnym wykorzystaniu zjawisk i praw fizyki.

Xa

XB

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1333. Na plaszczyznie dane sa punkty A i B. Dany jest tez kat skierowany w. Przez
Xa, Xp oznaczamy obraz punktu X przy obrocie o kat w wzgledem punktu A, B,
odpowiednio. Znalezé wszystkie punkty X, dla ktorych trojkat X X 4 X p jest rownoboczny.
Rozwigzanie na str. 8

M 1334. Znalez¢ najwieksza liczbe naturalna n, nie wieksza od 2011, dla ktérej liczba
S, =1"4+2° 43"+ .. 4n"H!

jest podzielna przez 3.
Rozwigzanie na str. 2

M 1335. Udowodni¢, ze dla liczb rzeczywistych x,y, z, spelniajacych
0<z<y<z<x+ 1, zachodzi nieréwnosé

x2+y2+z2<xy+yz+z:c+z—x.

Rozwigzanie na str. 23

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 801. W duzym naczyniu, zamknietym ruchomym ttokiem, znajduje sie powietrze
o ci$nieniu p; oraz banka mydlana o promieniu r. Napiecie powierzchniowe btony
mydlanej wynosi o, temperatura uktadu 7T jest utrzymywana na staltym poziomie.
Wyznaczy¢ ci$nienie p2, do ktérego nalezy sprezyé powietrze za pomocsy ttoka, zeby
promien banki zmniejszyt si¢ dwukrotnie.

Rozwiazanie na str. 3

F 802. W dwdch komorach izolowanego cieplnie naczynia, przedzielonego
nieprzewodzaca ciepla przegroda, znajduja sie dwie ciecze o pojemnosciach cieplnych
¢y oraz c2, ktorych temperatury wynosza, odpowiednio, 77 i 7. Po usunigciu
przegrody réznica poczatkowej temperatury jednej z cieczy oraz ustanowionej
temperatury réwnowagi okazala si¢ dwa razy mniejsza od poczatkowej réznicy
temperatur cieczy. Znalez¢ stosunek mas cieczy mi/mao.

Rozwigzanie na str. 6
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Supernowa na zadanie

Tegoroczna Nagroda Nobla z Fizyki podzielg si¢

Saul Perlmutter, szef Supernova Cosmology Project,
oraz Brian P. Schmidt i Adam G. Riess, obaj z High-z
Supernova Search Team, za odkrycie przyspieszonej
ekspansji Wszech$§wiata za pomocg obserwacji
dalekich supernowych.

O publikacjach [1, 2], za ktére gléwnie zostala
przyznana tegoroczna nagroda, bylo gtosno na
poczatku 1998 roku, czyli jeszcze przed ich ostatecznym
opublikowaniem. Oczywiscie i my o tym pisalidmy
(Delta 5/1998). Wyniki te zostaly niezaleznie
potwierdzone analiza anizotropii reliktowego
mikrofalowego promieniowania tla oraz przegladami
wielkoskalowych struktur Wszech$wiata (Delta 11/2000,
6/2003, 12/2006), co doprowadzilo do uznania
standardowego modelu kosmologicznego ACDM, wedlug
ktorego Wszechswiat wyglada na euklidesowy, a na
jego gestos$é energii (zgodna z gestoscia krytyczna, czyli
z euklidesowoscia” wladnie) sklada sie ciemna energia
(prawie 3/4), ciemna materia (prawie 1/4), niecala
jedna dwudziesta zwyktej materii oraz zaniedbywalne
wktlady od promieniowania i neutrin. Cho¢ nadal

nie wiemy, ani czym jest ciemna materia, ani jak nalezy
interpretowaé ciemng energie, to za pierwszy krok

w kierunku obecnego paradygmatu kosmologicznego
Nagroda Nobla nalezata sie jak psu kosc.

W latach osiemdziesiatych XX wieku dojrzewal
pomyst wykorzystania supernowych Ia jako $wiec
standardowych. Eksplozje te powstaja w ukladach
podwdjnych bialego karta z inna gwiazda, ktora
karzet okrada z materii do momentu przekroczenia
granicy Chandrasekhara, gdy nastepuje termojadrowy
wybuch i gwiazda przez kilka tygodni Swieci jasniej
od macierzystej galaktyki. Poniewaz za kazdym razem
wybucha prawie identyczny obiekt, wiec ewolucja
jego jasnosci absolutnej jest zawsze bardzo podobna,
a ewentualne odstepstwa mozna monitorowaé i pomiar
jasnosci odpowiednio poprawic.

Problem polega tylko na tym, ze taki wybuch zdarza
sie w przecietnej galaktyce raz na kilkaset lat, a do
precyzyjnego pomiaru trzeba uzy¢ duzego teleskopu,
na ktorym czas pomiarowy musi by¢ rezerwowany

z duzym wyprzedzeniem. Problem ten rozwiazalt
Perlmutter w 1988 roku, a swoje podejécie nazwal
supernowa na Zgdanie. Za pomocy czterometrowego
teleskopu wyposazonego w CCD (co obecnie jest
standardem, ale ¢wieré wieku temu jeszcze nie bylo)
jego zespol przegladal niebo tuz po nowiu, a nastepnie
po trzech tygodniach (czyli przed kolejnym nowiem)

i automatycznie poréwnywal zdjecia, poszukujac
kandydatéw na supernowe. Kazdy przeglad obejmowat
tak olbrzymia liczbe galaktyk, ze za kazdym razem
mozna byto oczekiwaé okolo tuzina kandydatéw,
ktorymi mogly zajacé sie zarezerwowane wcezesniej duze
teleskopy. Pomimo tak zaawansowanego logistycznie
przedsiewziecia uzysk byl bardzo matly. Pierwszy wynik,
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oparty o pojedyncza supernowa o wzglednym przesunieciu
linii widmowych z ~ 0,5 zostal opublikowany w 1995
roku [3], a tytul publikacji wskazuje, ze oczekiwano
zaobserwowania spowolnienia ekspansji Wszechswiata.
Zasadniczym rezultatem miato by¢ poréwnanie odlegtosci
bolometrycznej wyznaczonej na podstawie jasnosci
obserwowanej i odlegltosci wynikajacej z przesunigcia linii
widmowych z. Zwiazek ten jest liniowy (prawo Hubble’a)
az do z =~ 0,2, a dla wigkszych odleglosci zaczyna

w nietrywialny sposéb zalezeé¢ od historii ekspansji. Mocno
upraszczajac, mozna powiedzieé¢, ze wyhamowywanie
ekspansji w epoce po wybuchu powodowaloby wzrost
jasnoéci obserwowanej i odwrotnie. Efekt ten powinien
by¢ najlepiej widoczny dla 0,2 < z < 1, czyli dla czasow
wybuchu siggajacych polowy wieku Wszech$wiata. W tym
samym roku Perlmutter wraz z Goobarem przedstawili [4],
jak za pomoca pomierzenia kilkudziesieciu odlegtych
supernowych Ta (z > 0,2) mozna okregli¢, czy ekspansja
Wszechswiata zwalnia czy przyspiesza. W tym samym
czasie do gry wlaczyl sie konkurencyjny zespét Schmidta,
w ktorym pierwsze skrzypce gral Riess (w 1995

roku mieli oni, odpowiednio, 28 i 26 lat!). Trzy lata
pozniej oba zespoly oswiadczyly, ze z ich pomiaréw
wynika przyspieszanie ekspansji Wszech$wiata, co

moze, i przewaznie jest, interpretowane jako obecnosé
ciemnej energii.

Podobny wynik dwbéch réznych zespotéw wzmacniat
wiarygodno$¢ przekazu, ale nadal pozostawaly
watpliwosci, czy zmniejszona obserwowana jasno$cé
odleglych galaktyk nie jest spowodowana czym$ innym.
Riess poszedl za ciosem i postanowil sprawdzié, czy
dla jeszcze odleglejszych supernowych (z > 1) da sie
zaobserwowaé spowolnienie przewidywane przez

model ACDM, spowodowane poczatkowa dominacja
materii nad ciemna energia. W tym celu juz wstepne
poszukiwania trzeba bylo przeniesé na teleskop
Hubble’a, ktéry zostal wyposazony w Advanced Camera
for Surveys. Wyniki zostaly opublikowane w 2004

roku [5] i potwierdzily oczekiwane spowolnienie,

a tym samym model ACDM.

Mysle, ze nalezy podkreslié nie tylko znakomite wyniki
osiagniete przez tegorocznych noblistow, ale réwniez,

a moze przede wszystkim, ich zdolnosci organizacyjne.
Wizja nie wystarczy, potrzebna jest jeszcze determinacja.

Piotr ZALEWSKI

[1] A.G. Riess i inni, Observational evidence from supernovae for an
accelerating universe and a cosmological constant, Astronom. J.
116 (1998), 1009-1038.

[2] S. Perlmutter i inni, Measurement of Q and A from 42 high-redshift
supernovae, Astrophys. J. 517 (1999), 565-586.

[3] S. Perlmutter i inni, A Supernova at z = 0.458 and implications
for measuring the cosmological deceleration, Astrophys. J. 440
(1995), 41-44.

[4] A. Goobar and S. Perlmutter, Feasibility of measuring the
cosmological constant A and mass density Q using type la
supernovae, Astrophys. J. 450 (1995), 14-18.

[5] A.G. Riess i inni, Type Ia supernova discoveries at z > 1 from the
Hubble Space Telecope: Evidence for past deceleration and constraints
on dark energy evolution, Astrophys. J. 607 (2004), 665-687.



Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl

Obo6z naukowy OMG

Od 29 maja do 4 czerwca w Perzanowie w woj. mazowieckim odbywal sie
Obéz Naukowy Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow. Wzieto w nim udziat
20 uczestnikéw, wyltonionych sposérdd laureatéow VI OMG.

W trakcie tygodnia uczestnicy rozwiagzali 21 zadan podczas zawodéw indywidualnych
oraz 11 zadan w trakcie Meczu Matematycznego, ktory odbyt sie na zakonczenie Obozu.
Uczestnicy wzieli réwniez udziat w réznorodnych zajeciach poszerzajacych ich
wiedze matematyczna, przydatng w rozwiazywaniu zadan olimpijskich.

Zadania zaproponowane uczestnikom mialy réznorodny poziom, byly tez takie,
ktore zostaly rozwigzane przez wszystkich. Ponizej prezentujemy zadanie, ktore
zostato poprawnie rozwigzane tylko przez jednego uczestnika obozu.

Okrgg w jest wpisany w romb ABCD. Prosta k, styczna do okregu w, przecina
odcinki BC' © C'D odpowiednio w punktach P i Q. Wykaz, zZe warto$é iloczynu
BP - DQ nie zalezy od wyboru stycznej k.

Niech O oznacza $rodek okregu w (jest to jednoczes$nie punkt przeciecia
przekatnych rombu).

Poniewaz proste DQ i PQ sa styczne do okregu w, wiec
IADQO = L PQO = o
Analogicznie
LBPO = LQPO = 3.
Z rownosci CD = C'B otrzymujemy réwniez, ze XQDO = < PBO = .

Sumujac katy czworokata PQD B, otrzymujemy 2« + 23 + 2y = 360°, skad
a+ B+~ =180°. W takim razie

2DOQ = 180° — £ODQ — <0QD = 180° — v — a = .

7 réwnosci odpowiednich katéow otrzymujemy, ze trojkaty DOQ i BPO sg

odobne, skad ma
podobne, skad mamy DO BP

DQ  BO’
W takim razie iloczyn DQ - BP jest staty i wynosi DO - BO.
Roéwnie interesujacym zadaniem okazalo sie zadanie z Meczu Matematycznego
o nastepujacej tresci:
Na przyjeciu spotkalo sie n 0sob. Okazalo sie, Ze Zadnych dwdéch znajomych nie ma
wspolnego znajomego. Ponadto kazdych dwoch nieznajomych ma doktadnie dwoch
wspolnych znajomych. Udowodnij, Ze wszystkie osoby obecne na tym przyjeciu majq
takg samq liczbe znajomych.
Zadanie zostalo rozwigzane przez jedng z dwoch druzyn, ale przedstawienie
pelnego rozwiazania sprawito jej spore ktopoty. Nie wymagato zadnej wiedzy,
decydujacy okazal sie pomyst na analize sytuacji przedstawionej w zadaniu.
Ponizej prezentujemy przyktadowe rozwigzanie, zachecajac jednoczesnie do
samodzielnych poszukiwan prostszego.

Niech S bedzie dowolng osoba uczestniczaca w przyjeciu zadne trzy osoby z A nie majg wspolnego znajomego

i niech A ={A1,..., A} bedzie zbiorem jej znajomych, w zbiorze B.

a B ={Bi,..., Bn} zbiorem oséb, ktérych nie zna. W takim razie kazda osoba A; ma doktadnie k znajomych
Dla dowolnych i, j osoby A; i A; nie znaja sie miedzy — jest to S oraz k — 1 0s6b ze zbioru B, odpowiadajacych
soba (poniewaz S jest ich wsp6lnym znajomym). parom A;, A; dla i # j.

Stad dowolne dwie osoby z A maja doktadnie jednego

wspolnego znajomego w zbiorze B.

Otrzymalismy wiec, ze S ma tyle samo znajomych,
co kazdy jego znajomy. Z dowolnosci wyboru S oraz

By, (dla kazdego k) zna doktadnie dwie osoby ze zbioru A,  faktu, ze dowolnych dwéch nieznajomych ma wspdlnego
poniewaz ma z S dwbéch wspdlnych znajomych. Stad znajomego, otrzymujemy teze.

Zachecamy Czytelnikéw do samodzielnego rozwigzania tego zadania i préby
zapisania rozwigzania w jak najprostszej postaci.

Tresci wszystkich zadan rozwiazywanych w czasie Obozu dostepne sg na stronie
Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw (www.omg.edu.pl).

Urszula SWIANIEWICZ
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Informatyczny kacik olimpijski (47): Godzilla

W tym miesiacu oméwimy zadanie, ktére rozwiazywali uczestnicy Obozu
Naukowo-Treningowego im. A. Kreczmara w 2009 r.

Siec telewizji kablowej sklada sie z n wezlow i m jednokierunkowych polgczen.
Do kazdego wezla sieci jest podigczony co nagmniej jeden dom. Niektore wezty
sq wyroznione i do nich bezposrednio transmitowany jest program. W danym

domu mozna go oglgdad, jesli istnieje polgczenie (niekoniecznie bezposrednie)
od wyroznionego wezla do wezla, do ktorego podlgczony jest dom.

Niestety, siec¢ jest narazona na ataki zlosliwej Godzilli, ktora, nie wiedzie¢ czemu,
zZywi sie infrastrukturg telewizji kablowej. Co dzien zjada ona jedno polgczenie

z sieci. Majgc dang liste s polgczen, ktore kolejno zje Godzilla, nalezy wyznaczyc,
ile mintmalnie wezlow nalezy oznaczyc jako wyrdznione kazdego dnia, tak aby
kazdy dom mogl odbierac program.

Sie¢ kablowa mozemy traktowaé jako graf skierowany G o n wierzchotkach

i m krawedziach. Aby znalezé minimalny zbiér wyrédznionych weztéw,
wyznaczamy podzial grafu G na silnie spdjne sktadowe. Silnie spdjna
sktadowa nazwiemy poczgtkowq, jesli nie wchodzi do niej zadna krawedz

(tzn. do zadnego wierzchotka tej sktadowej nie wchodzi krawedZ z wierzcholka
spoza tej skladowej). Zauwazmy, ze w kazdej poczatkowej skladowej musimy
wyrézni¢ co najmniej jeden wierzchotek, aby dostarczy¢ program do
wierzcholtkéw tej skladowej. A poniewaz do kazdej niepoczatkowej skladowej

istnieje Sciezka ze sktadowej poczatkowej, wiec taki zbiér wierzchotkéw

jest wystarczajacy.

Znajdowanie podziatu na silnie spdjne sktadowe mozemy zrealizowaé
dwukrotnym przejéciem grafu w glab w czasie O(n 4+ m). Jesli po kazdym
usunieciu krawedzi bedziemy wyznaczali ten podzial od nowa, dostaniemy
algorytm o koszcie czasowym O(s - (n+m)).

Chcieliby$my umieé¢ szybko uaktualniaé¢ strukture
sktadowych po usunieciu krawedzi. Nie jest jednak
jasne, jak to zrobié¢, gdyz po takiej operacji jedna

ze skltadowych moze rozpasé¢ sie na mniejsze skladowe
i wydaje sig, ze nie da si¢ ich wyznaczy¢ szybciej niz
w czasie liniowym wzgledem rozmiaru oryginalnej
sktadowej. Zastosujemy wiec pomystowa sztuczke

i odwrécimy czas: zaczniemy od grafu, w ktérym
usunieto wszystkie s krawedzi, i bedziemy je dodawaé
do grafu w odwrotnej kolejnosci. Tym sposobem
pojedyncza operacja bedzie polaczenie kilku sktadowych
w jedna, a to juz wyglada przyjaznie;j.

Niech k bedzie aktualng liczba poczgtkowych
sktadowych. Przez caly czas bedziemy utrzymywacé
podziat zbioru wierzchotkéw grafu

V=AUAU...UA,UBiUByU...UBy.

Zbior A; tworza wierzcholki i-tej poczatkowej
sktadowej; do zbioru B; naleza za$ wierzcholki, ktére

sq osiagalne z A; (jesli wierzcholek jest osiagalny z kilku
poczatkowych sktadowych, to nalezy do zbioru B; dla
jednej z tych skladowych).

Zobaczmy, co sie dzieje, gdy dodajemy do grafu
nowa krawedz u — v. Jesli v € B; dla pewnego 1, to
dodanie tej krawedzi nie spowoduje zadnych zmian
w strukturze poczatkowych sktadowych, a wiec

nie musimy nic robié.

W przeciwnym przypadku v € A; dla pewnego i.
Bedziemy przeszukiwaé graf transponowany G
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(czyli przechodzi¢ krawedzie grafu G w odwrotnym
kierunku), np. algorytmem DFS, poczawszy od
wierzchotka u. Dla kazdego napotkanego wierzchotka w
ze zbioru B;, przenosimy go do zbioru A; (wiemy,

ze jest cykl w ~» u — v~ w, gdyz w € B; jest
osiagalny z A;). Oczywiscie, dla kazdego napotkanego
wierzchotka w € A; ucinamy przeszukiwanie, gdyz gdy
raz wejdziemy do A;, to juz z niego nie wyjdziemy.

Jedli za$ napotkamy wierzcholek w € A; U B; dla

1 # j, to znaczy, ze znalezliSmy $ciezke, ktéra pokazuje,
iz sktadowa A; stala si¢ osiagalna ze sktadowej A;.
Zatem powigkszamy Bj, wykonujac B; := B; U A; U By,
usuwamy zbiory A;, B; i konczymy przeszukiwanie.
Liczba poczatkowych skladowych zmalala o jeden.

Oszacujmy zlozono$¢ czasowa naszego algorytmu.
Obliczenie podziatu dla poczatkowego grafu G bez

s zjedzonych krawedzi realizujemy w czasie O(n + m).
Podziat ten bedziemy przechowywaé¢ w strukturze danych
dla zbioréw rozlacznych (ang. find-union). Wtedy kazda
operacja 1) zapytania, do ktérego ze zbioréw nalezy dany
wierzcholek i 2) zlaczenia zbioréw bedzie miala ,prawie
staly” koszt zamortyzowany — a dokladniej O(log™* n),
przy czym w praktyce log* n < 5. Dodatkowo, sumaryczny
czas przeszukiwania grafu G wynosi O(n + m), gdyz
kazda krawedzia przechodzimy co najwyzej raz.

Zatem calkowity koszt czasowy to O(n + m + slog* n),
przy zuzyciu pamieci rzedu O(n + m).

Tomasz IDZIASZEK



Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan: 29 II 2012

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
520 (WT = 1,83) i 521 (WT = 2,50)
z numeru 6/2011

Tomasz Wietecha Tarnéw 43,71
Jacek Piotrowski Razeszéw 38,72

Michal Kozlik Gliwice 28,33

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 29 II 2012

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
619 (WT = 2,65) i 620 (WT = 2,07)
z numeru 4/2011

Piotr Sobczak 1.6dz 39,62
Pawel Kubit Krakéw 37,32
Tomasz Tkocz Rybnik 37,14
Zbigniew Skalik ~ Wroctaw 35,98
Michal Miodek Zawiercie 34,61

Janusz Olszewski Warszawa 32,64

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 528, 529
Redaguje Jerzy B. BROJAN

528. Cienki, jednorodny pret o dlugosci [ i masie m postawiono pionowo na
poziomym podlozu i zaczal sie on przewracaé bez poslizgu. Pret nie wygina sie,
a przy przekroczeniu w jakimkolwiek punkcie pewnej wartosci momentu sity
zginajacej M ulega zlamaniu w tym punkcie. Obliczy¢ minimalna wartosé¢ M
niezbedna do tego, aby pret nie zlamal sie przed upadkiem. W ktérym punkcie
pret sie zltamie, gdy M ma wartos¢ nieco mniejsza?

529. Aby wyznaczy¢ warto$¢ oporu amperomierza, wlaczono go w pewien
obwdd razem z bocznikiem — réwnolegltym opornikiem o doktadnie znanym
oporze R. Odczytano wskazanie amperomierza I dla réznych wartosci R,

a wyniki przedstawiono w tabeli:

R, Q 1
I, mA | 54

2
82

10
141

15
70

3
99

)
119

Czy natezenie pradu plynacego przez amperomierz i bocznik (lacznie)
pozostawalo stale? Ile wynosi opor wlasny amperomierza? Jaka metoda najlepiej
uwzglednié¢ wszystkie pomiary? Dopuszczalne sa tylko typowe ,,ogélnouzytkowe”
funkcje arkusza kalkulacyjnego lub kalkulatora.

Zadania z matematyki nr 631, 632
Redaguje Marcin E. KUCZMA

631. Czy istnieje oSmiodcian opisany na kuli, ktorej rzut prostokatny na
plaszczyzne kazdej ze $cian oSmio$cianu jest kolem zawartym w tej Scianie?

632. Mamy cztery liczby rzeczywiste; mozna z nich wybraé pare liczb na szesé
sposobow. W kazdej parze dodajemy obie liczby; dostajemy uklad sze$ciu
liczb. Suma tych szesciu liczb jest znana, réwna A; takze suma ich kwadratéw
jest znana, réwna B. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci, jakie moze przyja¢ suma
szedciandéw tych szesciu liczb.

Zadanie 632 zaproponowal pan Pawel Najman z Krakowa.

Rozwigzanie zadania M 1335.
Zauwazmy, ze

xy+yz+zx+z—x—m2—y2—z

2 _

~z-a)?+(z-2)—amtaytyz—y’ = (z—2)(l -2 +a) —a(z—y) +y(z—y) =
(z-2)A—z+2)+ (Y —=2)(z ).

Z zalozenia mamy, ze z —x >0, 1 —2z+2 >0,y —x > 01z —y > 0, wigc ostatnie wyrazenie jest dodatnie.
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Grudzien

Dtugie zimowe noce, cho¢ chtodne, sprzyjaja obserwacjom. Warto wiec
ciepto sie ubraé i podziwiaé¢ rozgwiezdzone niebo. Podobnie jak w poprzednim
miesigcu, w pierwszej potowie nocy pojawiac sie beda planety olbrzymy.
Nad potudniowo-wschodnim horyzontem, w gwiazdozbiorze Ryb znajdziemy
jasnego Jowisza (—2,7 mag). Patrzac na potudnie, mozemy odnalezé

w Rybach Urana, ale bedzie on juz na granicy widocznosci gotym okiem
(45,8 mag). Neptun w Wodniku przy swej jasnosci +7,9 mag nie bedzie
widoczny nieuzbrojonym okiem. Niedtugo przed péinoca nad wschodnim
horyzontem wschodzi dosyé jasny (40,5 mag) Mars w Lwie. Przy odrobinie
szezedcia mozna zobaczy¢ bardzo jasna (—4,0 mag) Wenus w blasku
wschodzacego Stonca nad poludniowo-zachodnim horyzontem.

Wtlasnie w grudniu okolo godziny jedenastej wieczorem beda najlepsze
warunki do podziwiania jednej z najpiekniejszych i najbardziej znanych
gromad otwartych — Plejad (M45). Gromada ta lezy

w gwiazdozbiorze Byka, na pograniczu z Perseuszem

i Baranem. Jej stosunkowo duza jasno$é (41,6 mag)
sprawila, ze znana byla juz w starozytnosci, stad M45
wystepuje pod wieloma nazwami takimi jak np.: Subaru
(po japonsku), Kurczeta czy Siedem Siéstr. Nieuzbrojonym
okiem bez trudu dostrzezemy szes¢ gwiazd tej gromady,

a w bardziej sprzyjajacych warunkach nawet dziewiec.
Wilasnie te dziewie¢ najjasniejszych gwiazd nosi nazwy

z mitologii greckiej: tytana Atlasa, okeanidy Plejone

i ich siedmiu cérek o imionach Sterope, Merope, Elektra,
Maja, Tajgete, Kelajno i Alkione. Do gromady nalezy
okolo 500 gwiazd, nie jest to wiec szczegélnie bogata

w gwiazdy gromada. Odlegtosé do niej wynosi 440 lat
swietlnych (ok. 135 pc). Plejady sa raczej mlode, licza sobie
zaledwie 100 milionow lat. Nie znaczy to jednak, ze mamy wiele czasu na ich
podziwianie, bowiem za 250 milionéw lat gromada przestanie istnie¢, gdyz sila
grawitacji nie bedzie w stanie powstrzymac jej rozpadu. Ruch wlasny skieruje
gwiazdy do gwiazdozbioru Oriona. Plejady otoczone sa blekitng mglawica,
widoczna dopiero na zdjeciach. Jest to mgltawica refleksyjna, Swiecaca dzigki
$wiathu jasnych i goracych gwiazd w niej zanurzonych. Ze wzgledu na mlody
wiek gromady sadzono, ze mglawica jest pozostatoécia po obtoku, z ktérego
powstala. Szczegbéltowe badania pokazuja jednak, ze jest to obtok materii
miedzygwiazdowej, przez ktory przemieszcza sie M45. Niektore gwiazdy, jak
Plejone, moga by¢ otoczone mglawica z materii, utraconej przez gwiazde

na skutek szybkiej rotacji. Plejady sa wielkim wyzwaniem dla astronomoéw
modelujacych ewolucje gwiazd, poniewaz w gromadzie tej znaleziono biate
karly. Sa one pozostalosciami po gwiazdach o masach mniejszych niz 8-10 M.
Im gwiazda jest mniej masywna, tym zyje dtuzej. Tak wiec, aby staé sie bialym
kartem, gwiazda musi zy¢ co najmniej kilka miliardéw lat, a wiec znacznie dtuzej
niz wiek M45. Duzo szybciej ewoluuja gwiazdy bardzo masywne, ale te koncza
zycie jako gwiazdy neutronowe albo czarne dziury, chyba ze straca odpowiednio
duzo masy. Nie jest jednak jasne, jakie procesy moglyby odpowiadaé za tak
znaczng utrate materii w przypadku Plejad. Badania trwaja.

22 XII rozpoczyna sie astronomiczna zima, teraz juz dni beda coraz dluzsze.
Grudzien przyniesie nam maksima dwu rojow o wysokiej aktywnosci
— Geminidéw (14 XII z nawet 120 zjawiskami na godzine) i Ursydéw
(22 XTI, 10). Pozostate roje — Monocerotydy (9 XII) i Coma Berenicydy
(20 XIT) choé z radiantem dosyé wysoko nad horyzontem to jednak
niezbyt obfite. Pelnia Ksi¢zyca przypada 10 XII a néw 24 XII. Zatem
szczesliwego Nowego Roku i czystego niebal
Agnieszka MAJCZYNA
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Fakt 1. Dla punktéow X1,..., X,

z masami odpowiednio mi, ..., My

0 niezerowej sumie, istnieje dokladnie
jeden Srodek ciezkosci

S=58X1,...,Xn)=
= S((Xl’ml)’ EER ) (Xn,mn))

i jedynie on spelnia warunek
—

my-SX1+...+m, - -SX, =0.
W szczegdlnosci S to jedyny taki punkt
na prostej X1 X2, Ze
X158 :5X5 =mz:mi.
Uwaga: ujemne masy mozna interpretowac
jako baloniki z helem.

Fakt 2. Jesli czes¢ sposrod rozwazanych
punktéw zastapié ich Srodkiem ciezkoSci
z masq réwng sumie ich mas, to Srodek
ciezkosci calego ukladu nie zmieni sie.

Rys. 1

Rys. 3. Zadanie i rozwigzanie pochodza
z obozu LXI Olimpiady Matematycznej.

Zadanie 7 to twierdzenie van Aubela.
Inny dowdd opisano w deltoidzie 3/2011.

Srodek ciezkosci II Joanna JASZUNSKA

Tematem poprzedniego deltoidu byl érodek ciezkosci i zwiazane z nim zadania.
W tym numerze pora na zastosowania srodka ciezko$ci w problemach pozornie
z nim niezwigzanych. Na marginesie przypominamy podstawowe fakty.

1. Udowodnij, ze w dowolnym czworoscianie odcinki taczace srodki przeciwlegtych
krawedzi przecinaja sie w jednym punkcie.

2. Na bokach AD i BC czworokata wypuklego ABCD wybrano takie punkty
K, L,7e AK : KD =CL: LB. Wykaz, ze érodki P,Q, R odcinkéw AC, BD, KL
sa wspolliniowe (rys. 1).

3. Podstawg ostrostupa ABC DP jest réwnoleglobok ABC' D. Punkty

Pg, Po, Pp na krawedziach PB, PC, PD spelniaja warunki: PP : PgB =1 : 3,
PPe:PcC=1:4, PPp: PpD =1: 2. Plaszczyzna PgPoPp przecina
krawedZ PA w punkcie Py. Wyznacz PPy : PaA (rys. 2).

4. Okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do bokéw BC, C' A, AB odpowiednio
w punktach D, E, F. Punkt M jest érodkiem boku BC, za$ odcinki AM i EF
przecinaja sie w punkcie G. Wykaz, ze proste GD i BC' sa prostopadle (rys. 3).

Rozwigzania

R1. Umied¢my w wierzchotkach czworoécianu rowne masy. Kazdy odcinek taczacy
$rodki przeciwleglych krawedzi taczy $rodek ciezkosci dwoch mas ze $rodkiem ciezkosci
pozostalych dwoch, przechodzi wiec przez srodek ciezkosci ich wszystkich. [

R2. Umie$émy w punktach A i C' masy x, a w B i D masy y takie, by
S((A,z),(D,y)) = K (da sie takie masy dobraé¢). Wtedy S((B,y), (C,z)) = L. Wobec
tego S(A,B,C,D) = S((K,z+vy),(L,z+y)) = R. Jednoczesnie S(A,C) = P oraz
S(B,D)=Q, wiec R=S(A,B,C,D) = S((P,2z2),(Q,2y)) € PQ. O

R3. Umiesémy w punktach B, C, D masy odpowiednio 1, —1,1, a w punkcie P trzy
masy: mp = 3, m¢ = —4 imp = 2. Wtedy S((P,mx),X) = Px dla X = B,C, D, wiec
$rodek ciezkosci S uktadu B, C, D, P lezy na ptaszczyznie PgPc Pp.

Ponadto S((B,1),(C,—1),(D,1)) = A, bo AB+AD-AC=10.Skorol —1+1=1
orazmp +mc+mp=3—4+2=1,t05 = S((A,1),(P,1)) jest srodkiem odcinka PA.
Stad i z wezesdniejszego S € PePcPp wynika S = Py i PPa: PAA=1:1.0

RA4. Niech AE = AF =2, BD = BF =y, CD =CFE = z. Umies¢émy w A, B,C
odpowiednio masy y + z, x, x 1 wyznaczmy srodek ciezkosci S tego uktadu.
S((A,y),(B,z)) =F, S((A,z2),(C,x)) = E, wiec S lezy na prostej EF. Jednoczesnie
S((B,z),(Cyz)) = M, wiec S lezy tez na prostej AM. Stad S = G.

Umiesémy teraz dodatkowo mase z w punkcie B i mase y w punkcie C, wtedy
S((B,z2),(C,y)) = D. Niech T bedzie $rodkiem ciezkosci ,starych” i ;nowych” mas,
wtedy 1" lezy na prostej GD taczacej ich srodki ciezkosci.

Z twierdzenia o dwusiecznej, S((B,z + z), (C,z + y)) jest jej spodkiem dla <X BAC.
Lezy wiec na niej punkt 7' = S((A,y + 2), (B,z + 2), (C,z + y)). Analogicznie lezy
on tez na pozostatych dwusiecznych katéw tréjkata, jest zatem srodkiem okregu
wpisanego. Stad T'D L BC, co konczy dowdd. [J

Zadania domowe

5. Wykaz, ze w dowolnym czworokacie odcinki taczace srodki przeciwleglych
bokéw oraz odcinek taczacy $rodki przekatnych przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

6. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o srodku O. Przekatne AC' i BD
sg prostopadle i przecinaja sie w punkcie T'. Udowodnij, ze punkt przeciecia
odcinkow taczacych érodki przeciwlegltych bokow jest srodkiem odcinka OT'.

7. Punkty D, E, F' naleza odpowiednio do bokéow BC,CA, AB tréjkata ABC,

proste AD, BE,C'F przecinaja sie w punkcie P. Wykaz, ze g—g + ?—g = 4F

5-
Wskazdwka. Umiesémy w A, B, C' takie masy x,y, z, by P = S((4, ), (B,y), (C, 2))
(czy zawsze si¢ da?). Wtedy E = S((A,z), (C, z)) (bo P € BE), zatem

AE/EC = z/x i analogicznie AF/FB = y/x.
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