SPIS TRESCI

NUMERU 1 (464)

William Thurston i hipoteza
geometryzacyjna
Zdzistaw Pogoda

Wizechswiat w lazience
Krzysztof Turzynski

\’!O zyjaca kula
Magdalena Fikus

Os$rodek Kultury
Matematycznej w Mordach
— w dwudziestopieciolecie
Andrzej Dgbrowski,
Zdzistaw Pogoda

Slime — niezwykta

Kacik przestrzenny (15):
O sumie ditugosci krawedzi
czworoscianu

Michal Kieza
Liniowe sito

Jakub Radoszewski
Najwiekszy wspélny dzielnik

Tomasz Kociumaka
Nieznane wykresy znanych

funkcji
Piotr Pikul

& Zadania

Informatyczny kacik olimpijski
(58): Dwa przyjecia
Bartosz Szreder

Aktualnosci

Dwa stowa o zadaniu M 1360
Michal Krych

Klub 44

Prosto z nieba:
Cukier w Kosmosie
Michal Bejger

Niebo jak wlasna kieszen:
Styczen

}{‘ ) Okrag Apoloniusza
x;: Joanna Jaszunska

str. 1

str. 4

str. 6

str. 7

str.10

str.12

str.14

str.16

str.18

str.19

str.20

str.21

str.22

str.24

str.24

str.25

W nastepnym numerze polecamy zliczanie podzialow:

Liczbe 6 mozna przedstawi¢ w postaci sumy liczb naturalnych
na 11 sposobéw. Oto te podzialy:

Sa wsérod nich cztery podziaty na liczby nieparzyste, cztery na liczby
niepowtarzajace sie i pozostatych podzialéw tez jest cztery.

Czy dla kazdej liczby takie zbiory jej podzialéw sa réwnoliczne?

Miesiecznik Delta — matematyka, fizyka, astronomia, informatyka jest wydawany przez
Uniwersytet Warszawski przy wspoétpracy towarzystw naukowych: Polskiego Towarzystwa
Matematycznego, Polskiego Towarzystwa Fizycznego, Polskiego Towarzystwa Astronomicznego
i Polskiego Towarzystwa Informatycznego.

Komitet Redakcyjny: dr Waldemar Berej, dr Piotr Chrzastowski-Wachtel,

dr Krzysztof Ciesielski — wiceprzewodniczacy, prof. dr hab. Bozena Czerny,

dr Andrzej Dabrowski, prof. dr hab. Marek Demianski, prof. dr hab. Krzysztof Diks,

dr Zofia Gotgb-Meyer, prof. dr hab. Pawel Idziak, dr hab. Agnieszka Janiuk, dr Marcin Kiraga,
dr hab. Andrzej Majhofer, dr hab. Zbigniew Marciniak, dr hab. Zygmunt Mazur,

dr Adam Michalec, prof. dr hab. Michal Nawrocki — przewodniczacy, dr Zdzistaw Pogoda,

dr Pawel Pre§, prof. dr hab. Wojciech Rytter, prof. dr hab. Pawel Strzelecki.

Redaguje kolegium w sktadzie: Marcin Adamski, Wiktor Bartol, Michal Bejger,
Maria Donten-Bury, Tomasz Idziaszek, Krystyna Kordos — sekr. red.,

Marek Kordos — red. nacz., Urszula Pastwa, Jakub Radoszewski, Anna Rudnik,
Krzysztof Rudnik, Krzysztof Turzynski — z-ca red. nacz., Piotr Zalewski.
Oktadki i ilustracje: Podpunkt.

Adres do korespondencji:
Instytut Matematyki UW, Redakcja Delty, ul. Banacha 2, pokéj 4020,
02-097 Warszawa, e-mail: delta@mimuw.edu.pl tel. 22-55-44-402.

Sktad systemem TEX oraz rysunki techniczne wykonata Redakcja.
Wydrukowano w Drukarni Greg, ul. Konstruktorska 4, 02-673 Warszawa.

PRENUMERATA

Fran-Press: www.franpress.pl, infolinia 801-679-466
Garmond Press: www.garmondpress.pl

Kolporter: www.kolporter.com.pl

Pol-Perfect: www.polperfect.com.pl

RUCH S.A.: wuw.ruch.com.pl, infolinia 804-200-600

Prenumerata realizowana przez RUCH S.A.:
Cena prenumeraty w 2013 roku wynosi 4 zt za egzemplarz.

Zaméwienia na prenumerate w wersji papierowej mozna skladaé¢ bezposrednio na stronie
WWW.prenumerata.ruch.com.pl

Ewentualne pytania

prosimy kierowaé na adres e-mail: prenumerata@ruch.com.pl

lub kontaktujac si¢ z Telefonicznym Biurem Obstugi Klienta

pod numerem: 801 800 803 lub 22 717 59 59 — czynne w godzinach 7°0 — 1890,
Koszt potaczenia wg taryfy operatora.

Numery archiwalne (od 1987 r.) mozna nabyé w Redakeji osobiscie lub listownie.
Strona internetowa (w tym artykuly archiwalne, linki itd.): deltami.edu.pl

Wydawca: Uniwersytet Warszawski Cena 1 egzemplarza 4 zt



William Thurston i hipoteza geometryzacyjna

Zdzistaw POGODA

Instytut Matematyki,
Uniwersytet Jagiellonski

Pelny torus genusu 1 jest to zwykly pelny
torus, ktéry mozna bardziej formalnie
przedstawié jako iloczyn kartezjanski

kota i okregu B? x St (przypomnijmy:
klasyczny torus-powierzchnia to S x S1),
czyli mamy tu do czynienia z jedng dziurag.
A dziur, jak wiadomo, moze by¢é wiecej.

Pod koniec lata 2012 roku wsréd matematykéw rozeszta sie wiadomosé, ze

21 sierpnia zmarl William Thurston, matematyk, laureat medalu Fieldsa. Gdy

w pazdzierniku 2010 roku zmart Benoit Mandelbrot, pisaly o tym niemal wszystkie
gazety, informowaly portale spotecznoéciowe. O §mierci Thurstona dowiedzieli
sie — jak to najczesciej bywa w przypadku matematykow — gtéwnie specjalisci.
William Thurston zaslynat z postawienia, pod koniec lat siedemdziesiatych

XX stulecia, hipotezy geometryzacyjnej i prob jej udowodnienia. Za te
osiagnigcia, a mial jeszcze wiele innych, zostal uhonorowany medalem Fieldsa

na Miedzynarodowym Kongresie Matematykow w Warszawie w 1983 roku.

Sprébujmy sie przyjrzeé, na czym polega hipoteza geometryzacyjna i jakie jest
jej znaczenie.

Z duzym uproszczeniem mozna ja sformutowaé, na przyklad, tak

Kazda tréjwymiarowa rozmaito$é zamknieta moze byé kanonicznie” rozlozZona
na prostsze cegietki-podrozmaitosci, z ktorych kazda jest wyposazona w jedng
z o$miu L kanonicznych” geometrii.

Rozszyfrujmy wystepujace w tej wypowiedzi terminy. Obiektami, ktérych
dotyczy hipoteza geometryzacyjna, sa rozmaitosci, a doktadniej rozmaitosci
tréjwymiarowe. Przypomnijmy krotko, ze rozmaito$é topologiczna wymiaru n
jest to obiekt (przestrzen topologiczna), ktéry lokalnie wyglada jak

przestrzen R™. A zatem rozmaito$é¢ tréjwymiarowa, dokladniej rozmaito$é bez
brzegu, lokalnie przypomina przestrzen tréjwymiarowa. Taka jest, oczywiscie,
sama przestrzen R3, takie jest wnetrze kuli czy torusa. Gdy dopuécimy brzeg
(ma go, na przyklad, kula domknigta B?), to jego punkty beda mialy otoczenia
wygladajace jak pélprzestrzen domknigta. Jednym z najwazniejszych problemdw
od samego poczatku byl problem klasyfikacji rozmaitosci, czyli zrobienia pelnej
listy obiektéow z wyraznym kryterium ich rozrézniania. Matematykom udato

si¢ sklasyfikowaé rozmaitosci dwuwymiarowe, czyli powierzchnie. Zrobili to

w 1907 roku, wykorzystujac wezesniejsze wyniki Mobiusa, Jordana i Dycka,
Max Dehn i Poul Heegaard.

Po tym sukcesie kolej przyszta na przestrzenie tréjwymiarowe. Wydawalto
sie, ze odpowiednio uogdlniajac i rozszerzajac metody, ktére doskonale
sprawdzily sie w przypadku dwuwymiarowym, uda sie opisaé ,przestrzenie
tréjwymiarowe”, jak wtedy czesto nazywano 3-rozmaitosci. Naturalnie
matematycy mieli $wiadomo$é, ze nie bedzie to tylko proste uogélnienie.

Nie spodziewali sie jednak, ze trudnosci okaza sie az tak ogromne. Swiat
rozmaitosci trojwymiarowych jest niezwykle bogaty i — mimo sugestywnej
nazwy ,trojwymiarowe” — niepoddajacy sie latwo intuicji. Pojawily sie nowe,
zaskakujace, trudne do uchwycenia efekty.

Juz sama sfera tréjwymiarowa sprawiata ogromne klopoty. Potrzebna byla jej
prosta charakteryzacja jako obiektu odgrywajacego, jak stusznie przypuszczano,
kluczowa role w klasyfikacji. Tak narodzila sie Hipoteza Poincarégo, ktora —
mimo wielu wysitkow — pozostawala nietknieta w swej klasycznej postaci.

Matematycy z jednej strony prébowali opisaé ogdlne konstrukcje 3-rozmaitosci,
a z drugiej sklasyfikowa¢ pewne wybrane ich rodziny. Pierwsza ogdlna
konstrukcje dla 3-rozmaitosci zaproponowatl wspomniany juz Heegaard. Kazda
rozmaitosé trojwymiarowa mozna otrzymac przez sklejenie brzegiem dwoch
n-krotnych pelnych toruséw — nazywanych torusami genusu n.

Inny pomyst podsunal Max Dehn w 1910 roku, proponujac wycinanie ze sfery
tréjwymiarowej otoczek tubularnych weztéw lub splotéw (méwiac potocznie:
weztéw 1 splotéw zrobionych z grubej liny, czyli obiektoéw topologicznie
identycznych z torusami lub sumami mnogo$ciowymi toruséw) i ponowne ich
wklejanie, tylko w inny sposéb. Takie procedury nazwano chirurgiami Dehna.
W tym przypadku znéw okazalo sie, ze mozna tak skonstruowaé kazda
3-rozmaito$¢, lecz problem z jednoznacznoscia pozostal.
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Rys. 2. Schemat powstawania
sumy spdjnej powierzchni.
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Rozwigzanie zadania M 1373.
Zauwazmy, ze po kazdym spotkaniu sig
dwéch kameleondéw réznych koloréw
reszta z dzielenia przez 3 liczebnosci
kameleonéw kazdego z koloréw rosnie o 2
modulo 3. Poniewaz na poczatku reszty te
byly parami rézne, to tak bedzie réwniez
po kazdym spotkaniu. Nigdy wiec

nie bedzie tak, ze na wyspie wszystkie
kameleony beda tego samego koloru,

bo wéwczas wszystkie te reszty bylyby
réwne zeru.

Przestrzenie soczewkowe (soczewki), pierwszy raz opisane przez Tietzego, sa
przykladem pierwszej rodziny 3-rozmaitosci catkowicie scharakteryzowanych
i sklasyfikowanych.

Soczewki mozna opisa¢ na wiele sposob6w, jeden z nich wyglada tak: wybieramy
dwie liczby naturalne wzglednie pierwsze p i ¢. Na powierzchni kuli (czyli,
oczywiscie, na sferze) zaznaczamy ,réwnik”. Teraz kazdy punkt gérnej polsfery
obracamy o kat 2w¢q/p i odbijamy symetrycznie wzgledem réwnika, a nastepnie
tak otrzymany punkt sklejamy z wyjsciowym (rys. 1). Powstaje wlasnie
przestrzen soczewkowa oznaczana L(p, ¢). Udalo sie¢ w pelni scharakteryzowaé
soczewki w zaleznoéci od p i q.

Gdy przyjrzymy sie blizej klasyfikacji 2-rozmaitosci, czyli powierzchni, to
zauwazymy, ze kazda mozna zbudowaé z kilku, a dokladnie z trzech, prostszych
cegielek. Tymi najprostszymi powierzchniami sa: sfera, torus (tym razem
powierzchnia) i plaszczyzna rzutowa, a operacja taczaca jest suma spdjna.
Polega ona na tym, ze z kazdej powierzchni wycinamy kawaltki homeomorficzne
z kolami, a nastepnie sklejamy brzegi (rys. 2).

Pomyst rozkladu rozmaitosci trojwymiarowych na bardziej elementarne
sktadniki podjal Hellmuth Kneser, ktory przedstawil w 1929 roku nastepujace
twierdzenie.

Kazda tréjwymiarowa rozmaitosé zamknieta moze byé roztoZona jednoznacznie,
z dokladnoscig do kolejnosci skladnikow, na sume spojng rozmaitosci pierwszych.

Sume spdjng dla rozmaitosci tréjwymiarowych konstruujemy podobnie

jak w przypadku powierzchni, tylko zamiast kot wycinamy kule i sklejenia
dokonujemy wzdluz sfer. Przypomnijmy, ze przez rozmaitosci zamkniete
rozumie si¢ rozmaitosci spdjne, zwarte i bez brzegu. Natomiast rozmaitosci
pierwsze sa w pewnym sensie odpowiednikiem liczb pierwszych: rozmaito$é
pierwsza nie da sie rozlozy¢ na sume spojna prostszych sktadnikow. Inaczej,
jesli rozmaito$¢ pierwsza przedstawimy jako sume dwoch innych rozmaitosci, to
jedna z nich jest sfera tréjwymiarowa, ktéra w tym dzialaniu (gdy sume spdjna
uznamy za dzialanie) pelni role elementu neutralnego.

Twierdzenie Knesera sprowadza wiec problem klasyfikacji do spisania
kompletnej listy rozmaitosci pierwszych. Jednak — inaczej niz w przypadku
dwuwymiarowym — tych rozmaitosci jest wiele, znacznie wigcej niz trzy,

i nie znano wowczas dobrej metody ich wyszukiwania. Kneser opisal mozliwosé
rozktadu, lecz nie pokazal, jak powinny wygladac¢ cegietki rozktadu. Takie
rozmaitodci jak S3, przestrzen rzutowa P3 czy przestrzenie soczewkowe sa
przykladami rozmaitosci pierwszych, ale istnieje jeszcze wiele innych wymyslnych
konstrukcji, jak choéby odpowiednie sklejanie Scian réznych wieloScianéw.

W kazdym razie ostatecznie stwierdzono, ze rozklad rozmaitosci M na sume
spdjna rozmaitoséci prostych mozna opisaé¢ nastepujaco

M = (Kl#...#Kp)#(Ll#...#Lq)#((SQxSl)#...#(S2xSl)>.

Podzial sktadnikéw wiaze sie z pewnymi wlasnosciami dotyczacymi grupy
podstawowej zdefiniowanej przez Poincarégo, a opisujacej zachowanie si¢

petli w danej rozmaitoéci. Dla rozmaitoéci S? x S* grupa jest cykliczna

i nieskonczona — po prostu Z — wiadomo, ze sa to jedyne rozmaitosci spelniajace
ten warunek. Rozmaitosci z rodziny L; maja grupe podstawowsa skonczona,

a K; — nieskonczong i niecykliczng.

W latach szes$édziesiatych XX wieku zauwazono (ogromne zastugi ma tu
Wolfgang Haken, znany przede wszystkim z dowodu twierdzenia o czterech
barwach), ze do rozkladu 3-rozmaitosci na ,mniejsze” skladniki mozna
wykorzystaé nie tylko sfery, lecz réwniez inne powierzchnie. Pierwszym
kandydatem naturalnie stal sie torus — najprostsza po sferze powierzchnia
zamknieta. I odniesiono pewien sukces: prawdziwe jest analogiczne do
twierdzenia Knesera twierdzenie o rozkladzie rozmaitosci nieredukowalnej
za pomocy, torusow.
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Rozwigzanie zadania F 823.

Ogdlne potozenie klocka w wannie
zadane jest przez dwa parametry u i «,
zaznaczone na rysunku.

Zgodnie z prawem Archimedesa,

energie potencjalng klocka V' mozemy
wyrazi¢ jako réznice energii potencjalnej
grawitacji, réwnej pb%Lhg, oraz energii
potencjalnej, jaka miala wyparta przez
klocek woda, réwnej p,,bulLdg, gdzie h, d
sa odpowiednio wysokosciami srodka
ciezkosci klocka i jego zanurzonej czedci
nad poziomem wody. Wielkodci te sa
réwne odpowiednio:

(3-+)
h=|-=-—u]cosa,
2

1 v L tg?
a = — — — g X COS v,
2 T oay © :

skad otrzymujemy

. t
V = szgcosa {p (5) — u> +

2
pwt [ b 2
+ -+ tg -
b ( 2 24u & (x) }

Opisane w zadaniu polozenie réwnowagi
odpowiada ug = bp/pw, g = 0.
Dla matlych wychylen z polozenia

réwnowagi mamy u = ug + ou, tga X «,
cosa ~ 1 — a2/2. Podstawiajac do
powyzZszego wzoru i ograniczajac sie

do wyrazéw kwadratowych w du i a,
otrzymujemy:

b3 Lgpa, T p2 4 \ p2 Pw 6

Wspoétezynnik przed o? jest dodatni
dla p/pw < (3 —/3)/6 ~ 0,21 lub
p/pw > (3+ V3)/6 ~ 0,79, wtedy
mamy do czynienia z minimum energii
potencjalnej i rozwazana sytuacja
odpowiada réwnowadze trwalej.

\% su? 1 [ p? 1
~ —(p——p+—)u2.

Nie wchodzac w szczegoly, twierdzenie to, czesto nazywane twierdzeniem

JSJ (od nazwisk autoréw: Jaco, Shalen, Johansson), méwi, ze w zamknietej
nieredukowalnej (czyli takiej, w ktérej kazda sfera ogranicza kule) 3-rozmaitosci
mozna znalezé skonczona rodzine odpowiednio potozonych toruséw
rozdzielajacych te rozmaitosé na zwarte 3-rozmaitosci torusowo nieredukowalne
i tak zwane rozmaitosci wickniste Seiferta.

Torusowa nieredukowalno$¢ jest odpowiednikiem zwyklej sferycznej
nieredukowalnosci. Rozmaitosci wldkniste Seiferta pojawily sie w tym samym
czasie, co rozmaitosci sferyczne. Mowiac znéw niezbyt precyzyjnie, sa to
rozmaitodci, ktore dadza si¢ przedstawi¢ jako sumy okregow, a kazdy

z tych okregéw ma otoczenie torusowe spelniajace ewentualnie dodatkowe
warunki. Wiele rozmaito$ci ma te ceche, a wéréd nich sfera S, znana juz

52 x S i przestrzenie soczewkowe. Seifert podat petny uktad niezmiennikéw
charakteryzujacych rozmaitosci wldkniste nazwane jego imieniem.

Taka sytuacje zastal William Thurston pod koniec lat siedemdziesiatych.
Przyjrzal sie wnikliwie twierdzeniom o rozkladzie, sklasyfikowanym juz
rodzinom 3-rozmaitoéci i wykorzystal pewien stary pomyst pochodzacy

z czasoéw Poincarégo i Kleina. Mianowicie Poincaré i Klein zauwazyli, ze kazda
z dwuwymiarowych powierzchni mozna jednoznacznie wyposazy¢ w jeden

z trzech typéw geometrii gwarantujacy pewne porzadne przedstawienie tejze
powierzchni (stala krzywizne). Z punktu widzenia tych geometrii powierzchnia
w kazdym punkcie lokalnie wyglada jednakowo — tak sie zachowuje zwykla
plaszczyzna lub sfera. Wyrdznione geometrie to: geometria lokalnie euklidesowa
(paraboliczna), hiperboliczna (nawiazujaca do geometrii Lobaczewskiego)

i sferyczna (eliptyczna). Lokalnie euklidesowo wygladaja torus i butelka Kleina
(plaszezyzne, walec 1 wstege Mobiusa pomijamy jako niezwarte), sferycznie

— naturalnie sfera i ptaszczyzna rzutowa, a wszystkie pozostate moga by¢
wyposazone w strukture hiperboliczna.

W przypadku tréjwymiarowym taka sytuacja nie jest mozliwa. Nie da sie
kazdej 3-rozmaitosci wyposazyé¢ w tak porzadne geometrie. Thurston zauwazyl
jednak, ze wiele sklasyfikowanych rozmaitosci z réznych rodzin dopuszcza jedna
z, tym razem, o$miu typoéw wzorcowych geometrii tak, ze w otoczeniu kazdego
punktu rozmaito$¢ wyglada jednakowo z punktu widzenia tych wyréznionych
geometrii — nazywa sie to jednorodnoscig geometrii. Pojawit si¢ wiec pomyst,

ze moze tylko te osiem typéw wystarczy, gdy zastosujemy rozklad na sume
spéjna, a nastepnie wzdhuz torusow. Thurston rzeczywiscie udowodnil, ze

dla 3-rozmaitosci istnieje doktadnie osiem typéw geometrii spetniajacych
warunek jednorodnosci.

Tak narodzila si¢ hipoteza geometryzacyjna, ktéra, mimo oczywistych analogii
do przypadku dwuwymiarowego, zaskoczyta matematykéw zmagajacych

sie z problemem klasyfikacji. Malo kto mégl sie spodziewaé, ze metody
geometryczne moga okazaé sie przydatne w problemach topologicznych. Préby
klasyfikacji 3-rozmaitosci sprowadzaly sie gltéwnie do wyszukiwania coraz to
bardziej subtelnych narzedzi (niezmiennikéw), przede wszystkim na gruncie
topologii. Hipoteza geometryzacyjna, jesli tylko jest prawdziwa, rozstrzyga
wiele starych probleméw, miedzy innymi klasyczna hipoteze Poincarégo, a takze
pytania o charakteryzacje wybranych rodzin rozmaitosci, jak chocby rozmaitosci
sferyczne konstruowane ze sfery tréjwymiarowej poprzez dzialanie na niej
roznych grup.

Thurstonowi udalo sie rozstrzygnac hipoteze dla licznej rodziny 3-rozmaitosci,
wiele jednak bronito sie skutecznie. W szczegdélnosci rozmaitosci dopuszcezajace
strukture hiperboliczna (powstajace, miedzy innymi, przez odpowiednie sklejanie
$cian wieloScianéw) okazaly sie wyjatkowo oporne. Od co najmniej 2006 roku
wiemy, ze hipoteza geometryzacyjna jest twierdzeniem. Dzigki oryginalnym
pomystom Richarda Hamiltona, wyjatkowo lakonicznym pracom Perelmana

oraz wysitkom wielu matematykéw udalo sie pokonaé jeden z najwazniejszych
probleméw topologii rozmaitosci tréjwymiarowych. Thurston, formutujac Smiatg
hipoteze, zwrdcit uwage na ogromna site tkwiacg w metodach geometrycznych.

3



Wszechswiat w lazience

Matg tazienke mozna, zdaniem architektéw, optycznie
powiegkszy¢, montujac w niej duze lustro. W miejscach
mniej ograniczonych wymaganiami funkcjonalnosci, takich
jak toalety muzedw sztuki nowoczesnej czy klatki schodowe
centrow handlowych, umieszcza sie niekiedy lustra na
przeciwnych $cianach, co daje ztudzenie nieskonczonej gtebi
w kierunkach prostopadtych do luster.

Krzysztof TURZYNSKI

Nie jest wykluczone, ze podobne rozumowanie mozemy
zastosowaé réwniez do calego Wszechswiata. Moze

po prostu wydaje nam sie ,nieskonczony” dzigki wltasciwie
ustawionym odpowiednikom luster. Oczywiscie, ,lustra” te
nie mogg by¢ obiektami fizycznymi. Niemal taki sam efekt
mozemy jednak uzyskac¢, odpowiednio utozsamiajac punkty
brzegowe pewnej skonczonej komorki przestrzeni.

L
'

Rys. 1

Rys. 2

Y
\

Rys. 3

Rozwazmy na poczatek znacznie prostszy przypadek przestrzeni dwuwymiarowej,
konkretnie kwadratu, ktérego brzegi skleimy zgodnie z kierunkiem strzatek, tak jak
na rysunku 1. Otrzymamy wéwczas powierzchnie przedstawiona na rysunku 2,
czyli torus — oczywiscie w sensie topologicznym, tzn. z dokladnoscia do ciagtego
iréznowartosciowego przeksztalcenia, ktére mozemy sobie wyobrazaé jako rozcigganie
i przesuwanie (bez rozrywanial) rozwazanego obiektu, wykonanego z elastycznego
materialu. Material posklejanego kwadratu nie jest jednak rozciagany, w zwiazku

z tym w okolicy kazdego miejsca (réwniez na sklejeniu) jest w dalszym ciagu kawatkiem
zwyktej ptaszczyzny. Ma zatem torus wazng ceche wspdélng z ulubionym przez
kosmologéw modelem Wszech$wiata: jest taki sam ogladany z dowolnego punktu
(jednorodny) i dowolnego kierunku (izotropowy).

Pomimo tego, ze torus powstal ze skoniczonej komorki, daje on nam wrazenie
,hieskonczonosci” przestrzeni. Jezeli z ustalonego punktu torusa wystaé rozchodzacy
sie po nim wzdhuz linii prostej sygnal, to bedzie si¢ on przemieszczal, nie napotykajac
nigdy kranca tego obiektu. Ignorujemy tu subtelne rozwazania, czym jest prosta
na torusie, i mamy na mysli proste w kwadracie z rysunku 1.

Co ciekawe, istnieje wigcej niz jedna droga, jaka moze podrézowaé sygnal wystany

z punktu A do punktu B, co pokazano na rysunku 3. Jezeli w punkcie A znajduje sig¢
zrodlo $wiatta, a w punkcie B — obserwator, stwierdzi on, ze swiatto z tego samego
zrodla dociera do niego z réznych kierunkéw przestrzeni. Oznacza to, ze obserwator
bedzie widzial wiele obrazéw tego samego zrédta (Czytelnik, po namysle, zauwazy, ze
w tym przyktadzie obrazéw bedzie nieskonczenie wiele, choé¢ w réznych odlegtosciach!).

W podobny sposob zamiast torusa mozemy uzyskaé¢ butelke Kleina, a prosciej — przez
sklejenie tylko jednej pary bokéw — walec czy wstege Mobiusa.

Gdyby$my jednak chcieli uzyskaé inne powierzchnie, np. sfere, bez rozciagania juz
by si¢ nie obeszto. Ale i w tym przypadku mozna by to zrobié¢ tak, aby otrzymana

C1 C1

C: 2 02

przestrzen byta jednorodna i izotropowa.

Mowiac uczenie, w opisanych dotad przykladach zmienialiémy globalne wtasnosci
przestrzeni, czyli to, jak wyglada rozwazana przestrzen jako catos¢. Jesliby wykonaé
podobne ¢wiczenie w trzech wymiarach, moglibysmy uzyskac rézne ksztatty
Wszechswiata. Réwnania opisujace dynamike (czaso)przestrzeni maja bowiem
charakter lokalny, tj. zmiana parametréw opisujacych dany punkt Wszech$wiata

--- zalezy jedynie od wartosci tych parametréw w bardzo malym otoczeniu rozwazanego
Rys. 4 punktu, a nie od ksztaltu przestrzeni jako catodci.

Kto$ mogtby sie tu zachnaé, ze przedstawiona konstrukcja
nie ma wiele wspélnego z Wszechswiatem, w ktérym

nie widzimy przeciez wielokrotnych obrazéw tych samych
cial niebieskich (jesli pominaé znajdujace si¢ bardzo blisko
na sferze niebieskiej wielokrotne obrazy z soczewkowania
grawitacyjnego, to jest jednak zupelnie inne zagadnienie).
Co jednak, jesli rozmiar obserwowanego Wszech$wiata
jest poréwnywalny z rozmiarem podstawowej komérki?
Czy mozna jako$ wykry¢, ze Wszech$wiat jest ,uszyty”

ze skonczonego kawalka przestrzeni?

Okazuje sie, ze w zasadzie mozna. Dociera do nas bowiem
tzw. mikrofalowe promieniowanie tla, wystane mniej wiecej
300 tysiecy lat po Wielkim Wybuchu, kiedy swobodne
wczesniej jadra atomowe i elektrony potaczytly sie w atomy.
Promieniowanie to zostalo wyemitowane w zasadzie
réwnoczesnie w caltej objetosci przestrzeni; to widziane
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dzisiaj pochodzi zatem z powierzchni sfery, ktéra w naszym
modelu dwuwymiarowego torusa mozemy przedstawié
tak jak na rysunku 4. Linig ciagla zaznaczono zbiér
takich punktéw podstawowej komoérki, ze wyemitowane
z nich $wiatto dociera do obserwatora O w tym samym
ustalonym czasie. Niektore fragmenty tej figury

wydaja si¢ blizsze obserwatora O niz inne: $wiatto
wystane z nich najkrotsza droga mineto go juz dawno
temu i obecnie widzi on promienie biegnace droga,
,wokrezna”. Linia przerywana zaznaczono polozenia, jakie
obserwator O przypisalby obrazom tych fragmentow,

nie wiedzac, ze podstawowa komorka przestrzeni

jest skonczona.

Mikrofalowe promieniowanie tla jest niemal izotropowe,
zawiera jednak malenkie fluktuacje natezenia, ktére
pozwalaja odroznié rézne kierunki na sferze niebieskiej.



Rys. 5. Mapa fluktuacji mikrofalowego
promieniowania tta zmierzonych przez
satelite WMAP. Jasniejsze (ciemniejsze)
punkty odpowiadaja dodatnim
(ujemnym) fluktuacjom natezenia.
Zrédlo: NASA.

Efektowne wizualizacje takich przestrzeni
mozna stworzy¢ dzigki programom
dostgpnym na www.geometrygames.org.

Rys. 6. Zwykla dwuwymiarows sfere
mozemy otrzymad, sklejajac odpowiednio
brzegi dwéch két. Sfera tréjwymiarowa
powstaje przez sklejenie brzegéw

dwéch kul.

@

Rys. 7. Dwunastos$cian sferyczny.

W naszym przyktadzie torusa fluktuacje zmierzone w punktach
C1 i C2 na rysunku 4 powinny by¢ takie same jak te zmierzone
w punktach odpowiednio C7 i C2. Jedli rozwazalibysmy
przyktad tréjwymiarowy i np. utozsamili przeciwlegte Sciany
szeScianu, zamiast par punktéw mieliby$my znajdujace sie

po przeciwnych stronach sfery niebieskiej okregi. Wzdtuz

tych okregéw fluktuacje mikrofalowego promieniowania tta
powinny by¢ dokladnie takie same. Nie pozostaje zatem chyba
nic innego jak poszukac¢ takich okregéw w mapach mikrofalowego
promieniowania tta.

Zanim jednak zabierzemy sie do pracy, pamietajmy, ze przytoczone tu przyktady
dwu- i tréjwymiarowego torusa to zaledwie najprostsze do wyobrazenia mozliwosci.
Ile jest wszystkich i jak wygladaja? Préba odpowiedzi na pierwsze z tych pytan to
wykraczajgca znacznie poza ramy tego artykutu wyprawa w kraine matematyki.
Narzedzi do klasyfikacji przestrzeni tréjwymiarowych dostarcza udowodniona przez
Perelmana hipoteza geometryzacyjna Thurstona, o ktérej pisze na poprzednich
stronach Zdzistaw Pogoda. Nawet jesli chcemy ograniczy¢ nasze rozwazania do
przestrzeni jednorodnych i izotropowych, i tak pozostaje mndéstwo mozliwosci.

Kosmologowie zbadali doktadniej pewien interesujacy przypadek mozliwego ksztaltu
Wszechswiata. Opisuje on przestrzen zakrzywiona, ktérej najprostsza realizacja jest
tréjwymiarowa sfera. Juz to jest trudne do wyobrazenia, gdyz u wigkszosci ludzi
geometryczne intuicje dobrze dziataja tylko dla obiektéw dajacych sie zanurzyé

w trzech wymiarach. Tymczasem realizacje tréjwymiarowej sfery mozemy otrzymac
dzigki odpowiedniemu sklejeniu brzegéw dwdch kul, przedstawionemu na rysunku 6,
ktorej to operacji w trzech wymiarach wykonac¢ si¢ nie da.

Podobnie jak torus ,udawal” nieskoniczong tréjwymiarows przestrzen, takze
tréjwymiarowa sfera moze by¢ iluzja zbudowang z mniejszych komérek. Jedna

z takich konstrukcji, podana po raz pierwszy przez Poincarégo, otrzymuje sie

w nastepujacy sposob. Zaczynamy od podstawowej komérki bedacej sferycznym
dwunastoscianem foremnym, przedstawionym na rysunku 7. Kazda ze $cian tego
dwunastoscianu utozsamiamy ze $ciang przeciwlegty obrécong o kat 36°. Utozsamienie
to prowadzi znowu do wrazenia ,nieskoriczonej” przestrzeni. Jesliby dla lepszej
wizualizacji pozostawi¢ krawedzie dwunastoscianu jako swego rodzaju rusztowanie
w tej przestrzeni, to wygladataby ona tak jak na rysunku 8.

Okazuje sie, ze Wszechswiat zbudowany z takich komoérek mialby pewne korzystne
wlasnosci. W tradycyjnych modelach kosmologicznych, uzywajacych prawdziwej
nieskonczonej przestrzeni, fluktuacje mikrofalowego promieniowania tta dla
najwiekszych widzialnych na niebie skal katowych sg znacznie mniejsze niz wynikajace
z rozsadnych zalozen przewidywania teoretyczne. Problem ten nie wystepuje

dla Wszechswiata zbudowanego z opisanych tu tréjwymiarowych rozmaitosci,
miedzy innymi z uwagi na wystepowanie maksymalnej dltugosci fali tych fluktuacji,
ktora moze by¢ nieco mniejsza niz najwieksze skale odlegtosci obserwowalne

w mikrofalowym promieniowaniu tta. Model ten bywa jednak krytykowany z uwagi
na to, ze wymaga Wszechs§wiata o niewielkiej dodatniej krzywiznie, co trudno jest
pogodzié¢ z postulatem, ze fluktuacje mikrofalowego promieniowania tta powstaty
podczas inflacji, ktora ,splaszczyta” przestrzen do tego stopnia, ze jej ewentualna
krzywizna nie powinna byé¢ mozliwa do zaobserwowania. Rozstrzygniecie tego
sporu na niekorzy$¢ modelu tradycyjnego wymagatoby potwierdzenia obecnosci
fluktuacji powtarzajacych sie systematycznie wzdtuz odpowiednich okregoéw.

Mimo podejmowanych przez rézne zespoty badawcze préb sytuacja wciaz jeszcze
jest niejasna. Pozostaje mie¢ nadzieje, ze spodziewane w tym roku nowe dane

z satelity Planck pomoga w wyjasnieniu tej zagadki.
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Pamieci docenta Jerzego Zieliniskiego
z Instytutu Elektrotechniki

w Miedzylesiu, ktory pierwszy zwrécil
mi uvwage na nowatorstwo badan
materii Zywej w polach elektrycznych.

Slime — niezwykta zyjaca kula

W pewnym kraju o rozwinietej technologii, rolnictwie i informatyce powstalo
przedsiebiorstwo, w ktérym polaczono hodowle stada mlecznych kréw

z wytwornia seréw. Swiatla dyrekcja zatrudnila takze grupe informatykéw,
ktérych poproszono, by zoptymalizowali polaczone procesy — zbiérki surowca
i tempa wytwarzania produktéw. Po kilku miesiacach szef grupy zaprosil
dyrektora do swojej pracowni, chcac zaprezentowa¢ mu wyniki modelowania
zadanych celéw.

Zalozmy — powiedzial gtéwny informatyk — ze krowa jest kula. ..

Te anegdote opowiedzial mi fizyk rozpoczynajacy badania w naszym
laboratorium, z celem sformulowania modelu zachowania sie zywej komorki
w réznych polach elektrycznych. Zapytal, czy mamy wlasnag kule, tatwa do
opisu analitycznego.

Kiedy referowalam znacznie pézniej nasze wyniki na réznych konferencjach
naukowych, zawsze padalo oczywiste pytanie: dlaczego slime? Najprostsza
odpowiedz brzmiata: bo byl, ale to nie jest odpowiedZ naukowa. Bardziej
naukowa, i w dodatku praktyczna, byla taka: slime ma ksztalt kulisty, jest
dos¢ odporny na transport i zyje przez kilka godzin w bardzo uproszczonym
srodowisku. Reaguje na pole elektryczne.

A jakie byly wstepne warunki naszych badan? Pomiary odbywaly sie

w instytucie przemystowym, odleglym o 15 km od mojego, biochemicznego.

W moim nalezalo slima przygotowaé¢ do do$wiadczenia, a potem szybko (miatam
wartburga, a moze trabanta) przewiez¢ te 15 km do zasilaczy i miernikéw,
ktérych biochemicy nie mieli. Slime to wszystko wytrzymywatl i jeszcze mozna
bylo 2-3 godziny go doswiadczad.

Pora przedstawié¢ gléwnego bohatera. Byl to mutant grzyba, Neurospora crassa,
ktérego naturalng forma sa dlugie rozgatezione nici, ich péiptynna zawartosé
otoczona jest dos$¢ sztywna $ciana komérkowa. I oto gdzies na Swiecie w koncu
lat 50. uzyskano mutanta niewytwarzajacego Sciany. Wtedy zawarto$é¢ komorki
przybiera najrozsadniejsza z punktu widzenia fizyki forme: migkkiej kuli
otoczonej btona.

Co dalej? Dalej okazalto sie, ze te komérki poddane dziataniu réznych pél
elektrycznych zmieniaja sie réznie, w zaleznosci od rodzaju pola. Inni
ludzie starali sie to mierzy¢, ale oni nie mieli kuli i analizowa¢ wyniki dla
nieregularnych bryt bylo im bardzo trudno.

My poddawali$émy naszego slime zmiennemu polu wysokiej czestotliwosci albo
kréotkiemu impulsowi o wysokim napieciu. Zmieniajac warunki czestotliwosci

i natezenia pola, uzyskiwalismy: ustawianie sie komérek slime w diugie tancuszki
miedzy elektrodami, taczenie si¢ sasiadujacych ze soba komoérek w wigksza,
odwracalne wydluzanie sie komorek i wreszcie ich pekanie. Zlewanie sie komérek
wynikalo z powstawania dziury na styku dwu sasiadéw. Do takiej dziury mogt
tez wejéé obcy DNA.

»Wyciaganie” si¢ komdrek wzdluz linii pola mozna bylo obserwowaé¢ w czasie
dziatania pola, ich powrdt do ksztaltu wyjéciowego po ustaniu pola byt

do rozciagania symetryczny. Oba procesy nie mialy charakteru liniowego.
Znajomy, ktoremu pokazalam pierwszy taki wykres, nie wiedzial, co badam
(byt chemikiem badajacym wlasciwosci cieczy roboczych), ale natychmiast
powiedzial: masz jakie$ cialo lepko sprezyste. ..

Z tych badan powstalo kilka prac magisterskich, trzy doktoraty, przyspieszyly
jedna profesure. Na Swiecie (niestety, nie w Polsce) zbudowano tysiace
przyrzadéw do rutynowego wprowadzania DNA do pojedynczych komérek,
wysokonapieciowy impuls zastosowano takze w procesie klonowania ssakéw.
A w moim zyciu byly najwieksza przygoda intelektualna, ktéra przezytam
z lepko sprezystym slimem.

Magdalena FIKUS



Osrodek Kultury

OKM

To jest nasze pierwsze logo. ZrobiliSmy
je, gdy jeszcze nie mieliSmy do dyspozycji
zadnego programu graficznego — sa to
pionowe i poziome kreski oraz klamra

i inne symbole wzigte z TEX-a, a linie
ukos$ne usktadaliSmy z pojedynczych
kropek.

Matematycznej w Mordach
— w dwudziestopieciolecie

Andrzej DABROWSKI™, Zdzistaw POGODA™

Motto: Ciggle te liczby pierwsze i liczby pierwsze;
naprawde nie ma juz o czym mowic?
(stuchacz Szkoly Matematyki Pogladowej)

To intrygujace zdanie jest bardziej gltebokie, niz mogtoby sie z pozoru wydawac.
Wrazliwy wykladowca matematyki pewnie kiedy$ zadawal sobie pytanie, czy to,
co méwi, trafia do jego stuchaczy, czy moze warto uzupelnic¢ tresci matematyczne
o refleksje historyczne i filozoficzne. A moze warto podzieli¢ sie ze stuchaczem
wiedza o niestychanej pomystowosci, refleksie i dowcipie matematykow. Zapewne
zadawal sobie pytanie, czy kazdemu mozna pokazaé¢ pickno matematyki.

Niewielu jednak zmierzylo sie na serio z pytaniem, czy mozna by calg matematyke
opowiedzieé jako bohaterski epos, porywajgcq clownade albo serial przygodowy. My
postanowilismy to sprawdzié, a raczej, wierzgc w to a priori, postanowilismy nauczyc
sie robic to rutynowo. Dzis przypominajgc sobie tamte czasy, jestem pelny zdumienia

nad solidnosciq, z jakq zabralismy sie do tej pracy. [1]

*Instytut Matematyczny,
Uniwersytet Wroctawski

**Instytut Matematyki,
Uniwersytet Jagiellonski

Historia

Jak wspomina Marek Kordos [2], pomysl stworzenia
Osrodka Kultury Matematycznej powstal w pociggu
relacji Torun—Warszawa, gdzies w okolicach

Kutna, we wrzesniu 1987 roku. Pociagiem wracali

z egzaminu doktorskiego w Toruniu Marek Kordos

i Leszek Szczerba. Po skonstatowaniu faktu, ze warto by
uczlowieczy¢ wyklady z matematyki, Leszek Szczerba
zaproponowal, aby zastanowi¢ sie nad mozliwosciag
wykorzystania patacu gubernatora siedleckiego, wtedy
w ruinie, jako miejsca spotkan. Zanim wiec dojechalismy
do Warszawy, zamierzenie przybralo konkretny

ksztalt: postanowiliémy zwolaé w grudniu konferencje

w tej sprawie. O dziwo, odzew byl powszechny (okoto

50 uczestnikow z kilkunastu osrodkéw akademickich)

1 trzydniowa konferencja powolatla do Zycia Osrodek
Kultury Matematycznej, a dwezesny rektor WSR-P,

Jan Tretowski, podarowal O$rodkowi Palac w Mordach.

Wprawdzie do dzis palac nie jest do konca odbudowany,
o darowiznie zapomniano, ale i tak O$rodek Kultury
Matematycznej umieszcza swojg siedzibe w Mordach

i pieczetuje sie parafraza herbu Doliwa widniejacego na
frontonie palacu. Zwiazki z Mordami sa mocniejsze,

niz sie z poczatku wydawalo. Okazalo sie, ze jeden

z wykladowcow Szkoly Matematyki Pogladowe]j jest
rodowitym mordzianinem.

Postanowiono (... ) animowad ruch na rzecz tego,

by matematyka nie kryla sie za formalizmami,

nie odstraszata laikow, aby byla prezentowana

ze wskazaniem jej miejsca w catoksztalcie cywilizacyi

1 kultury, aby jej rozwaj byl relacjonowany w powigzaniu
z wydarzeniami historii powszechnej. [3)
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Ten piekny i ambitny projekt, Osrodek Kultury Matematycznej w Mordach,
jest realizowany od 25 lat. W styczniu 2013 roku powinna sie odbyé 50 Szkola
Matematyki Pogladowej, organizowana przez Osrodek. Smialo chyba mozna
stwierdzi¢, ze jest to zjawisko wyjatkowe w skali Swiatowej.

Przed powstatym Osrodkiem postawiono cztery gléwne

zadania:

— popularyzacje dzialéw wyzszej matematyki
w Srodowisku samych matematykow,

— pokazywanie najlepszych wzorcéw wykladowych,

— podnoszenie jakosci wyksztalcenia nauczycieli,

— propagowanie matematyki w srodowiskach
niematematykow.

Imprezy wyjazdowe

Podnoszenie jakoséci wyksztalcenia nauczycieli Osrodek
realizowal poprzez imprezy wyjazdowe. Wykladowcy
OKM ponad 100 razy jezdzili w latach 1988-1989 do
osrodkéw doskonalenia nauczycieli i uczelni w réznych
rejonach kraju. Oznacza to, ze Srednio co tydzien
trzyosobowa lub wieksza ekipa wykladowcow ruszata

w Polske, aby prowadzi¢ wykltady na wybrany przez
zamawiajacego temat. Lista tematow opublikowana
byla w zeszytach MSN (o nich dalej) oraz dostepna byla
w Wojewddzkich Osrodkach Metodycznych. Byla to
praca calkowicie spoteczna. Jedyny koszt, jaki ponosil
gospodarz, to koszty zakwaterowania i przejazdu.

Ta pigkna idea nie przeszta préby wytrzymalosci
wykladowcow, ktérzy przeciez mieli prace na uczelniach,
a i zycie rodzinne mialo swoje prawa.

OKM liczyl, ze stuchacze tych Miniszkol Matematyki
Pogladowej zorganizuja juz sami podobne szkoty
w swoim $rodowisku. Nie udalo si¢ to jednak.

Niezwyklym wyjatkiem byta inicjatywa grupy nauczycieli
warszawskich, z Marig Matek i Barbara Leciejewska

na czele. Zorganizowali oni 5 pigciodniowych Szkot
Matematyki Pogladowej z udzialem wyktadowcow OKM.



Na podstawie starannych notatek pierwszej z tych
Szkol wydano napisana przez dwunastu uczestnikow
ksiazke Szkola Geometrii. Odezyty kaliskie (WSIP,
Warszawa 1993). Notatek z pozostalych spotkan,
niestety, nie udato sie wydac.

Zeszyty MISN

Innym materialnym efektem pracy OKM sa zeszyty
Matematyka-Spoleczenstwo-Nauczanie, wydawane

przez uczelnig siedlecka (zmieniajaca wielokrotnie

w opisywanym okresie swoja nazwe: od WSR-P, przez
AP do UPH). Publikowane sa w nich niektére wyktady
ze Szkél Matematyki Pogladowej, ale i recenzje ksiazek,
wyklady wygloszone na innych konferencjach, polemiki,
teksty catkowicie oryginalne i nigdzie wczedniej
niepublikowane. Sa tez prawdziwe rarytasy, jak wykltad
habilitacyjny Riemanna w zupelnie nowym tlumaczeniu,
opublikowany w numerze 4. Wydano dotad 49 Zeszytéw.
Pierwsze 45 zeszytéw redagowali Marek Kordos

i Anna Rudnik. Poczawszy od numeru 46. redaktorem
jest Michat Kieza.

Szkoly Matematyki Pogladowej

Gléwnym narzedziem realizacji postawionych przed
OKM zadan mialy by¢ Szkoly Matematyki Pogladowe;j.
Zalozeniem Szkdt bylo ksztalcenie miodych pracownikow
nauki w demonstrowaniu na prowadzonych zajeciach
matematyki niekryjgcej sie za formalizmamsi, powigzanej
zarowno ze swq historig, jaok tez z caloksztaltem
cywilizacji © kultury. [2]

Poczatkowo Szkoly mialy byé poswiecone duzym
dzialom matematyki. Bardzo szybko, bo juz po drugiej
szkole, okazalo sie, ze taki model szkoly jest nietrafiony.
Zakladana pogladowos$¢ wykladéw byla trudna

do pogodzenia z rzetelnym, prawie monograficznym
przedstawieniem waznych teorii matematycznych.
Powolana w tym celu Rada Programowa OKM,
szczegblnie w poczatkowym okresie Szkol, recenzowala
wyklady, dyskutowala o doborze tematéw i wskazywala
ciekawych wyktadowcéw do ich wygtoszenia.

7 czasem ujawnily sie trzy opcje prowadzenia Szkdt
(klasyfikacja Marka Kordosa):

— opcja ,matematyczna”, wedlug ktorej Szkoly maja
krzewi¢ kulture matematyczna (rozumiang jako
umiejetnosé objasniania tego, co nowe) wsréd
pracownikéw wyzszych uczelni,

— opcja ,ogolnoksztalcaca” — Szkoty maja przekazywaé
matematykom i niematematykom minimum ogélnej
wiedzy matematycznej, na ktéra sktadaja sie historia
i filozofia matematyki oraz klasyczne problemy,

— opcja ,spoteczna” — Szkoly maja pokazywaé pomysty
dydaktyczne, ciekawe tematy, ktére mozna zrealizowac
na réznych szczeblach nauczania.

Pézniej, szczegdlnie poczawszy od Szkoly 26. (haslo
Twierdzenia z pogranicza), doszla jeszcze opcja

saplikacyjna”, gdzie pokazuje sie, jak matematyka
rozwiazuje problemy innych dziedzin.
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Kazda Szkola jest mieszankq tych tendencyi. Musi tak
byc, bo wiemy juz, ze kazda z tych tendencji samodzielnie
jest trudna do strawienia. [1]

Srodowisko matematykéw réznych specjalnosci

i z réznych o$rodkow, ktérzy wiernie towarzysza Szkolom,
jest liczne. Sg wsréd nich wielokrotni wykladowcy,

jak i wieloletni uczestnicy. Na 900 zarejestrowanych
shuchaczy (dane dotycza pierwszych 48 Szkol)

25 uczestniczylo co najmniej w 20 Szkoltach; 53%
wszystkich 1040 wykladéw wyglosito 15% wszystkich
wykladowcéw (bylo ich przeszlo 250). Dziesieciu
najbardziej pracowitych wykladowcéw wyglosito 27%
wszystkich wyktadow.

Dziatalnosé na rzecz kultury matematycznej udalo sie
podniesé do rangi niezbednego elementu ksztatcenia na
kazdym szczeblu. Dzialalnosé OKM moze bycé o tyle
zwigzana z tg tendencjq, Ze uczestnicy dzialan OKM
stanowig nieledwie wiekszo$¢ nagrodzonych Wielkq
Nagrodg PTM im. Samuela Dicksteina i Nagrodg

im. Hugona Steinhausa przyznawang przez Polskg
Fundacje Upowszechniania Nauki i Towarzystwo
Popierania i Krzewienia Nauk, a wiec najwiekszymi
polskimi laurami w tym zakresie. [3]

Dzigki Szkolom mogli poznaé sie blizej (zawarto nawet
przynajmniej jedno malzenstwo) przedstawiciele réznych
dziedzin, nie tylko matematyki. Wykltadowcéw Szkoty
mozna spotka¢ na odczytach w szkotach, sejmikach,
festiwalach nauki. Sa wéréd nich autorzy i ttumacze
podrecznikow i ksiazek, autorzy artykuléw i audycji

z matematyki i o matematyce. Szkoty Matematyki
Pogladowej maja tez wplyw na to, jak jest wykladana
matematyka. Dbalo$é¢ o jasnosé wykltadu, dobry wybor
materiatu, dyscyplina czasowa, przekazywanie nie tylko
tresci twierdzen, ale ich motywacji filozoficznej,
obserwowane u najlepszych wyktadowcéw, znajduja
swoich nasladowcow. Coraz czedciej historia matematyki
jest niezbednym elementem dobrego wyktadu. Dzis

w kazdej uczelni jest wykladany taki przedmiot i trudno
uwierzyé, ze tak nie bylo zawsze. [2]

Waznag rzeczq jest podkreslenie wielkiego wkltadu w te
dzialalnosé uczelni siedleckiej — obecnie Akademii
Podlaskiej (to juz sie zmienito: Uniwersytetu
Przyrodniczo-Humanistycznego). Szczegdlna troska

o funkcjonowanie OKM, jakq wykazywali wszyscy

kolejni Rektorzy tej uczelni, poczqwszy od profesora

Jana Tretowskiego, a takze praktyczna organizacja
dziatan OKM, gdzie trzeba podkresli¢ niezwykle skuteczng
aktywnosé dr. Mirostawa Jakubiaka, spowodowaly,

ze twor fantazji raczej niz pragmatyzmu potrafi skutecznie
funkcjonowad juz niemal 25 lat, jak sqdzimy z pozytkiem dla
kultury matematycznej tak zawodowych matematykow, jaok
nauczania wszystkich szczebli, a nawet, mowigc szumnie,
szerzej rozumianego spoleczeristwa. [3]

Nie byloby Osérodka Kultury Matematycznej bez

Marka Kordosa. To jego pomystem byly wszystkie
inicjatywy: Szkoty, imprezy wyjazdowe, wydawnictwo.
To on pracowicie wynajdowal i przekonywal rézne osoby,



aby wystepowaly na Szkole. To on zarazal nas

swoja energig i czesto wymuszal dziatanie, kiedy
upadaliSmy na duchu. Najlepiej powie sam Marek:
Wiedzialem, zZe to, na czym nam zalezy, nalezy
troskliwie pielegnowaé. Tak wiec sprawq, o ktorej przede
wszystkim postanowitem pamietaé, dyrektywaq, ktorej
przede wszystkim postanowilem przestrzegad, byla
troska o faktycznie zbiorowy, swobodny trud swobodnie
zrzeszonych ludzi. I to jest aspekt romantyczny,
przynajmniej mojego dzialania. [1]

Od Szkoty 40., od zimy roku 2008 Szkoty Matematyki
Pogladowej prowadzi nowy zespél. Jego sklad ulegal
zmianom. Ostatnio jest to ekipa krakowsko-warszawska:
Dominik Kwietniak i Michat Szostakiewicz.

Szkoly Matematyki Pogladowej odbywaja sie dwa razy
w roku, w ostatni (pieciodniowy) weekend stycznia

i sierpnia. Poczawszy od 20. Szkoly (Grzegorzewice 1998)
proponowanych jest 26 wykladéw 45-minutowych,
ktérych zakres odpowiada zazwyczaj tematowi Szkoty
(poprzednio bywalo 13, a czasem 20 lub wiecej
wyktadéw 90-minutowych). Temat Szkoly jest na ogél
interdyscyplinarny, pozwalajacy na dos¢ swobodna
interpretacje przez wykladowce.

Trudno opisaé wszystkie 48 imprez. Wymienimy tylko
kilka, ktére subiektywnie uwazamy za szczegdlnie ciekawe.

Szkota 8. Przelomy w matematyce (zima 1992, Mietne)
rozpoczeta nurt historii matematyki na Szkotach
Matematyki Pogladowej. Stuchacze mogli $ledzi¢
powstanie podstawowych poje¢ w matematyce. Mogli
dowiedzie¢ si¢ o poczatkach i rozwoju gltéwnych teorii
matematycznych.

Szkota 12. Symetrie (zima 1994, Mietne) byla chyba
pierwsza, gdzie pojawity sie w sposéb czysty tematy
niematematyczne. Fizyk Jan Mozrzymas méwil wtedy
o symetriach w fizyce, a socjolog Wojciech Sitek

o symetriach w socjologii.

Temat Szkoly 17. Matematyczne perelki (lato

1996, Siedlce) byt szansa dla wykladoweéw na
pokazanie najbardziej cenionych przez siebie wynikow
matematycznych. Dla stuchaczy sam temat szkoty
kryt niespodzianke — co moze by¢ ta peretka i jak sie

z tego zadania wywiaze wyktadowca. Takich niezwykle
ciekawych tematow bylo w historii szkot wiele.

Matematyka rozwija sie dzieki analizie istotnych
przypadkéw, dowodéw, konstrukeji. Na Szkole 19.
Wazne przyklady (lato 1996, Siedlce) przedstawiono ich
katalog z réznych dziedzin matematyki.

Na swoja jubileuszowa 20. Szkole (zima 1998,
Grzegorzewice) Odrodek Kultury Matematycznej
zaproponowal — jakze by inaczej — hasto Kultura
Matematyczna — teoria i zbior zadan; ciekawe,
ze stowo  kultura” pojawito si¢ w tytutach tylko
czterech wyktadéw!

Szkota 23. Linearyzacja (lato 1999, Siedlce)
prezentowalta bogactwo i wszechobecno$é struktur
liniowych w matematyce, ale i w sztuce Eschera.
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W rocznice przetomowego wyktadu Hilberta przewrotnie,
na Szkole 25. Elementarnie, ale niebanalnie (lato

2000, Grzegorzewice) zaproponowano wykladowcom
poszukiwanie takich elementarnych problemoéw, ktérych
rozwiazanie dato poczatek niebanalnym teoriom.

Szkola 26. Twierdzenia z pogranicza (zima 2001,
Grzegorzewice) byla poczatkiem rewolucji w OKM.

Z wykladem o odczytywaniu kodu DNA wystapila
Magdalena Fikus. Otrzymala medal Filca (o medalu dalej)
za wystapienie, w ktorym nie bylo wcale matematyki.
Bylo to tak ciekawe dla stuchaczy, ze przez wiele
nastepnych szkoél pojawialy sie zupelnie niematematyczne
tematy, nawet z muzyki (Alicja Gronau-Osifiska tez
otrzymala medal Filca). Na tej Szkole byly jeszcze odezyty
o prognozowaniu pogody i o nowotworach, ale jednak

z udzialem metod matematycznych. Nastepna Szkota
byla poswiecona relacji matematyki z informatyka, ale
inne dyscypliny byly na niej wyraZnie widoczne (biologia,
genomika, diagnostyka medyczna, lingwistyka). Podobnie
bylo ze Szkola 28. Pomysly [4].

Szkola 29. Przestrzen (lato 2002, Grzegorzewice) byla
jeszcze bardziej przelomowa. Przyjecie zgotowane
historykowi, biologowi, filozofowi, architektowi,
fonografowi, polonistom, fizykom, astronomowi

czy wreszcie muzykowi, ktory zdobyl medal Filca,

bylo wrecz entuzjastyczne. Nic przeto dziwnego,

ze na nastepnej Szkole (o osobliwosciach) méwil,

miedzy innymi, lekarz, ekonomista, chemik czy astronom
(i on zostal odznaczony) [4].

Niezwykla, szczegélnie dla wykladowcow, a zapewne

i dla stuchaczy, byta Szkota 31. Wybrane dziela klasykow
(lato 2003, Grzegorzewice) — obcowanie z tymi dzielami,
smakowanie ich jezyka i bogactwa argumentacji byto
niezwyklym doswiadczeniem.

Wspominajac jedne, a pomijajac inne, mamy
Swiadomo$é, ze dokonujemy bardzo subiektywnego
wyboru i mozemy opusci¢ co$ waznego, bo tak
naprawde to kazda Szkola byla waznym wydarzeniem,
nawet te bardziej krytykowane.

Bogactwo tematyki Szkot pozwalato wybraé kazdemu
wedlug jego potrzeb. Monograficzne Szkoly dostarczaly
odczytow o prawdopodobienstwie, ciaglosci, geometrii,
teorii liczb, izomorfizmie, aproksymacjach, dyskretnych
metodach matematyki, nieskoniczonosci. Inne Szkoly to
mieszanka porad dydaktycznych, tematow historycznych,
zestawien tematéw potaczonych czasami zaskakujacym
hastem. Stuchaczy zapewne intrygowalo, co moze

si¢ kry¢ pod tematami: Matematyczne wytrychy,
Efektownie i efektywnie, Skqd sie to wzielo, Pomysly,
NIE w matematyce i okolicach, Pomyst czy rachunek,
Matematyczne obrazki, Do czego to sie przydaje,

Co mi sie podoba?.

Miejsca

Najstarsi uczestnicy szkol pamietajg spartanskie Zawady,
gdzie $nieg padal (w niektérych miejscach) do wnetrza
baraku, na positki biegalo sie do szopy, gdzie miescila sie



jednorazowo tylko 1/8 uczestnikéw, a spalo sie

w wieloosobowych pokojach. Musiato jednak byé

w tych Szkolach cos pociggajacego, skoro chetnych
nie brakowalo. Szkoly byly tez w Siedlcach, Mietnem,
az trafily do ragskich Grzegorzewic [2].

Mietne pamieta si¢ przede wszystkim ze $lubu
wykltadowcy ze stuchaczka, ktory odbyt sie w Palacu
w Mordach wedtug celebry OKM. Slub odbyt sie
réwniez w realu, a Szkota stracita (na rzecz USA)
doskonatego wyktadowce i urocza stuchaczke.

Z Mietnego pamieta sie tez licytacje, na ktorej
wystawiono rézne gadzety, miedzy innymi kultowa
koszule w czerwona krate pewnego wykltadowcy.
Warunki zycia, ale i koszty byty zbyt luksusowe, wigc
Szkota przeniosta sie w zimie 1997 roku na 12 lat do
wspominanych z sentymentem Grzegorzewic.

Po przyjezdzie do Grzegorzewic pierwsze kroki
kierowane byty do klubu, mieszczacego si¢ w piwnicach
patacyku. Tam tez spedzano wszystkie wieczory.
Znajomy zapach plesni znikal juz po pierwszym
wieczorze spedzonym nad szklanka piwa lub kieliszkiem
wina. W sasiednich salach odbywaly sie spontaniczne
turnieje ping ponga, w innej mecze brydzowe,
pitkarzyki. Rozgrywano tez aktualnie modne gry.

W ostatnich latach popularne byty partyjki scrabble’a.
Odbywaly sie tam i tance, zima mial tradycyjnie
miejsce sktadkowy bankiet z napojem magicznym
receptury jednego z wykladowcéw (w czasie jego
nieobecnodci receptura byta konsultowana telefonicznie).
Studenci pewnie byliby zdziwieni widokiem ich
nauczycieli, ktorzy rapuja po rosyjsku przy aktywnym
udziale sali. Niezapomniany byl widok Kuby
naprawiajacego rozstrojone pianino przez kilka kolejnych
spotkan. Jego bezowocne préoby zaowocowaly calkiem
powaznym odczytem Porzgdkowanie dzwiekow, czyli
dlaczego nie da sie nastroi¢ pianina w Grzegorzewicach.
Latem zamiast bankietu organizowano ognisko

z kielbaskami i Spiewami. A niezaleznie od pory roku

udawano sie na spacery po groblach stawéw rybnych
lub nad brzegiem przeplywajacej tam rzeczki o pigknej
nazwie Pisia Gagolina. Po wyjezdzie z Grzegorzewic,
mimo radykalnej poprawy warunkéw bytowych (a moze
wladnie z tego powodu) juz nigdzie nie moglisémy
odtworzy¢ takiej atmosfery. . .

Konkursy

Od 18 lat, pod koniec kazdej Szkoty, oglaszane sg
wyniki plebiscytu na najlepszego wyktadowce —
konkursu budzacego cale spektrum emocji zaréwno
wsrod shuchaczy, jak i wyktadowcow. Zwyciezca
otrzymuje wykonany z filcu medal Filca (nazwa jest
Swiadoma gra sléw, ale musimy podkresli¢, ze nie jest
to medal Fieldsa, chociazby z tego powodu, iz jego
laureaci moga mie¢ powyzej 40 lat). Nastepna Szkota
rozpoczyna sie od wreczenia tego medalu, a laureat
wyglasza pierwszy odczyt na dowolnie wybrany przez
siebie temat. Medalem nagrodzono dotad 35 oséb.
Trzy z nich otrzymaty medal Filca trzykrotnie.

Od Szkoly letniej w roku 2004 ogtaszany jest inny
konkurs: na Najlepszego Stuchacza, odbywajacy sie

w ostatni wieczér. Zwyciezca musi wykazaé sie nie tylko
bardzo dobra znajomo$cia wykltadéw z aktualnej Szkoty,
ale takze refleksem, bystrodcia i inteligencja, bowiem
wiekszos$¢ pytan trudno zaliczy¢ do standardowych.

Uwagi konicowe

Artykul utkany jest cytatami z artykuléw i wspomnienn Marka Kordosa.
Nie umieliémy w wielu miejscach lepiej skomentowaé i opisa¢ wydarzen
zwigzanych z Osrodkiem Kultury Matematycznej. Dzickujemy

za wirtualny udzial przy pisaniu tego artykulu. Bledy bierzemy

na siebie. Przy pisaniu tych wspomnien korzystaliémy obficie

z materialéw zamieszczonych na $wietnie udokumentowanej stronie
Szkét http://www.msn.uph.edu.pl/smp. Czytelnika zachecamy do
samodzielnej eksploracji tych bogactw.

Zaznaczone zostaly cytowania

[1] M. Kordos, Wiec nie przesladujcie zla zbyt uporczywie, MSN 16
[2] M. Kordos, Pami¢tajmy o Leszku Szczerbie, MSN 46

[3] http://www.msn.uph.siedlce.pl/smp/?strona=historia

[4] M. Kordos, Inna jakosé, MSN 31

Kacik przestrzenny (15): O sumie dlugosci krawedzi czworo$cianu

dhugosci krawedzi?
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Jesli na plaszczyznie wewnatrz tréojkata ABC znajduje sie trojkat K LM,

to obwdd tréjkata K LM jest nie wigkszy od obwodu tréjkata ABC.

Pomyst, na ktérym opiera sie dowdd tego faktu, zostal przedstawiony na
rysunku 1. W podobny sposéb mozna udowodnié, ze jesli czworoscian K LM N
znajduje sie wewnatrz czworo$cianu ABCD, to jego pole powierzchni jest
mniejsze od pola powierzchni ABC'D. A co umiemy powiedzie¢ o sumie

Jesli czworoscian ABCD jest foremny, to jego krawedzie maja dlugosci

nie mniejsze od dlugosci krawedzi czworoscianu K LM N. W takim razie suma
dhugosci krawedzi czworoscianu ABC' D jest nie mniejsza od sumy dlugosci
krawedzi czworoscianu K LM N. Jednak w ogdlnosci nie musi tak by¢.
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Rozwazmy mianowicie ostrostup prawidlowy ABCD o podstawie ABC, ktéra
ma boki dlugoéci 1, i ramionach dlugosci d (rys. 2). Umie$émy wewnatrz

niego czworoé$cian K LM N w taki sposéb, ze wierzchotek K jest blisko A,

L — blisko B, za§ M i N blisko wierzchotka D. Wtedy suma krawedzi ostrostupa
ABCD jest rowna 3 + 3d, za$ suma krawedzi czworoscianu K LM N jest wigksza
od sumy KM + KN + LM + LN, ktéra moze by¢ dowolnie bliska 4d. Jesli wiec
wezmiemy d znacznie wieksze niz 1, to suma dlugosci krawedzi czworoScianu
KLMN bedzie wigksza od sumy dtugosci krawedzi czworoscianu ABCD.

Widzimy zatem, ze podany na poczatku fakt nie przenosi sie z plaszczyzny
na przestrzen. Jednak w obu powyzszych przyktadach suma diugosci
4

krawedzi czworoscianu K LM N nie przekracza 5 sumy dlugosci krawedzi

czworoscianu ABCD. 1 wlasnie to spostrzezenie udowodnimy:

Jesli czworoécian KLM N jest zawarty wewngtrz czworo$cianu ABC D, to
suma dlugosci jego krawedzi jest nie wieksza od % sumy dlugosci krawedzi
czworoScianu ABCD.

Powyzszy problem byl jednym z zadan na finale olimpiady w ZSRR w 1982 roku.
Dowdéd podzielimy na kilka podprobleméw. Dalej podajemy rozwiazania, ale
zachecamy do samodzielnej pracy.

Krok 1. Zaloimy bez straty dla ogolnosci, Ze K LM jest sciang o najwiekszym
obwodzie. Wtedy suma dlugosci krawedzi czworo$cianu K LM N nie przekracza
dwukrotnosci obwodu trojkgta K LM.

Krok 2. Zalézimy, ze ¢ jest obwodem wielokgta bedgcego przekrojem czworo$cianu
ABCD plaszczyzng KLM. Wtedy obwéd trojkgta K LM nie przekracza (.

Krok 3. Niech A', B',C’, D' bedq odpowiednio rzutami prostokgtnymi punktéw
A, B,C, D na plaszczyzne KLM. Wtedy suma dlugosci wszystkich odcinkow
laczqcych punkty A, B',C’, D’ jest nie mniejsza niz (. (Ten fragment dowodu
jest najtrudniejszy.)

Krok 4. Suma dlugosci odcinkéw lgczqcych punkty A', B',C’, D' jest nie wieksza
niz suma diugosci krawedzi czworoscianu ABCD.

Rozwigzania

Krok 1. Suma dlugosci krawedzi czworo$cianu K LM N jest rowna polowie sumy
obwodow wszystkich czterech jego Scian. Ta ostatnia zas$ nie moze przekraczaé
dwukrotnosci obwodu Sciany o najwiekszym obwodzie.

Krok 2. Pomysl przedstawiony na rysunku 1 dziala i w tej sytuacji.

Krok 3. Zalézmy najpierw, ze punkty A’, B, C’, D’ sa wierzcholkami czworokata
wypuklego. (Oczywiscie punkty te moga lezeé¢ na obwodzie czworokata w réznej
kolejnosci!) Rozwazany przekrdj czworoscianu jest wypukly i lezy wewnatrz

tego czworokata (rys. 4 1 5). Zatem ¢ nie moze przekraczaé¢ obwodu czworokata
o wierzchotkach A’, B',C’, D’ (dowdd jak na rysunku 1). Ponadto z nieréwnosci
trojkata wiemy, ze suma diugosci przekatnych czworokata wypuktego jest
wieksza od polowy jego obwodu. Laczac te dwie nieréwnosci, dostajemy

ge <AB +AC'+AD +BC'+B'D' +C'D'.

Przyjmijmy teraz, ze jeden z tych punktéw (np. D’) lezy wewnatrz lub na brzegu
tréjkata wyznaczonego przez pozostate punkty. Podobnie stwierdzamy, ze
rozwazany przekrdj jest wypukly i lezy wewnatrz tego tréjkata (rys. 6). Zatem

(< AB +BC +CA.
Z nieréwnosci tréjkata otrzymujemy
1
E(A/B/ +B'C"+C'AY<AD +BD +C'D'.
I tym razem te dwie nieréwnosci daja zadane oszacowanie.

Krok 4. Wynika to natychmiast z faktu, ze dtugosé odcinka nie moze by¢ mniejsza
niz dlugos¢ jego rzutu prostokatnego na dowolna plaszczyzne.
Michal KIEZA
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Liniowe sito
Jakub RADOSZEWSKI

Jedli potrzebne nam sg do czegos liczby pierwsze z pewnego poczatkowego
zakresu, zazwyczaj wyznaczamy je za pomocy sita Eratostenesa.
Zaczynamy od wypisania kolejno wszystkich liczb od 2 do n. Nastepnie
zaznaczamy 2 i wykreslamy wszystkie jej wielokrotnoéci, zaznaczamy 3

i wykredlamy jej wielokrotnosci, dalej to samo z kolejnymi niewykreslonymi
liczbami: 5, 7 itd. Jest to bardzo efektywna metoda; wykonujemy w niej
rzedu O(nloglogn) operacji, o czym mozna przekonac sie, czytajac artykul
pt. ,Jak szybko dziala sito?” w Delcie 4/2012. O(nloglogn) to prawie
O(n), ale jednak nie. Wieksza niz liniowa zlozono$¢ czasowa zwiazana jest
z tym, ze w sicie Eratostenesa pozwalamy sobie na pewna rozrzutnoscé,
gdyz niektoére liczby ztozone wykreslamy wielokrotnie. Zaleznie od
szczegotow implementacyjnych, pierwsza taka liczba ztozona jest 6 albo 12.
Zastanéwmy sie¢ jednak, czy nie daloby si¢ kazdej liczby zlozonej wykresli¢
doktadnie raz?

Tak jak w zwyklym sicie, na poczatku tworzymy liste wszystkich

liczb od 2 do n. Znéw w pierwszym kroku ustalamy liczbe pierwsza

p = 2. Dalej bedzie troche inaczej niz poprzednio, ale nie tak znowu
skomplikowanie. Rozwazamy kolejne (niewykreslone i nie mniejsze niz p)
liczby g na lidcie i dla kazdej z nich wykredlamy wszystkie liczby postaci
pl-gdlai=1,2,...

Zobaczmy to na przyktadzie; niech n = 40.

Na poczatku mamy p = 2 i liste przegladamy,
poczawszy od ¢ = 2. W pierwszym kroku
wykreslamy liczby postaci 2¢-2 dla i > 1, czyli
potegi dwdjki:

Przyszta pora na g = 3; wykredlamy wszystkie
liczby postaci 2 - 3:

Kolejna nieskresélong liczbg jest ¢ = 5. Wykreslamy
wiec liczby postaci 2¢ - 5:

12
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Nietrudno zgadnaé, co bedzie dalej. Czytelnik zechce
sprawdzi¢, ze po pelnym rozpatrzeniu p = 2 na liscie
pozostang po prostu wszystkie liczby nieparzyste.

Przyszta wreszcie pora na p = 3. Rozwazamy
wszystkie dotychczas nieskreslone wartosci ¢

nie mniejsze niz p. Zaczynamy od ¢ = p = 3, czyli
najpierw wykreslamy potegi trojki:

Nastepnie mamy g = 5 i wykreslamy tylko 15;
q = 7 i znika 21; dalej wykresdlimy jeszcze 33 i 39:




@

Rozwigzanie zadania F 824.
Zanurzong czes¢ géry mozemy otrzymac
z calej gory przez jednoktadnosé
o skali £ wzgledem wierzcholka stozka.
Réwnowaga sily cigezkosci i wyporu
prowadzi do warunku

prR’hg = pumR*hE’g,
gdzie R jest promieniem podstawy
stozka, h jego wysokoscia, a p i py
gestosciami odpowiednio lodu i wody.

Stad € = 3/p/pw; podstawiajac

p=0,92g/cm®ip, =1 g/cm?,
stwierdzamy, ze zanurzona czesé
wysokosci to £ &~ 0,97 wysokosci gory,
a zatem nad powierzchni¢ wystaje
zaledwie okolo 3% wysokosci goéry.

Odpowiednig struktura danych moze by¢
takze para tablic prev[2..n] i next[2..n],
w ktérych trzymamy dowigzania listowe:
prev[z] oznacza element poprzedzajacy x
na liscie, za$ nezt[z] oznacza element
nastepujacy po x. Dla uproszczenia
implementacji nasza lista bedzie cykliczna
(tzn. po elemencie n nast¢puje 2).
Sytuacje, gdy = zostal wykreslony z listy,
oznaczymy przez next[z] = nil. Oto
pseudokod takiego algorytmu:

for i := 2 to n do
prev[i] :== 11— 1;
next[i] ==+ 1;
next[n] := 2; prev[2] := n;
pi=2
while p? < n do
q:=p;
while p- ¢ < n do
ri=peg
while »r < n do
next[prev[r]] := next[r];
prev[next[r]] := prev[r];
nezt[r] := nil;
ri=7r-p;
q := next[q;
p = nezt[p];

Co ciekawe, mimo trzech zagniezdzonych
petli while algorytm jest liniowy.

Opisany algorytm pochodzi z 1978 roku
i jest autorstwa Davida Griesa

i Jayadeva Misry. Co ciekawe, wszystkie
liczby pierwsze z zakresu od 2 do n
mozna znalezé nawet w czasie
O(n/loglogn) (Paul Pritchard, 1981).

W ten sposob rozwazylismy p = 3, przechodzimy do p = 5. Za pomoca
q = 5 wykreslimy juz tylko 25, a za pomoca ¢ = 7 wykreslimy 35.

QIBIAL| B8] 7|89

12113 |14 | 15| 26|17 18|19
22123 (24 (2526 |27 (28|29
32133 |34 |35 (3637|3839

10
20
30
40

11
21
31

Dla kazdego kolejnego kandydata na p liczba p? jest wicksza niz n,
mozemy wiec Smialo stwierdzi¢, ze na licie pozostaly nam juz tylko
liczby pierwsze (i to wszystkie w badanym zakresie).

W tym przykladzie rzeczywiscie kazda liczbe ztozona skresliliSmy
doktadnie raz. Nie jest to przypadek; liczbe zlozona

kE=pips?...pf" (p1 <p2<...<pp)
skreslamy w przebiegu algorytmu, w ktérym p =p; i ¢ = p5*...p"
(a jesli [ =1, to, oczywiscie, dla p = ¢ = p;). To, w szczegdlnodei, oznacza,
ze dla kazdej liczby ztozonej obliczamy przy okazji jej najmniejszy
dzielnik pierwszy.

Mozemy wiec pokusi¢ sie o stwierdzenie, ze cala metoda wykonuje
wymarzone O(n) operacji. Aby jednak dalo si¢ ja przekué¢ na algorytm
o liniowym koszcie czasowym, musimy przyjrze¢ sie doktadniej uzywanej
strukturze danych. Mamy tu do czynienia z dwoma typami operacji:
znajdowaniem nastepnego elementu na liscie (potrzebne do rozpatrywania
kolejnych p i q) oraz wykresleniem danej liczby z listy. O ile pierwsza

z tych operacji wykonuje si¢ na liScie standardowo w czasie stalym,

o tyle druga z nich sprawia pewien klopot. W przypadku listy nie mamy
bowiem swobodnego dostepu do jej elementéw. Taki dostep daje

np. tablica, ktéra to struktura nie pozwala z kolei na proste usuwanie
badz wykreslanie elementéw. . .

Klucz do rozwigzania tej ostatniej trudnosci stanowi potaczenie dwdch
wspomnianych struktur danych, czyli listy i tablicy. Doktadniej, oprocz
dwukierunkowej listy wszystkich niewykreslonych elementéw utrzymujemy
tablice wskaznikow do poszczegélnych liczb od 2 do n na liscie. Jesli danej
liczby nie ma juz na liscie, w odpowiednim polu tablicy mozemy wstawic¢
np. nil. Za pomoca wskaznikéw zapisanych w tablicy tatwo znajdujemy
elementy listy, ktére chcemy wykresli¢, a potem usuwamy je juz standardowo
— podpinajac do siebie wzajemnie nastepny i poprzedni element listy.

Przyktadowo, opisana struktura danych dla n = 8 po wykresleniu poteg

dwdjki wyglada tak:
6]

[2]3]a]s]6]7]s]

Teraz mozemy juz z cala pewnoscig powiedzie¢, ze otrzymaliSmy liniowg
metode wykrywania wszystkich liczb pierwszych w danym poczatkowym
zakresie liczb. Czy w praktyce jest ona lepsza od klasycznego sita
Eratostenesa? Nie sadze. Za to ma ona pewne ciekawe z teoretycznego
punktu widzenia zastosowanie, o czym mozna przeczyta¢ w kolejnym
artykule w tym numerze Delty.
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Najwiekszy wspolny dzielnik

© %50
0o

w

Rozwigzanie zadania M 1372.
Poprowadzmy prostag XY przechodzaca
przez punkt A i réwnolegly do DE.
Niech M bedzie $rodkiem BC,

za$ @ niech oznacza punkt

przecigcia M P z XY E

Skoro punkt M jest srodkiem BC, jego
odleglo$é od prostej DE to $rednia
arytmetyczna odlegtosci punktéw
BiC od DE. Jest ona réwna $redniej
arytmetycznej odlegtosci tych punktéw
od XY, poniewaz AB/BD = CE/CA

i XY || DE. Zatem M jest réwno odlegly

od DE i XY, skad MQ = MP oraz
XBQC = xBPC.

Niech Q' bedzie takim punktem na
pélprostej MQ, ze xBQ'C = XBAC.
Z podobienstwa tréjkatow
réwnoramiennych DAFE i BQ'C mamy
XADE = ¥£Q'CB. Zatem skoro na
czworokacie BAQ'C mozna opisaé
okrag, to

XBAQ' =180° — xQ'CB =
180° — XADE =
=180° — XDAX = ¥xBAQ.

Wobec tego Q = Q’, co daje teze.

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Tomasz KOCIUMAKA®

Podobnie jak wyznaczanie liczb pierwszych, problem znajdowania
najwickszego wspélnego dzielnika (NWD) dwéch liczb naturalnych

ma klasyczne i zapewne wszystkim Czytelnikom znane rozwiazanie.

Mowa oczywiscie o algorytmie Euklidesa, jednym z najstarszych do dzi$
uzywanych algorytmow. Jest to rozwigzanie bardzo proste w implementacji,
a w wersji z dzieleniem — efektywne: pozwala wyznaczyé¢é NWD dwoch liczb
nie wigkszych niz n w czasie O(logn). W pewnych przypadkach istnieja
jednak rozwiazania asymptotycznie szybsze.

Zalézmy, ze chcemy wyznaczaé¢ najwickszy wspolny dzielnik dla wielu par
stosunkowo niewielkich liczb. A konkretnie — dla ¢ par liczb catkowitych
dodatnich nieprzekraczajacych n. Stosujac algorytm Euklidesa, otrzymujemy
oczywiscie algorytm o zlozonosci czasowej O(qlogn). Mozemy takze spamigtaé
w duzej tablicy odpowiedzi na wszystkie mozliwe n? zapytan. Wéwczas

przy pierwszym podejsciu mozemy otrzymaé zlozonoéé O(n?logn + q),

gdy dla kazdej mozliwej pary zastosujemy niezaleznie algorytm Euklidesa.
Bez probleméw takie rozwigzanie mozemy przyspieszy¢ do O(n? 4 ¢), poniewaz
pojedynczy krok algorytmu Euklidesa sprowadza wyznaczanie NWD dla pary
(i, ) do problemu obliczenia NWD dla pewnej pary leksykograficznie mniejszej.
Mozemy zatem wypelniaé¢ tablice w odpowiedniej kolejnosci i w kazdym kroku
przepisywa¢ wynik ze wskazanej komérki. W praktyce lepiej w tej sytuacji
korzysta¢ z algorytmu Fuklidesa w wersji z odejmowaniem, gdyz procesory
wykonuja je istotnie szybciej niz wyznaczanie reszty z dzielenia. Otrzymujemy
w ten sposéb nastepujacy algorytm:

Algorytm tablicuj-nwd(n)
for i :=1 ton do
nwd|i, i := i;
for i :=1ton do
for j:=1toi—1do
nwd[j,i] := nwdli, j] := nwd|[j,i — j];

Czas obliczen wstepnych rzedu O(n?) jest jednak malo satysfakcjonujacy —
dopiero przy Q(n?/logn) zapytaniach podejscie korzystajace z algorytmu
Euklidesa przestaje osiggaé lepsze wyniki.

Sprébujmy odnie$é pewne korzysci juz z obliczen wstepnych rzedu O(n). Jak
przekonali$émy sie w poprzednim artykule, w tym czasie mozna wyznaczy¢
wszystkie liczby pierwsze nieprzekraczajace n. Zaprezentowany tam algorytm
jest jednak znacznie silniejszy — dla kazdej liczby k oblicza jej najmniejszy
dzielnik pierwszy (oznaczany tu przez ndplk]) oraz najwieksza potege

tego ndplk] dzielaca k. Za ich pomoca mozna latwo skonstruowaé algorytm
znajdowania NWD, dzialajacy w czasie proporcjonalnym do liczby réznych
dzielnikéw pierwszych argumentéw. Pesymistycznie wielko$é ta wymnosi
O(lolg?fgo gn), wiec zapytania obstugiwane sa niewiele szybciej niz przez
algorytm Fuklidesa. Okazuje si¢ jednak, ze przy liniowych obliczeniach
wstepnych mozna osiagnaé staly czas zapytanial

Na wstepie zauwazmy, ze jesli jeden z argumentow jest liczba pierwsza, obliczenie
NWD jest bardzo tatwe. Réwniez tatwo mozemy wyznacza¢ NWD liczb
mniejszych niz /n: jesli mamy do dyspozycji czas O(n) na obliczenia wstepne,
mozna spamieta¢ wszystkie wartosci NWD, wywolujac tablicuj-nwd(|\/n]).
Jak sie wkrétce przekonamy, dowolne zapytanie o NWD mozna sprowadzi¢ do
stalej liczby zapytan, w ktorych kazdy z argumentow jest liczba pierwsza lub
nie przekracza /n. Kluczowe jest tu pojecie rozkladu specjalnego.

Definicja. Rozkladem specjalnym dodatniej liczby catkowitej k nazwiemy
tréjke liczb catkowitych (kq, ko, k3), dla ktérej k1koks = k oraz dla kazdego i:

ki <Vk lub ks jest liczba pierwsza.
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Rozwigzanie zadania M 1374.
Zauwazmy najpierw, ze dla liczby
catkowitej & zachodzi 3 | 22°'% — 2. Stad

L=1 +2%0 Ly (p—1)
=14+2+...+(p—1) (mod 3).
Jesli wigc p jest postaci 3k + 1, to

2013 2013

wowczas
L=(14+2)+3+...+
+ Bk —2+3k—1)+3k =
=0 (mod 3),
2013 (mod 3), wiec
réwnanie nie ma rozwigzania w tym
przypadku. Podobnie stwierdzamy, ze dla

zas p =p=1

p postaci 3k + 2 rOwnanie jest sprzeczne.
Zatem jedyna mozliwos$é to p = 3, ale
tatwo sprawdzié, ze wtedy réwnanie
réwniez jest sprzeczne.

Uwaga. Paul Erdés okoto 1950 roku
w liscie do Leo Mosera postawil hipoteze,
ze réwnanie

1k+2k+...+(m,—1)k =mF

nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych
m oraz k > 2. Dzi§ wiadomo, ze jesli
réwnanie ma rozwigzanie dla jakiego$
k>2 tom> 1010° (zgrabny dowdd

i historia problemu sg przedstawione

w artykule: P. Moore, A top hat for
Moser’s four mathemagical rabbits,
Amer. Math. Monthly 118 (2011),
364-370).

Przykladowo, jednym z rozkladéw specjalnych liczby 156 jest (2,6,13),
liczby 175 jest (5,5,7), a liczby 1 jest (1,1,1).

Nastepujacy lemat stanowi podstawe indukcyjnego dowodu faktu, ze
kazda dodatnia liczba catkowita ma rozktad specjalny. Ten dowéd mozna
natychmiast przeksztalci¢ w algorytm wyznaczajacy rozklady specjalne
wszystkich liczb od 1 do n w czasie liniowym na podstawie tablicy ndp.

Lemat. Niech | > 1 bedzie liczbg calkowitq, p = ndp[l] oraz k =1/p.
Niech (k1, ke, k3) bedzie rozkladem specjalnym k, dla ktérego ki < ko < ks.
Wéwczas (ki - p, ke, k3) jest rozkladem specjalnym 1.

Dowdd. Na poczatek zauwazmy, ze liczby ko i k3 sa pierwsze lub nie wicksze
niz vk, wiec s pierwsze lub nie wieksze niz v/I. Musimy wobec tego zajaé
sie tylko liczba ky - p. Jedli k1 = 1, to oczywiscie k1 - p = ndpll] jest liczba
pierwsza. Zalézmy wiec, ze k1 > 1. Poniewaz k; jest dzielnikiem [, a p jest
najmniejszym (ré6znym od 1) dzielnikiem [, wiec p < k1. Wobec tego

(k1p)? = kip? < pki < pkikoks = pk =1,
a wiec k1p < V1, co konezy dowéd. O

Pozostaje nam jeszcze wykorzystaé rozklady specjalne do efektywnego
obliczania NWD. Tym razem najpierw przedstawimy algorytm, a potem
zastanowimy sie nad jego poprawnoscia. Przyjmiemy, ze rozktady specjalne
zapamietaliémy w tablicy rozklad.

Algorytm nwd(k,l)
(1,22, x3) := rozklad[k];
(y1,Y2,y3) := rozklad|l];
g:=1
foreach i,j € {1,2,3} do
if max(x;,y;) < /n then
d = nwd|x;, y;);
else if x; = y; then d := x;;
else d :=1;
9:=9-d
x; = m/d; yj o= y;/d;
return g;
Na poczatek zauwazmy, ze w kazdym obrocie petli d jest pewnym wspolnym
dzielnikiem x; oraz y;. Co wiecej, d jest najwigkszym wspdlnym dzielnikiem
x; oraz yj. Jesli z;,y; < +/n lub x; = y;, nie mamy co do tego watpliwosci.
Bez straty ogélnosci niech wiec z; < y; oraz \/n < y,;. Wéwczas y; jest liczba
pierwsza, a wiec nwd(x;,y;) moze by¢ réwne 1 lub y;. Drugag mozliwosé
natychmiast wyklucza nieréwnoséc x; < y;.

Pozostaje teraz wykazaé, ze g = nwd(k,l). Zrobimy to przez wskazanie
niezmiennikéw petli:

ek=ux1 12 73",

*l=y1-y2-y3-9,

o nwd(z;,y;) = 1 dla juz przetworzonych par i, j.

Na ich podstawie wnioskujemy, ze po ostatnim obrocie petli g jest wspdlnym
dzielnikiem k i I, a liczby k/g i 1/g sa wzglednie pierwsze.

W ten sposob skonstruowaliémy algorytm, ktéry na g zapytan o NWD
liczb z zakresu 1,...,n odpowiada w czasie O(n + ¢). O ile tylko ¢ >
to ten algorytm jest najlepszy z tutaj przedstawionych. Okazuje sig,
ze w pewien sposéb mozna polaczy¢ jego sily z algorytmem Euklidesa

i otrzymaé rozwiazanie, ktére nigdy nie jest asymptotycznie wolniejsze
od zadnego z zaprezentowanych, a dla pewnych wartosci ¢ (np. ¢ = logn)
jest niemal logn razy szybsze. Stworzenie tego dzialajacego w czasie

O(q - max (1,log %)) algorytmu pozostawiamy Czytelnikowi jako zadanie.

n
logn?
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Zaczelo sie od okregu. Wykres funkcji sinus okazal sie okregiem. Jak to mozliwe? Okazuje sie, Ze czasem lekkie
odstgpienie od utartego punktu widzenia moze nas daleko zaprowadzié. Wystarczy, na przykiad, wybrac inny niz
prostokgtny uklad wspolrzednych do przedstawiania wykresow funkcji.

Rys. 1. Wykres funkcji liniowej we
wspdélrzednych biegunowych, ztozony
z dwéch spiral Archimedesa.

Rys. 3. Wykresy funkcji sinus
(kolorowy) i cosinus (czarny) w uktadzie
biegunowym.

Nieznane wykresy znanych funkcji

Piotr PIKUL"

Pierwszym ukladem wspotrzednych, jaki nasuwa nam si¢ zamiast uktadu
prostokatnego, jest uktad biegunowy. Dla przypomnienia, w tym uktadzie

punkt o wspélrzednych (¢, 1), r > 0 lezy na pdlprostej tworzacej z ustalona osia
biegunowa kat skierowany o mierze ¢, w odleglosci r od ustalonego bieguna. Dla
ujemnych wartoéci r przyjmujemy, ze punkt lezy po przeciwnej stronie bieguna,
czyli ze (¢, 1) = (¢ + m, —1).

Dopuszczenie miar kata spoza przedziatu [0, 27) oraz ujemnych wartosci
promienia powoduje, ze uklad biegunowy przestaje spelniaé¢ klasyczna definicje
uktadu wspoélrzednych — przyporzadkowanie wspdlrzednych punktowi przestaje
by¢ jednoznaczne. Z punktu widzenia zastosowania uktadu biegunowego do
przedstawiania wykreséw funkcji oznacza to, ze z takiego wykresu nie da sie
odczytywaé¢ wartosci funkcji.

Przyjrzyjmy sie¢ wykresom kilku elementarnych funkcji w ukladzie biegunowym.
Na poczatek przyjmijmy, ze zmienng niezalezna jest kat ¢. Wykres funkcji
liniowej r = a¢ okazuje si¢ spirala Archimedesa (rys. 1). Wykresem funkcji
wykladniczej r = a® jest za$ spirala logarytmiczna (rys. 2), przecinajaca
wszystkie potproste wychodzace z bieguna pod jednakowym katem. Wykresy
funkeji trygonometrycznych sinus (r = sin ¢) i cosinus (r = cos ¢) przybiora
ksztalt okregdéw (rys. 3). Funkcje trygonometryczne, a takze funkcje budowane
na ich podstawie, daja zwykle cieckawe wykresy w uktadzie biegunowym.

Na przyklad » = -2 to prosta, a r = to brzeg kwadratu.

sin ¢

1
[sin ¢|+]|cos ¢|

Zachecam do wlasnych badan nad wykresami funkeji r = f(¢), a takze funkeji
¢ = f(r) — zwykle otrzymujemy wtedy zupelnie inne rezultaty.

Abstrahujac od konkretnych funkcji, mozemy takze zastanowié¢ si¢ nad
ogolniejszymi wlasnosciami. Na przyktad wykres kazdej funkcji nieparzystej
(f(—z) = —f(z)) we wspdlrzednych biegunowych jest symetryczny
wzgledem prostej prostopadlej do osi biegunowej. Wykres funkcji parzystej
(f(=z) = f(x)) jest z kolei symetryczny wzgledem osi biegunowej. Fakty te
mozna stosunkowo prosto wykazac, korzystajac z zaleznosci miedzy
wspolrzednymi biegunowymi a prostokatnymi.

7 tematem niekonwencjonalnych wykreséow funkcji wiaze sie jeszcze

(co najmniej) jeden ciekawy okrag. Nazwalem go okregiem liczbowym, gdyz
kazdemu jego punktowi odpowiada liczba rzeczywista. Konstrukcja okregu
liczbowego opiera sie na rzucie stereograficznym. Okrag o jednostkowej $rednicy
jest styczny do osi liczbowej w jej poczatku. Punkt P o wspélrzednej a na
okregu liczbowym lezy na odcinku taczacym punkt o wspoétrzednej a na osi
liczbowej z punktem antypodycznym do punktu stycznosci ($rodkiem rzutu
stereograficznego). Samemu $rodkowi rzutu przyporzadkowujemy warto$é oco.

Tak zdefiniowany okrag liczbowy ma do$¢ interesujace
wlasnosci. Na wstepie warto zauwazy¢, ze liczba
przypisana danemu punktowi P na okregu jest tak
naprawde rowna tg %|<}:OSP| (patrz rys. 4). Korzystajac

0
—a / P
-1 S 1
1 1
) a
-1 O 1 a

Rys. 4. Konstrukcja okregu liczbowego.

*uczenn VIII LO im. Marii Skltodowskiej-
-Curie w Katowicach, laureat trzeciego
miejsca na XXIX Ogdélnopolskim
Sejmiku Matematykéw w Szczyrku

ze wzoréw redukcyjnych, mozna wykazaé, ze Srednica
okregu liczbowego taczy ze soba punkty odpowiadajace
liczbom, ktérych iloczyn wynosi —1. Ponadto kazda
liczba dodatnia i jej odwrotnosé sa réwnoodleglte od 1, a liczba ujemna i jej
odwrotnosé — réwnoodlegte od —1.

Jaki jest zwiazek okregu liczbowego z wykresami funkcji? Jak sama nazwa wskazuje,
mozna go wykorzysta¢ zamiast osi liczbowej i skonstruowaé caltkiem ciekawy
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uktad wspélrzednych na nieograniczonej powierzchni walcowej. W takim
ukladzie jedna o$ wspdlrzednych jest klasyczna osia liczbowa pokrywajaca sie
z jedna z tworzacych, a druga o$ stanowi okrag liczbowy ulozony prostopadle
do tworzacych. W takim uktadzie wspotrzednych wykres funkcji odwrotnosé,
czyli 1/, okazuje sie spéjna krzywa (jesli przyjmiemy, ze dla argumentu 0
funkcja odwrotno$é jest okreslona i przyjmuje warto$é o).

Dla uproszczenia, mozemy sobie wyobrazié (rys. 5), ze rozcinamy powierzchnie
walca wzdluz prostej o rzednej rownej oo, otrzymujac pas bez brzegu

(przy okazji pozbywamy sie kontrowersyjnej liczby co). W swojej pracy
nazwalem przyporzadkowanie parom liczb rzeczywistych punktéow takiego
pasa Y-ograniczonym odwzorowaniem wspotrzednych. Formalnie, odwzorowanie
Y-ograniczone przyporzadkowuje parze liczb rzeczywistych (a,b) punkt
plaszczyzny o wspdélrzednych prostokatnych (a,arctgb).

W odwzorowaniu Y-ograniczonym wykresy niektérych funkcji zyskuja wartosé
estetyczna, ktorej nie przejawiaja przy przedstawianiu w ukladzie prostokatnym.
Na przyktad wykres funkcji tangens w takim odwzorowaniu sklada sie

z prostych odcinkéw, ktére po nawinieciu wykresu na walec (i uzupelnieniu
funkeji tangens o wartosci nieskoniczone w punktach nieokreslonosci) tworza linie
srubowa. Wynika to, oczywiscie, z wykorzystania funkcji tangens do konstrukcji
odwzorowania Y-ograniczonego.

- i

R RN

Rys. 5 Wykres funkcji odwrotnosé. . .

Rys. 7. Wykres funkcji odwrotnosé
w odwzorowaniu XY-ograniczonym.

) LT

Rys. 8. Wykresy przykladowych
funkcji wykladniczej (czarny)

i logarytmicznej (kolorowy)

w odwzorowaniu XY-ograniczonym.

Rys. 6. ... i funkcji wyktadniczej w odwzorowaniu Y-ograniczonym.

Najciekawszym (i jednoczesnie prostym) przykladem wydaje mi sie jednak
funkcja wykladnicza. Jej wykres w odwzorowaniu Y-ograniczonym ma srodek
symetrii w punkcie (0, 1) przeciecia z ,osia” rzednych (rys. 6). Wynika to

z faktu, ze a™% = ﬁ, zatem jesli punkt A = (a,b) nalezy do wykresu, punkt

A = (—a, %) réwniez do niego nalezy. Zgodnie z wlasnosciami okregu liczbowego
wzajemnie odwrotne liczby dodatnie sg réwnoodlegle od 1, czyli punkty A i A’,
ktére sg réwnoodlegle od punktu (0,1) w poziomie, beda od niego réwnoodlegle
takze w pionie, czyli sa $rodkowo symetryczne wzgledem (0, 1). Poniewaz

kazdy punkt wykresu nalezy do niego wraz ze swym obrazem w symetrii
wzgledem (0, 1), wiec caly wykres jest $rodkowo symetryczny.

W ograniczaniu obszaru wykresu mozna posunaé sie jeszcze dalej. Gdy obie
osie prostokatnego uktadu wspoétrzednych zastapimy rozcigtymi okregami
liczbowymi — otrzymamy odwzorowanie XY-ograniczone. Przeciwdziedzina
XY-ograniczonego odwzorowania wspolrzednych jest kwadrat o boku m

(bez brzegu). Zgodnie z formalna definicja, w tym odwzorowaniu parze

liczb (a, b) odpowiada punkt plaszczyzny o wspdlrzednych prostokatnych
(arctg a, arctg b). Odwzorowanie XY-ograniczone daje nam mozliwosé
przedstawienia (na ograniczonej powierzchni) wykresu funkeji w calym zbiorze
liczb rzeczywistych.

Jako pierwszy przyklad wykresu funkcji w odwzorowaniu XY-ograniczonym
rozpatrzmy wykres funkcji odwrotnosé (rys. 7). Sklada sie on z dwéch
prostych odcinkéw (bez koncéw). Odcinki te sa réwnolegle do wykresu funkcji
liniowej f(x) = —z w tym odwzorowaniu, co wynika ze wspomnianej juz
wlasnosci okregu liczbowego: liczby z i —% leza naprzeciwko siebie, a co

za tym idzie, na ,rozprostowanym” okregu liczbowym odlegloéé pomiedzy x
a f% jest stala — réwna polowie dlugosci okregu. Na tej podstawie wykres
funkeji f(z) = % mozna otrzymaé, przesuwajac wykres funkcji f(z) = —=x
(fragmentami, oczywiscie).
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Rys. 9. Wykres funkcji f(z) = sin(3z) + =
ograniczony krzywymi b = a + 1

i b= a — 1; odwzorowanie
XY-ograniczone zachowuje punkty
przecigcia wykreséw i pozwala
poréwnywaé wartodci funkcji.

Rys. 10. Wykres b = 1/a? powstaly przez
odbicie wykresu b = a?.

Podobnie jak w odwzorowaniu Y-ograniczonym, tak w XY-ograniczonym
wykres funkeji wykladniczej ma $rodek symetrii (dowdd jest dokladnie taki sam
jak dla odwzorowania Y-ograniczonego). Réznica dotyczy wykresu funkcji
logarytmicznej (o ktérej dotad nie pisalem), poniewaz w odwzorowaniu
XY-ograniczonym on takze ma Srodek symetrii (w punkcie przeciecia z ,0sia’
odcietych). Funkcje wzajemnie odwrotne w odwzorowaniu XY-ograniczonym
maja te sama charakterystyczna ceche co w klasycznym ukladzie prostokatnym:
sg symetryczne wzgledem prostej x = y.

Jesli punkt wykresu funkeji f o wspolrzednych XY-ograniczonych (a, f(a))
przechodzi na punkt (f(a),a) wykresu funkcji f=1, to w przeliczeniu

na wspdélrzedne prostokatne punkt (arctga, arctg f(a)) przechodzi na

(arctg f(a), arctg a) — odbicie punktu wykresu funkcji f wzgledem prostej y = x.

Warto zwréci¢é uwage na jeszcze jeden szczegdl zwiazany z wykresami

w odwzorowaniach ograniczonych. Wykres funkeji g(z) = ﬁ powstaje przez
odbicie symetryczne fragmentu wykresu funkcji f obejmujacego wartosci
dodatnie oraz fragmentu obejmujacego wartoéci ujemne wzgledem prostych,
odpowiednio, b=11b= —1 (rys. 10). Wynika to, oczywiscie, z wielokrotnie tu
wspominanych wtasnosci okregu liczbowego.

Moja podréz po swiecie niekonwencjonalnych ukladéw wspotrzednych
prowadzila mnie przez $wiat niespotykany w szkolnych podrecznikach
matematyki. Spirale i zamkniete krzywe bedace wykresami funkcji w ukladzie
biegunowym oraz mieszczace si¢ na ograniczonej powierzchni wykresy

w odwzorowaniu XY-ograniczonym nie wyczerpuja tematu ,nieznanych
wykreséw funkcji”. Zachecam Czytelnika do zglebiania tematu niezwyktych
wykreséw we wlasnym zakresie. Mozna analizowaé rézne funkcje, wybraé¢ inne
uktady wspélrzednych, przedstawiaé¢ wykresy w przestrzeniach innych niz
plaszczyzna euklidesowa. .. Temat wydaje si¢ niewyczerpany.

i Zadania

E

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1372. Dany jest trojkat ABC' i takie punkty D i F, ze B lezy na
odcinku AD, C lezy na odcinku AFE oraz zachodza réwnosci BD = AC

i CE = AB (rysunek). Symetralna odcinka BC przecina DE w punkcie P.
Udowodnié, ze katy BAC' i BPC' sa réwne.

Rozwiazanie na str. 14

M 1373. Na wyspie jest 2012 czerwonych, 2013 zielonych i 2014 niebieskich
kameleonéw. Jesli spotkaja si¢ dwa kameleony réznych koloréow, kazdy z nich
zmienia swéj kolor na trzeci kolor. Czy moze dojé¢ do sytuacji, w ktérej

na wyspie wszystkie kameleony beda mialy ten sam kolor?

Rozwiazanie na str. 2

M 1374. Wykazac, ze nie istnieje liczba pierwsza p, dla ktérej
12013 | 92013 4y (5 1)2013 — 2013,

Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Krzysztof TURZYNSKI

F 823. Do prostopadtosciennej wanny nalano duzo wody, po czym umieszczono
w wannie jednorodny, wykonany z materialu o gestosci p, prostopadloscienny
klocek o wymiarach b x b x L, przy czym b < L. Zrobiono to tak zmy$lnie, ze
najmniejsze Sciany klocka moga slizgac si¢ bez tarcia po pionowych écianach wanny,
krawedzie o dlugosci b sa pionowe lub poziome, a sila grawitacji dzialajaca na klocek
rownowazy site wyporu. Czy klocek jest w polozeniu réwnowagi trwatej?
Rozwiazanie na str. 3

F 824. Goéra lodowa ma ksztalt stozka o pionowej osi. Wierzchotek znajduje si¢
pod powierzchnia wody. Jaka czed¢ wysokosci gory lodowej znajduje si¢ nad woda?
Rozwiazanie na str. 13
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Informatyczny kacik olimpijski (58): Dwa przyjecia

W niedawno wydanej ksiazce W poszukiwaniu wyzwan

— zbiorze zadan z konkurséw programistycznych — Filip
Wolski opisal rozwiazanie zadania Dwa przyjecia z finatu
XII Olimpiady Informatycznej. W zadaniu tym wystepuje
n 086b, z ktérych niektére si¢ znaja (wiemy ktore). Checemy
podzieli¢ ten zbiér na dwa roztaczne podzbiory (przyjecia)
w taki sposéb, aby zmaksymalizowaé liczbe oséb, ktére
maja parzysta liczbe znajomych na przyjeciu, na ktérym
przebywaja. Przedstawiony w ksiazce algorytm jest efektem
indukcyjnego rozumowania o strukturze grafu zbudowanego
na bazie relacji znajomosci (krawedzie) pomiedzy osobami
(wierzchotki) i pokazuje, ze zawsze da si¢ podzieli¢ zbior
0sOb na takie dwie grupy, ze kazda osoba ma parzysta,
liczbe znajomych wewnatrz swojej grupy.

Wiedzac o tym, ze szukany podzial zawsze istnieje,
mozna to zadanie rozwigzaé zupelnie inaczej,

bez stosowania teorii graféw. Zauwazmy, ze w zasadzie
mamy do czynienia jedynie z wartosciami binarnymi: sa
dwa przyjecia, kazdy go$¢ musi trafi¢ albo na pierwsze,
albo na drugie z nich, wreszcie interesuje nas tylko
parzysto$é liczby znajomych, a nie jej doktadna wartosé.
Sprowadzimy zatem oryginalny problem do znalezienia
rozwiazania pewnego uktadu réwnan w ciele Zs.

Zaczniemy od przypisania kazdej osobie niewiadomej x;
o nastepujacym znaczeniu:

1 jedli i-ta osoba przebywa na
pierwszym przyjeciu,

0 jesli i-ta osoba przebywa na
drugim przyjeciu.

T, =

Przyjmijmy na chwile, ze i-ta osoba ma znajomych

o numerach ji, jo,...,jq oraz ze jest ich parzyscie wielu
(tj. 2| q). Przyjrzyjmy sie takiemu oto réwnaniu:

(1) Tj, +£L‘j2+...+$jq =0 (mod 2)

Jedli znajdziemy wartosciowanie niewiadomych
{zj,,...,2;,} speliajace to réwnanie, to wtedy i-ta
osoba bedzie miata tak na pierwszym, jak i na drugim
przyjeciu parzysta liczbe znajomych. W przeciwnym
przypadku na obu przyjeciach bedzie nieparzysta liczba
znajomych i-tej osoby.

Dla 0s6b o nieparzystej liczbie znajomych bedziemy musieli

lekko zmodyfikowac¢ nasze rozumowanie. Jesli bowiem

dla takiej osoby (z;) zbudujemy analogiczne réwnanie
xj +xj + ...+ x5, =0 (mod 2),

to spelniajace je warto$ciowanie niewiadomych

{zj,,...,x;,} bedzie oznaczalo, ze i-ta osoba ma

parzyscie wielu znajomych na pierwszym przyjeciu

i nieparzyscie wielu na drugim. Jesli zamiast zera

postawilibySmy po prawej stronie réwnania jedynke,

uzyskalibysmy analogiczna sytuacje: i-ta osoba

ma parzyscie wielu znajomych na drugim przyjeciu

i nieparzyscie wielu na pierwszym. W kazdym przypadku

i-ta osoba moze ,przypadkowo” znalezé sie na przyjeciu

z nieparzysta liczba swoich znajomych.

Aby poradzié¢ sobie z osobami o nieparzyscie wielu
znajomych, zastosujemy pewna sztuczke — wltaczymy
takie osoby do réwnan z ich znajomymi:

(2) i+ x5 + x4, +...+25, =1 (mod 2).
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Zeby upewnié sie, ze taki pomyst ma sens, rozpatrzmy

dwa przypadki:

1. Na pierwszym przyjeciu znajduje si¢ parzyscie
wielu znajomych i-tej osoby. Wtedy, oczywiscie,
jest ich nieparzyscie wielu na drugim przyjeciu,

a zatem chcemy sprawié, aby i-ta osoba znalazta sie

na pierwszym przyjeciu. Ale w takiej sytuacji powyzsze
réwnanie bedzie spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy

x; = 1, czyli jest dobrze.

2. Na pierwszym przyjeciu znajduje sie nieparzyscie wielu
znajomych i-tej osoby, a na drugim parzyscie wielu.
Wtedy chcemy wystaé te osobe na drugie przyjecie,
wiec x; = 0 1 rownanie tez zostanie spelnione.

Mamy juz wszystkie sktadniki potrzebne do rozwigzania

zadania. Konstruujemy uktad n réwnan — po jednym

dla kazdej osoby. Jesli i-ta osoba ma parzyscie wielu

znajomych, to réwnanie jest postaci (1), a w przeciwnym

przypadku postaci (2). Na przyktad:

3 5 IL‘1+IL’2+I3+$4 1

X1 +$3 0

2 T+ X2 + x4 + 5|0
Ty + x3 0

1 4 T3 + 251

Do rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych stuzy
algorytm eliminacji Gaussa. Zwykle jednak stosuje sie

go do ,standardowych” uktadéw réwnan w ciele

liczb rzeczywistych, a nie w arytmetyce modularnej.
Kluczowymi operacjami w eliminacji Gaussa sa dziatania
na wierszach rozszerzonej macierzy reprezentujacej uktad
réwnan: mnozenie wiersza przez skalar oraz dodawanie
wierszy. Za ich pomoca sprowadzamy macierz najpierw
do postaci trojkatnej gornej z jedynkami na przekatnej,
a nastepnie pozbywamy sie¢ wartosci z gornej czesci
macierzy, co daje nam rozwigzanie uktadu.

Aby przystosowaé eliminacje Gaussa do dziatania w ciele Z,,
(czyli w arytmetyce modularnej o podstawie p, gdzie p jest
liczba pierwsza), musimy umieé¢ wykonywaé analogiczne
operacje. Zazwyczaj nie jest to duzy problem: dodajac
wiersze, musimy jedynie pamietaé o braniu reszty z dzielenia
przez p. Mnozenie przez skalar dziata tak samo. Nalezy
jednakze pamigtac, ze w liczbach rzeczywistych mnozenie
zwykle stuzy temu, aby doprowadzi¢ do znalezienia sie

na przekatnej liczby 1, wiec czesto mnozymy przez jakis
utamek (de facto wykonujemy dzielenie). W arytmetyce
modularnej o podstawie p odpowiednikiem takiego
dziatania bedzie przemnozenie z przez taka liczbe 71,
ze x-x ' =1 (mod p). W znajdowaniu takich wartoéci
moze pomdc np. rozszerzony algorytm Fuklidesa.

Na szczescie nasze zadanie jest duzo prostsze, wszak
dziatamy w Z, dla p = 2. W zwiazku z tym nigdy

nie wykonamy mnozenia ani dzielenia (gdyz jedynym
niezerowym skalarem w Zs jest jedynka). Czas i pamigé
potrzebne na zbudowanie uktadu réwnan sa rzedu O(n?).
t.aczna ztozonosé czasowa algorytmu wynosi jednak
O(n?), bowiem w takim czasie dziata eliminacja Gaussa.

Bartosz SZREDER
doktorant, Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Piekna kwantowa strzalka czasu

,wLatwiej kijek pocienkowaé, niz go pogrubasi¢”
jest opinia ugruntowana naszym codziennym
doswiadczeniem. Przebieg wiekszodci zdarzen jest
nieodwracalny. Rzeczy niszcza sie same z siebie,
batagan sam sie robi, jesteSmy coraz starsi. ..

Sprzecznos¢ miedzy degradacja materii a jej ciagltym
odnawianiem si¢ zaowocowalta atomizmem (Leucyp
z Miletu, Demokryt z Abdery). Zeby materia

nie zuzyla sie na bezpostaciowy pyl, istnie¢ musza
jej niepodzielne — a tomos — czastki.

Cho¢ to, co wspolczednie nazywamy atomami,
niepodzielne nie jest, to sie nie starzeje — atomy same
7z siebie nie ulegaja rozktadowi. W Swiecie kwantow
zjawiska wygladaja na catkowicie odwracalne.

Od dawna spodziewano si¢ jednak, ze nie do konca.
Wszystko przez oddziatywania stabe. Kiedy
okazalo sie, ze tamia one nie tylko parzystos¢ P
(odrézniaja lewo- i prawoskretnosé), ale réwniez
parzysto$é kombinowana CP (zlozenie operacji
zmiany parzystosci z zamiang czastki na jej
antyczastke), naturalne stalo sie oczekiwanie, ze
naruszaja réwniez parzystos¢ T, czyli wyrdzniaja
kierunek uptywu czasu. Bo tylko jezeli naruszenie T
rownowazy naruszenie CP, mozliwe jest zachowanie
kombinacji CPT. A niezmienniczo$¢ ztozenia CPT
wynika z samej struktury czasoprzestrzeni

(z faktu, ze oddzialywania opisujemy za pomoca
lorentzowsko niezmienniczej lokalnej symetrii
cechowania). Jej ztamanie byloby naruszeniem
najbardziej podstawowej tkanki naszego rozumienia
rzeczywistosci. To, oczywiscie, bytoby bardzo ciekawe,
bo nieoczekiwane.

Bezposrednie udowodnienie naruszenia symetrii T
jest jednak bardzo trudne. Kilka lat temu wykazano,
co prawda, zachodzenie takiego naruszenia

w systemie neutralnych mezonéw K (czastek
bedacych para kwark-antykwark d i s), ale wynik
ten zostal uznany za niejednoznaczny, poniewaz

nie udato sie catkowicie odseparowaé symetrii T

od symetrii CP.

Skoro sektor neutralnych mezonéw dziwnych okazat
sie niewystarczajacy, nadzieja pozostala w sektorze
neutralnych mezonéw picknych (zawierajacych

kwark lub antykwark b), w ktérym réwniez udato

si¢ wykazaé tamanie CP. Niezbedny byt tylko

dobry pomysl, jak to zrobié [1]. Idea polega na
wykorzystaniu danych dotyczacych rozpadu stanu
zwigzanego kwarku i antykwarku b o nazwie 1yg. Jest
to najlzejszy stan, ktory rozpada sie na dwa mezony
piekne, albo natladowane, albo neutralne. Nam chodzi
o te neutralne, bedace para kwark-antykwark b i d.
Para takich pieknych mezonéw jest produkowana
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w antysymetrycznym stanie splatanym. Nie wiadomo,
w ktéra strone jaki leci (w ukladzie érodka masy 7Tys).
Sa one jednak nietrwate. W momencie, gdy jeden si¢
rozpada, wiadomo, ze drugi jest — doktadnie w tym
momencie — jego kwantowym dopelnieniem. Ré6zne
rozpady ujawniajg rézne cechy rozpadajacego sie
mezonu. Rozpad pélleptonowy ujawnia, czy mezon
jest czastka B? — (T X, czy antyczastka BY — ¢~ X.
Natomiast rozpad na czarmonium (stan zwiazany
kwarku i antykwarku ¢) o historycznej nazwie J/1)
oraz neutralny mezon dziwny K° wybiera jeden

z dwéch ortogonalnych stanéw By — J/¢K$ albo
B_ — J/¢YKP w zaleznodci, czy powstajacy w wyniku
rozpadu mezon dziwny jest krotkozyciowy (Kg)

czy dtugozyciowy (KE), bo sg one jego stanami
ortogonalnymi (jak widaé, tak calkiem bez neutralnych
mezonéw dziwnych nie mozna sie obejsé).

Jezeli ograniczymy si¢ do wyzej wymienionych
rozpadéw i to tylko do sytuacji, w ktorej jeden mezon
rozpada sie pétleptonowo, a drugi na pare J/1¥K°, to
mamy cztery pary T-sprzezonych stanéw koncowych.

W pracy [2] eksperymentu BABAR zrobiono
jeszcze wiecej, bo wzieto pod uwage nie tylko
stany T-sprzezone, ale réwniez CP- oraz
CPT-sprzezone oraz znacznie rozszerzono liczbe
identyfikujacych stanéw koncowych. Wykazano
bezposrednie naruszenie symetrii T na bardzo
duzym (jak na pierwszy pomiar) poziomie ufnosci
odpowiadajacym 14¢. Potwierdzono naruszenie
symetrii CP na podobnym poziomie ufnosci oraz
brak naruszenia symetrii CPT.

Jak widaé, sa piekniejsze od balaganu sposoby
wskazania strzaltki czasu.

Piekno ogranicza Zuzie

Nie mozna pominaé¢ informacji, ze zespotowi
eksperymentu LHCb udalo si¢ zaobserwowadé jeden
z najbardziej poszukiwanych rozpadéw BY — utpu~,
ktéry, zgodnie z Modelem Standardowym, zdarza sie
7z czestoscig 3,5 ppb.

Obserwacja jest zgodna z tym przewidywaniem, co
znacznie ogranicza swobode modeli wykraczajacych
poza Model Standardowy, np. popularnych
scenariuszy SUSY, takich jak CMSSM. Jest to,
miedzy innymi, silne ograniczenie na minimalng mase
supersymetrycznego partnera kwarku top.

Piotr ZALEWSKI

[1] J. Bernabéu, F. Martinez-Vidal i P. Villanueva-Pérez,
Time reversal violation from the entangled BOBO system,
arXiv:1203.0171v1.

[2] BABAR Collaboration, Observation of time reversal violation in
the B meson system, arXiv:1207.5832v3.

[3] LHCb Collaboration, First evidence of the decay B — utu—,
CERN-PH-EP-2012-335.
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W Delcie nr 9 z 2012 r. pojawito sie zadanie: Udowodnié, Ze dla réznych liczb
dodatnich a,b i liczby calkowitej n > 1 zachodzi nierdwnosé
1 bn+1 _ an+1 an + pn
n+1l b—a < 2
Jest tez tam dowdd nieréwnodcei. Cheiatbym dodaé uzasadnienie geometryczne,
czy tez wyjasnic jej znaczenie geometryczne.

Przepiszmy nieréwnosé¢ w postaci
1 n+1 n+1 1 n n

n—!—l.(b a )<2~(b a)(a™ +b").
Bez straty ogoélnosci rozwazan mozna przyjaé, ze a < b. Otéz prawa strona to
pole trapezu o podstawach a™, b™ i wysokosci b — a. Lewa to (zacienione) pole
pod wykresem funkcji ™ ograniczonej do przedzialu [a,b]. Poniewaz funkcja z”
jest $cisle wypukla na pélprostej [0, 00), wiec jej wykres znajduje sie pod
dowolna cieciwa. Oznacza to, ze obszar pod wykresem jest zawarty w trapezie
o wierzchotkach (a,0), (b,0), (b,0™) i (a,a™). No i czego tu dowodzi¢?

Po rozwiazaniu podanym w miesigeczniku jest uwaga o nieréwnosci
a+b bn+1 _ an+1
I G S —
2 (n+1)(b—a)

pntl — gntl a+b\"
(et

rownowaznej

Niech ¢ = “TH’. Tym razem pole pod wykresem funkcji ™ ma okazaé si¢ wigksze
od pola prostokata o podstawie b — a i wysokosci (42)"™ = ¢™. Wynika to
pola p q p y 2 y
z tego, ze jesli 0 < h < ¢, to
(W) "= (c=h)" < (c+h)"—c",

co jest rownowazne nieréwnosci
1
&< (et )+ (e — ),

wigc wynikajacej natychmiast ze Scistej wypuklosei funkeji ™. Z nieréwnosci (W)
wynika od razu, ze symetria wzgledem punktu (¢, ¢™) przeksztalca obszar szary
na zbiér zawarty, ale niewypelniajacy obszaru kolorowego, wiec nieréwnosé

jest prawdziwa.

Wypuklo$é funkeji ™ na pélprostej [0, 00) mozna wywnioskowaé z tego, ze
jej pochodna, czyli na™ !, jest $cidle rosnaca na [0, 00) lub — jedli ktog nie lubi
pochodnych — z ciggtosci funkeji ™ i nieréwnoéci

1, ., " z+y\"

J— > —_

s+ > (4

prawdziwej dla réznych liczb dodatnich x,y. Mozna jej dowies¢ indukcyjnie.
Krok indukcyjny polega na pomnozeniu obu stron nieréwnosci

1, ., " x—i—yn
§(x +y)>< 5 )

przez liczbe dodatnia
anrl + yn+1
i stwierdzeniu, ze

n n+1
(l,n+1_|_yn+1) <l‘+y> > (xn+yn) <l‘+y> ,

2 2
czyli
2(z" My > (2" +y") (@ +y).
Ostatnia nieréwnos$é jest réwnowazna takiej (2™ — y™)(z — y) > 0 prawdziwej
w oczywisty sposob.
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 550, 551
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

550. Cienki arkusz papieru przyciéniety jest do stotu jednorodnym pretem o masie m.

Gorny koniec preta jest zamocowany przegubowo. Kat miedzy pretem i kartka wynosi o
(rys. 1), wspoétezynnik tarcia miedzy nimi wynosi p. Miedzy kartka a stotem tarcia nie ma.
Jaka minimalng, pozioma site trzeba przylozyé do kartki, aby wyciagnaé ja spod preta?

551. Cewke o indukecyjnodci L dotaczono do gérnych koncow L

dwoch rownoleglych szyn przewodzacych ustawionych pionowo.

Odstep miedzy szynami jest rowny [. Jednorodne pole magnetyczne B

o indukcji B ma kierunek poziomy i jest prostopadte do ptaszczyzny ®

szyn. Poziomy, przewodzacy pret o masie m moze poruszac sie

w polu magnetycznym wzdtuz szyn w ten sposob, ze stale sie z nimi m
styka. Opoér i samoindukcje przewodnikéw oraz tarcie preta o szyny

zaniedbujemy. Znalez¢ zaleznos$é polozenia preta od czasu z(t)

(rys. 2). Predkos$¢ poczatkowa preta jest réwna zeru. —

Rozwigzania zadan z numeru 9/2012

Przypominamy tres¢ zadan: Rys. 2
542. Statek i kuter plyng po liniach prostych z predkosciami odpowiednio v1 = 15 mil/h

i vo = 26 mil/h. W chwili poczatkowej kuter znajduje si¢ w odleglosci 6 mil na poludnie od rufy
statku. W chwili konicowej kuter przecina tor statku 3 mile za nim i znajduje si¢ wtedy najblizej
statku. Ile czasu uplywa miedzy tymi chwilami? Wyznacz kurs statku (kat miedzy kierunkiem
potudnie-péinoc a wektorem predkosci statku).

543. Pies P biegnie ze stalg predkosciag v po prostej AB, ktéra tworzy kat o« = 7/3 z poziomo
rozciggnietym drutem M N (rys. 3). Do obrozy psa przymocowana jest lekka pozioma linka

o dlugosci I. Linka polaczona jest z pierScieniem O o masie m, ktéry moze §lizgac si¢ po drucie
bez tarcia. Znalez¢é naprezenie linki w chwili, gdy pies i pierécien znajduja si¢ w jednakowych
odlegtosciach od punktu przecigcia D prostej AB i drutu.

542. W ukladzie odniesienia O zwigzanym ze statkiem kuter porusza si¢ ze stala predkoscia

U = ¥ — U1 1 w szukanym czasie przebywa droge réwna dlugosci odcinka AB (rys. 4).
Najwieksze zblizenie ma miejsce, gdy tory kutra i statku przecinaja sie, zatem tory te sa

do siebie prostopadte. Odcinek OA jest dwa razy diuzszy od OB, wiec sina =1/2, o = /6.
Kat 8, wyznaczajacy kurs statku, wynosi 7/3 lub 57/3. Drugiej mozliwoséci odpowiada rysunek
wykonany linig przerywana. Szukany czas wynosi
_|AB| _ |AO|cos«

v 2_ 2
Uy Ty

t ~~ 14 min.

543. Poniewaz linka jest nierozciagliwa, sktadowe predkoéci pierscienia i psa wzdtuz linki
sa jednakowe i w rozwazanej chwili predkoéci pierscienia i psa maja rowne wartosci v.

W inercjalnym uktadzie odniesienia zwigzanym z psem pierscien porusza si¢ po okregu

o promieniu ! z predkoscig chwilowa v (rys. 5). W plaszczyznie poziomej na pierscient dziala
sila naciggu linki N i sita reakcji drutu F' (rys. 6). Wypadkowa sila dzialajaca na pierscien
wzdtuz linki jest sila dosrodkowa:

mv2

N—FlzT

)

F
Fy = Fsine =~
6 2
Prostopadta do drutu sktadowa Nj sily naciagu linki réwnowazy sile reakcji F":

N N
Ni=—~=F stad Fi=—.
175 sad =y

Ostatecznie szukana sita naciggu linki wynosi
. 4ma?
Y
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Klub 44

Zadania z matematyki nr 653, 654

Redaguje Marcin E. KUCZMA

® 653. W egzaminie testowym pytania sa ponumerowane 1,2, ..., n.
Za prawidtowa odpowiedZ na k-te pytanie uczestnik otrzymuje k punktow;

okazalo sie, ze w kazdej trdjce uczestnikéw znajduja sie dwaj tacy, ktérzy

' — 4 4 za bledna (lub brak odpowiedzi) otrzymuje —k punktéw. Po zliczeniu wynikéw
o

uzyskali rézne sumy punktow. Jaka jest najwieksza liczba uczestnikow, dla
ktorej taka sytuacja mogla mieé¢ miejsce?

Termin nadsylania rozwigzan: 31 IIT 2013 654. Cl%g (mn) jeSt OkreSIODy wzoreim rekurencyjnym

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M

Tn+1 =

2
T

ern —1

dlan=0,1,2,...;

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadaii  wyraz poczatkowy g jest dowolng liczbg dodatnig. Obliczyé granice

641 (WT = 1,47) i 642 (WT = 2,50)

z numeru 5/2012 limy, . 0o Ny

Michal Miodek

Zawiercie 46,19 Zadanie 654 zaproponowal pan Pawel Najman z Krakowa. Bedzie ono mialo

Roksana Stowik Knuréw 43,65 dalszy ciag w numerze 5/2013.

Tomasz Wietecha Tarnéw 41,44

Zbigniew Skalik Wroctaw 41,25 . . ,

Jedrzej Garnek Poznah 40,37 Rozwigzania zadan z numeru 9 / 2012
Adam Dzedzej Gdansk 40,33 . L, ,

Wojciech Nadara Warszawa 39,64 Przypomlnamy tres¢ zadan:

Pawel Labedzki Kielce 35,77
Rami Marcin Ayoush Szelkéw — 34,52

Michal Miodek — to juz numer 115
w matematycznym Klubie 44.

|AC| = |CE|.

645. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Boki BC' i C'D maja jednakowsg diugosc.
Na przedtuzeniu odcinka AB odkladamy odcinek BE dlugosci |BE| = |AD|. Dowie§é, ze

646. Niech f bedzie funkcjg o wartosciach rzeczywistych, okreslonag na zbiorze liczb dodatnich,

. P PN "
dwukrotnie rézniczkowalng, spelniajacg warunek f''(z) >

T2 dla = > 0. Czy taka funkcja
z

moze mieé¢ asymptote przy z — oo?

645. Niech punkty M i N beda rzutami prostokatnymi punktu C' odpowiednio
na proste AB 1 AD. Punkt C ($rodek tuku BD) lezy na dwusiecznej kata BAD.
Zatem |AM| = |AN|, |CM| = |CN|, tréjkaty CM B i CN D sa przystajace,
~s |BM| = |DN|. Sa mozliwe dwie konfiguracje: albo (jak na rysunku) punkt N
S lezy miedzy punktami A i D, a B miedzy A i M — albo odwrotnie (M miedzy
E A B, za$ D migdzy A, N).

W sytuacji, jak na rysunku, mamy réwnosci
2-|AM|=|AM|+ |AN| = |AB|+|BM|+ |AD| — |DN| = |AB| + |AD| = |AE]|,
wigc punkt M jest srodkiem odcinka AE (rozumowanie w drugim przypadku,

po oczywistej zmianie w znakach, prowadzi do tej samej konkluzji). Wniosek:
prosta CM jest symetralna odcinka AFE i wobec tego |AC| = |CE).

646. Dla = > 1 zachodzi nieréwnosé
1

1
- >
fiw) > 14227 222
Wezmy pod uwage funkcje
1
9(r) = f(x) + 3 Ina.

Dla z > 1 mamy

o) = () —
wiec funkcja g jest §cidle wypukla w przedziale
(1;00). Stad wynika, ze dla kazdej liczby = > 1
jest speliona nieréwnosé g(z) + ¢g(3x) > 2¢(2x).
Po podstawieniu wyrazenia definiujacego funkcje g
i prostym przeksztatceniu dostajemy:

f(@) + f(3x) = 2f (2z) >

1
= > 0,

1 1
> In(2z) — 5 Inx — 5 In(3z) dlaz>1.

Prawa strona ma wartosé stata

1
c:ln2—§1n3>0.
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Przypu$émy, ze prosta y = ax + b jest asymptota

funkcji f przy © — oo. To znaczy, ze
fz)=ax+b+p(r), gdzie lim p(z)=0.

Uzyskana przed chwilg zalezno$é o

flx)+ f(3x) —2f(22) > ¢
przybiera postaé
[(ax + b) + (3azx + b) — 2(2ax + b)] +

+ [o(x) + o(3x) —2¢p(22)] > ¢ dlax > 1.
To juz jest oczekiwana sprzecznos$é, bo wyrazenie
w pierwszym nawiasie kwadratowym ma stale wartos¢ 0,
a to w drugim dazy do 0 gdy « — co. Wniosek:
Funkcja f, spelniajaca podane warunki, nie ma
asymptoty przy x — oo.
Uwaga. Wystepujaca w treéci zadania funkcja 1/(1 + 22)
zlosliwie kieruje od razu my$l rozwiazujacego na funkcje
arctg x (ktérej jest pochodna). Idac tym tropem réwniez
mozna doj$¢ do rozwiazania, jednak bardziej uciazliwego niz
to, ktore zostalo podane wyzej — i z ktérego widaé, ze istota
zalozenia jest oszacowanie f”(z) z dotu przez funkcje 1/(2x2),
a nie przez 1/(1 + z2).



Prosto z nieba: Cukier w Kosmosie

Kilkanascie lat temu tematem elektryzujacym opinie
publiczna byly radiowe obserwacje ogromnej chmury
miedzygwiazdowego gazu, oznaczonej symbolem
G34.3+0.15 (w gwiazdozbiorze Orla). W oddalonej

o okoto 10 tys. lat $wietlnych od Ziemi chmurze
wykryto wiele roznorakich czasteczek materii
organicznej, wérod ktorych jedna szczegdlnie tatwo
przyciagneta uwage ,zwyklego czytelnika”: potaczenie
grupy etylowej i wodorotlenowej zwane alkoholem
etylowym. (Szacowana ilo$é¢ czystego alkoholu etylowego
w (G34.340.15 to 10 bln litréw.) Jak si¢ zatem okazuje,
badanie materii organicznej moze stanowié¢ ciekawy
przyczynek poszerzajacy nasza wiedze o Wszechswiecie.

Niedawne obserwacje teleskopu ALMA (ang. Atacama
Large Millimeter/submillimeter Array), ktory zostal
zaprojektowany do detekcji fal radiowych o diugosci
okolo milimetra, przynosza réwnie interesujace dane

o gwiezdzie typu slonecznego IRAS 16293-2422,
znajdujacej sie w uktadzie podwéjnym w odleglosci
okolo 400 lat swietlnych od Ziemi. W gazie otaczajacym
te mlodg gwiazde zesp6t ALMA odnalazt linie emisyjne
produkowane przez czasteczki aldehydu glikolowego

(CoH405). Jest to jeden z najprostszych cukréow

(nie bardzo rézny od tego uzywanego do stodzenia
herbaty) i podstawowy element chemii zycia opartego
na weglu, potrzebny w procesie formowania sie kwasu
rybonukleinowego (RNA). Aldehyd glikolowy byt

juz obserwowany w przestrzeni kosmicznej wczesniej,

w oblokach Sgr B2 i G31.41+40.31, ale w tym przypadku
czasteczki cukru znajduja sie stosunkowo blisko gwiazdy
(w odleglosci mniej wiecej orbity Urana), a nawet —

co udalo sie zmierzy¢ — spadaja w kierunku gwiazdy;
wedlug teorii formowania sie planet to tam powinny sie
znajdowaé skaliste globy typu ziemskiego.

Odkrycie czasteczek materii organicznej w poblizu
mlodych gwiazd oznacza, ze podstawowe elementy
budulca organizmoéw weglowych moga by¢ tatwo
tworzone w przestrzeni miedzygwiezdnej. Nie wiadomo
natomiast, na ile zlozone czasteczki moga w ten sposob
powstawaé¢. Opadanie ,,gotowych” czasteczek na mlode
planety (np. w kometach badZ meteorytach) powinno
wszelako sprzyja¢ powstawaniu tam zycia.

Michat BEJGER

Niebo jak wlasna kieszen: Styczen

Poludniowe niebo jest wieczorem zdominowane przez
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Gwiazdozbiér Jednorozca. Mapa nieba we wspoélrzednych

gh
Jasnos¢ (wielkos¢ gwiazdowa):

7h

.-1.0.102 €3 ¢4.5-6

O jasna mglawica
gromada otwarta
o gwiazda zmienna

réwnikowych; rozmiary gwiazd odzwierciedlajg ich jasnosci

w wielko$ciach gwiazdowych. [Mapke nieba wykonano
na podstawie mapy IAU/magazynu Sky & Telescope

(Roger Sinnott & Rick Fienberg).]

Niezbyt szczesliwie dla towcow meteordow tegoroczne
Kwadrantydy (maks. 3—4 stycznia, 40 zjawisk/h, radiant

w gwiazdozbiorze Wolarza widoczny na wschodzie
w drugiej polowie nocy) moga zostaé przyémione

przez malejacy w ostatniej kwadrze Ksiezyc (néw 11.,

pelnia 27.). Trzeciego stycznia Ziemia znajdzie sie

charakterystyczny Trdjkqt Zimowy: Syriusz (—1,40™) i Procjon
(0,40™) z, odpowiednio, Wielkiego i Malego Psa, oraz Betelgeuza
(0,45™) w Orionie. Wewnatrz tréjkata znajdziemy Jednorozca
(tac. Monoceros), gwiazdozbiér polozony na réwniku niebieskim
i najlepiej widoczny w Polsce w zimie (zdefiniowany przez
XVII-wiecznego holenderskiego astronoma Petrusa Planciusa).
Pierwsza co do wielkosci gwiazda Jednorozca, 5 Mon (3,76™),
jest w rzeczywistosci efektownym ukladem potréjnym,

ktérym zachwycal sie jego odkrywca, stynny William Herschel
(1738-1822; astronom i kompozytor, odkrywca Urana). Skladniki
ukladu to mlode, jasne i masywne niebieskie gwiazdy typu B
(4,7™,5,2™ 1 6,1™). Na pierwszy rzut oka niepozorny Jednorozec
zawiera mnostwo ciekawych obiektéw: czerwonego nadolbrzyma
V838 Monocerotis, ktérego wybuch i Swietlne echo zarejestrowane
przez teleskop Hubble’a stanowi jedno z najpiekniejszych

zdje¢ w historii astronomii, gwiazde Plasketta (jest to jeden

z najbardziej masywnych uktadéw podwdjnych, o masie
szacowanej na okolo 100 M), mgtawice Rozete (oko Jednorozca),
Stozek oraz — adekwatnie do aktualnego sezonu — gromade
otwarta Choinka (w poblizu ,rogu” Jednorozca widocznego

na mapce nieba), a takze uklad Kepler-10b zawierajacy pierwsza
planete typu ziemskiego odkryta poza Ukladem Stonecznym.

(dostepny tuz przed zachodem Slofica), a prawie
niewidocznego golym okiem Urana (5,88™) mozna
szuka¢ w gwiazdozbiorze Ryb, tuz obok Punktu
Barana. Trudny do przegapienia Jowisz (—2,45™)
bawi natomiast w towarzystwie Westy (6,68™),
jednej z najwiekszych asteroid Uktadu Stonecznego,

w peryhelium, tj. najblizej Stonca na swej orbitalnej
drodze; tego samego dnia Merkury znajdzie sie
w aphelium. Mars (1,18™) jest obecnie w Koziorozcu
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w okolicach Hiad i Aldebarana, w gwiazdozbiorze Byka.
Poranne niebo upieksza Wenus (—3,81™, Strzelec)
i Saturn (1,31™, Waga).

M. B.
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Przyda si¢ twierdzenie o dwusieczne;:
w tréjkacie ABX, punkt Y na prostej
AB jest spodkiem dwusiecznej kata przy
wierzchotku X wtedy i tylko wtedy, gdy
XA/XB=YA/YB.

Rys. 1. Okrag Apoloniusza dla k = 2.

Q
b
t
Q
N

Rys. 2a

Rys. 2b

Rys. 4

Zadanie 4 pochodzi z XXXVI Olimpiady
Matematycznej, zadanie 5 z XXIII OM,
a zadanie 6 z LVII OM.

Okrag Apoloniusza Joanna JASZUNSKA

Gdzie na plaszczyznie znajduja sie punkty, ktorych stosunek odlegtosci do dwdoch
ustalonych punktéw A i B rowny jest danej dodatniej statej k? Okazuje sie, ze
punkty te tworza okrag, zwany okregiem Apoloniusza (rys. 1; dla k = 1 okrag
zdegenerowany jest do prostej — symetralnej odcinka AB).

Ponadto dla dowolnego punktu X z okregu Apoloniusza i spoza prostej AB spodki
dwusiecznych katéw przy wierzchotku X tréjkata ABX leza na tym okregu.

Zachecam do udowodnienia powyzszych faktéw i zastosowania ich w zadaniach.

1. Punkty A, B,C, D leza, w tej wtasnie kolejnosci, na prostej [, przy czym

AB =1, BC =2, CD = 6. Rozstrzygnij, czy istnieje taki punkt X spoza prostej [,
aby XAXB =<<BXC =<xCXD.

2. Dane sa dwa okregi roztaczne zewnetrznie. Wyznacz zbiér punktéw, z ktérych
okregi te wida¢ pod tym samym katem.

3. W przestrzeni dane sa rézne punkty A, B, Co, C1, C2, przy czym C; A = 2C; B
dlai=0,1,2 oraz C1Cy = %AB. Udowodnij, ze kat C1CyC jest prosty

i ze punkty A, B, C1,C2 leza na jednej plaszczyznie.

4. Punkty A i B nie naleza do ptaszczyzny II. Wyznacz zbiér wszystkich punktow
X € IT o tej wlasnosci, ze proste AX i BX tworza z plaszczyzng II réwne katy.

5. W czworokacie ABC' D miara kata wewnetrznego przy wierzchotku A jest
wigksza od 180° oraz zachodzi réwnosé AB - CD = AD - BC. Punkt P jest
symetryczny do punktu A wzgledem prostej BD. Udowodnij, ze < PCB = X ACD.

6. Dany jest prostokat ABCD, w ktérym AB > BC. Na boku C'D tego
prostokata skonstruuj takie punkty X i Y, aby AX = XY =Y B.

Rozwigzania niektérych zadan

R1. Jedli taki punkt X istnieje, to X B jest dwusieczng kata AXC (rys. 2a),
zatem z twierdzenia o dwusiecznej XA/XC = BA/BC = 1/2. Punkty X i B leza
wiec na okregu Apoloniusza dla punktéw A, C' i stalej 1/2. Analogicznie punkty
X 1 C leza na okregu Apoloniusza dla punktéw B, D i stalej 1/3.

Niech punkt C’ na prostej [, rézny od C, spetnia warunek C’'A = AC. Wtedy
C’A_£_1 C'B AC + AB _4 1
c'Cc~2ac "2 ™™ DT AC+AB+BC+CD 12 3

zatem punkt C’ nalezy do obydwu powyzszych okregéw. Srednica pierwszego

z nich jest wigc BC’, a drugiego — CC’ (rys. 2b). Stad jedynym ich wspélnym

punktem jest C’, czyli X = C’. Ale wtedy X lezy na prostej | — sprzecznogé. O

R3. Poniewaz C; A/C;B =2 dlai =0, 1,2, wiec wszystkie punkty C; leza na sferze
Apoloniusza dla punktéw A, B i stalej 2 (zdefiniowanej analogicznie do okregu).
Jej $rednice wyznaczajg punkty X1, X2 na prostej AB, spelniajace warunek
X;A/X;B=2dlai=1,2 Wéwczas X1X2 = 1tAB+ AB = $AB (rys. 1).
Wobec tego C1C> takze jest érednica rozwazanej sfery. Stad kat C1CoCa jest
prosty, jako wpisany oparty na Srednicy. Proste AB i C1C> przecinaja sie

(w $rodku sfery), wiec punkty A, B, C1,Cs leza na jednej ptaszczyznie. O

R4. Niech A’, B’ oznaczaja odpowiednio rzuty punktéw A, B na ptaszczyzne I1
(rys. 3). Dla punktu X € I1, réznego od A’ i B’, réwnosé¢ < AXA' = <« BXB’
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy trojkaty prostokatne AX A’ i BXB’' sg
podobne. Réwnowaznie, X A’/ X B’ = AA"/BB’. Jedli A’ # B’, to punkty X

o zadanej wlasnosci tworzg okrag Apoloniusza dla punktéw A’, B’ i statej
AA’'/BB'. Jakie jest rozwiazanie, gdy A’ = B'? Czy mozliwe, by X = A’? O

R5. Punkty A i C leza na okregu Apoloniusza dla punktéw B, D i stalej AB/AD =
= CB/CD. Z symetrii wzgledem prostej BD punkt P tez na nim lezy (rys. 4).

Fiuki PX i AX sg réwne, wiec CX jest dwusieczng kata PC'A. Jednocze$nie C' X
jest tez dwusieczng kata BC'D (wtasno$é z poczatku artykutu, rys. 1), stad

LPCB =4 XCB - <XCP =<<XCD - <XCA=<ACD. O

Wskazéwka 6. Warto rozwazy¢ okrag Apoloniusza dla punktu A, srodka
boku C'D i statej 2.
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