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Rys. 1. Po lewej: przyktadowe skojarzenie
w grafie (pogrubiona krawedz).

Po prawej: jedyne najliczniejsze
skojarzenie w tym samym grafie.
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Rys. 2. Graf z wyrdézniong Sciezka
powigkszajacag skojarzenie (kolor) oraz
graf po powigkszeniu skojarzenia wzdtuz
tej Sciezki.
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Rys. 3. Graf dwudzielny G

z wyréznionymi krawedziami
odwiedzonymi podczas przeszukiwania
w glab oraz graf skierowany G’.

W obu grafach podpisano wierzchotki
ze zbioru V4.

Skojarzenia...
Tomasz IDZIASZEK

Ten numer Delty jest zdominowany przez tematyke skojarzen w grafach.

Dla przypomnienia: graf nieskierowany to zbiér wierzchotkéw potaczonych
krawedziami, skojarzenie zas w tym grafie to taki podzbior krawedzi M, ze kazdy
wierzcholek grafu jest incydentny z co najwyzej jedna krawedzia z M (rys. 1).

W wielu zastosowaniach interesowaé nas bedzie wyznaczenie najliczniejszego
skojarzenia w grafie, tzn. skojarzenia, ktére zawiera mozliwie najwiecej
krawedzi. W tym artykule pokazemy, jak znajdowaé takie skojarzenia.

Nasze algorytmy beda dzialaly metoda przyrostowa: dla danego grafu G
i wyrdéznionego w nim skojarzenia M beda znajdowaé skojarzenie o jedna
krawedz wieksze badz tez beda stwierdzaé, ze M jest juz najliczniejszym
skojarzeniem. W jaki sposob mozna powigkszy¢ skojarzenie? Zauwazmy, ze jesli
w grafie istnieja dwa nieskojarzone wierzchotki potaczone krawedzia, to mozna
te krawedz dodaé¢ do skojarzenia. Pomyst ten mozna uogdlnic: jesli w grafie
istnieja dwa nieskojarzone wierzcholtki vy, var 1 poltaczone Sciezka, na ktérej
doktadnie co druga krawedz jest skojarzona, tzn. $ciezka

VU1~V ...—V2pt1, UiVi+1 € M jedli ¢ jest nieparzyste,
to mozna wyrzucié¢ ze skojarzenia k krawedzi v;v,41 dla ¢ nieparzystego
i dorzuci¢ do niego k + 1 krawedzi v;v;11 dla i parzystego (rys. 2). Taka Sciezke,
wzdtuz ktérej powiekszamy skojarzenie, nazywamy S$ciezkq powiekszajgcq
to skojarzenie. Jasne jest, ze jesli taka Sciezka w grafie istnieje, to mozemy
powiekszy¢ skojarzenie. Okazuje sie, ze implikacja w przeciwna strone réwniez
zachodzi i jest teza twierdzenia sformutowanego i udowodnionego przez
francuskiego matematyka Claude’a Berge’a:

Skojarzenie w grafie jest nagliczniejsze wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje
sciezka powiekszajgca to skojarzenie.

Tak wiec to, czego potrzebujemy, to procedura znajdowania $ciezki
powigkszajacej lub stwierdzania, ze takowa nie istnieje. Dla ustalenia uwagi
mozemy skupié¢ si¢ na poszukiwaniu $ciezki powickszajacej zaczynajacej sie

w ustalonym nieskojarzonym wierzchotku vy — wystarczy przejrze¢ wszystkie
takie wierzcholtki. Oczywiscie, moglibySmy wyznaczyé¢ wszystkie $ciezki
wychodzace z tego wierzchotka, korzystajac z przeszukiwania z nawrotami.

Taka metoda bedzie jednak wymagac¢ czasu wykladniczego, zatem potrzebujemy
czego$ sprytniejszego.

Na poczatek zajmiemy sie grafami dwudzielnymi, tzn. takimi, ktérych zbior
wierzchotkéw mozemy podzieli¢ na takie dwa podzbiory Va, Vg, ze kazda
krawedz laczy wierzcholki nalezace do réznych podzbioréw. Sprébujmy
usprawni¢ przeszukiwanie z nawrotami, tak aby odwiedzi¢ kazdy wierzchotek
co najwyzej raz. A konkretnie: zaczynajac z wierzchotka vy € Vy, wykonujemy
przeszukiwanie grafu w glab, z tym ze w kazdym wierzchotku na glebokosci
parzystej przegladamy nieskojarzone krawedzie wychodzace z tego wierzchotka,
w kazdym za$ wierzchotku na glebokosci nieparzystej idziemy krawedzia
skojarzona (moze by¢ co najwyzej jedna). Jedli trafimy na wierzchotek
nieskojarzony, to znaczy, ze znalezlidmy $ciezke powigkszajaca (rys. 3).

Co ciekawe, jesli na niego nie trafiliémy, to znaczy, ze Sciezki powiekszajacej
nie ma. Jak to udowodni¢?

Rozwazmy graf skierowany G’ o zbiorze wierzchotkéw V4 U Vi. Dla kazdej
krawedzi vavg, va € Va, vg € Vi, z naszego G dodajmy do G’ skierowana
krawedz: vq4 — vp, jeSli vavg € M, albo vp — vy, jesli vavp € M. Zauwazmy,
ze w grafie GG istnieje $ciezka powigkszajaca wtedy i tylko wtedy, gdy

w grafie G’ da sie doj$¢ (zgodnie ze skierowaniem krawedzi) z wierzchotka vg
do innego wierzchotka nieskojarzonego. A powyzszy algorytm to nic innego jak
zwykle przeszukiwanie w glab grafu G’.
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Rys. 4. Po lewej: graf ze skojarzeniem
(pogrubione krawedzie) i $ciezka
powigkszajaca (kolor). Po prawej: ten sam
graf z krawedziami odwiedzonymi

przez algorytm.
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Rys. 5. Na gorze po lewej: graf G

z zaznaczonym kielichem. Na gérze

po prawej: graf Gx z zaznaczong Sciezka
powiekszajaca. Na dole: dwie mozliwosci
uzupelnienia $ciezki powigkszajacej

w grafie G.

Przeszukiwanie to dziala w czasie O(m), zatem znalezienie $ciezki
powiekszajacej zajmie czas O(nm), jesli zaczynamy przeszukiwanie z kazdego
wierzcholka nieskojarzonego od nowa, lub O(m), jesli zaczynamy naraz

z wszystkich wierzchotkéw nieskojarzonych z V4 (dlaczego mozemy tak zrobi¢?).
Skojarzenie moze byé powigkszone co najwyzej n/2 razy, zatem caly algorytm
dziala w czasie O(nm). Dodajmy, ze w praktyce nie oplaca sig zaczynaé

z pustego skojarzenia, ale z jakiegos$ skojarzenia znalezionego prostsza metoda
(przykladowo, algorytm zachtannie dodajacy kolejne krawedzie do skojarzenia
zawsze znajdzie skojarzenie o licznosci rownej co najmniej potowie licznosci
najliczniejszego skojarzenia).

Okazuje sie, ze w przypadku grafow, ktore nie sa dwudzielne, sprawa sie
komplikuje, a nasz algorytm nie dziala. Istotnie, spojrzmy na graf z rysunku 4.
Pomimo tego, ze istnieje w nim $ciezka powiekszajaca z wierzcholka vy

do wierzchotka v, to algorytm nigdy jej nie znajdzie, jesli zacznie obchodzic¢
cykl od lewej strony (w szczegblnosci nigdy nie odwiedzi wierzchotka vy).

Caly klopot jest powodowany przez cykle, ktére znajdujemy, przeszukujac graf.
Problematyczne okazuja sie mianowicie cykle nieparzystej diugosci, ktoére sa
potaczone z wierzchotkiem vy $ciezka o parzystej dtugosci. Taki cykl nazwiemy
kielichem (ang. blossom), a $ciezke lodygq (ang. stem). Kanadyjski matematyk
Jack Edmonds podal nastepujacy sposob, w jaki mozna sobie z nimi radzi¢:
Sciggnad, czyli zastapi¢ jednym wierzchotkiem, a nastepnie rekurencyjnie
poszukaé Sciezki powigkszajacej w mniejszym grafie. Przyjrzyjmy sie temu
pomystowi blizej.

Operacja Sciagniecia kielicha wyglada nastepujaco (rys. 5): zastepujemy wszystkie
wierzchotki kielicha jednym wierzchotkiem vy, ktéry jest potaczony krawedziami
z wszystkimi sgsiadami kielicha, otrzymujac graf G . Zauwazmy, ze na rysunku
wierzchotek vy, ktory taczyl kielich z todyga, byl jedynym wierzchotkiem sposréd
wierzchotkéw kielicha skojarzonym z wierzchotkiem poza kielichem, zatem
wierzchotek vy bedzie rowniez skojarzony z doktadnie jednym wierzcholkiem.
Wynika z tego, ze po $ciagnieciu nowo utworzone skojarzenie Mg nadal jest
poprawne. Okazuje sie, ze prawdziwy jest nastepujacy lemat:

W grafie G istnieje Sciezka powickszajgca skojarzenie M wtedy i tylko wtedy, gdy
w grafie Gg istnieje Sciezka powiekszajgca skojarzenie My .

" Dla dowodu lematu zalézmy, ze w grafie Gk znalezliSmy $ciezke
powiekszajaca S. Pokazemy, jak dzieki niej znalezé¢ $ciezke w grafie G. Jesli
Sciezka S nie zawiera wierzchotka vg, to w oczywisty sposob jest ona rowniez
Sciezka powigkszajaca w G. W przeciwnym przypadku mozna ja uzupelnic
krawedziami z kielicha, przechodzac go w lewo lub w prawo, w zaleznosci od
polozenia wierzcholka vs, ktérym wchodzi druga krawedz $ciezki (rys. 5).
Ponadto kazda $ciezka powiekszajaca w G musi byé takiej postaci (tzn. jesli
przecina kielich, to wchodzi do niego krawedzia todygi), zatem jest réwniez
Sciezka powigkszajaca w G .

Jako zadanie dla Czytelnika pozostawiamy wykazanie, ze jesli w G istnieje
Sciezka powigkszajaca, to nasz algorytm wyszukujacy Sciezki powiekszajace albo
ja znajdzie, albo znajdzie kielich, ktéry mozna Sciagnaé.

Znalezienie $ciezki powigkszajacej z ustalonego wierzcholka zajmuje czas O(nm),
gdyz potencjalnie az n/2 razy bedziemy musieli wykonaé $ciagniecie kielicha.
Zatem calty algorytm dziala w czasie O(n®m).

Na koniec zaznaczmy, ze opisane algorytmy nie sa najlepszymi znanymi
algorytmami znajdujacymi najliczniejsze skojarzenia w grafach, sa za to
niezbyt skomplikowane. Przykladowo algorytm Hopcrofta—Karpa dla graféw
dwudzielnych oraz algorytm Micalego—Vaziraniego dla graféw dowolnych
dzialaja w czasie O(y/nm), zas randomizowany algorytm Muchy—Sankowskiego
sprowadza znajdowanie skojarzenia w grafie dowolnym do problemu mnozenia
macierzy i dziala w czasie O(n??7).
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Rys. 1. Dla powyzszego planu Bitlandii,
jesli armia zaczyna w miescie 1, to
general A moze przesunaé ja do miasta

3, 4 lub 5. Niezaleznie od jego wyboru
generatowi B pozostaje jedyny ruch

do miasta 2. General A rusza wtedy

do jeszcze nieodwiedzonego miasta

ze zbioru {3,4,5} i wygrywa.

Jesli armia zaczyna w miescie 3, to wygra
general B.

Skojarzenie jest doskonale, jesli z kazdego
wierzchotka wychodzi krawedz z M (tzn.
kazdy wierzcholek jest skojarzony w M).
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Rys. 2. Ilustracja przypadku dla k& = 3.
Krawedzie nalezace do M sa pogrubione.

Dla grafu z rysunku 1 mamy szesé
najliczniejszych skojarzen, z ktérych
kazde kojarzy wierzchotek 1 oraz 2

i pozostawia jeden nieskojarzony
wierzchotek ze zbioru {3,4,5}.

Informatyczny kacik olimpijski (66): Dwéch generaléw

W tym kaciku zajmiemy sie zadaniem Dwdch generaléw, ktére pochodzi
z Uniwersyteckich Zawodéw Informatycznych organizowanych przez Uniwersytet
Jagiellonski, a konkretnie z konkursu z pazdziernika 2009 roku.

Generatowie A i B rywalizujg ze soba, na przemian dyktujac ruchy bajtockiej armii,
ktéra prowadzi kampanie wojenna w Bitlandii. W kraju tym jest n miast potaczonych
miedzy soba dwukierunkowymi drogami. Ruch armii polega na przesunieciu jej z miasta,
w ktérym stacjonuje, wzdtuz drogi, do jednego z miast sasiednich. Kazde miasto,

w ktérym znajdzie sie armia, zostaje ztupione i spalone — nie mozna go wiec odwiedzié
ponownie. Jesli general nie bedzie moégt wykonaé ruchu, to o$mieszy sie przed armia

i przegra rywalizacje. Dla kazdej poczatkowej pozycji armii nalezy rozstrzygnaé, ktéry

z generaléw wygra, zakladajac, ze general A zaczyna i ze obaj generalowie graja
optymalnie (patrz rys. 1).

Plan Bitlandii mozemy traktowa¢ jako graf nieskierowany G o n wierzchotkach

i m krawedziach. Na poczatek sprobujmy rozwiazaé prostsza wersje tego zadania,

w ktérej graf G jest dwudzielny (wierzcholki reprezentujgce miasta mozemy podzielié
na dwa zbiory Va, Vi tak, ze kazda krawedz-droga taczy wierzchotki znajdujace sie

w réznych zbiorach). Niech miasto poczatkowe bedzie w V4. W tej sytuacji ruch
generata A zawsze prowadzi z V4 do Vg, za$ ruch generala B — przeciwnie. Rozwazmy
pewna rozgrywke miedzy generatami, w ktérej zwycieza general A oraz wszystkie miasta
Bitlandii zostaly odwiedzone. W rozgrywce tej dla kazdego miasta v € V4 general A
wybral pewne miasto f(v) € Vg, do ktérego ruszyl sie z v. Z warunkéw zadania wynika,
ze funkcja f jest bijekcja. Ponadto, zbiér krawedzi, ktérymi poruszal sie general A, jest
doskonalym skojarzeniem w grafie G.

Zauwazmy wiec, ze jesli w grafie G istnieje doskonalte skojarzenie M, to general A wygrywa,
startujac z dowolnego miasta, a jego strategia polega na poruszaniu sie po krawedziach
ze skojarzenia M. General B nigdy nie bedzie mégl zrobi¢ ruchu krawedzia z M.

No dobrze, ale co w przypadku, gdy w G nie istnieje doskonale skojarzenie? Niech M
bedzie pewnym najliczniejszym skojarzeniem w G, zas v; € V4 bedzie wierzchotkiem
poczatkowym, ktéry nie jest skojarzony w M. Zauwazmy, ze jakikolwiek ruch generata A musi
prowadzi¢ do wierzchotka v, € Vg, ktéry jest skojarzony w M, inaczej bowiem moglibySmy
powiekszyé M, dokladajac do niego krawedz vivs. General B moze wtedy odpowiedzieé
ruchem wzdtuz krawedzi z M. Okazuje sie, ze bedzie moégt tak zrobi¢ zawsze. Zatézmy bowiem,
ze w k-tym ruchu general B trafia na nieskojarzony wierzcholek, czyli vi,va,. .., voy jest
ciggiem odwiedzonych wierzchotkéw, v,v;41 € M wtedy gdy ¢ jest parzyste, oraz vy i vay sa
nieskojarzone w M (rys. 2). Wéwczas mozemy usunaé ze skojarzenia k — 1 krawedzi v;v;41 dla
1 parzystego, a zamiast tego dolozy¢ k krawedzi v;v; 1 dla ¢ nieparzystego, co daje skojarzenie
liczniejsze niz M — sprzecznos¢. Wynika z tego, ze jesli w grafie G pewne najliczniejsze
skojarzenie nie kojarzy wierzchotka poczatkowego, to skojarzenie to wyznacza strategie
wygrywajacg dla generata B.

Pozostal do rozwazenia przypadek, w ktérym wierzchotek poczatkowy vy jest skojarzony
w kazdym najliczniejszym skojarzeniu. Niech M bedzie pewnym takim skojarzeniem.
Pokazemy, ze wygrywa general A, a jego strategia jest poruszanie si¢ wzdluz krawedzi
skojarzenia M. Argument jest podobny jak poprzednio: gdyby w pewnym momencie dla
ciggu odwiedzonych wierzchotkéw vy, va, ..., var11, wierzcholek vogy1 byt nieskojarzony
w M, to wymieniajac k krawedzi v;v;4+1 dla i nieparzystego na k krawedzi v;,v;+1 dla

i parzystego, dostajemy nowe skojarzenie (réwnoliczne z M, a wigc o najwiekszej
licznosci), ktére nie kojarzy wierzchotka v;. Znéw dochodzimy do sprzecznosci.

Wystarczy zatem dla kazdego wierzchotka v sprawdzié, czy kazde najliczniejsze
skojarzenie kojarzy ten wierzchotek. Dowolne najliczniejsze skojarzenie M mozemy
wyznaczy¢ np. w czasie O(nm), poprzez n-krotne wyszukanie $ciezki powiekszajacej.
Wierzchotek v jest kojarzony w kazdym najliczniejszym skojarzeniu, jesli jest
skojarzony w M oraz, po usunieciu v z grafu, liczno$é najliczniejszego skojarzenia sie
zmniejsza. Zauwazmy, ze szukajac skojarzenia, nie musimy zaczyna¢ zawsze od nowa,
wystarczy w skojarzeniu M usunaé krawedz kojarzaca v oraz poszukaé jednej Sciezki
powiekszajacej. Zatem caly algorytm dziala w czasie O(nm).

W tym momencie Czytelnik moze pokreci¢ z powatpiewaniem glowa, ze, owszem,
zrobiliSmy rozgrzewke i rozwiazaliSmy zadanie dla graféw dwudzielnych — ale jak

nasze rozwazania maja sie do rozwiazania dla graféw dowolnych? I bedzie mial
stusznosé, gdyz w istocie wiele probleméw, ktére umiemy sprawnie rozwiaza¢ dla graféw
dwudzielnych, staje sie trudne dla graféw niemajacych tej wlasnosci. Zachecam jednak
Czytelnika do przeczytania jeszcze raz powyzszego rozwiazania i przekonania sie, ze

tak naprawde nigdzie nie korzystamy z zalozenia, ze graf G jest dwudzielny. Zatem
nasze rozwiazanie dziata réwniez w ogélnym przypadku, pod warunkiem ze umiemy
znajdowaé najliczniejsze skojarzenia w dowolnych grafach. Mozna to zrobi¢ w czasie
O(n3m) algorytmem Edmondsa i w takim tez czasie dziala cale rozwigzanie.

Tomasz IDZIASZEK



W grafach dwudzielnych jest tatwiej
Jakub RADOSZEWSKI

Cztery parametry. Tym, co najczesciej robi sie w grafach dwudzielnych, jest
znajdowanie najliczniejszego skojarzenia. Mozna jednak rozwazaé az cztery —
parami dualne — parametry powiazane z najliczniejszym skojarzeniem. Oto one:

Najliczniejszy zbior niezalezny wierzcholkéw (nw)
to najliczniejszy podzbiér wierzchotkéw, w ktérym
zadne dwa nie sa sasiednie, czyli zadne dwa nie sg
potaczone krawedzia.

Najliczniejszy zbior niezalezny krawedzi (nk)

to najliczniejszy podzbiér krawedzi, w ktérym zadne
dwie nie sa incydentne, czyli wlasnie najliczniejsze
skojarzenie w grafie.

Najmniejsze pokrycie wierzchotkowe (pw)
to najmniej liczny podzbiér wierzchotkéw, taki, ze kazda
krawedz jest incydentna z co najmniej jednym z nich.

Najmniejsze pokrycie krawedziowe (pk)
to najmniej liczny podzbior krawedzi, taki, ze kazdy
wierzchotek jest incydentny z co najmniej jedna z nich.

AN =Y

Zalozenie o braku wierzchotkéw
izolowanych bedzie nam potrzebne

w dowodzie dokladnie jednej réwnosci.
Czy potrafisz, Drogi Czytelniku, odnalezé
ten fragment dowodu?

Podobnie mozna uzasadnié, ze G’ jest
lasem gwiazd, czyli ze kazda jego spdjna
sktadowa zawiera wierzchotek centralny
polaczony z wszystkimi pozostalymi.

Jak tatwo zauwazy¢, powyzsze definicje mozna réwniez odniesé do zupelnie
dowolnego grafu, a nie tylko do grafu dwudzielnego. Jednak w przypadku
graféw dwudzielnych zwiazki miedzy podanymi pojeciami okaza sie o wiele
bardziej widoczne.

Oznaczmy przez n taczng liczbe wierzchotkow w grafie. Odtad zatozymy, ze

w grafie nie wystepuja wierzcholki izolowane, czyli wierzchotki nieincydentne

z zadna krawedzia. Wowczas zachodza nastepujace réwnosci, wiazace rozwazane
parametry w pary. Sg to tzw. rownosci Gallaia. Sa one prawdziwe w dowolnym
grafie, jednak Czytelnikowi moze by¢ latwiej je sobie wyobrazi¢ w kontekscie
grafu dwudzielnego.

pw + nw = n. Niech X oznacza dowolne pokrycie wierzcholtkowe w grafie.
Rozwazmy zbior Y =V \ X. Wéwczas zadne dwa wierzchotki ze zbioru YV

nie moga by¢ potaczone krawedzia, gdyz byltaby to krawedz niepokryta przez
wierzchotki ze zbioru X. Stad zbior Y jest zbiorem niezaleznym wierzchotkow
(patrz tez rysunki powyzej). Przyjmujac jako X najmniejsze pokrycie
wierzchotkowe, otrzymujemy nieréwnos¢ nw > n — pw.

Podobnie widzimy, ze jesli Y jest dowolnym zbiorem niezaleznym wierzchotkdéw,
to X' =V \ Y’ jest pokryciem wierzchotkowym w grafie. Stad pw < n — nw.
7 polaczenia otrzymanych nieréwnosci uzyskujemy zadang réwnosc.

pk + nk = n. Znéw wykazemy tak naprawde dwie nieréwnosci. Zacznijmy

od nieréwnoéci pk < n — nk. Niech M oznacza najliczniejsze skojarzenie

w grafie, o licznoéci nk. Bedziemy chcieli dotozy¢ pewne krawedzie do M,

tak aby otrzymaé pokrycie krawedziowe P. Skojarzenie M pokrywa 2 - nk
wierzchotkéw, do pokrycia pozostaje wiec n — 2 - nk wierzchotkéw. Kazdy

z nich jest incydentny z jakas krawedzia — dodajmy zatem do P po jednej takiej
krawedzi na kazdy z tych wierzcholkéw (wezesniejsze rysunki stanowia tego
dobra ilustracje). Lacznie |P| = nk + (n — 2 - nk) = n — nk, skad pk < n — nk.

Uzasadnimy teraz nieréwno$¢ nk > n — pk. Niech P’ oznacza najmniejsze
pokrycie krawedziowe w grafie. Wowczas graf G’ = (V, P’) jest lasem, czyli
grafem acyklicznym. Faktycznie, gdyby jakie$ krawedzie w P’ tworzyly cykl, to
po usuni¢ciu dowolnej z nich P’ wcigz byloby pokryciem krawedziowym, tyle ze
mniej licznym. Znanym faktem jest, ze las o n wierzchotkach i k krawedziach
sklada sie z n — k spdjnych skladowych. Tak wiec graf G’ sklada sie z n — | P’|
spojnych sktadowych, z ktorych kazda zawiera co najmniej jedna krawedz
(inaczej P’ nie pokrywaloby wszystkich wierzchotkéw). Z kazdej ze spéjnych
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Rozwigzanie zadania M 1404.
Zalézmy, ze |AB| = z + y, gdzie y to
dtugos¢ odcinka z ruchoma tasma. Jesli
Jas zasznuruje but poza tasma, to pokona
trase w czasie

Y
v+ u ’
Jesli natomiast zasznuruje but na tasmie,
to przejscie trasy zajmie czas

x
ty=t+—+
v

T Yy —tu tu
to=—+t+ =t —
v v+ u v

< t1.
u

‘Wobec tego powinien zasznurowaé but
na tasmie.

sktadowych G’ mozemy teraz wybraé po jednej krawedzi. Otrzymany zbior
krawedzi na pewno bedzie skojarzeniem, gdyz kazda z krawedzi pochodzi z innej
spéjnej sktadowej. Stad nk > n — pk. Obie nieréwnosci daja tacznie réwnosé,
ktoéra chcieliSmy uzyskac.

Dotychczasowe réwnosci zachodzity w dowolnych grafach. Ponizsza réwnosc,
znana takze pod nazwa twierdzenia Koniga, jest jedna z najlepiej znanych
wlasnosci graféw dwudzielnych.

nk = pw. W tym przypadku nier6wno$é¢ pw > nk otrzymujemy za darmo —
wszak aby pokry¢ krawedzie z najliczniejszego skojarzenia, trzeba na kazdej
z nich wybraé jakis wierzchotek. Natomiast duzo ciekawsze jest uzasadnienie,
ze taka liczba wierzchotkéw zawsze wystarczy. Przeprowadzimy je, podajac
algorytm wyboru wierzchotkéw do pokrycia. Dowdd przez algorytm — to

w sumie ciekawe!

Algorytm dziala na zasadzie wymuszen. Do konstruowanego pokrycia mozemy
wziaé tylko nk wierzchotkéw, mozemy wiec wybieraé jedynie wierzchotki bedace
koncami krawedzi z pewnego najliczniejszego skojarzenia. Jesli wiec jakas
krawedz w grafie prowadzi do wierzcholka nieskojarzonego, to jej drugi koniec

— bedacy z pewnoscia wierzchotkiem skojarzonym — musimy wybraé¢ do pokrycia.

W ten sposéb wybierzemy do pokrycia pewien zbiér wierzchotkdéw skojarzonych.
Niech u bedzie jednym z tych wierzchotkéw i niech v bedzie wierzchotkiem,
ktory jest potaczony z u krawedzig ze skojarzenia. Jesli z v wychodzi jakas
krawedz do innego wierzcholka w, ktory jeszcze nie jest w pokryciu, to

wiemy, ze w musimy umiesci¢ w pokryciu. Dokladamy zatem w do pokrycia.

W wyniku tego sasiad wierzchotka w w skojarzeniu moze spowodowac kolejne
wymuszenia itd.

Warto zastanowi¢ sie nad tym, jak moze skonczy¢ sie ta sekwencja wymuszen.
Na pewno bytoby zle, gdyby w pokryciu znalazl sie jaki$ wierzchotek
nieskojarzony, jak w przypadku (a), lub para wierzchotkéw skojarzonych,

jak w przypadku (b). Przypadki te zostaly zilustrowane na marginesie.

W kazdym z nich mamy do czynienia ze Sciezka, ktérej koncami sg wierzchotki
nieskojarzone (puste kétka) i w ktérej naprzemiennie wystepuja krawedzie ze
skojarzenia i spoza skojarzenia. Jest to tzw. Sciezka powiekszajgca; pojecie to
pojawito sie juz w artykule Tomasza Idziaszka. Jedli zamieni¢ w takiej $ciezce
krawedzie skojarzone na nieskojarzone i odwrotnie (sytuacja (c)), otrzyma sie
skojarzenie liczniejsze od obecnego, co nie jest mozliwe, poniewaz zaczeliSmy
od skojarzenia najliczniejszego.

Wiemy zatem, ze w wyniku wymuszen z kazdej pary wierzchotkéw skojarzonych
wybierzemy do pokrycia wierzchotkowego co najwyzej jeden oraz ze w pokryciu
nie bedzie zadnych innych wierzchotkéow. A co z pozostatymi krawedziami

ze skojarzenia — tymi, z ktérych nie zostal wybrany zaden wierzchotek? Czy
mozemy w kazdej z nich po prostu wybraé¢ do pokrycia po jednym, dowolnym
wierzchotku? Niestety nie, co pokazuje rysunek na marginesie. Mozemy jednak
w kazdej parze wybra¢ wierzchotek po tej samej stronie grafu dwudzielnego.
Wowczas juz otrzymamy poprawne pokrycie wierzchotkowe, czego nietrudne
sprawdzenie pozostawiamy Czytelnikowi. To koniec dowodu twierdzenia
Koniga — nasz algorytm poprawnie konstruuje pokrycie wierzchotkowe

o licznosci nk.

Z potlaczenia wszystkich réwnosci, jakie otrzymalismy po drodze, uzyskujemy
jeszcze jedna do kompletu: pk = nw. Oto pelny diagram:

nk + pk =n
| I
PW + nw = n

Zadanie na deser. Klika dwudzielng nazywamy podzbior wierzchotkéw grafu
dwudzielnego, w ktorym kazde dwa wierzchotki lezace po réznych stronach grafu
sa polaczone krawedzia. Jak znalez¢ najliczniejsza klike dwudzielna w danym
grafie dwudzielnym?
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Ukryte skojarzenia Karol POKORSKI®

Przedstawimy tu dwa zagadnienia, w ktérych pojawia sie problem znajdowania
najliczniejszego skojarzenia w grafie dwudzielnym, jednak troche ukryty.

W pierwszym problemie mamy znalezé tzw. pokrycie cyklowe grafu skierowanego.
Pokrycie cyklowe grafu G jest to zbior cykli skierowanych C, takich ze kazdy
wierzcholek nalezy do doktadnie jednego cyklu z C. Chcielibysmy szybko

(tj. w czasie wielomianowym) odpowiadaé¢ na pytanie, czy dany graf ma pokrycie
cyklowe, a jedli tak, chcielibySmy umieé¢ wyznaczy¢ przykltad takiego pokrycia.

Rozwiazanie jest zaskakujaco proste. Stwérzmy nowy graf G’ w nastepujacy sposéb:
kazdy wierzcholek v oryginalnego grafu G rozbijamy w G’ na dwa wierzcholki, vy i v,
ijesli w G istniala krawedZ z a do b, to w G’ tworzymy krawedz z a1 do bs.

Okazuje si¢ teraz, ze jesli najliczniejsze skojarzenie w G’ jest doskonale

(kazdy wierzcholek jest skojarzony), to graf G ma pokrycie cyklowe. Formalne
udowodnienie tego faktu jest dos¢ proste: wystarczy pokazac¢ bijekcje ze zbioru
pokryé cyklowych w G w zbiér skojarzen doskonatych w G. Szczegdly tego
dowodu pozostawiam Czytelnikowi. Rysunek na marginesie podpowiada,

jak tej bijekcji szukaé.

Kolejnym przykladem zastosowania skojarzen w rozwiazywaniu problemow jest
wypelnianie kwadratow lacinskich. Kwadratem lacinskim nazywamy macierz
(tabelke) n x n, w ktorej kazdy wiersz i kazda kolumna jest permutacja ciagu
(1,2,...,n). Przyklady kwadratéw lacinskich ponizej:

w =N
N W =
=N W

W =N
— s W N

3
1
2
4

N W e =

Rozwazmy nastepujacy problem: mamy kwadrat lacinski rozmiaru n x n,

w ktérym pokazano nam tylko k gérnych wierszy (taki nie do konica wypelniony
kwadrat nazywamy prostokatem lacinskim rozmiaru k x n). Chcemy
zrekonstruowaé caly kwadrat lacinski, oczywiscie mozliwie najszybciej.

Zamiast prébowac rozwiazaé ten problem w pelnej ogélnosci, sprobujmy
najpierw rozwiaza¢ jego mniejsza czesé¢ (informatycy tak lubial). Taka czescia
problemu mogtoby by¢ poprawne uzupelnienie wiersza k + 1. Jak to zrobi¢?

Konstruujemy graf dwudzielny G, w ktérym wierzcholki z jednej grupy beda
reprezentowa¢ kolumny, natomiast wierzcholki z drugiej grupy reprezentowaé
beda liczby ze zbioru {1,2,...,n}, ktére bedziemy wpisywaé do kolejnego
wiersza. Jest juz chyba jasne, ze krawedz miedzy ¢-ta kolumng a liczba j nalezy
stworzy¢ wtedy i tylko wtedy, gdy liczba j nie wystapita w i-tej kolumnie.

W takim grafie szukamy najliczniejszego skojarzenia. Jesli jest ono doskonale,
wyznacza ono pewien poprawny sposoéb wypelnienia wiersza k + 1:

1 1
1432 5 5 [1 43 2
421 3 421 3
2 2 92 9| 3 3 131 24
27 7 7 @ L |72 77 0

A co, jesli w G nie znajdziemy skojarzenia doskonatego? Okazuje sie, ze taka
sytuacja nigdy nie wystapi! Zanim jednak udowodnimy ten fakt, zauwazmy, ze
wlasnie uzyskaliSmy algorytm uzupelniajacy prostokat do kwadratu lacinskiego:
wystarczy wypelniaé kolejne wiersze poprzez znajdowanie kolejnych skojarzen
doskonalych, a uzyte krawedzie wyrzucaé z grafu. Po wyrzuceniu z grafu
wszystkich krawedzi kwadrat tacinski bedzie uzupetniony.

6



Nadszed! czas na dowdd faktu, ze w skonstruowanym zgodnie z powyzsza
metoda grafie G zawsze istnieje skojarzenie doskonale. Zauwazmy, ze graf G jest
grafem regularnym, czyli stopnie wszystkich wierzchotkéw sa w nim takie same
(sa one rowne d = n — k). Okazuje sig, ze w dwudzielnym grafie regularnym
zawsze istnieje skojarzenie doskonate.

O twierdzeniu Halla pisalismy w Delcie  Aby to wykazaé, skorzystamy z twierdzenia Halla o matzenstwach. Twierdzenie to
7/2013. glosi, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym na istnienie doskonatego skojarzenia
w grafie dwudzielnym jest, aby kazdy podzbiér wierzchotkéw z jednej grupy
(zal6zmy, ze jest on mocy p) mial polaczenie tacznie z co najmniej p wierzchotkami
z drugiej grupy (jest to tzw. warunek Halla). Dowdd naszego faktu wykorzystujacy
twierdzenie Halla jest bardzo prosty: rozwazmy dowolny podzbiér p kolumn.

7 kazdego wierzchotka odpowiadajacego tym kolumnom wychodzi d krawedzi,

a wigc lacznie mamy p - d krawedzi. Gdyby warunek Halla dla rozwazanego
podzbioru nie byl prawdziwy, tzn. gdyby rozwazany podzbiér byl polaczony
krawedziami z mniej niz p wierzchotkami z drugiej grupy, to na mocy zasady
szufladkowej Dirichleta do pewnego z tych wierzchotkéw musialoby prowadzié¢
wiecej niz d krawedzi. To jednak jest niemozliwe, gdyz graf jest regularny. Stad dla
grafu G warunek Halla jest rzeczywiscie spelniony, wiec G ma skojarzenie doskonatle.

Warto jeszcze dodaé, ze gdybysmy dostali do uzupelnienia prostokat tacinski
wymiaru nie k x n, tylko k x  (k,l < n), jego uzupelnienie do kwadratu n x n
mogloby okazaé sie niemozliwe. Obrazuje to podany obok przyktad.

ECHIN ORI
=N
ECIEEECIEREN)

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1402. Na bokach AB, BC,CD, DA czworokata wypuklego ABCD dane sg
odpowiednio punkty K, L, M, N. Odcinki KM i LN przecinaja sie¢ w punkcie 7.
Udowodnié, ze je$li w kazdy z czworokatéw AKTN, KBLT, LCMT,MDNT
mozna wpisaé okrag, to w czworokat ABCD takze.

Rozwiazanie na str. 23

M 1403. Udowodnié, ze dla malejacego ciagu (x;);—; liczb rzeczywistych
dodatnich prawdziwa jest nieréwnosé

\/x§+x§+...+x%<%+%+...+x—\/’%.

Rozwiazanie na str. 23

M 1404. Na lotnisku Ja$ chce jak najszybciej przejsé z punktu A do punktu B
(w linii prostej). Idzie z predkoscia v, a na swojej trasie ma odcinek, ktéry
pokonuje na ruchomej ta§mie poruszajacej sie z predkoscia u (czyli idac po tasmie,
Jas porusza si¢ z predkoscia v + u wzgledem ziemi). Jas musi po drodze
zasznurowaé¢ but, co powoduje, ze stoi przez czas t. Czy powinien zasznurowad

but na ruchomej tasmie, czy poza nia? (Zakladamy dla uproszczenia, ze tasma
jest na tyle dtuga, ze Ja$ zdazy zasznurowaé na niej but, tzn. dlugosé tasmy jest
wigksza niz u - t.)

LT /@ . Rozwiazanie na str. 5
} \ .
(a ,‘\ / Przygotowal Michat NAWROCKI
1 / S
. SF- s N F 843. Wykonana z przewodnika obrecz o promieniu r znajduje sie
/ \ '/ \ w jednorodnym polu magnetycznym, ktorego indukcja magnetyczna jest
'\ /’ \ ,' prostopadta do ptaszczyzny zawierajacej obrecz i zmienia sie z czasem t zgodnie

©-7 S~ ze wzorem B = kt, gdzie k jest stalym wspoétczynnikiem proporcjonalnosci.
Na skutek zmian pola magnetycznego wytworzone zostaje pole elektryczne.
Zmalez¢ natezenie pola elektrycznego E na obreczy.
Rozwiazanie na str. 19

F 844. Promien $wiatta monochromatycznego wpada do wnetrza jednorodnej,
przezroczystej kuli. Rozchodzac si¢ wewnatrz kuli, promien dochodzi do jej
granicy i tam czeSciowo odbija sie, a czesciowo, po zalamaniu, wychodzi

na zewnatrz. Jego odbita cze$¢ biegnie wewnatrz kuli dalej i proces powtarza
sie wielokrotnie. Znalez¢ kat miedzy kierunkiem promienia wpadajacego do kuli
i kierunkiem czesci promienia wychodzacej z kuli po k& odbiciach.

Rozwiazanie na str. 9
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*Obserwatorium Astronomiczne
Uniwersytetu Adama Mickiwwicza

Superbolidy: obiekt czelabinski
Tadeusz J. JOPEK*

w Poznaniu

.

Bolid tunguski i zwiazana z nim eksplozja mialy miejsce w roku 1908

w niezamieszkalym rejonie centralnej Syberii. Pomimo pewnej liczby swiadkow
zjawiska bolidu wiadomo$¢ o tym zdarzeniu powoli docierata do swiata
nauki. Pierwsza naukowa ekspedycja dotarta w rejon katastrofy dopiero

po dziewietnastu latach, w roku 1927. Na to, by wyniki kolejnych wypraw
przeniknely do wiadomosci publicznej, potrzeba byto kolejnych wielu lat.

Jakze inaczej miala sie sprawa z niedawnym spadkiem meteorytu pod
Czelabinskiem w Rosji! 15 lutego 2013 roku o godzinie 9:20 czasu lokalnego
(4:20 naszego czasu zimowego), do ziemskiej atmosfery wtargnal blisko
dwudziestometrowej sSrednicy meteoroid, wywolujac zjawisko superbolidu
(bardzo jasnej ,spadajacej gwiazdy”). Wiadomos$é o tym zdarzeniu niemal
natychmiast dotarta do opinii publicznej, a niespelna 12 godzin pdzniej
rejestracje wideo bolidu ogladane byty miliony razy na calym $wiecie.
Natychmiast réwniez zainteresowalto si¢ nim kilka grup naukowcéw z calego
Swiata. W badaniach wykorzystano wykonane w réznych miejscach nagrania
wideo bolidu, rejestracje wygenerowanych wybuchami fal atmosferycznych
oraz obserwacje satelitarne. Ponizej podajemy niektére rezultaty tych

Fot. 1. Superbolid zarejestrowany
przez przypadkowego obserwatora pod

analiz uzyskane przez wytrawnych badaczy spadkéw meteorytowych

Czelabinskiem.

z Obserwatorium Astronomicznego w Ondrzejowie w Czechach [1].

Moment pojawienia 15 lutego 2013, 03:20 UT

Parametry geocentryczne

Wspélrzedne geograficzne poczatku bolidu ¢ =54008 N, A =64,913 E
Wspoélrzedne geograficzne konca bolidu ¢ = 54,922 N, A = 60,606 E
Azymut trajektorii w punkcie koncowym A =279,5°
Nachylenie trajektorii do horyzontu w punkcie koncowym  H = 16,5°
Radiant geocentryczny: rektascensja i deklinacja o =334,7°,0 = —1,0°
Szybkos$¢ geocentryczna V =13,2 km/s
Elementy orbity (J2000)
Pétos wielka a=1,55].a
Mimosrod e=20,5
Argument peryhelium w = 109,7°
Dlugosé wezta wstepujacego (2 = 326,41°
Nachylenie do ekliptyki 1= 3,6°

Podana warto$é azymutu liczona jest od punktu potudnia na lokalnym horyzoncie w kierunku punktu zachodu.
Skala czasu UT odpowiada poludnikowi o zerowej dlugosci geograficznej. W okresie zimowym momenty czasu
na tym potudniku sg przesuniete o +1 godzine w stosunku do skali czasu obowiazujacej w naszym kraju.

Meteoroid czelabinski nadlecial z kierunku wschodniego, okoto 10 stopni

na potudnie od punktu wschodu na horyzoncie, i ,zaptonal” (poczatek
zjawiska bolidu) 92 km nad powierzchnig Ziemi. Bolid poruszal sie

na poétnocny zachdd po trajektorii nachylonej do horyzontu w Czelabinsku
pod katem 16,5°. Dlugos¢ obserwowanej trajektorii wynosita 254 km, bolid
przebyt ja w 16,2 sekundy. W momencie poczatkowym szybko$¢ meteoroidu
wynosita 17,5 km /s, w momencie koncowym zmniejszyta sie do 4,3 km/s,
kiedy to obiekt znajdowal si¢ na wysokosci 15 km. Zaprezentowane wyniki
maja charakter wstepny, jednak sa na tyle doktadne, by méc stwierdzié, ze

obserwator A

obserwator B meteoroid czelabinski poruszal si¢ wokét Stonca po orbicie typowej dla tej

Radiant (czyli punkt przecigcia
przedluzenia — po linii prostej —
trajektorii ze sferg niebieska)
bolidu obserwowanego przez dwéch

obserwatoréw. Plaszczyzny zawierajace
$lad bolidu i obserwatora przecinajg sie

wzdluz trajektorii bolidu.

klasy obiektow.

Jej rozmiary sa péltora razy wieksze od orbity Ziemi, z mimosrodem
(eliptycznodcia) duzo wigkszym od mimosrodu orbity ziemskiej;

w poréwnaniu z kometami orbita meteoroidu czelabinskiego nie jest jednak
bardzo wydtuzona. Podobnie do orbit innych superbolidéow, jej nachylenie
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Fot. 2. Stugramowy odlamek meteorytu
czelabinskiego.

w

Rozwigzanie zadania F 844.
Zatamanie promienia przy wej$ciu do kuli
przy kacie padania « i kacie zalamania (3
spowoduje jego odchylenie od kierunku
padania o kat o — 3. Kazde odbicie
wewnatrz kuli spowoduje odchylenie

jego kierunku o kat m — 23, zawsze w t¢
samg strone. Wreszcie przy wyjsciu z kuli
promien w wyniku zatamania odchyli

si¢ o kat o — (3. Stad catkowita kat
odchylenia po k odbiciach bedzie rowny:

d=2(a—pB)+ k(r—28) =
=kn 4+ 2a —2(k+ 1)8.

do ptaszczyzny orbity Ziemi jest niewielkie. Dwudziestometrowy obiekt,
ktory wpadl do atmosfery, mial stosunkowo niewielka wytrzymalosé
mechaniczna, przez co w efekcie oddzialywania z atmosfera ulegal silnemu
rozdrabnianiu. Towarzyszyly temu eksplozje atmosferyczne. Najsilniejszy
rozbtysk i gwaltowna fragmentacja mialy miejsce na wysokosci 32 km.
Byly one wywotane ci$nieniem dynamicznym okoto 4 MPa. Zdaniem
badaczy z Ondrzejowa najwiekszy fragment, ktéry wpadl do Jeziora
Czebarkulskiego, ma mase 200-500 kg. Inne, mniejsze odlamki w formie
deszczu meteorytow rozproszone zostaly wzdluz rzutu trajektorii bolidu
na obszarze 65 x 6 km.

Na odtamku pokazanym na fotografii 2 widzimy $lady po ablacji, czyli
powierzchniowym topieniu i wydmuchiwaniu materii z powierzchni
meteoroidu. Widoczne sa zaokraglone krawedzie, a takze ciemna skorupka
o grubosci 0,2-0,5 mm utworzona w wyniku ablacji. Na egzemplarzach,
ktore powstaly w trakcie fragmentacji gléwnej masy po ustaniu Swiecenia
bolidu, czyli w trakcie ciemnej fazy przelotu, skorupka jest znacznie ciensza
lub niewidoczna. Wedlug wstepnej klasyfikacji mineralogicznej [5] meteoryt
czelabinski jest meteorytem kamiennym, tzw. chondrytem zwyczajnym

z grupy chemiczno-petrograficznej LL5. (Wiecej szezegéléw na temat
klasyfikacji meteoroidéw mozna odnalezé w ksiazce [6].) Jesli chodzi

o sktad mineralogiczny oraz parametry orbitalne, meteoroid czelabinski
niczym szczegdlnym sie nie wyrdznia. Jednak jest na drugim miejscu

po obiekcie tunguskim co do skutkéow eksplozji. Przyjmujac podane wyzej
rozmiary meteoroidu, jego szybkos¢ w punkcie poczatkowym zjawiska
bolidu, oraz zakladajac gestosé okolo 3 g/cm?, mozemy oszacowaé
energie kinetyczna obiektu. Jest ona réwnowazna energii eksplozji

okoto 460 kT trotylu (TNT), czyli 20-30 razy wiecej niz ilo$¢ energii
uwolnionej podczas eksplozji bomby atomowej nad Hiroszima. Podobnego
oszacowania dokonano na podstawie infradzwiekéw wygenerowanych
przelotem i eksplozja obiektu, a rejestrowanych przez czujniki umieszczone
w réznych miejscach globu. Ciekawe, ze wywotane eksplozja fale cidnienia
zdotaly obiec dookota calg Ziemie¢. Energia obiektu czelabinskiego

nie zostata uwolniona w catosci w jednym momencie: znaczng czesé
zaabsorbowala atmosfera. Niemniej posréd obserwowanych superbolidéw
jedynie w trakcie katastrofy tunguskiej uwolniona zostala wigksza

iloé¢ energii. W rezultacie w Czelabinsku i okolicy fala uderzeniowa
wywotana ruchem i eksplozja obiektu dokonata znacznych zniszczen.

Byly to gléwnie wybite szyby okienne, a niekiedy uszkodzenia budynkdw.
Jednak w nastepstwie tych zniszczen ponad tysiac oséb zostalo rannych.
Nigdy wczeéniej nie obserwowano bolidu, ktéremu towarzyszytyby

tak tragiczne wydarzenia. Na nasze szczgscie obiekty podobne do
meteoroidu czelabinskiego zderzajg sie¢ z Ziemia niezbyt czesto, bo raz na
okolo 75 lat [3].

Dodatkows i bardzo wazng konsekwencja superbolidu czelabinskiego

jest zmiana, jakiej to wydarzenie dokonalo w opinii publicznej (a takze

u niektérych naukowcéw) na temat koniecznosci uruchomienia intensywnych
badan i projektéw pozwalajacych na przewidywanie i zapobieganie
przysztym tego rodzaju zdarzeniom.
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2ycie na O naukowcach stéw kilka

° Tworcy Pikniku Naukowego Centrum Nauki Kopernik i Polskiego Radia S.A.
Z y 38 zapytali tegorocznych uczestnikow, dlaczego przychodza na Piknik i o czym
\/ “ chcieliby si¢ dowiedzie¢. Jedna z najczedciej udzielanych odpowiedzi bylo, ze
interesuje ich, jak pracuje naukowiec.

Przezytam to osobiscie w swojej rodzinie. Bylam naukowcem laboratoryjnym,
robitam codziennie jakies probdéwkowo-ptytkowe doswiadczenia. Przychodzitam
zmeczona i siadatam w naszej mitej kuchni, narzekajac na opér materii —

moja cérka nazywa to jednym zdaniem: moja mama moéwila, ze znowu jej

»hie wyszlo”. Dzieci chetnie przychodzily do mnie do pracy, gdzie ogladaly stoty
laboratoryjne, szukajac na nich odpowiedzi na pytanie: na czym ta praca, ktora
nie wychodzi, polega. Stad nie dziwi mnie to piknikowe pytanie.

Jestesmy w Warszawie w szczegdlnie korzystnej sytuacji: po wiosennym Pikniku,
pelnym wesolych doswiadczen w namiotach (w tym roku po raz pierwszy

na sportowym Stadionie Narodowym), na ktérym stowo ,Nauka” jest

oswajane i przyblizane laikom, przychodzi we wrzesniu czas na Festiwal Nauki,

MUSZE to dodaé, nie moge zmilczeé, ze w 2013 roku byl JUZ XVII!
warszawski Festiwal Nauki byt pierwszym

w Polsce, a dzi$ jest ich ponad 20 Ot6z na Festiwalu ludzie przychodza do uczelni, pracowni, warsztatow

b )
w miastach uniwersyteckich i wiele technicznych i innych. Moga tam popatrzeé¢ na wybrane doswiadczenia, ktore
rozrzuconych po szkotach wszelkiego L. . . . . . L. . .,
poziomu edukacji. sig im pokazuje, wigcej — moga takze sami proste doswiadczenia zrobi¢. Moga

zobaczy¢ naukowcéw i zadac im kazde, jakie im przychodzi do glowy, pytanie:
o prace, ale tez dlaczego to lubia, dlaczego tak spedzaja zycie, jak widza swoja
przysztosé. Na Festiwalu dostaja odpowiedZ na pytanie zadane na Pikniku.
Przy okazji ci przystowiowi ,ludzie” widza, w jakich warunkach si¢ pracuje,
gdy sie jest naukowcem. Od paru lat (tych, od kiedy jestesmy w Unii) te
warunki si¢ poprawily, szczegodlnie jezeli chodzi o pigkne budynki i o aparature,
ktora pracuje w eksperymentalnych laboratoriach. Naukowcy, z ktérymi

| sie spotykaja, rzadko wypowiadaja sie co do uposazenia i nie widzimy ich

[ na ulicznych manifestacjach, w ktérych mogliby zajaé¢ poczesne miejsce wsrod
| protestujacych. Tacy to juz dziwni ludzie, ktérych bardzo pasjonuje proces

| odkrywania. Stanistaw Ossowski napisal kiedys, ze naukowiec to taki czlowiek,
) ktorego charakteryzuje brak postuszenstwa w mysleniu.

Naukowcy maja tez potrzebe wzajemnych kontaktéw. Oczywiscie, realizuja

—~ ja na konferencjach i kongresach, na ktérych ,donosi sie” o najnowszych
N 4 ) odkryciach. Ale mozna iS¢ w zaspokajaniu tej potrzeby dalej: organizowac
zjazdy badaczy z dziedzin pokrewnych, nauk ,dwuczlonowych”: biofizyki,
biochemii, bioreologii, bioetyki (ze pozostane przy naukach bio). Mozna tez
organizowaé¢ spotkania z laikami — na wspomnianych juz festiwalach, piknikach,
w kawiarniach naukowych, a nawet przy ,naukowym ognisku” (czy kto$
o takim slyszal? — chetnie przy takim zasiade). Na tym ostatnim typie spotkan
naukowcy upowszechniajg. Prosze mi wierzy¢, bo mam w tej dziedzinie
do$wiadczenie — upowszechnianie, zaraz po pracy wlasnej w nauce, jest jedna
z najwiekszych przyjemnoéci zyciowych. No, a upowszechnianie dzieciom
i mlodziezy to dopiero frajdal

To wszystko przyszto mi do gltowy na sesji zamykajacej I Kongres Polskich
Towarzystw Naukowych (wrzesien 2013). Dowiedzieli$my sie, we wlasnym —

co prawda — gronie, ze jest w Polsce ponad 300 takich Towarzystw i zrzeszaja
one kilkadziesiat tysiecy czlonkéw. A jakie majg ciekawe zainteresowania. . .
Poza duzymi, o znanych nazwach i ustalonej reputacji, sa tez Towarzystwa:
Mykologiczne, Kalorymetrii i Analizy Termicznej, Wzrostu Krzysztatow,
Mitoénikéw Dawnej Broni i Barwy, Magnezologiczne, Tribologiczne, Prézniowe.
Tlez ciekawych informacji niosa ze soba te Towarzystwa, ktére w swojej nazwie
sygnalizuja nieznane ogélowi zagadnienia.

Moze jeszcze kiedy$ o Towarzystwach napisze, byl to przeciez Pierwszy Kongres!

Magdalena FIKUS
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Watpliwosé Darwina rozwiana?

Jedna z gtéwnych watpliwosci Karola Darwina

co do idei ewolucji poprzez naturalng selekcje byty
skamienialosci z okresu kambru, trwajacego okoto 50
milionéw lat, a zakonczonego 485 milionéw lat temu.
Ich niezwykte bogactwo, skondensowane w stosunkowo
krétkim z geologicznego punktu widzenia czasie,
zdawalo sie podawaé¢ w watpliwo$¢ czysto ewolucyjne
pochodzenie. Z biegiem czasu watpliwosci wcale sie
nie zmniejszalty. Wprost przeciwnie.

Nie jest to, co prawda, jedyna znana tzw. eksplozja
planéw budowy zwierzat (typow, lac. phyla). Jednak
zadne inne podobne zdarzenie nie obejmuje takiego
zroznicowania tych tzw. linii rodowych.

Jest kilka aspektow, ktore troche obnizaja poziom
wyjatkowosci zjawiska. To z tego okresu pochodza
pierwsze znaleziska egzoszkieletéw. Organizmy w nie
wyposazone zachowuja si¢ lepiej od tych pozbawionych
takich twardych czesci. Skoro wezesniejsze organizmy
byly bezszkieletowe, to nic dziwnego, ze si¢ ich mniej
zachowalo. Znane sa jednak stanowiska, w ktérych
nastapila fosylizacja tkanek miekkich organizméw
kambryjskich (np. tupki z Burgess w Kanadzie), co
ostabia szkielet argumentu.

W skroécie: uczeni od czasow Darwina dyskutuja, jak
zinterpretowaé¢ obserwowane, prawie jednoczesne,
pojawienie sie 530 milionéw lat temu wiekszosci
zaréwno wspotczesnych, jak i znanych, sposrod
wymarlych, typéw krélestwa zwierzat (w szczegdlnosei
z tego wlasnie okresu pochodza pierwsze skamieliny
strunowcéw, do ktérych nalezymy).

Autorzy pracy [1] twierdza, ze problem rozwiazali.
Uzyli tzw. zegara filogenetycznego oraz obfitych
zrédel dotyczacych danych anatomicznych oraz
genetycznych wspolczesnych oraz kopalnych stawonogow
(najbardziej rozgaleziony typ, tak w przesziosci,

jak i obecnie; znanych gatunkéw stawonogdéw jest
prawie rzad wielko$ci wiecej niz pozostalych gatunkéw
zwierzat). Krecac zaawansowana statystycznie korba,
uzyskali oszacowanie, ze tempo fenotypowej ewolucji

w kambrze bylo cztery razy, a genetycznej piec i pot
raza szybsze niz w pozostalych okresach fanerozoiku
(eon od poczatku paleozoiku, czyli od kambru do dzi$).
Oszacowania te sa w miare niewrazliwe na zakladany
moment wyodrebnienia sie typu stawonogéw. Autorzy
twierdza, ze cho¢ oszacowane tempo jest wyjatkowo
duze oraz obejmuje wyjatkowo duzo linii rodowych, to
jest w zupelnej zgodzie z teorig ewolucji.

Czego bylo trzeba, zeby staé sie
drapieznikiem i co z tego wyniklto?
Najskuteczniejszy jest homo sapiens sapiens, oczywiscie
jako gatunek, bo obecnie pojedyncze osobniki,

w $redniej, nie sa wystarczajaco sprawne. Zastepcza
aktywnoscia niektérych z nich jest wszelka rywalizacja,
np. sportowa. Przyktad wystepu naszej reprezentacji
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w narodowym namiocie beztlenowym pokazuje, jak
wazna jest odpowiednia koncentracja (tego pierwiastka).

By¢ moze tego typu obserwacja zainspirowani

autorzy pracy [2] postanowili to uzasadnié i powiazaé

z gwaltownym réznicowaniem si¢ organizméow

na przelomie proterozoiku i fanerozoiku. Tym razem chodzi
o probe znalezienia przyczyny eksplozji kambryjskie;j.

Wilasnie wtedy wzrdst (do poziomu okolo 65%
wspOlczesnej wartosci) i ustabilizowal sie poziom tlenu.
Naukowcy pordéwnali biozréznicowanie oraz preferencje
zywieniowe wieloszczetow zyjacych obecnie w strefach
o niskiej koncentracji tlenu, wykazujac korelacje
miedzy liczba gatunkéw drapieznych i ich wielkoscia

a poziomem tlenu.

Wieloszczety

Lenomopckas buonozuveckas cmanyug, http://wsbs-msu.ru

Zdaniem autoréow to wlasnie uzytecznosé drapieznictwa,
ktora pojawila sie dopiero w kambrze, doprowadzila
do zréznicowania organizméw. Zeby by¢ drapieznikiem,
trzeba ofiare namierzy¢ (rozwdj zmystéw) i dogonié
(miesnie). A miesnie nie moga oby¢ sie bez tlenu.
Przed kambrem wystepowaly jedynie dwuwarstwowce
(parzydelkowce i zebroplawy), a zwierzeta dwubocznie
symetryczne (np. wieloszezety) rozwinely sie, gdy
poziom tlenu wzrodst i si¢ ustabilizowal. Wtérnie bylo
to réwniez impulsem wymuszajacym réznicowanie sie
ofiar drapieznikéw, ktére albo stawaly sie zdolne do
ukrywania, uciekania lub obrony, albo znikaty ze stotu.

W ten sposéb wyécig zbrojen miedzy drapieznikami
a ofiarami, prawdopodobnie lezacy u podstaw
roznicowania si¢ organizmoéw, znajduje uzasadnienie
w zmianie érodowiska. Nadal jednak nie ma pelnej
zgody co do przyczyny dosé gwaltownej zmiany
koncentracji tlenu.

Piotr ZALEWSKI

[1] M.S.Y. Lee, J. Soubrier oraz G.D. Edgecombe, Rates of phenotypic
and genomic evolution during the Cambrian explosion, Current
Biology, doi: 10.1016/j.cub.2013.07.055.

[2] E.A. Sperling, C.A. Frieder, A.V. Raman, P.R. Girguis,

L.A. Levin oraz A.H. Knoll, Ozygen, ecology, and the Cambrian
radiation of animals, Proc. Nat. Acad. Sci. USA (PNAS), doi:
10.1073/pnas.1312778110.



Praca Alana Turinga ukazala si¢

w 1937 roku. Rok wczesniej taki sam
wynik osiagnal Alonzo Church dla innej
formalizacji pojecia obliczenia, ktéra
potem okazata si¢ rownowazna.

*Instytut Informatyki, Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Obliczenia: rachunki, dowody i gry
Filip MURLAK*

Co da sie¢ obliczy¢, a czego si¢ nie da? Dzis informatycy pytaja o to
rutynowo w kontekscie przerdéznych probleméw, jednak pierwsza odpowiedz
na to pytanie pojawita si¢ na dobra sprawe, jeszcze zanim ktokolwiek zdazyt
je zadacé, i wprawita srodowisko naukowe w zaklopotanie.

Na poczatku XX wieku matematycy wierzyli, ze kazdy problem
matematyczny da si¢ rozstrzygnaé za pomoca obliczen. U szczytu

tego optymizmu, w 1928 roku, David Hilbert postulowal opracowanie
uniwersalnej metody pozwalajacej na obliczenie prawdziwosci dowolnego
stwierdzenia sformutowanego w jezyku logiki pierwszego rzedu — czyli

za pomocy spojnikow logicznych 4, lub, nie oraz kwantyfikatorow istnieje
i dla kaZdego. Niecale 10 lat pézniej Alan Turing udowodnil, ze taki
algorytm nie istnieje. A wiec sa rzeczy, ktérych obliczy¢ sie nie da! Ale
co to wladciwie znaczy? Wydaje sie, ze wiemy, co to znaczy obliczyé. Jednak
aby wykazad, ze czego$ obliczy¢ sie nie da, potrzebujemy wiecej niz tylko
nieformalnej intuicji. Potrzebujemy definicji obliczenia.

Rachunek jako obliczenie. Aby sformutowaé definicje obliczenia,

Alan Turing przeanalizowal prace rachmistrza, czyli czlowieka
przeprowadzajacego rachunki. Rachmistrz, mowi Turing, prowadzi obliczenia
na papierze. Papier jest wprawdzie dwuwymiarowy, ale podczas obliczen
nie czynimy z tego uzytku. Przyjmiemy wiec, ze obliczenie prowadzimy

na papierze jednowymiarowym, czyli ta$mie. Tasma ta jest podzielona

na komorki, odpowiadajace kratkom na papierze. W kazdej komoérce mozna
napisa¢ symbol. Komoérka ma ograniczona powierzchnig, a oko ludzkie ma
ograniczong rozdzielczos¢, wiec bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy przyjaé,
ze symbole pochodza ze skonczonego alfabetu. Dziatania rachmistrza zaleza
od obserwowanych symboli i jego stanu umysiu. Umyst ludzki jest obiektem
skonczonym i liczba odréznialnych stanéw, ktére moze przyjmowac,

jest skoniczona (cho¢ wielka i trudna do oszacowania). Rachmistrz jest

w stanie jednoczesnie obserwowaé jedynie pewng niewielkg liczbe komérek,
powiedzmy K.

Jakie dzialania wykonuje rachmistrz? Sprobujmy je opisa¢ w terminach
mozliwie najprostszych, niepodzielnych akcji. Rachmistrz moze napisac
symbol w obserwowanej komérce tasmy. Moze tez zmienié obserwowang
komorke na dowolng inna, jesli tylko potrafi ja natychmiast zidentyfikowac.
Jakie komorki mogg by¢ natychmiast zidentyfikowane? Komérki, ktéra
jest bardzo daleko od wszystkich obserwowanych komérek, nie da si¢ tatwo
odrézni¢ od jej sasiadow. Rachmistrz jest w stanie dokladnie okresli¢
odlegtos¢ jednym rzutem oka tylko wtedy, gdy odleglosé ta nie jest

zbyt duza, powiedzmy nie wieksza niz D. Przyjmijmy, ze rachmistrz

moze przesunacé kazda obserwowang komoérke o co najwyzej D pozycji

w lewo lub w prawo. Ponadto, w czasie prowadzenia obliczen rachmistrz
zmienia stan umystu. Reasumujac, pojedynczy krok obliczenia obejmuje
napisanie symbolu w niektérych obserwowanych komérkach, przesuniecie
niektérych obserwowanych komorek o co najwyzej D pozycji oraz

zmiane stanu umystu.

Nasz rachmistrz jest profesjonalista, ktéry bezblednie opanowal reguty
prowadzenia rachunkéw, ale nie ma wtasnej inwencji: kazdy kolejny krok jego
rachunku jest catkowicie zdeterminowany przez zawartos¢ obserwowanych
komoérek i stan umystu. Reguly stosowane przez rachmistrza mozna

opisa¢ funkcja, ktora ciagowi symboli ai,aq,...,ax znajdujacych sie

w obserwowanych komorkach i stanowi umystu p przyporzadkowuje nowy
cigg symboli by, bo, ..., bg, ciag przesunie¢ obserwowanych komérek
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O problemach takich méwimy, ze sa
nierozstrzygalne. Innym stynnym
problemem nierozstrzygalnym jest

problem stopu, tzn. problem stwierdzenia,
czy dla danego zestawu instrukcji i danych
poczatkowych obliczenie zakonczy sig, czy

tez bedzie trwalo w nieskonczonosé.

&

di,ds,...,dx oraz nowy stan q. To znaczy, ze rachmistrz w pierwszej
obserwowanej komérce pisze symbol by (jesli a; = by, to rachmistrz nic

nie pisze), a nastepnie zmienia obserwowana komérke na komérke znajdujaca
si¢ o dy pozycji w prawo, jesli d; > 0, lub o —dy pozycji w lewo, jesli d; < 0
(jesli di; = 0, obserwowana komérka si¢ nie zmienia). Nastepnie rachmistrz
postepuje podobnie dla komérek 2,3, ..., K, po czym zmienia stan umystu
na q. Rachmistrz zaczyna obliczenie w pewnym ustalonym stanie umystu,
majac na tasmie zapisane dane poczgtkowe i obserwujac pierwszych K
komoérek tasmy. Potem wykonuje akcje wskazywane przez reguty. Obliczenie
konczy sie, gdy rachmistrz osiggnie odpowiedni stan umystu, réwniez z gory
ustalony. Wynik obliczenia jest zapisany na tadmie.

Zwrbéémy uwage, ze prace rachmistrza moze wykonaé kazdy, jesli tylko
dostanie odpowiednie instrukcje: liste symboli alfabetu, liste mozliwych
stanéw, stan poczatkowy, stan koficowy oraz powyzsza funkcje. A skoro
tak, to dlaczego nie mogtaby tej pracy wykonywaé maszyna? W ciagu
10 lat od ogtoszenia koncepcji maszyny Turinga pierwsze programowalne
komputery zostang skonstruowane w Niemczech, Wielkiej Brytanii

i Stanach Zjednoczonych. ..

Wréémy jednak do problemu obliczalnosci. Alan Turing przyjal, ze
uniwersalna metoda obliczania odpowiedzi na pytanie to po prostu taki
zestaw instrukcji dla rachmistrza: wymagamy jedynie tego, zeby dla kazdych
danych poczatkowych rachmistrz konczyl obliczenie i zapisywal na tasmie
poprawng odpowiedz. W przypadku problemu postawionego przez Hilberta
dane poczatkowe to stwierdzenie zapisane za pomocs symboli logicznych,

a odpowiedz brzmi tak lub nie, zaleznie od tego, czy dane stwierdzenie jest
prawdziwe, czy falszywe. Turing udowodnil, ze istniejg problemy, dla ktérych
nie ma uniwersalnej metody obliczania odpowiedzi i ze zagadnienie opisane
przez Hilberta jest jednym z takich probleméw.

Dowéd jako obliczenie. Wyniki Turinga zdaja si¢ obnazaé stabosé
matematyki: oto sg rzeczy, ktérych nie da sie obliczyé¢. Ale przeciez
matematyka to nie tylko rachunki! Czym rézni sie praca matematyka
prébujacego udowodnié¢ twierdzenie od pracy rachmistrza? Rachmistrz dziata
zgodnie z instrukcjami, jednoznacznie wskazujacymi kazdy kolejny krok
obliczen. Matematyk, prowadzac rozumowanie, rowniez kieruje sie pewnymi
regutami, jednak reguly te nie méwia, jaki krok nalezy wykonaé, ale raczej
jakie sa mozliwe kroki. Sposréd wielu mozliwych krokéw za kazdym razem
trzeba wybraé jeden i nie ma zadnej gwarancji, ze akurat ten doprowadzi
nas do celu. Aby uwzglednié¢ to zjawisko w modelu maszyny Turinga,
wystarczy zmodyfikowaé funkcje opisujaca reguly obliczenia. Funkcja
opisujaca prace rachmistrza wskazywata kolejng akcje na podstawie symboli
w obserwowanych komoérkach i biezacego stanu umystu. Funkcja opisujaca
prace matematyka bedzie wskazywalta zbior mozliwych akcji. Taki model
obliczen nazywamy niedeterministyczng maszyna Turinga. Model opisany
wcezesniej to maszyna deterministyczna.

Dla uproszczenia rozwazan przyjmijmy, ze interesuja nas wytacznie
pytania typu tak/nie. Nawet dla takich pytan rézne ciagi wyboréw
maszyny niedeterministycznej moga prowadzi¢ do réznych odpowiedzi.
Co zatem jest wynikiem obliczen? Wré¢émy na chwile do zjawiska, ktore
usitujemy modelowaé, czyli do dowodzenia twierdzen. Twierdzenie
uznajemy za udowodnione, gdy odkryjemy ciag krokdéw prowadzacy

do celu. Nie przejmujemy si¢ tym, ze wiele wyboréow okazuje si¢ ztych

i kolejne proby dowodu laduja w koszu. .. Wypada nam zatem przyjac,
ze wynikiem obliczenia niedeterministycznej maszyny Turinga dla
ustalonych danych poczatkowych jest tak, jesli cho¢ jeden ciag wyborow
prowadzi do odpowiedzi tak. Jesli wszystkie ciagi wyboréw prowadza
do odpowiedzi nie, wtedy przyjmujemy, ze wynikiem obliczenia jest nie.
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Czytelnik Dociekliwy spyta, czy mamy
gwarancje, ze nasza symulacja zawsze sig¢
zakoriczy. Jedli istnieje ciag wyboréw N
prowadzacy do wyniku tak, to w koncu
sig na niego natkniemy. Ale co, jesli taki
cigg wyboréw nie istnieje? Wtedy wiemy,
ze kazdy ciag wyboréw maszyny N
prowadzi do odpowiedzi nie w skonczenie
wielu krokach. Czy z tego wynika,

ze nasza symulacja tez si¢ skonczy

po skonczenie wielu krokach? Okazuje
sie, ze tak. Gwarancji udziela nam
nastepujacy lemat Koniga: jesli kazdy
wierzcholek w drzewie ma skonczenie
wiele dzieci i kazda galqgZ jest skoriczona,
to cale drzewo tez jest skonczone.

&

Innymi stowy, maszyna konstruuje dowéd na to, ze odpowiedz brzmi tak:
nalezy odpowiedzie¢ tak wtedy, gdy istnieje choé¢ jeden dowdd.

Wydawaé by sie moglo, ze niedeterministyczne maszyny potrafia rozwiazaé
wiecej probleméw niz deterministyczne. Okazuje sie jednak, ze tak nie jest:
kazdg niedeterministyczng maszyne Turinga A mozna zasymulowaé

za pomoca maszyny deterministycznej D. Symulacja ta nie jest trudna

do wyobrazenia: wystarczy réwnolegle rozwazaé wszystkie mozliwe wybory
maszyny N . Obliczenia obu maszyn rozpoczynaja si¢ tak samo: na tasmie
zapisane s3 dane poczatkowe, maszyny znajduja sie w stanie poczatkowym,
obserwuja pierwsze K komorek tasmy. Maszyna N/ w tym momencie
wybiera jedng z kilku mozliwych akcji. Maszyna D natomiast kopiuje
zawarto$¢ tasmy tyle razy, ile mozliwych akcji ma maszyna N (kolejne
kopie oddziela dodatkowym symbolem, nieuzywanym przez N'). Ponadto,
w kazdej kopii zaznacza pozycje komoérek obserwowanych przez N oraz stan
maszyny N . Nastepnie, w kazdej z tych kopii D symuluje inny wybér N:
modyfikuje zawartos¢ tasmy, przesuwa obserwowane komorki i zmienia
stan maszyny zgodnie z opisem akcji znajdujacym si¢ w zbiorze regut
maszyny N. W ten sposéb D ma na tasmie wszystkie mozliwe rezultaty
obliczenia N po jednym kroku. Dalej symulacja przebiega podobnie: dla
kazdego rezultatu obliczenia wykonujemy tyle kopii, ile maszyna N ma
mozliwoéci do wyboru, a potem w kazdej kopii wykonujemy inng akcje.

Po kolejnych rundach symulacji mamy na tasmie zapisane wszystkie
mozliwe rezultaty obliczenia N po 2,3,4, ... krokach. Jedli w dowolnym
momencie otrzymamy wynik tak, to konczymy symulacje i udzielamy
odpowiedzi tak. Jesli natomiast dojdziemy do sytuacji, w ktérej wszystkie
rezultaty odpowiadajg zakoficzonemu obliczeniu N z wynikiem nie, to
konczymy obliczenie z odpowiedzia nie.

Gra jako obliczenie. Wiemy juz, ze dodanie niedeterministycznych
wyboréw do naszego modelu obliczen nie pozwala na rozwiazywanie
nowych probleméw. Sprobujmy wiec czegos wiecej. Wyobrazmy sobie,

ze matematyk prébuje przekonaé¢ swoja sceptyczng kolezanke, ze potrafi
udowodnié¢ pewne twierdzenie. Przypusémy, ze matematyk méwi: , Aby
udowodnié¢ twierdzenie, dowodze lemat A, potem lemat B, a z nich
otrzymuje twierdzenie jako wniosek C”. Kolezanka moglaby odpowiedzie¢:
,Dobrze, ale jak dowodzisz lemat B?”. Matematyk na to: ,Robie najpierw
obserwacje B.1, potem korzystam z ogdlnego faktu B.2 i dostaje lemat jako
wniosek B.3”. Kolezanka: ,W porzadku, pokaz, jak dostajesz wniosek B.3”.
Matematyk podaje dowdéd wniosku. Po takiej wymianie zdan sceptyczna
kolezanka przyjmuje, ze matematyk faktycznie zna dowdd twierdzenia,
choé¢ nie zobaczyla go w catosci. Kolezanka wierzy bowiem, ze matematyk
nie tylko potrafil odpowiedzie¢ na pytania, ktére ustyszal, ale ze ma
kompletng strategie odpowiedzi na wszystkie mozliwe pytania.

Taki sposob weryfikacji istnienia dowodu modelujemy za pomoca
alternujgeych maszyn Turinga. Stany maszyny alternujacej sa podzielone
na dwa zbiory: stany egzystencjalne, kontrolowane przez matematyka, oraz
stany uniwersalne, kontrolowane przez jego sceptyczng kolezanke. Poza tym
maszyna alternujaca wyglada tak jak niedeterministyczna, tzn. obliczenie
wymaga dokonywania wyboréw sposréd dostepnych krokow. Jesli biezacy
stan jest egzystencjalny, to matematyk wybiera kolejny krok obliczenia. Jesli
jednak stan jest uniwersalny, to kolejny krok wybiera sceptyczna kolezanka,
a matematyk musi umie¢ poradzi¢ sobie niezaleznie od wyboru kolezanki.
Maszyna udziela odpowiedzi tak, jesli matematyk ma strategie prowadzaca
do wyniku tak, niezaleznie od wyboréw kolezanki.

Czy w tak poszerzonym modelu da si¢ rozwiazaé¢ wiecej probleméw? Okazuje
sie, ze odpowiedz znowu jest negatywna. Dosé tatwo jest symulowaé¢ maszyne
alternujaca A za pomoca maszyny niedeterministycznej N. Symulacja jest
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Rozwigzanie zadania F 843.
Zgodnie z prawem Faradaya sila
elektromotoryczna jest rowna
A
A
gdzie ¢ to strumien wektora indukcji
magnetycznej. Z warunkéw zadania mamy
¢ = ktS, a wigc £ = kS, gdzie S jest
polem powierzchni ograniczonej obrecza.
Ze wzgledu na symetrie zagadnienia
wartosé pola elektrycznego w kazdym
punkcie obreczy jest taka sama. Poniewaz
wartos¢ liczbowa sily elektromotorycznej
indukcji jest z definicji réwna wykonanej
przez zewnetrzne zrédlo energii pracy
potrzebnej na jednokrotny obieg obwodu
przez jednostkowy tadunek elektryczny,
wiec zachodzi zwigzek £ = 27rE. Stad
£
E=_""
27r
i ostatecznie

Problem ustalenia, czy P = NP, jest
jednym z kilku najwazniejszych
probleméw otwartych wspolczesnej
matematyki i prawdopodobnie
najistotniejszym pytaniem

w teoretycznej informatyce.

podobna do poprzedniej: na tasmie trzymamy czesSciowe rezultaty

obliczen A, ale tym razem tylko niektére. Mianowicie, je$li w rozwazanym
czesciowym rezultacie maszyna A jest w stanie egzystencjalnym, to
maszyna N niedeterministycznie wybiera jeden z mozliwych ruchéw
maszyny A. Jesli natomiast A jest w stanie uniwersalnym, to N wykonuje
wszystkie mozliwe ruchy w oddzielnych kopiach cze$ciowego rezultatu,
podobnie jak wczeéniej. Maszyna N akceptuje, jedli wszystkie czeSciowe
rezultaty odpowiadaja ukonczonemu obliczeniu maszyny A z wynikiem tak.

Pozytki z niedeterminizmu i alternacji. Pokazalidmy, ze zaréwno
maszyny niedeterministyczne, jak i alternujace rozwiazuja doktadnie te same
problemy co maszyny deterministyczne. Czy to znaczy, ze z niedeterminizmu
i alternacji nie ma zadnego pozytku? Dotychczas interesowalidémy sie
wylacznie tym, czy odpowiedz na pytanie da sie obliczy¢, czy tez nie.
Jednak duzo istotniejsze jest pytanie, czy odpowiedz da si¢ obliczy¢ szybko.
Rozwazmy nastepujacy problem: sposréd 400 uczniéw nalezy wybraé

100, ktorzy beda spali w jednej duzej sali podczas wycieczki szkolnej,

nalezy jednak przestrzegaé reguly, aby pewne pary uczniéw nie znalazty

sie jednocze$nie w tej sali; lista takich zakazanych par jest réwniez czedcia
danych poczatkowych. Jak mozna taki problem rozwiaza¢? Mozna rozwazy¢
po kolei wszystkie mozliwe podzbiory 100 uczniéow i dla kazdego zbioru
sprawdzi¢, czy zawiera zakazang pare, czy nie. Ale czy ta metoda jest
praktyczna? Wymaga ona rozwazenia (10) =~ 2,2 - 10% podzbioréw.

Ta liczba na papierze wyglada niegroznie, ale wedle szacunkéw kosmologdw
wielokrotnie przekracza liczbe atoméw w obserwowalnym wszech$wiecie.
Trudno wiec sobie wyobrazié, ze ta metoda mozna uzyskaé¢ wynik nawet przy
uzyciu bardzo szybkiego komputera. . .

7 drugiej strony, niedeterministyczna maszyna Turinga mogtaby po prostu
przejrzed liste uczniéw i niedeterministycznie zaznaczy¢ 100 sposrdd nich,

a nastepnie sprawdzié¢, czy wybrany podzbior nie zawiera zadnej zakazanej
pary. Ta metoda wymaga przejrzenia listy uczniow raz dla kazdej zakazanej
pary, a wigc nie wigcej niz (430) = 79800 razy. Wigkszosci wspotczesnych
komputeréw nie zajeloby to nawet sekundy. Ktopot polega na tym, ze
komputery sa realizacja deterministycznej maszyny Turinga, a wiec nie moga
po prostu niedeterministycznie wygenerowaé¢ podzbioru ucznidw.

Pytanie brzmi wigc: jak szybko mozna symulowa¢ maszyny
niedeterministyczne (lub alternujace) za pomoca maszyn deterministycznych.
Obie opisane przez nas symulacje sa wykladnicze: jesli maszyna
niedeterministyczna o @ stanach wykonuje N krokéw, to symulujaca
maszyna deterministyczna wykonuje mniej wiecej QV krokéw. Na przyklad
dla niedeterministycznej maszyny rozwiazujacej problem wyboru

100 uczniéw taka symulacja zajetaby wiecej czasu niz bezposrednie
przejrzenie wszystkich mozliwych podzbioréw. Czy da sig¢ to zrobi¢

lepiej? Konkretnie, czy da si¢ zasymulowaé obliczenie niedeterministyczne
dhugosci N za pomoca deterministycznego obliczenia diugoéci N¢, dla
pewnej stalej d? Na to pytanie do dzi§ nikomu nie udalo sie udzielié
odpowiedzi. Odpowiedz twierdzaca oznaczalaby, ze problemy rozwiazywalne
w wielomianowo wielu krokach na maszynie niedeterministycznej da sie
rozwigzaé¢ w wielomianowo wielu krokach na maszynie deterministycznej,
czyli ze P = NP. Odpowiedz przeczaca nie dawalaby bezposrednich
wnioskow dotyczacych problemu P = NP, ale bytaby nie mniej sensacyjna.
Problemy rozwiazywalne na maszynie alternujacej w wielomianowo wielu
krokach tworza tzw. klase PSPACE (nazwa pochodzi od réwnowaznej
charakteryzacji przez maszyny deterministyczne uzywajace wielomianowej
liczby komérek tasmy). O tej klasie réwniez nie wiadomo, czy jest réwna
klasie NP, czy tez jest od niej wieksza. Choé pytanie to jest mniej stynne,
rozstrzygniecie tego problemu byloby réwniez wielkim przetomem.
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Ze swiata USOS. Czes¢ 2 — Kazdy student nosi w kieszeni...
komputer, czyli o Elektronicznej Legitymacji Studenckiej

Méwi sie, ze kazdy nosi w plecaku butawe. Akurat

w odniesieniu do studenta prawdziwe jest powiedzenie,

ze kazdy nosi w kieszeni komputer i wcale to nie oznacza,

ze studiuje informatyke. Moze okreslenie komputer” jest
nieco na wyrost, cho¢ to calkiem sprawny ,komputerek”,

z wlasnym procesorem, pamiecia, magistrala i systemem
operacyjnym. Mowa o ELS, czyli Elektronicznej Legitymacji
Studenckiej. Takie legitymacje sa wydawane na polskich
uczelniach od kilku lat (doktadniej od 2006 roku). ELS to
plastikowa karta, ktora od strony graficznej na wszystkich
uczelniach wyglada tak samo, gdyz wyglad ten jest
okreslony przez rozporzadzenie Ministra Nauki i Szkolnictwa
Wyzszego. W plastiku sg osadzone uklady elektroniczne,
ktére moga sie réznié. Rozporzadzenie wymaga, aby ELS
byta wyposazona w uklad stykowy, a nawet precyzuje,
jakie informacje maja tam by¢ zapisane i w jakim formacie.

Uktad stykowy widaé¢ gotym okiem, w podobny sa
wyposazone te lepsze karty ptatnicze. Wiekszos¢ ELS
ma dodatkowo (opcjonalny) uklad bezstykowy.

Pamieé¢ uktadu stykowego zwykle ma pojemno$é do 90 kilobajtéw.
Pamigé ukladu bezstykowego zwykle ma pojemnosé 1 kilobajta.

Ten uktad obejmuje chip oraz antenke do komunikacji. Jedno
i drugie jest zatopione w plastiku i wypatrzy¢ je moze tylko
sprawne oko. Taki uktad jest elementem np. Warszawskiej
Karty Miejskiej.

Proces przygotowania ELS jest do$¢ ztozony i wymaga
specjalnych urzadzen i oprogramowania. Wazna role pelni
w nim USOS. Gdy do USOS trafia dane nowego studenta
oraz zdjecie w odpowiednim formacie (widoczne lewe ucho),
pracownik dziekanatu zleca wydruk ELS. USOS sprawdza
poprawnosé zlecenia — na raz moze by¢ aktywne tylko
jedno, student nie moze mie¢ waznej legitymacji, musi by¢
aktualnie zapisany na studia, a osoba zlecajaca wydruk
musi mie¢ odpowiednie uprawnienia. Zlecenia naptywaja
réwnoczesnie z réznych dziekanatéw (na UW jest ich
ponad 50), ale trafiaja do centralnej bazy USOS, skad
odczytuje je pracownik Centrum Personalizacji. Centrum
jest zwykle jedno, a podstawowym jego wyposazeniem

jest komputer i drukarka. Drukarka to nie byle jaka,

bo przeciez ma drukowaé na plastiku i zapisywaé¢ dane

w uktadzie stykowym ELS. Rézne sg technologie druku

na plastiku, akurat na UW stosuje si¢ technologie
termosublimacyjno-retransferows.

Termosublimacja oznacza zmiang¢ stanu skupienia ciala stalego
bezposrednio w stan gazowy pod wplywem bardzo wysokiej
temperatury.

Termosublimacja polega na tym, ze barwnik ze specjalnej
kolorowej tasmy zamontowanej wewnatrz drukarki jest
odrywany i przenoszony na legitymacje. Tasma ma trzy
kolorowe barwne prostokaty, stuzace do wydruku zdjecia,
oraz dwa czarne, do wydruku tekstu po obu stronach
legitymacji. Retransferowos¢ oznacza, ze barwniki nie sg
przenoszone bezposrednio na legitymacje, tylko najpierw
na przezroczysta tasme, a dopiero z niej na plastik. Dzieki
temu jakos¢ nadruku jest lepsza, a legitymacja nie jest
narazona na uszkodzenia spowodowane bardzo wysoksa,
temperatura potrzebna do termosublimacji. W USOSowni
(ten portal informacyjny UW reklamowaliSmy w poprzednim
numerze) mozna znalezé artykut o ELS ze zdjeciami
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ilustrujacymi przebieg wydruku oraz uczestniczace w tym
urzadzenia (http://usosownia.uw.edu.pl/node/292).

Na awersie legitymacji jest kolorowe zdjecie, na rewersie,

w bialym prostokacie, zwykle jest drukowany tzw. kod
kreskowy. Taki kod kreskowy to nic innego tylko specjalny
rodzaj czcionki, w ktérej poszczegdlne znaki maja postac
kresek i odstepow roznej szerokoéci. Kod kreskowy moze

by¢ zbudowany na bazie numeru uktadu bezstykowego,
numeru legitymacji studenckiej lub dowolnego innego
unikatowego identyfikatora, jaki uczelnia przypisze studentowi.
Do odczytywania kodéw kreskowych stuza specjalne czytniki,
na uczelni z tej czesci ELS korzystaja gtéwnie biblioteki.

Personalizacja, czyli nadruk graficzny ELS, to tylko jedno

z zadan drukarki. Réwnie wazne jest wpisanie odpowiedniej
informacji na uklad stykowy karty. Sa to dane osobowe
studenta, nazwa uczelni oraz data waznosci legitymacji.
Dane te sa podpisane podpisem elektronicznym. Kazdy
pracownik uczelni, ktory zapisuje cos na karcie, czyli drukarz
lub pracownik dziekanatu przedtuzajacy waznos¢ ELS

(o tym bedzie pdzniej), musi posiada¢ podpis elektroniczny,
w celu cyfrowego po$wiadczenia zapisywanej informacji.

Jak dziala taki podpis elektroniczny? W technologii

PKI (ang. Public Key Infrastructure — infrastruktura
klucza publicznego; inna nazwa to kryptografia
asymetryczna) kazdemu uzytkownikowi przydziela si¢

pare kluczy oraz wirtualny dokument potwierdzajacy fakt
posiadania konkretnych kluczy przez konkretna osobe

(czyli certyfikat), wydawany przez urzad certyfikacji.

W Polsce jest ich tylko kilka. Urzad certyfikacji musi

nie tylko dbaé¢ o wiarygodnos¢ wydawanych podpiséw,

ale takze informowaé publicznie o tych podpisach, ktére
stracity waznosé. Te klucze to dwie liczby — jedna z nich,
nazywana kluczem publicznym, jest dostepna publicznie,
druga, nazywana kluczem prywatnym, trzeba chroni¢
réwnie mocno jak PIN do karty ptatniczej czy hasto do CAS.
Oczywiscie, ta para liczb musi mie¢ odpowiednie wtasnosci
matematyczne, w szczegdlnosci uzyskanie klucza prywatnego
na podstawie klucza publicznego musi by¢ obliczeniowo
trudne. Podpisywanie dokumentu elektronicznego polega
na wykonaniu nastepujacych czynnosci:

1. Tworzony jest skrét dokumentu za pomoca jednokierunkowej
funkcji skréotu, czyli charakterystyczna dla niego liczba
o okreslonej dtugosci zalezna od uzytej funkcji skrétu
(o takich funkcjach byta mowa w poprzednim odcinku).

2. Uzyskany skrét jest szyfrowany przy wykorzystaniu klucza
prywatnego osoby podpisujacej. Podczas sktadania podpisu
osoba ta wyraza zgode na takie uzycie, podajac kod PIN
karty, na ktérej znajduja sie klucze. Po zaszyfrowaniu skrotu
dokument elektroniczny jest juz podpisany.

Weryfikacja podpisanego dokumentu wyglada nastepujaco:

1. Tworzony jest skrét dokumentu (doktadnie tak samo jak
podczas podpisywania).

2. Zaszyfrowany skrét dokumentu jest deszyfrowany przy
wykorzystaniu klucza publicznego osoby podpisujace;j.

3. Obie wyliczone wartosci poréwnuje sie. Jesli sa
roéwne, to mamy pewno$é, ze dokument zostal
podpisany kluczem prywatnym pasujacym do uzytego
klucza publicznego.



I po co ta cata zabawa z kluczami i podpisywaniem? Po to,
zeby nikt nie moégt zapisanej na ELS informacji podrobi¢,
przyktadowo wpisujac dtuzszy termin waznosci legitymacji.
Taki podpis elektroniczny zapewnia: autentycznosé,
niezaprzeczalnosé i integralnosé dokumentu elektronicznego.

Pytanie do Czytelnika — jak wykorzystaé te sama pare kluczy w celu
wystania do kogo$ tajnego listu, ktéry tylko adresat bedzie mogt
odczytaé?

W uktadzie stykowym karty jest zapisany zaréwno podpisany
rekord z danymi studenta, jak i certyfikat potrzebny

do poswiadczenia uzytego podpisu cyfrowego. Odczytujac
dane z uktadu stykowego karty, mozna takze odczytaé
certyfikat, czyli dowiedzie¢ sie, kto zapisal te dane.

No tak, ale przeciez konduktor w pociagu czy kontroler

w tramwaju nie ma przy sobie urzadzenia do odczytu
danych z uktadu stykowego (no, przynajmniej jeszcze

nie ma). Jak zatem ma sprawdzi¢ waznos$é legitymacji

i uprawnienia studenta do znizki? MNiSW przewidziato

ten problem i wymaga dodatkowo umieszczenia na rewersie
ELS hologramu z data waznosci. Taki hologram to
specjalny rodzaj ,znaczka”, trudny do podrobienia (technika
wytwarzania podobna jest do produkcji banknotéw). Zatem
waznosé legitymacji jest poswiadczana na dwa sposoby:
poprzez date wpisana cyfrowo na uktadzie stykowym

i naklejony na ELS hologram z data.

A to jeszcze nie koniec! Przeciez na wigkszosci ELS

jest takze uktad bezstykowy. Uklad ten moze zawieraé

16 sektoréw, stuzacych do zapisu informacji. W pewnych
miastach niektére z tych sektoréw sa wykorzystywane jako
nos$nik karty miejskiej (tak jest np. w Warszawie, Poznaniu,
Wroctawiu czy Krakowie). Dlatego wtasnie blankiety

ELS, nim od producenta trafia na uczelnie, najpierw
wedruja do MZK, gdzie przygotowuje si¢ sektory uktadu
bezstykowego do petnienia roli karty miejskiej.

Numer uktadu stykowego i ukladu bezstykowego jest
unikatowy dla kazdej karty na $wiecie. Oba te numery
trafiaja, oczywiscie, do USOS-a wraz z informacjg o wydaniu
studentowi ELS i o uzytym certyfikacie.

Uff, ELS gotowa, teraz moze trafi¢ do rak studenta. Student
moze sie nig cieszy¢. .. przez semestr, bo po semestrze

traci waznosé. Na szczescie przedtuzanie waznosci ELS jest
prostsze od jej drukowania, bo nie wymaga zmian w czeéci
graficznej. Nie potrzeba do tego drukarki, dzieki temu mozna
to zrobi¢ w dowolnym dziekanacie. Potrzebny jest jedynie
czytnik uktadu stykowego i podpis cyfrowy. Pracownik

dziekanatu wklada ELS do jednego czytnika, a swoja karte
z certyfikatem do drugiego (czesto jest on wbudowany

w klawiature). USOS odczytuje informacje z ELS, zmienia
date waznosci, podpisuje zmieniony rekord (oczywiscie
pyta o PIN) i zapisuje go na legitymacji. Przy okazji
upewnia sie, ze ma do czynienia z aktywnym studentem,

a takze, ze nikt niepowotany nie prébowat gmeraé

w ukladzie stykowym karty.

Blankiety uzywane jako nosniki ELS sg dodatkowo
zabezpieczane réznego rodzaju kluczami. Wymienimy
tylko niektére. Kazda partia kart jest zabezpieczona

tzw. transportowym kluczem systemowym. Przed
wykonaniem na karcie jakiejkolwiek operacji trzeba zdjaé
blokade. Kazda uczelnia postuguje si¢ wlasnym kluczem
macierzystym — Scisle tajnym kluczem zabezpieczajacym
karty wydawane przez uczelnie przed zapisem. Ten klucz
zna tylko USOS. Kazda karta jest jeszcze chroniona
unikatowym kluczem zabezpieczajacym pliki legitymacji
studenckiej przed zapisem, stworzonym przez zastosowanie
odpowiedniego algorytmu do klucza macierzystego uczelni
i numeru seryjnego karty. Osobnymi kluczami chronione sa
sektory uktadu bezstykowego.

Dzi$§ ELS najczesciej pelni role legitymacji studenckiej,
karty bibliotecznej, nosnika karty miejskiej. A w przysztosci?
Mozliwosci jest wiele — moze to by¢ karta dostepowa, karta
lojalnosciowa, karta do realizacji mikroptatnosci, nosnik
kwalifikowanego podpisu cyfrowego (zeby i student mégt
czasem co$ cyfrowo podpisad), a potencjalnie dowolnej
aplikacji napisanej w Javie.

Java to jezyk programowania cze¢sto wykorzystywany do pisania
aplikacji na karty stykowe czy komérki.

Przyktadowo, na UW w niektérych akademikach ELS
otwiera drzwi wejsciowe do budynku (oczywiscie pod
warunkiem, ze student jest zakwaterowany w tym
akademiku). Takze bramka w Bibliotece Uniwersyteckiej
przepuszcza studentéw z wazng ELS.

Do obstugi ELS w USOS-ie powstal specjalny duzy

modul. Zlecanie wydruku, sterowanie praca drukarki,
przedluzanie waznosci, zapis i odczyt z uktadu stykowego

i bezstykowego, obstuga podpiséw cyfrowych — to tylko
czedé realizowanych funkcji. Trzon oprogramowania powstal
jako praca magisterska dwéch studentéw Wydziatu MIM.
Zgadnij, Czytelniku, czyje pierwsze dwie legitymacje zostaty
wydrukowane na UW.

Janina MINCER-DASZKIEWICZ




Rys. 3

Rys. 1/

Twierdzenie Morleya

Kazdy wie, co to sa dwusieczne katow — tutaj bedziemy mowili o trgjsiecznych, czyli
prostych dzielacych kat (i jego kat wierzchotkowy) na trzy réwne czesci. Zatem
trojsieczne sa dwie. Majg one dziwna wlasnoéé zwana twierdzeniem Morleya.

Punkty przecieciecia tych trojsiecznych kqtow trojkqta, ktore sgsiadujq z ktoryms
z bokéw trdjkata, sq wierzcholkami tréjkqta réwnobocznego (rys. 1).

Dowie$é mozna go np. tak. Niech trdjsieczne katéw przy wierzchotkach A i B,
sasiadujace z AB, przecinaja sie w punkcie X, a pozostale tréjsieczne tych katow
w punkcie P. Po obu stronach odcinka PX odtézmy kat 30° o wierzchotku X.
Przeciecia ramion tego kata z AP i BP oznaczmy, odpowiednio, przez Y i Z
(rys. 2). Wykazemy, ze tréjkat XY Z jest réwnoboczny i proste CY i CZ sa
tréjsiecznymi kata przy wierzchotku C', co zakonczy dowdd twierdzenia.

W tym celu zauwazmy najpierw, ze PX jest dwusieczng kata APB. Wynika
to z faktu, ze AX i BX sa dwusiecznymi, odpowiednio, katow PAB i PBA
trojkata ABP, a trzy dwusieczne katow tréjkata przecinaja sie¢ w jednym
punkcie. Okazalo sie wiec, ze czworokat XY PZ jest deltoidem, z czego wynika,
ze XY = XZ, co dowodzi, ze trojkat XY Z jest réwnoramienny.

Ponadto mamy tez PY = PZ, a skoro tak, to

1 1/2 2 1
PYZ =<x<PZY = -(180° —<xYPZ)==| = =B == .
< < 2( X ) 2<3a+3 ) 3(a+ﬁ)
Oznaczmy teraz obrazy symetryczne punktu X wzgledem prostych AP i BP,
odpowiednio, przez T i U (oczywiscie, leza one na AC' i BC). Mamy wiec
TY =YZ =7U.

Poniewaz o + 5 + v = 180°, wiec
ITYZ =4TYP+<PYZ =60°+2xPYZ =

2 2 2
= 60° + S (a+ ) = 60° + 2 (180° —7) = 180° — .

2
Podobnie <UZY = 180° — 37 Na podstawie réwnosci tych katéw i ich ramion

mozna stwierdzié, ze punkty T, Y, Z, U leza na jednym okregu (rys. 3). Jego
srodkiem jest mianowicie punkt O przeciecia dwusiecznych katéw TY Z 1 UZY .

2
Kazdy z odcinkéw TY, Y Z i ZU jest cieciwa odpowiadajaca katowi srodkowemu g’y.

Poniewaz rozwartosé kata AC'B (czyli TCU) jest réwna -y, wigc punkt C'lezy réwniez
na tym samym okregu, akaty TCY i UC Z, jako réwne potowom katéw TOY iUOZ,
1

maja rozwartosé g’y, co konczy dowdd.

W sformutowaniu twierdzenia nie byto mowy o tym, ze chodzi o katy
wewnetrzne, choé z tego korzystalem — rzecz w tym, ze twierdzenie Morleya jest
prawdziwe rowniez dla katéw zewnetrznych i ma praktycznie taki sam dowod
(trzeba tylko pamietaé, ze suma katéw zewnetrznych jest réwna 360°). Ponizej

sa rysunki do tego dowodu.
M. K.

Rys. 2 Rys. 3’
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Klub 44

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 31 I 2014

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
659 (WT =1,61) i 660 (WT = 1,26)
z numeru 4/2013

Pawel Labedzki Kielce 46,24
Krzysztof Kaminski  Pabianice 42,89
Pawel Najman Krakéw 42,58
Rami Marcin Ayoush Szelkéw 41,55
Marek Spychata Warszawa 39,37
Janusz Fiett Warszawa 37,62
Wojciech Maciak Warszawa 36,72

Andrzej Idzik Bolestawiec 35,50

Pan Pawel Labedzki: witamy w Klubie 44 !

Termin nadsytania rozwigzan: 31 I 2014

A

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
554 (WT = 2,44), 555 (WT = 1,98)
556 (WT = 2,58) i 557 (WT = 2,13)
z numeréw 3-4/2013

Andrzej Idzik Bolestawiec 44,26
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 43,72
Krzysztof Magiera 37,67
Michat Kozlik 33,75

FLosiéw
Gliwice
Po raz jedenasty liczbe 44 punktéw
uzyskal Andrzej Idzik — gratulujemy!

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 669, 670
Redaguje Marcin E. KUCZMA

669. W tréjkacie ABC okrag wpisany jest styczny do bokéw BC,C A, AB
odpowiednio w punktach D, F, F. Punkty X,Y, Z zostaly obrane odpowiednio
na bokach BC,CA, AB tak, ze |AY| = |AZ|, |BX| = |BZ|. Dowies¢, ze prosta
DE potowi odcinek XY

670. Udowodni¢ nieréwnosé
a?+1 b +1
2+c+1 E+a+1
dla liczb rzeczywistych a,b,c > —1.

41 S
a2+b+1"

Zadanie 670 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Zadania z fizyki nr 566, 567
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

566. Na dachu nachylonym do poziomu pod katem ¢ lezy olowiana blacha.
Wspéblcezynnik tarcia otowiu o dach to p > tg¢. Wspdlezynnik rozszerzalnosci
liniowej olowiu wynosi a. Zakladamy, ze temperatura w ciagu doby wzrasta
od wartosci t1 do to, a potem ponownie obniza sie do t;. Dlugo$é¢ blachy przy
minimalnej temperaturze ¢; jest réwna [. Na jaka odleglos¢ blacha spelznie

z dachu w ciagu doby?

567. Niewazki pret o dlugosci [ z niewielkim cigzarkiem o masie m na koncu
moze obracaé sie wokél punktu A i znajduje sie w polozeniu pionowym,
dotykajac klocka o masie M (rysunek). W wyniku lekkiego popchniecia uklad
zostaje wprawiony w ruch. Jaki musi by¢ stosunek mas m/M, aby w chwili
utraty kontaktu ciezarka z klockiem pret tworzyl z poziomem kat ag = /67
Ile bedzie wynosi¢ w tym momencie predkosé klocka? Tarcie zaniedbaé.

-]

Rozwigzanie zadania M 1403.
n

Zauwazmy, ze
n n k n
OIS I D ED Dy v ED I
— — > — — > —k— = xy,
VE e~ 1~ &~k 17~ VE Yk .
=1 k=1 =1 k=1 k=1

gdzie w ostatniej nieréwnosci skorzystaliSmy z tego, ze ciagi (x;), (1/4/7) sa malejace.

Rozwigzanie zadania M 1402.

Przyjmijmy oznaczenia punktéw stycznosci okregdéw wpisanych z bokami czworokatéw jak

na rysunku. Warunek AB + CD = BC + AD jest rébwnowazny P Ps + R1 Ry = Q1Q2 + S1.52,
gdyz APy = AS2, BQ1 = BP>2, CQ2 = CR; 1 DS1 = DR»>. Zauwazmy, ze

PiP,=X1Xo=X1T+TXe=Y1T+TYo, RiRy = X3X4 =X3T+TXy=TY35+TYy.

n - n

(%) =%

k=1

Zatem
P1Py+ R1Ry = Y1Y3 4+ YaY, = 5152 + Q1Q2.
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Prosto z nieba: Woda na Jowiszu?

Ponad dwadziescia lat temu, w marcu 1993 r., astronomiczne
malzenstwo towcéw komet Carolyn i Eugene Shoemakerowie,
oraz David Levy (takze astronom) odkryli interesujacy
obiekt na orbicie wokol Jowisza. Analiza parametréw
orbitalnych komety nazwanej Shoemaker—Levy 9 wykazala,
ze znajduje sie ona pod wplywem grawitacji planety

od co najmniej 20 lat oraz ze orbita jest niestabilna, co
moze doprowadzi¢ do kolizji. Rzeczywiscie, w lipcu 1994 r.,
zanim kometa wpadla w zewnetrzne warstwy atmosfery
potudniowej potkuli, dzigki sitom pltywowym planety

— jakby dla zwigkszenia atrakcyjnosci zjawiska — rozpadta
sie na wiele czesci tak, ze Jowisz zostal ostrzelany”

z wielu stron. Slady upadku 21 fragmentéw byly widoczne
w atmosferze przez wiele tygodni, a niektére z nich
wyrodznialy sie na powierzchni lepiej od Wielkiej Czerwonej
Plamy. Spotkania matych cial Uktadu Stonecznego

z planetami (meteoryt czelabinski!) nie naleza do rzadkosci
zwlaszcza w przypadku Jowisza, ktory jest — z racji masy —
nazywany ,kosmicznym odkurzaczem”. Sci@ga on w swoja
sfere przyciagania okoliczne komety i planetki; catkiem
niedawno, w lipcu 2009 r. na powierzchni Jowisza odkryto
ciemng plame powstala najprawdopodobniej w wyniku
zderzenia z anonimowg asteroida.

Cho¢ przez teleskop optyczny nie sposéb obecnie dostrzec
pozostaltosci komety SL9, Jowisz wciaz pamieta o zderzeniu.
Dzialajaca w latach 1995-2006 europejska sonda ISO (Infrared
Space Observatory) jako pierwsza odkryta czasteczki wody

w atmosferze Jowisza. Spekulowano wtedy, ze zostaly tam
dostarczone przez komete SL9, w wigkszosci sktadajaca sie

z lodu, ale dopiero niedawne (i, niestety, jedne z ostatnich
przed przejsciem na emeryture w kwietniu 2013 r.) dane
teleskopu Herschel pozwolity sprawdzi¢ te hipoteze. Obserwacje
widmowe wykonane przez Herschela dowodza, ze wody jest
wyraznie wiecej na potudniowej poétkuli planety, w gérnych
warstwach atmosfery wokét miejsc upadku fragmentéw
komety; alternatywnym zZrédtem wody bytby jednorodny
,deszcz” czasteczek pytu miedzyplanetarnego, wtedy jednak
spodziewaliby$my sie réwnie jednorodnego rozktadu czasteczek
wody na catej powierzchni planety. Wydaje si¢ zatem, ze
dwudziestoletnia zagadka wody na Jowiszu zostala rozwigzana.
Bardziej szczegbétowych danych o okolicach najwiekszej
planety Ukladu Stonecznego dostarczy planowana na poczatek
nastepnego dziesieciolecia misja JUICE (Jupiter Icy Moons
Explorer), ktérej zadanie to m.in. doktadne obserwacje
Ganimedesa, Kallisto i Europy w poszukiwaniu miejsc,

w ktérych moglo rozwinaé sie zycie.

Michat BEJGER

Niebo jak wlasna kieszen: Listopad

W listopadzie do porannego wstawania zacheca mozliwosé
obserwacji komety C/2012 S1 (ISON), odkrytej przez V. Nevskiego
i A. Novichonoka we wrzeéniu 2012 przy uzyciu teleskopu International
Scientific Optical Network. Jest to jedna z bardziej ekscytujacych
komet tego roku; po raz pierwszy w Uktadzie Stonecznym,

28 XI znajdzie si¢ w peryhelium, w odlegtosci jedynie $rednicy
Stonica od jego powierzchni. Jesli przetrwa przystoneczne przejscie,
bedzie ponownie widoczna w potowie stycznia 2014 roku. Przy
okazji obserwacji komety mozna tez zapoznac si¢ z widocznym

na wschodnim niebosktonie gwiazdozbiorem Panny (tac. Virgo), przez
ktéry przechodzi trajektoria C/2012 S1; jak wiekszo$¢ obiektéw tego
typu, kometa porusza sie blisko ekliptyki. W pierwszej potowie miesiaca
C/2012 S1, przekraczajaca wlasnie granice miedzy Panng a Lwem,
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bedzie zbyt staba do obserwacji gotym okiem, ale juz 18 XI rano
znajdzie si¢ bardzo blisko a Virginis (Spica, 0,95™), z jasnoscia

okoto 4,4™. W trzeciej dekadzie jej odlegtosé do Stonca zmaleje

Gwiazdozbiér Panny. Mapa nieba

we wspoélrzednych réwnikowych; rozmiary
gwiazd odzwierciedlaja ich jasno$ci

w wielkosciach gwiazdowych. Znaczniki
na ekliptyce przedstawiaja przyblizona
pozycje komety C/2012 S1 (ISON,
Nevski-Novichonok). [Mapke nieba
wykonano na podstawie mapy
TAU/magazynu Sky & Telescope

(Roger Sinnott & Rick Fienberg).]

na tyle, ze kometa pojasnieje do okoto 2™. (Jak zawsze przy obserwacjach obiektéw
okotostonecznych wskazana jest ostroznosé!) Sam gwiazdozbiér Panny takze stanowi
ciekawy obiekt obserwacji. Wspomniana wczesniej Spica tworzy z najjasniejsza gwiazda
Wolarza oraz dyszlem Wielkiego Wozu przydatny do orientacji na niebie tuk. Po zachodniej
stronie tego tuku znajduje si¢ obecnie planetka Vesta (7,4™). Réwniez w tej okolicy, przy
granicy z Warkoczem Bereniki mozna przez teleskop dostrzec wiele obiektéw glebokiego
nieba nalezacych do lokalnej grupy galaktyk w Pannie, np. eliptyczne galaktyki M84 i M87.
Nieco ponizej Spiki znajduje sie¢ bardzo ladna spiralna galaktyka Sombrero (M104).

Niektore planety znajduja sie po zachodniej stronie Stonica, mozna je zatem
obserwowaé rano, wraz z kometa: Mars (1,56™) przebywa w gwiazdozbiorze Lwa.
Merkury przekroczy 18 XI granice Panna—Waga, by 26 XI spotkaé si¢ z Saturnem
(0,76™). Bardzo jasnego Jowisza (—2,12™) trudno przegapi¢ obok Polluksa

w gwiazdozbiorze Bliznigt, natomiast Wenus jest od poczatku listopada w Strzelcu
i pod koniec miesigca osiggnie —4,35™. Z kolei 3 XI nastapi do$¢ rzadkie zjawisko
hybrydowego zaé¢mienia Stonca, widoczne na Atlantyku i w centralnej Afryce; dla
obserwatoréw na pewnym obszarze bedzie ono wygladato jak zaémienie catkowite,
reszta zobaczy tylko zaémienie obraczkowe (jedynie 5% zadémienn to za¢mienia
hybrydowe, co wiaze si¢ z odpowiednia odlegloscia Ksiezyc—Ziemia).

24

M. B.



2

X
o]

59

Rys. 1. Przeciwlegle boki czarnego

czworokata maja dlugodci bi b’ oraz cic’.

Rys. 2

Nieréwnos$é Ptolemeusza glosi, iz suma
iloczynéw dlugosci przeciwlegltych bokéw

Nx

czworokata jest wieksza lub réwna

od iloczynu dlugosci jego przekatnych.

Przyklady jej zastosowan opisano
w deltoidzie 6/2009.

Teoria czy praktyka? Joanna JASZUNSKA

W wielu zadaniach geometrycznych nalezy wykazaé, ze z pewnych trzech odcinkow
mozna zbudowaé trojkat. Rozwiazania sa zazwyczaj jednego z dwoch rodzajow.
Pierwszy to rozumowania teoretyczne — dowody niekonstruktywne, na ogot
polegajace na sprawdzeniu, ze dane odcinki spelniaja nieréwnosé tréjkata. Drugi
typ to dowody praktyczne, w ktérych buduje si¢ tréjkat o zadanych dlugosciach
bokéw. Kazde z ponizszych zadan mozna rozwiaza¢ kazda z tych dwéch metod.

1. Wysoko$ci pewnego tréjkata maja dlugoéci odpowiednio hg, hy, he. Wykaz, ze
7z odcinkéw o dlugosciach 1/hg,1/hy,1/h. mozna zbudowaé tréjkat.

2. Przeciwlegle krawedzie czworos$cianu majg dtugosci odpowiednio aia’, bi b’ oraz
cic. Wykaz, ze z odcinkéw o dlugosciach aa’, bb', c¢’ mozna zbudowaé tréjkat.

3. Punkt P lezy wewnatrz trdjkata rownobocznego ABC. Wykaz, ze z odcinkéw
o dlugosciach PA, PB, PC mozna zbudowaé tréjkat.

Rozwigzania

R1. Teoria. Oznaczmy boki danego trojkata przez a, b, ¢ tak, by pole bylo réwne
P= %aha = %bhb = %chc. Korzystajac z nieréwnosci a + b > ¢, uzyskujemy wtedy
1 1 a b c 1

—t ==t = > == .
ha + hy 2P + 2P~ 2P  h,
Dowody pozostalych dwéch nieréwnosci trojkata sa analogiczne. O

R1. Praktyka. Oznaczmy boki i pole danego tréjkata jak powyzej. Zadane warunki
spelnia tréjkat podobny do niego w skali 1 : 2P, ma bowiem boki dlugosci
a 1 b 1 c 1

%y 2P Ry 2P R
R2. Teoria. Rozwazmy krawedz o dlugosci a’ danego czworoécianu i zawierajace
ja Sciany. Obréémy wokol niej jedna z tych Scian tak, aby znalazla si¢ w tej samej
plaszczyznie, co druga, ale po przeciwnej stronie tej krawedzi (rys. 1).

Otrzymujemy w ten sposob fragment siatki danego czworo$cianu — czworokat,
ktérego jedna przekatna jest a’; oznaczmy druga przez a”. W wyjsciowym
czworo$cianie odcinek @’ odpowiada tamanej taczacej konce krawedzi a (rys. 1),
wiec z nieréwnosci tréjkata a < a”.

Stad i z nieréwnosci Ptolemeusza, aa’ < a’’a’ < bb' + ¢¢’. Analogicznie dowodzimy
pozostalych dwéch nieréwnosci tréjkata dla odcinkéw o diugosciach aa’, bb’, cc’. O

R2. Praktyka. Oznaczmy wierzcholki czworoscianu przez A, B, C, D; z uwagi
na przemienno$¢ iloczynéw aa’, bb’, c¢’ mozemy przyjaé, ze DA = a, DB = b,
DC = ¢ (rys. 2). Na pélprostych DA™, DB, DC~ wybierzmy takie punkty
odpowiednio X,Y, Z, aby DX = bc, DY = ca, DZ = ab. Punkty X,Y, Z nie sa
wspolliniowe, poniewaz rozwazane pélproste nie leza w jednej plaszczyznie.

Trojkaty DAB i DY X sa podobne, bo maja wspolny kat przy wierzchotku D oraz
DA a ca DY
DB b be DX’
%:%:%:c, czyli XY =c¢- BA = cc.
Analogicznie wykazujemy, ze Y Z = aa’ oraz ZX = bb, wiec trojkat XY Z ma boki
o zadanych dtugosciach. OJ

R3. Praktyka. Niech X,Y, Z beda takimi punktami odpowiednio na bokach
BC,CA, AB tréjkata ABC, ze PX || AB, PY || BC, PZ || CA (rys. 3). Wowczas
trapezy XCY P, YAZP, ZBXP sa réwnoramienne (bo ich katy to 60° i 120°).
Wobec tego YZ = PA, ZX = PB, XY = PC, wiec tréjkat XY Z jest zbudowany
z odcinkéw o zadanych dtugosciach. OJ

Wobec tego

R3. Teoria. Dwa r6zne rozwiazania teoretyczne tego zadania opisano w deltoidach
6/2009 i 6/2012, przy drugim z nich przedstawiono takze inne od powyzszego
rozwigzanie praktyczne.
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