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*Zespol Szkét Geodezyjno-Drogowych
i Gospodarki Wodnej w Krakowie

Lampy Catalana Roman STASZCZYK*

Wielu projektantéw czesto w swych koncepcjach odwotuje sie do geometrycznych
form, inspirujac sie harmonig, regularnosciami i symetrig bryl przestrzennych.

Do takich twércéw nalezy Tom Dixon, autor wielu innowacyjnych pomystéw. Podczas
miedzynarodowych targdéw sztuki uzytkowej we Frankfurcie przedstawil projekt
oswietlenia oparty na formach geometrycznych rzadko spotykanych w wystroju
wnetrz. Zaprezentowal lampy, ktérych obudowy sa powierzchniami bryt Catalana
(rys. 1, 8). Przyjrzyjmy sie blizej strukturze geometrycznej lampy z rysunku 1.

Powierzchnia lampy sklada sie z przystajacych (ale nieforemnych!) pieciokatéw

i ma dwa typy narozy: takie, w ktérych spotykaja sie trzy, i takie, w ktorych
styka sie pieé Scian (rys. 2). W narozach drugiego rodzaju, z ktérych wychodzi

po pieé¢ krawedzi, pieciokaty stykaja sie katami ostrymi. W pozostatych, z ktérych
wychodza po trzy krawedzie, spotykaja sie katy rozwarte.

Do opisania struktury zyrandola przyjmijmy nastepujace oznaczenia:
W — liczba wierzchotkow,

n — liczba wierzchotkéw, w ktérych spotyka sie pie¢ Scian,

m — liczba wierzchotkéw, w ktérych spotykaja sie trzy Sciany,

K — liczba krawedzi,

S - liczba Scian.

Stwierdzilidémy juz, ze sa tylko dwa rodzaje wierzchotkéw, co oznacza, ze W = n + m.
Ponadto, poniewaz kazda Sciana jest pieciokatem, wiec wszystkie §ciany maja w sumie
55 krawedzi. Musimy jednak pamietaé, ze kazda krawedz wieloscianu liczymy
podwdjnie, poniewaz nalezy do dwdch Scian (rys. 3). Stad 55 = 2K.

Podobnie, z wierzchotkéw wychodzi w sumie 5n + 3m krawedzi, ale znéw
policzylismy kazda krawedz dwukrotnie, raz dla kazdego konca. Wobec tego

5n + 3m = 2K. Mozemy takze zaobserwowad, ze kazdy wierzchotek z piecioma
wychodzacymi krawedziami jest srodkiem grupy pieciu pieciokatéw (rys. 4), i ze
takie grupy nie przecinaja sie i pokrywaja cala powierzchnie. Otrzymujemy wiec
S:Em,ast@dK:%S:%n.

Przypomnijmy wzér Eulera na zwigzek miedzy liczba wierzchotkéw, krawedzi

i écian dowolnego wypuklego wielodcianu: W + S = K + 2. W naszym przypadku,
skoroW =n+m,S=5niK = 22—571, to otrzymujemy m = %n + 2. 7 tej
zaleznosci, korzystajac z bn 4+ 3m = 2K i jeszcze raz z K = %n, uzyskujemy:

5n + 3(%71 + 2) = 25n, a zatem n = 12. Stad juz tatwo obliczyé m = 80, W = 92,
S =601 K = 150. Podsumowujac, nasza lampa zbudowana jest z 60 Scian
pigciokatnych i liczy 92 wierzchotki oraz 150 krawedzi.

Ten wielo$cian to tak zwany szesédziestoScian pieciokgtny. Jest reprezentantem grupy
wielo$cianéw opisanej prawie 150 lat temu przez belgijskiego matematyka Eugene’a
Catalana. Badajac grupeg trzynastu bryt archimedesowych (pétforemnych — $ciany
foremne, niekoniecznie jednakowe, naroza jednakowe), Catalan skonstruowal ich
dualne odpowiedniki. Otrzymana w ten sposéb rodzina bryt ma wiele intrygujacych
wlasnosci. Wszystkie $ciany takich bryl sa identyczne, choé nie sa foremne. W kazda,
z nich mozna wpisaé kule styczna do wszystkich Scian. Sa wérdéd nich egzemplarze,
na podstawie ktérych projektuje sie pitki, ale réwniez takie, ktérymi mozna catkowicie
wypelni¢ przestrzen, nie pozostawiajac zadnych szczelin.

Badana przez nas lampa jest dualna do bryty nazywanej dwudziesto-dwunastoscianem
przycietym (rys. 5). Wielodciany dualne to pary bryl, w ktérych jedng otrzymuje si¢
z drugiej (a druga z pierwszej) przez polaczenie krawedziami srodkéw sasiednich
Scian wieloscianu. Najprostszy przykltad to sze$cian i osmioscian foremny (rys. 6):
taczac srodki $cian szescianu dostajemy o$mioécian, a po potaczeniu srodkéw Scian
osmioscianu z powrotem mamy szescian. W przypadku omawianej lampy taczac
odpowiednio $rodki $cian dwudziesto-dwunastos$cianu przycietego, otrzymamy
sze$édziestoscian pieciokatny (rys. 7).

Istniejg jeszcze inne eleganckie modele geometryczne, ktére ,$wieca przykladem”:
w kolekcji Toma Dixona mozna znalez¢ lampe w formie dwudziestoczteroscianu
deltoidowego (rys. 8). Czytelnika Wnikliwego zachecam do rozszyfrowania
szczegbtow jej konstrukeji.
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Sytuacje, w ktérej Wenus, Ziemia i Stonce
sa w jednej linii, nazywamy koniunkcja.
Gdy Wenus i Ziemia sa po tej samej
stronie Stoiica, jest to koniunkcja dolna.

Konfiguracje Ziemia—Wenus
w ,,boskiej proporcji”
Lech FALANDYSZ

Tak zwana boska proporcja, inaczej zloty podzial, to znany od starozytnosci
specjalny sposob podzialu odcinka. Dla odcinka o dlugosci réwnej 1

stosunek wiekszej czesci o dlugosci ¢ do 1 — x jest réwny stosunkowi 1/x,
x

=—=1¢p - 2P+z-1=0.

l—2 =
Dodatni pierwiastek tego réwnania to (v/5 —1)/2 = 0,618033989. .., stad
o= (v5+1)/2=1,618033989.... Oznacza to, ze czes¢ o dtugosci = stanowi
okolto 0,618 z dtugosci calego odcinka (jak réwniez, cze$é o dtugosci 1 — x to okolo
0,618 dlugosci x). Walory zlotego podziatu docenia sig¢ od dawna w sztuce: rzezbie,
malarstwie i architekturze, poniewaz tworzy on mite dla oka wrazenie harmonii
pomiedzy elementami calo$ci budynku, rzezby lub obrazu. Ztoty podzial jest
wszechobecny w przyrodzie: w rozmieszczeniu galazek i lisci wielu roslin, ksztalcie
muszli itd. Posta¢ wyprostowanego czlowieka rowniez dzieli sie na czeéci wedlug
zlotej proporcji. W matematyce ¢ pojawia si¢ w figurach foremnych: pigciokacie,
dziesigciokacie, dwunastoscianie i dwudziestoscianie, a takze spirali logarytmicznej,
w ciggu Fibonacciego i innych obiektach matematycznych.

Zajmiemy si¢ teraz analiza ruchéw Ziemi i Wenus w heliocentrycznym
uktadzie odniesienia. Wyniki beda przyblizone, poniewaz zakladamy, ze
orbity planet sa okregami i lezg w jednej plaszczyznie. Przyjmijmy, ze $rednia
odlegto$é Wenus—Stonice wynosi R,, = 0,723 AU (jednostki astronomicznej,
czyli $redniej odleglodci Ziemia—Stonice, R, = 1 AU). Z trzeciego prawa
Keplera w postaci uogélnionej, R3/T? = G(Mg + m)/(4n?) dostajemy, przy
zalozeniu réwnoéci mas planet oraz m < Mg, stosunek ich okreséw orbitalnych
Tw/T. = (Ry/R.)?? ~ 0,615, czyli wartoéé bliska ¢ — 1. Konfiguracje pojawiajace
sie w tym ukladzie odzwierciedlaja wiec przyblizony zloty podzial — w tym
przypadku zwiazana z czestosdcig ruchu planet ,muzyczna harmoni¢”. Jesli zas
chodzi o odleglosci geometryczne, rysunek 1 przedstawia Wenus w koniunkcji
dolnej. Na powierzchni Wenus zaznaczona jest fikcyjna wiezyczka skierowana w tym
momencie ku Ziemi. Nastepna koniunkcja Wenus nastapi po czasie T' zwanym
okresem synodycznym Wenus. Do obliczenia tego okresu przyjmijmy wyliczone
powyzej wartosci:
T. T, . . o :
= ——— = 1,60 roku ziemskiego = 584 déb ziemskich.
Tz - Tw
W tym okresie promienie wodzace planet zakresla katy: dla Ziemi 576°,
a dla Wenus 936°. Wenus znajdzie sie w koniunkcji dolnej oznaczonej I.
Kolejne koniunkcje dolne zaznaczone sg na rysunku 1 w regularnych odstepach.
Piata koniunkcja jest powtorzeniem konfiguracji poczatkowej. Czas 5T jest

3k
576°
I koniunkcja
t=T
t=0
Ziemia Ziemia
5k kierunek do kierunek do
odleglej gwiazdy odleglej gwiazdy
4k
2k

Rys. 1. Cykl pieciu koniunkcji

Rys. 2



Kepler dwukrotnie odnalazl prawidtowoséci w uktadzie planet.

Za pierwszym razem jego pomysl opieral si¢ na spostrzezeniu, ze jest
pie¢ planet, czyli ruchomych gwiazd, widocznych golym okiem, a wigc
tyle samo, ile wielo$cianéw foremnych.

Sprawdzil zatem, ze te dwie piatki mozna skojarzy¢, rysujac sfery

o srodku w Stoncu: gdy na sferze, na ktérej lezy orbita Merkurego,
opiszemy o$mioécian foremny, to bedzie on wpisany w sfere, na ktérej
lezy orbita Wenus. Opisany na niej z kolei dwudziestoscian bedzie
wpisany w sfere¢ z orbitg Ziemi. Dwunastoscian opisany na tej sferze
bedzie wpisany w sfere z orbitag Marsa, a czworoscian opisany na tej
sferze bedzie wpisany w sfere¢ z orbita Jowisza. I sze$cian opisany

na niej bedzie wpisany w sfere z orbitg Saturna.

To nawet tadnie wyglada. Zachwycony jego obliczeniami Tycho Brahe
uczynil go nawet z tego powodu swoim nastepca na dworze cesarza
Rudolfa II. Ale sam Kepler widzial, ze — choé opisana wyzej
konstrukcja jest z drobnymi uproszczeniami poprawna — nie mozna

z tego wyciagnaé zadnego wniosku przydatnego przy przewidywaniu
zjawisk na niebie.

Dlatego tez poszukal innych prawidlowosci. I tak powstaly

prawa Keplera, ktére glosza, iz planety poruszaja si¢ po orbitach
eliptycznych, w ktérych ognisku jest Storice, a promient wodzacy kazdej
z nich zamiata w réwnych odstgpach czasu réwne pola. Co wiecej,
miedzy ruchem réznych planet jest zachowany zwiazek méwiacy, ze
stosunek szescianu ich $redniej odlegltosci od Storica do kwadratu czasu
pelnego obiegu jest dla kazdej z nich taki sam.

Newton wykazal, ze z tych praw na gruncie jego praw dynamiki
wynika powszechne cigzenie, a z powszechnego cigzenia —
prawa Keplera. Dlatego uznajemy te prawa za prawa nauki,
a nie przypadkowsa koincydencje faktéw.
Redakcja

5
Ziemia
0

Rys. 3

okresem powtarzalnoéci konfiguracji tych trzech cial

w przestrzeni. W czasie 5T Ziemia wykonuje wokot
Stonca 8 pelnych obiegdéw, a Wenus 13. Rotacja Wenus
wokoél wlasnej osi odbywa sie¢ w kierunku wstecznym

niz rotacja wiekszosci planet i wynosi okoto 243 déb
ziemskich. Oznacza to, ze w ciagu jednego dnia
ziemskiego Wenus obraca sie o kat 1,481°. Po pierwszym
okresie T' kat, o jaki obrécila sie Wenus, wynosi wigc
584 - 1,481° = 865° = 2 - 360° + 145°.

Przy kazdej koniunkcji dolnej Wenus zwrdcona jest

do Ziemi tym samym miejscem na jej powierzchni
(wiezyczka ku Ziemi). Z powodu bardzo powolnej

rotacji doba na Wenus, tzn. odstep czasu pomiedzy
kolejnymi wschodami Stonca, wynosi 116,8 déb ziemskich.
Wynika stad, ze pomiedzy koniunkcjami uptywa
584/116,8 = 5,00 d6b wenusjanskich. Miejsca koniunkcji
Wenus na jej orbicie znajduja sie w wierzchotkach
pieciokata foremnego (rys. 2). Laczac odcinkami kolejne
pozycje planety podczas koniunkcji, otrzymujemy dla
czasu 5T pentagramy: jeden dotyczacy ruchu Ziemi,

a drugi Wenus. Punkty przeciecia przekatnych pieciokata
wyznacza ich zloty podzial: CD/CA = CA/AD = 0,618
oraz AB/BD = BD/AD = 0,618. Odkrylismy wiec
kolejna harmoni¢ w ruchach Ziemi i Wenus wokoét
Stonca. ,Boska proporcja” przejawia si¢ w okresach
obiegu tych planet (0,615) oraz w geometrii dotyczacej
koniunkcji Wenus (0,618). Na rysunku 3 przedstawiony
jest dodatkowo ziemski pentagram z rysunku 2. Jego
przecinajace sie ramiona tworzg w srodkowej czesci
pieciokat foremny. Okrag opisany na nim ma promien
niemalze réwny Sredniej odleglo$ci Merkurego od Stonca.
W rzeczywistosdci pélosie eliptycznej orbity Merkurego
wyraznie odbiegaja od Sredniej odleglosci, podobnie

jest w przypadku Plutona (mimosrody ich orbit

maja wartosci ponad 0,2).

Wiara w istnienie porzadku w rozmieszczeniu i ruchach
planet jest dla wielu uczonych inspiracja do ich
poszukiwan. W XVII w. Johannes Kepler sformutowal
prawa dotyczace ruchu planet, a XVIII-wieczny astronom
Johann Titius z Wittenbergi podal matematyczna
regule, wedlug ktorej rozmieszczone mialy by¢ planety.
Wkrotce pozniej regule te rozpowszechnil Johann Bode.
Regula Titiusa-Bodego umozliwia w prosty sposob
obliczenie przyblizonych érednich odlegltosci planet

od Stonca. Odlegtos¢ ta to 0,4 + 0,3 - 2™ AU, gdzie n,
poczawszy od Merkurego, wynosi n = —00,0,1,2,3,....
Mimo zaskakujaco dobrej zgodnosci dla wigkszosci
planet reguta ta nie wynika wprost z réwnan mechaniki
nieba, moze za to by¢ traktowana jako wygodne
»pierwsze przyblizenie”.

Przedstawione wyzej obliczenia traktuje jako ciekawostke,
ktéra daje mi poczucie, ze ruchami cial niebieskich rzadza
prawa o walorach estetycznych (muzyka sfer?). Przyczyna
tych prawidtowoéci sa, jak obecnie wiemy, wzajemne
oddzialywania w ukladzie Stohce—najblizsze planety,

w szczegoblnosci wystepowania rezonanséw pomiedzy
sktadnikami uktadu. Dlaczego pojawit si¢ tu ztoty podzial?
Tego nie wiem, zachecam jednak do wtasnych badan

w poszukiwaniu nowych prawidtowosci.



Jak odkry¢ nowg czastke? Maciej MISIURA*

O odkryciu bozonu Higgsa informowali$my
w Delcie 10/2012 i 7/2013.

Fot. 1. Analiza danych eksperymentu
CMS w ramach warsztatéw.

Fot. 2. Telekonferencja z udzialem innych
grup bioracych udzial w warsztatach.

*doktorant, Wydzial Fizyki,
Uniwersytet Warszawski

Po raz kolejny naukowcy z Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego oraz
Narodowego Centrum Badan Jadrowych godcili zainteresowanych fizyka licealistow

z calej Polski. Warsztaty miaty przyblizy¢ uczniom niektére z metod, ktére stosuje sie
w poszukiwaniach nowych czastek elementarnych, takich jak bozon Higgsa.

W lipcu 2012 roku w miedzynarodowym osrodku CERN, zlokalizowanym pod Genewa,
eksperymenty ATLAS i CMS oglosity dtugo oczekiwane odkrycie bozonu Higgsa.
Bozon Higgsa byt ostatnig czastka przewidziana przez Model Standardowy, ktoérej
istnienie nie zostalo wczedniej potwierdzone eksperymentalnie. Ten niewatpliwie
przetomowy wynik jest efektem pracy wielu oséb. Obecnie zespoty ATLAS i CMS licza
po okoto 3000 czlonkéw. A ta liczba nie uwzglednia wszystkich technikéw, inzynieréw

i fizykéw, ktérzy od lat 80. XX wieku pracowali przy tych eksperymentach, najpierw
przy planowaniu, a pézniej budowie i dzialaniu.

Procesy produkcji i pomiaru wtasnosci dowolnej czastki sa skomplikowane.

Za, produkcje zderzen protonéw dla eksperymentéw ATLAS i CMS odpowiada
Wielki Zderzacz Hadronéw, czyli w skrécie LHC. Przyspiesza on dwie wiazki czastek
(protonéw lub jonéw otowiu) do energii zderzenia pozwalajacej na wytworzenie
interesujacego nas obiektu. Wiazki przecinaja sie wewnatrz detektora, gdzie dochodzi
do oddzialywania (zderzenia) czastek. Produkuja si¢ kolejne czastki, z ktérych
wiegkszos¢ rozpada sie. W wielu punktach detektora dokonywany jest pomiar ich
pozycji, a nastepnie rekonstruowane sa ich tory. W detektorach wytwarzane jest silne
pole magnetyczne, ktére powoduje odchylanie toru lotu natadowanych elektrycznie
czastek. Korzystajac z tego faktu, mozna okresli¢ znak ich tadunku elektrycznego
oraz wartos¢ pedu. Po procesie rekonstrukcji, majac zarejestrowane miliony zderzen,
przystepuje sie do analizy danych.

W trakcie warsztatéw powtoérzone zostaly wybrane elementy procesu rekonstrukeji
oraz analizy danych. Zadaniem uczestnikéw byto zidentyfikowanie nietrwalych
czastek na podstawie produktow ich rozpadéw. Mozliwych byto kilka scenariuszy.
Pierwszy z nich to rozpad bozonu W lub W™, Bozon W rozpada si¢ na natadowany
lepton oraz neutrino, wiec przypadki z jednym elektronem lub mionem zostaty
zidentyfikowane jako rozpady bozonu W. Na podstawie kierunku, w ktérym zostat
zagiety tor leptonu, mozna byto okresli¢ tadunek elektryczny tej czastki (dodatni lub
ujemny), a tym samym tadunek bozonu W. Emitowane w takim rozpadzie neutrino
nie jest bezposrednio rejestrowane przez detektor. Obserwujemy natomiast ,deficyt
pedu” w plaszczyznie poprzecznej — cho¢ z uwagi na zasade zachowania pedu suma
wektorowa pedéw wszystkich czastek w tej plaszczyznie powinna byé réwna zeru.
Drugim scenariuszem byt rozpad bozonu Z°: wéwczas w stanie koficowym mozna
obserwowaé¢ dwa miony lub dwa elektrony. Szczegdlnie interesujace byty przypadki,
w ktérych produkty rozpadu mogty pochodzié¢ od pary bozonéw Z°, jest to bowiem
jeden z mozliwych stanéw koncowych w rozpadzie bozonu Higgsa. Dla kazdej pary
bozonéw Z° obliczona zostata masa niezmiennicza. Przyjrzymy sie nieco blizej temu
waznemu pojeciu, gdyz wlasnie dzigki badaniu rozkladu masy niezmienniczej mozliwe
jest odkrycie nowej czastki.

Jezeli nawet w zderzeniu w LHC zostanie wyprodukowany bozon Higgsa, to
nie wiadomo, w ktérym kierunku i z jaka predkoscia bedzie si¢ poruszal (oprécz
tego, ze predkosé ta bedzie najprawdopodobniej bardzo duza). Szczegblna teoria
wzglednosci orzeka, ze czas i polozenie oraz energia i ped wyznaczane w uktadach
odniesienia poruszajacych sie wzgledem siebie z predkoscia poréwnywalna do predkosci
$wiatlta w prézni zwiazane sa transformacja Lorentza. Ma to ciekawe konsekwencje,
w szczegblnosci czas w ukladzie poruszajacym sie wzgledem obserwatora biegnie
inaczej niz w jego uktadzie odniesienia. Na szczescie, istniejg wielkosci, ktorych
wartosci nie zmieniaja sie przy transformacjach miedzy ukladami, nazywamy je
niezmiennikami. Przyklad niezmiennika tatwo podaé dla jednej czastki: skoro jej
energia F i ped p zwigzane sg relacja E = /p2c? + m2c*, gdzie m jest masg tej
czastki, to, przepisawszy te zaleznos¢ w postaci:

m2ct = B? — p*&,
otrzymujemy réwnosé, w ktérej wielkoséci wystepujace po prawej stronie zaleza
od wyboru uktadu odniesienia, a z lewej strony nie! WyobraZzmy teraz sobie, ze mamy
n czastek, z ktérych kazda ma energie E; oraz ped p;. Przyjmijmy, dla uproszczenia
wzoréw, ze predkosé $wiatta c jest réwna 1. (W takim ukladzie wspolrzednych energia,
masa i ped maja te same jednostki — elektronowolty (eV), zamiast odpowiednio: eV,
eV/c? oraz eV/c; 1 eV to energia elektronu przyspieszonego réznica potencjatéw 1 V.)
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Efekty kwantowe powoduja, ze masa
niezmiennicza czastek produkowanych

w rozpadzie nie jest dokladnie taka sama
jak masa rozpadajacej si¢ czastki,

ale rozklad masy niezmienniczej

jest rozkladem Gaussa z maksimum

w tym miejscu.

@

Rozwigzanie zadania M 1408.
Zauwazmy, ze funkcja

flz)=lz+ 1+ |z+ 2]+ ...+ |z + 2014|
jest kawaltkami liniowa i ograniczona

z dotu przez 0. W takim razie

przyjmuje minimum w jednym z wezléw
.,x = —2014. Nietrudno
sprawdzié, ze jest to

f(=1007) =
=1006+...+140+14...4 1007 =

r=—1,..

10072 = f(—1008).

W marcu 2014 odbedzie si¢ kolejna
edycja warsztatéw. Wigcej informacji
mozna znalezé na stronie cms.fuw.edu.pl
w zakladce Dydaktyka i popularyzacja.

Wowczas wielkosé

(Ze) - ()

nie zalezy od uktadu odniesienia, w ktérym wyznaczamy energie i pedy — nazywamy ja
masq niezmienniczq.

Tak zdefiniowana masa niezmiennicza jest zachowana przy rozpadach czastek, co
wynika natychmiast z zasad zachowania pedu i energii. Jesli zatem uktad czastek jest
produktem rozpadu czgstki o masie m, to wyznaczona dla niego masa niezmiennicza
bedzie miata warto$¢ m. Popatrzmy na rysunek, na ktérym zostal umieszczony
rozkltad masy niezmienniczej par kwantow -y zmierzony przez eksperyment ATLAS.
Chociaz Model Standardowy przewiduje, ze bozon Higgsa moze si¢ rozpasé na dwa
kwanty +, to istnieje wiele powoddéw, dla ktérych detektor moze zaobserwowad
niezwigzane pary takich kwantéw, zwane tlem. Jak odréznié¢ sygnal bozonu Higgsa
od tta? Ot6z masa niezmiennicza pary kwantéw -y, pochodzacych z rozpadu bozonu
Higgsa, bedzie zawsze taka sama, wiec przy masie niezmienniczej, odpowiadajacej
masie Higgsa, powinna wystapié¢ ,nadwyzka” liczby przypadkéw. Doktadnie to widaé
na rysunku: charakterystyczng ,gérke” przy masie niezmienniczej okoto 125 GeV/c?.
OdkryliSmy nows czastke!

10000

° dane eksperymentu ATLAS
———— sygnal + tlo

[09]
(==
(=
[«

6000

4000

liczba przypadkdw

Vs=TTeV, [Ldt =48 fb~!
Vs =28TeV, [Ldt=20,7 fb~?

2000

500
400
300
200
100

sygnat

’

150 160
Moy [GeV]

100 110 120 130 140

Rozklad masy niezmienniczej pary kwantéw ~ zmierzony przez eksperyment ATLAS.
Tlem sa pary przypadkowych kwantéw ~, a sygnatem — pary pochodzace z rozpadu H — ~~.

We wszystkich pomiarach, w ktérych mierzone wielkosci maja losowy charakter
(a taki charakter maja efekty kwantowe, rzadzace mikro$wiatem), kluczowa

jest duza liczba przypadkow, zwlaszcza jesli interesujacy nas proces jest rzadki.
Nasuwa sie prosta analogia: jesli chcemy zmierzy¢, jak czesto w rzucie szesScienng
kostka otrzymamy trzy oczka, mozemy nia rzucié¢ pie¢ razy. Ale nie zdziwimy
sig, jesli nie uda sie nam wyrzucié¢ trzech oczek ani razu. Czy to oznacza, ze ta
kostka nie ma trzech oczek? Nie, nasz pomiar jest obarczony duza niepewnoscia,
jak to okredlaja fizycy — niepewnoscia statystyczna.

O roli niepewnosci statystycznej mieli okazje przekonaé sie uczestnicy warsztatow.
Rozklad masy niezmienniczej par bozonéw Z°Z°, ktéry otrzymalismy, byt trudny
do interpretacji ze wzgledu na mala liczbe przypadkéw. Ale nasz zespol nie byt
jedyny na Swiecie, ktéry wykonywal w tym czasie takie samo zadanie. W trakcie
polaczenia telekonferencyjnego wyniki rozktadéw masy niezmienniczej, uzyskane
przez zespoly z Niemiec, Serbii i Brazylii, zostaly zsumowane. ZobaczylisSmy
wyrazna nadwyzke przypadkéw w okolicy masy 125 GeV/c?. Jak sie domy$lacie,
zinterpretowalismy ja jako przejaw bozonu Higgsa! Pokazuje to jeszcze jeden
aspekt odkrycia w przypadku fizyki wysokich energii — jego zespolowosé.

Odkrycie bozonu Higgsa oczywiscie nie koniczy dzialania eksperymentow przy
LHC. Kolejnym krokiem jest zbadanie wlasnosci odkrytej czastki: jej spinu oraz
tzw. sprzezen, czyli wielko$ci okreslajacych, jak chetnie bozon Higgsa oddzialuje
z innymi czastkami. Fizycy licza na znalezienie réznic miedzy pomiarami

a przewidywaniami Modelu Standardowego. Najciekawsze nadal przed nami!
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Na granicy mozliwosci Wojciech CZERWINSKI*

L. .1

Rozwigzanie zadania M 1410.

Mamy as =1 Bl — 1,

as = 1¥1 + 1¥1 = 2, Oczywiscie, dla
kazdego n zachodzi a, > 1, a wiec
réwniez r,L;1 < an. W takim razie dla
n > 4 mamy

11
L+l4 o+ — 4o+ <

4 4 Anp—1

<an <1+14+24+as+...+an—1.

Z drugiej nieréwnosci mozemy przez
tatwy dowdd indukcyjny wyprowadzié

» on—2 >
wlasnosé a,, < 2" dla n > 2. Wéwczas
jednak pierwsza nieréwnosé daje

oszacowanie
> 5 1 1 1 B
a2014 /2+§+2—2+~-~+m7
1
T 92011

Wartodé 3 — 27208 jest osiggana
przez asoia dla ciggu okreslonego przez
warunek ap = 2F=2 dla k < 2013.
Faktycznie wéwczas
an =a1 + ...+ an—1
dla n < 2013, oraz
—1 —1
a2014 = a;  + ...+ Qyq13;

wigc cigg ten spelnia warunki zadania.

*Uniwersytet w Bayreuth;
Instytut Informatyki,
Uniwersytet Warszawski

Algorytm to sposéb rozwigzania pewnego problemu. Informatyka i matematyka
od dawna badaja réznego rodzaju problemy, szukajac dla nich algorytmoéw,
najczesciej mozliwie szybkich. My jednak tym razem postapimy wrecz
przeciwnie: zajmiemy si¢ algorytmami wyjatkowo wolnymi.

Najpierw wypada powiedzieé, ze istnieja problemy, dla ktérych w ogdle

nie istnieje algorytm, ktéry je rozwiazuje. Nie tylko nie znamy ani jednego,

ale nawet potrafimy udowodnié, ze zadnego nie ma. Takie problemy nazywa

sie nierozstrzygalnymi; najstawniejszy to problem stopu. Formuluje si¢ go tak:
dany jest pewien algorytm i nalezy stwierdzi¢, czy program, ktoéry bedzie go
realizowal, kiedys sie zatrzyma. Nierozstrzygalno$é¢ tego problemu oznacza wiec,
ze nie istnieje zaden ogdlny sposéb, zeby stwierdzi¢, czy program, ktéremu
wtlasnie si¢ przygladamy, zatrzyma si¢ w pewnym momencie czy tez bedzie
pracowal w nieskoniczono$c.

Tym razem zajmiemy sie jednak metoda konstruowania algorytmow dla
probleméw, ktére co prawda mozna rozwiazaé, ale nie istnieje dla nich zaden
algorytm dziatajacy w jakimkolwiek rozsadnym czasie. O takich problemach
moéwimy, ze nie sa pierwotnie rekurencyjne. Mozna $miato stwierdzié, ze sa one
prawie nierozstrzygalne — na granicy mozliwosci rozwiazania. Zeby lepiej wyobrazié¢
sobie, jak dziwne musza by¢ takie zagadnienia, sprecyzujmy, co rozumiemy przez
problem, ktéry nie jest pierwotnie rekurencyjny. Powiedzmy, ze dane wejSciowe
sa wielkosci n, jedli maja n bitow — w tym sensie, na przyklad, liczba

2014 = 210 429 428 1 27 1 26 1 2% 1 23 1 92 1 21 — (11111011110)
da sie zapisa¢ na 11 bitach, czyli ma wielko$¢ 11.

Zdefiniujmy teraz funkcje fi : N — N, gdzie k przebiega zbior liczb naturalnych.
Przyjmujemy fi(n) =n + 2 oraz

Jr() = fe1(foe—1(fu=1(.-.(2))))

n—1

dla k > 2. Czyli

.22
n 2% :
fa(n) =2n,  f3(n)=2", fa(n)=2 itd.

n
Mozna sobie tylko probowaé wyobrazi¢, co dzieje si¢ dalej. Funkcje, dla ktorych
istnieje oszacowanie z gory przez pewna funkcje C - fi (dla C, k € N), nazywamy
funkcjami pierwotnie rekurencyjnymi. Zatem funkcje, ktére nie sa pierwotnie
rekurencyjne, to takie, ktore rosng jeszcze szybciej niz funkcje fi. Przyklad
funkcji, ktéra nie jest pierwotnie rekurencyjna, to funkcja F(n) = f,(n). Czytelnik
Whikliwy moze sie przekonaé, ze istotnie dla kazdej funkcji C' - fj, istnieje takie n, ze
F(n) > C - fr(n). Podobnie definiuje sie inny znany przyklad: funkcje Ackermanna.

Powiemy tez, ze problem nie jest pierwotnie rekurencyjny, jesli nie istnieje zaden
algorytm dla tego problemu, ktéry dla kazdych danych wielkosci n wykonuje

co najwyzej C - fr(n) operacji dla pewnych C, k € N. O dziwo, znamy jednak
techniki, ktore pozwalajg nam projektowacé algorytmy dzialajace w czasie
nieograniczonym przez funkcje pierwotnie rekurencyjna. Najpierw przedstawmy
jednak gléwnego bohatera, czyli badany problem.

Bedziemy rozwazaé¢ wektory skladajace sie z n liczb naturalnych, czyli elementy
zbioru N". Dany jest wektor poczatkowy v, € N", wektor konicowy v, € N"
oraz skonczony zbiér wektoréw krokowych K C Z". Zwréémy uwage na to,

ze w wektorach krokowych dopuszczamy ujemne wspélrzedne! Pytanie brzmi:
czy mozemy w skoniczonej liczbie ruchéw dojs$é z punktu v, do punktu vy, o ile
mamy do dyspozycji nastepujace ruchy:

1. dodanie wektora krokowego, o ile to nie spowoduje, ze wyjdziemy poza N"™:
vi— v+, gdziev € K, v+v € N%

2. zmniejszenie ktérejs wspodlrzednej, o ile to nie spowoduje, ze wyjdziemy poza N™:
(X1, yTn) = (T1, -, Tim1, T — € Tig 1,y .-, Tn), gdzie z; > ¢, c € N.

Jedli istnieje takie przejscie, to nazwiemy je Sciezkq z vy, do vy.
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Rozwigzanie zadania F 848.
Nachylenie drogi powoduje zmniejszenie
sity nacisku N

opon na podtoze

do wartoéci N = mg cos «, gdzie m to
masa samochodu, a g przyspieszenie
ziemskie. Maksymalna wartos¢ sity

tarcia T wynosi wigc T' = fmgcos a.

Jednoczes$nie pojawia sie sitla zsuwajaca
F = mgsin o przeciwdzialajaca sile
tarcia. Hamowanie (zmniejszenie
predkosci) mozliwe jest tylko, gdy
fcosa > sin a. Podczas hamowania
od predkosci v do zatrzymania
samochéd porusza si¢ z opdznieniem
a = fgcosa — gsina i przebywa droge
sla) = ——2
2g(f cosa — sin «)
a wiec s(a) > 2s(0), gdy
f(2cosax — 1) < 2sina.

Po skorzystaniu ze znanych tozsamosci

Dla powyzszego problemu mozna podaé algorytm dzialajacy w czasie rzedu 22"
(czyli ten problem jest pierwotnie rekurencyjny). Ale wlasnie ten przyklad
Swietnie ilustruje techniki, za pomoca ktérych rozwiazuje si¢ nawet duzo
trudniejsze problemy, w tym takie, ktore nie sa pierwotnie rekurencyjne.

Na poczatek przedstawimy nasze gltéwne narzedzie: lemat Dicksona. Powiemy,

ze wektor v = (21,...,xz,) jest mniejszy lub réwny niz wektor v’ = (2, ...,2)),
jesli z; <z} dla kazdej wspélrzednej ¢ € {1,...,n}; piszemy wtedy v < v'.
Lemat 1 (Dicksona). Niech v',v?,... bedzie nieskoriczonym ciggiem wektoréw

z N". Wowczas istniejg pewne dwa indeksy i < j, takie, ze v* < v7.

Algorytm sprawdzajacy, czy istnieje éciezka z v, do vy, sktada sie z dwdch procedur
dzialajacych réwnoczesnie (lub — jak kto woli — wykonujacych kroki na zmiang).
Pierwsza — nazwijmy ja pozytywna — usiluje znalezé Sciezke z v, do vy, (czyli
konstruktywny dowdd na to, ze taka istnieje), druga natomiast — nazwijmy ja
negatywna — prébuje znalezé dowdd, ze nie ma zadnej $ciezki z v, do vy. Istotne
jest, zebysmy dobrze zaprojektowali obie procedury: jesli szukana $ciezka istnieje,
to procedura pozytywna musi w pewnym momencie ja znalezé, a jesli Sciezka

nie istnieje, to procedura negatywna ma w pewnym momencie otrzymac¢ dowod tego
faktu. Wowczas w kazdym przypadku jedna z procedur si¢ zatrzyma i nasz algorytm
zakonczy sie, zwracajac wlasciwa odpowiedz. Zauwazmy, ze a priori nie mamy
zadnego oszacowania na to, kiedy program zakonczy dzialanie, i dla niektérych
probleméw rzeczywiscie oczekiwanie na ten moment bedzie trwaé¢ bardzo dlugo.

Zaprojektowanie procedury pozytywnej jest tatwe. Po prostu sprawdzane sa
wszystkie mozliwe ciggi ruchéw, zaczynajac od najkrétszych, a potem przeglada
sie coraz dluzsze. Dla kazdego z nich testujemy, czy moze przypadkiem prowadzi
on z v, do v i nie powoduje nigdzie po drodze zejécia ponizej zera.

Problem lezy w konstrukcji procedury negatywnej. Jak w ogdle moze wygladaé
dowdd nieistnienia $ciezki miedzy danymi punktami? Rozwazmy zbior V' wszystkich
takich wektoréw v, ze istnieje z nich $ciezka do wektora koncowego vy. Zauwazmy,
ze zbiér V jest zamkniety w gére: jesli v € V oraz v < v’ dla pewnego wektora v,
to réwniez v’ € V. Istotnie, mozemy bowiem z v tatwo doj$¢ do v (zmniejszajac
niektére wspélrzedne), a stad do vy. Jezeli z v, nie da sie dojsé¢ do vy, to zbidr V
spelnia nastepujace warunki:

ev, V, v, eV,
o V jest zamkniety w gore;
e nie da sie wejs¢ spoza V do V.

Taki zbiér nazwiemy separatorem. Dodatkowo, zauwazmy, ze jesli istnieje
jakikolwiek separator, to nie da si¢ doj$¢ z v, do vi. Tu wlasciwie wystarcza
tylko pierwszy i trzeci warunek, drugi przyda sie¢ jedynie do szukania separatora.
Podsumowujac, separator istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy nie ma Sciezki z v,
do vg. Procedura negatywna bedzie zatem szukala separatora.

Jak to zrealizowa¢? Nie mozna przeciez przeszukiwaé wszystkich zbioréw
wektoréw. Po pierwsze, taki zbiér moze byé nieskonczony (czyli nie damy rady
zapamietaé wszystkich elementéw). Poza tym nie da sie wszystkich zbioréw
ustawi¢ w ciag i posprawdzaé po kolei (jest ich nieprzeliczalnie wiele) i wladciwie
nie wiadomo, jak testowaé¢ warunek drugi i trzeci. Musimy koniecznie znalezé
przynajmniej jaki$ sposéb zapamietania takiego zbioru w skonczonej pamieci.
Teraz wtasnie przychodzi nam z pomoca lemat Dicksona.

Rozwazmy zbiér minimalnych wektoréw danego separatora — wektor minimalny
to taki, ze separator nie zawiera elementéw mniejszych od niego w porzadku <.

trygonometrycznych nierownosé te mozna - Dzjeki lematowi Dicksona wiemy, ze jest ich skonczenie wiele. Przypusémy

sprowadzi¢ do postaci

342 «@ 4 « ] 0

g2 — 4+ —tg — —

ostg B + 7 tg 5 > 0.
Dla suchej nawierzchni f ~ 11 f = 0,3
na nawierzchni mokrej (guma po
betonie). Prowadzi to do warunkéw:
a > 24,3° na suchej nawierzchni
i a > 8,4° na nawierzchni mokrej.

bowiem, ze mamy nieskonczenie wiele wektoréw minimalnych. Ustawiamy
je w cigg v!',v?,... i z lematu Dicksona dostajemy, ze v < v’ dla pewnych
indekséw i < j. Mamy sprzecznoéé z minimalnoécia v7! Zatem kazdy separator
sktada sie ze skoficzenie wielu elementéw minimalnych v!, 22, ..., v7 oraz
wszystkich wektoréw wiekszych od ktéregos z nich. Mozemy go zatem

reprezentowaé poprzez zbior {v!, ... v}

7



Q
C
P
A\L\%B
R

Rys. 1

Rys. 2

Procedura negatywna przeszukuje wiec wszystkie skoniczone zbiory wektorow
{vl,...,v7} i sprawdza, czy zbiér wszystkich wektoréw wigkszych od ktéregos

z nich nie jest separatorem. Z podanych powyzej trzech warunkéw drugi

jest spelniony zawsze. Pierwszy sprawdza si¢ tatwo, wystarczy poréwnaé
wspolrzedne wektoréw v, vy 1 wektoréw reprezentujacych separator. Trzeci
rowniez mozna rozstrzyga¢ w miare nietrudno — Czytelnik Ambitny moze $miato
sprobowaé to udowodnié.

Tym samym zakonczyliSmy opis obu procedur, a wiec i algorytmu.
Najistotniejszym spostrzezeniem byto, ze elementéw minimalnych w separatorze
jest skonczenie wiele. To typowa sytuacja: kluczem do zaprojektowania
algorytmu, ktéry zawsze sie zatrzymuje, ale, by¢ moze, dziala bardzo wolno, jest
obserwacja, ze pewien obiekt pojawiajacy sie w analizie problemu jest skonczony.
Do otrzymywania takich wynikéw nadaje si¢ znakomicie lemat Dicksona lub
nastepujacy lemat Higmana, stosowany w przypadku sléw, a nie wektordw.

Lemat 2 (Higmana). Niech w',w?,... bedzie nieskoriczonym ciggiem stéw nad

skoriczonym alfabetem. Wéwczas istniejq takie indeksy i < j, zZe slowo w" zawiera
sie w stowie w? (czyli cigg liter stowa w® jest podciggiem ciggu liter stowa w?).

Na pierwszy rzut oka wida¢ podobienstwo do lematu Dicksona. Tak naprawde
oba te lematy sa szczegdlnymi przypadkami pewnych bardziej ogdlnych
twierdzen. To juz jednak temat na zupelnie inna opowiesc.

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1408. Udowodnié, ze dowolna liczba rzeczywista x spelnia nieréwnosé
|z 4 1] + |z 4+ 2| + ... + |= + 2014] > 10072

Rozwiazanie na str. 5

M 1409. Na zewnatrz tréjkata ABC dane sg punkty P, @, R (rys. 1) wyznaczone
przez warunki

ABCP =<4CBP =15°, <BAR=<%CAQ =30°, <XABR=<ACQ = 45°.

Udowodnié, ze odcinki PQ i PR sa rowne i prostopadle.
Rozwiazanie na str. 10

M 1410. Rozpatrujemy takie ciagi (a,)52;, ze a3 = 1 oraz, dla kazdego n > 2,

1 1
anzaf —|—...—|—a§_1

dla pewnego wyboru znakow +, — w wykladnikach. Znalez¢ najmniejsza
mozliwa warto$é¢ asgp14.
Rozwiazanie na str. 6

Przygotowali Michat NAWROCKI i Andrzej MAJHOFER

F 847. Jak wiadomo, niespolaryzowane $wiatto nie przechodzi przez uktad
dwéch skrzyzowanych pod katem prostym polaryzatoréw liniowych. Jezeli jednak
pomiedzy te polaryzatory wstawimy pod odpowiednim katem trzeci polaryzator
liniowy (rys. 2), to $wiatlo nie bedzie wygaszane. Przyjmijmy, ze o polaryzacji
wstawionego polaryzatora tworzy kat ¢ z osia pierwszego polaryzatora. Jak zalezy
natezenie $wiatlta przechodzacego przez taki uklad polaryzatoréw od kata ¢?

Dla jakiego kata ¢ bedzie ono najwieksze, a dla jakiego najmniejsze?
Rozwiazanie na str. 11

F 848. Przy jakiej wartosci a kata nachylenia drogi do poziomu dhugo$é¢ drogi
hamowania zjezdzajacego samochodu rosnie ponad dwukrotnie w poréwnaniu
z hamowaniem na odcinku poziomym? Przyjmujemy, ze wspdlczynnik tarcia
opon o asfalt wynosi f.

Rozwiazanie na str. 7
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Ze swiata USOS.

T

*Instytut Informatyki, Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Czes¢ 4 — Ratunku! Moje dane!
Krzysztof STENCEL”

Jak kazdy system informatyczny, USOS wymaga implementacji rozmaitych
algorytméw, ktérych zadaniem jest realizacja proceséw gospodarczych (w ramach
uczelni). Projektowanie algorytméw to pasjonujaca dziedzina aktywnosci ludzkiej.
Wszyscy lubig programowaé. Reszta informatyki praktycznej wydaje si¢ nudna.
Na te reszte sktadajg sie interfejs uzytkownika i magazyn danych. Kazdy cztowiek,
ktéry mial styczno$é z komputerem, wie, jak irytujacy bywa marny interfejs
uzytkownika. Mimo iz zaprojektowanie dobrego interfejsu uzytkownika jest

nie lada sztuka, sama czynno$é uchodzi za mato kreatywna (kto lubi wyréwnywaé
pola na formatkach, niech odesle do Redakcji ten numer Delty z dowodami

w postaci zeznan co najmniej dwoch swiadkdéw; autor tej notki zwrdci mu ceneg
zeszytu). Dzi§ chce sie zajaé czym$ pozornie jeszcze nudniejszym — baza danych.
To wtlasnie tam sa gromadzone wszelkie dane o studentach, pracownikach,
ocenach, przedmiotach, protokotach itd. Zapytasz, Czytelniku, co moze by¢
ciekawego w worku na dane? Wszystko!

Czy chcialby$, by z tego worka mogto cos$ zniknaé¢? Albo nawet, by caty worek licho
wzieto? Chociaz taka pokusa moze dotyczyé twoich negatywnych ocen, to jednak
mozliwos¢ przypadkowej lub celowej utraty albo znieksztalcenia danych oznaczataby
bezzasadnos$é¢ uzytkowania systemu komputerowego przy takiej skali instytucii,
jaka jest wyzsza uczelnia. Dane nalezy wiec tak zabezpieczyé, by kleski zywiotowe,
ludzka glupota, nieuwaga, a takze wystepnos¢ nie mogty doprowadzi¢ do utraty
danych. Mechanizmy stosowane, by ten cel osiggnaé, sa stosunkowo proste. Wielu
z Czytelnikow stracito kiedys dane i dopiero po tym zdarzeniu zaczeto stosowaé kopie
zapasowe (kto byl odpowiednio rozsadny bez wczesniejszej utraty danych, moze
wystaé¢ pod adresem redakcji kamien, ktérym autor tej notki pierwszy rzuci w siebie
per procura). W przypadku bazy danych kopia zapasowa to jednak nie wszystko.
Dane przechowane w bazie podlegaja ciaglym modyfikacjom. Sytuacja, w ktérej
dane wpisane do systemu sg tracone, jest wielce niepozadana. Aby tego uniknaé,
baza danych prowadzi dziennik, tj. zapis wszystkich wykonywanych modyfikacji
danych. Zanim uzytkownik otrzyma potwierdzenie utrwalenia danych, informacja
o tej operacji musi by¢ zapisana na trwale w dzienniku. Zaraz! Przeciez zapis

na dysku jest kosztowny! Jakze wiec zapisywaé kazda czynno$é uzytkownika? Racja.
Dlatego modyfikacje danych sa grupowane w wigksze jednostki zwane transakcjami.
Uzytkownik dokonuje zmian w danych i gdy zdecyduje si¢ je zapisaé, konczy
transakcje, zadajac zapisu jej efektoéw do bazy danych.

Tak zwane zatwierdzenie transakcji oznacza utrwalenie odpowiednich wpiséw
dziennika, wigc takze ostateczne utrwalenie zmienianych danych. Warto pamietacé,
ze dziennik takze moze ulec awarii. Podobnie jak kopie zapasowe, nalezy utrwalaé
go w kilku oddalonych od siebie miejscach. Mozna tez skorzystaé¢ z ustug
sktadowania danych w chmurach obliczeniowych. Gdy dojdzie do awarii, roztropny
administrator ma kopie zapasowe i dziennik. Odtwarza wiec baze danych z kopii
zapasowej. Potem zleca wykonanie na niej wszystkich pdézniejszych operacji

z dziennika. Dzieki temu efekty zadnej zatwierdzonej transakcji nie bedg utracone.
A nieroztropni administratorzy moga ustyszeé jedynie Zaprawde, powiadam wam,
nie znam was. Czuwajcie wiec, bo nie znacie dnia ani godziny (Mt 25, 12-13).

Bardzo wiele oséb jest zainteresowanych zawartoscia naszego worka z danymi. Dla
przyktadu policzmy, jak to jest na Uniwersytecie Warszawskim. Jest tu okoto 50 000
studentow i 7000 pracownikéw. Niemal wszyscy sa uzytkownikami USOS. Czy worek
z otworem na kilkadziesiat tysiecy rak lub z kilkudziesigcioma tysigcami otwordéw
wydaje sie rzecza banalng? Warto jeszcze wspomnieé, ze ten worek musi by¢ na tyle
zmyslny, zeby nie pozwoli¢ na zniszczenie elementu swojej zawartoéci uchwyconego
przez wiecej niz jedng reke. W naszej analogii rozrywanie takiego elementu obrazuje
sytuacje, gdy dwoch uzytkownikéw USOS jednocze$nie chce zmodyfikowaé jeden
rekord z danymi. Gdyby nie byto odpowiednich zabezpieczen, dane réwnoczesnie
modyfikowane przez dwie osoby moglyby tatwo ulec uszkodzeniu. Zajmijmy sie
najpierw problemem bezpieczenstwa modyfikacji. I tym razem przyda sie¢ nam
pojecie transakcji. Przyjmujemy silne zaltozenie, ze jesli zapewnimy bezpieczne
przetwarzanie transakcji jako catoéci, to modyfikacje danych beda bezpieczne.
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Rozwigzanie zadania M 1409.

Niech S bedzie obrazem punktu C przy
obrocie R wokél P o 90°, jak na rysunku.
Wéwezas £SCB = 45° — X BCP = 30°.
Ponadto, skoro PS = PC = PB

i XSPB = 150° — 90° = 60°, to

tréjkat SBP jest réwnoboczny. Zatem
LXSBC = 60° — xPBC = 45°.

Q
c
P
S
Aw B
R

W takim razie tréjkaty ABR, CBS sa
podobne (kkk). Stad
BA BC
BR ~ BS’
W potaczeniu z réwnoécig
XABC = XRBS oznacza to, ze
tréjkaty RBS i ABC sa podobne (bkb).
Zatem XRSB = XACB, wiec réwniez
XRSP = xQCP. Ponadto PS = PC oraz
SR BR QC
CA~ BA  CA’
czyli SR = QC. Tym samym tréjkaty
PCQ i PSR sa przystajace (bkb).
Z definicji punktu S trojkat PSR jest
obrazem tréjkata PCQ przy obrocie R,
co konczy dowdd.

W ramach kazdej transakcji poszczegélne odczytywane i modyfikowane elementy
danych sg zabezpieczane zamkami. Gdy transakcja odczyta jakas dana, zaktada
na nig zamek, ktéry do jej zakoniczenia nie pozwala nikomu innemu modyfikowaé
tej danej. Gdy transakcja zmodyfikuje jaka$ dana, nie wolno nikomu innemu nawet
odczytywaé tej danej. Dziecinne proste? Nie do konica. Moze si¢ zdarzy¢, ze jedna
transakcja zablokuje jedna dana, a druga transakcja druga dana, a nastepnie
pierwsza zapragnie drugiej danej, a druga pierwszej. W tym stanie moga na siebie
czeka¢ w nieskonczono$é. Taka sytuacje nazywamy zakleszczeniem i, oczywiscie,
baza danych nie powinna do niej dopusci¢. Nalezy zatem sprawdzié¢, czy w grafie
oczekiwania (krawedz takiego grafu biegnie od transakcji oczekujacej do majacej
zamek) nie ma cyklu. Gdy jest, wystarczy przerwaé jedng z uczestniczacych w nim
transakcji. Jak czesto poszukiwaé cyklu w tym grafie, gdy moze by¢ on naprawde duzy?
Czy sa inne metody radzenia sobie z zakleszczeniami w bazach danych? To pytania,
ktore sprawiaja, ze nasz pozornie banalny worek z danymi staje sie skomplikowanym
i ciekawym oprogramowaniem.

Innym problemem zwiazanym z rownoleglym dostepem do danych wielu
uzytkownikéw jest wydajnoéé. Gdy rozpoczyna sie rejestracja na zajecia, USOS
jest rownoczesnie atakowany przez kilkadziesiat tysiecy studentéw. Jak zapewnié
im godziwy czas reakcji systemu? Odpowiedzia jest replikacja, czyli powielenie
systemu lgcznie z jego baza danych. Baza danych jest zwykle wqgskim gardiem
systemu informatycznego. Powielenie serwera WWW czy serwera aplikacyjnego
niewiele moze pomdc, jesli dane tez nie beda powielone. Pojawig sie wiec kopie worka
z tymi samymi danymi, a wraz z nimi problem ich synchronizacji. Jesli dane sa
w wielu kopiach potencjalnie réznych, to ktéra jest wazna? Rozwiazania problemu
replikacji i synchronizacji danych sa zwykle oparte na podziale uczestniczacych
baz danych na gtéwne (master) i podrzedne (slave). Przy czym czesto zbior tych
pierwszych jest jednoelementowy. W USOS zastosowano hybrydowe podejscie
replikacji z jedng bazg gtéwnag i wieloma podrzednymi. Teoretycznie baza gtéwna
zawsze zawiera dane aktualne, a bazy podrzedne musza sie do niej dostosowac.
Takie rozwigzanie nie pozwolitoby jednak na sprawne przeprowadzenie rejestracji
na zajecia, ktére wymaga bardzo licznych modyfikacji (zapisy studentéw) danych
w bazach podrzednych. Gtéwna baza okresowo przekazuje podrzednej uprawnienia
do modyfikacji pewnego podzbioru danych na zasadzie wylacznosci. Tak dzieje sie
w USOS np. przy rejestracji. Na czas rejestracji na zajecia replika bazy danych
dla Wydziatu Fizyki otrzymuje prawa do modyfikacji zapiséw studentéw fizyki.
Na czas wystawiania ocen baza danych dla Wydziatu Chemii otrzymuje prawa

do modyfikacji ocen studentéw chemii itd. Szczesliwie w USOS mozliwe jest
rozsadne rozwigzanie problemu replikacji danych, ktére w ogélnosci moze nie istnieé.
Zgodnie z tzw. twierdzeniem CAP, sformutowanym przez Erica Brewera, nie moze
istnie¢ system baz danych spelniajacy jednoczesnie trzy warunki: spdjnosé danych
(Consistency), dostepnosé danych (Awvailability) i poprawne obstugiwanie replikacji
(Partition tolerance). Dowolny system moze realizowaé co najwyzej dwa z tych
postulatéw. W USOS, oczywiscie, zrezygnowaliSmy z C' — okresowo kazda z replik
moze mie¢ inne dane. Wida¢, ze zaréwno oprogramowanie, jak i wdrozenie wielu
workow z danymi, ktére pozwalaja na wygodne i szybkie przetwarzanie danych przez
tysiace uzytkownikéw, nie jest zadaniem banalnym.

Interesujacy jest sam format danych w bazach stosowanych w praktyce. Zgodnie

z pomystem Edgara Codda z 1970 roku poszczegdlne elementy danych przechowywane
sa w tabelach, z ktorych kazda ma skonczona liczbe nazwanych kolumn.

W pojedynczych klatkach znajdujg sie dane podstawowych typow danych, takich
jak napisy, liczby, daty. Dane przechowywane w bazach danych sa jednak bardzo
skomplikowane. Do ich przetwarzania potrzeba wiec ztozonych algorytméw. Ponad
40 lat temu zdecydowano si¢ na rozwiazanie z prostym modelem danych i ze
skomplikowanymi metodami przetwarzania. Taka koncepcja przetrwala probe czasu.

Projektujac baze danych, musimy wiec dokona¢ zanurzenia zlozonego modelu
danych instytucji w prosty model danych. Dokonujemy tego zgodnie z postulatem
normalizacji: kazdy rodzaj danej umieszczamy w oddzielnej tabeli. I tak powstaja
osobne tabele na podstawowe dane osoby, na informacje o immatrykulacji,
protokotach, ocenach, pracownikach itd. Jest tych tabel w USOS kilkaset. Gdy
przychodzi do uzycia tych danych, trzeba potaczyé¢ fakty z poszczegdlnych tabel.
Operacja ztaczenia tabel jest taczna i przemienna, wigc kolejnosé ztaczania
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Rozwigzanie zadania F 847.

Niech natezenie §wiatta po przejéciu przez

pierwszy polaryzator wynosi ;. Zgodnie
z prawem Malusa natezenie Swiatta
po przejsciu przez drugi polaryzator
wynosi Io = I; cos? ¢. Kat miedzy
osiami polaryzacji drugiego i trzeciego

™

polaryzatora wynosi 5 . Natezenie

Swiatla za trzecim z polaryzatoréw
wynosi wiec

I3 = Iy cos? <% — c,:) =
. o [T
= I cos® ;,ccosz <§ — ;) =

Tl 2
— sin” (2¢p).
7 Sin (29)

Natezenie swiatla bedzie najwieksze dla
(¢ = 45°, a najmniejsze (wygaszenie)
dla ¢ =01 ¢ = 7/2, to znaczy dla
dodatkowego polaryzatora ustawionego
réwnolegle do osi polaryzacji pierwszego
albo ostatniego z polaryzatoréw.

8x+13=79+2x 2

@@ i,
~
N

Rys. 1

jest dowolna. Mozemy je tgczyé parami wedtug dowolnego planu w postaci drzewa
binarnego. Wykonujac operacje w odpowiedniej kolejnosci, mozemy uniknaé
generowania duzych wynikéw posrednich obliczen. Niestety, okazuje sie, ze wyboér
optymalnego ksztaltu drzewa ztaczenia jest problemem NP-trudnym. Nie znamy
deterministycznego algorytmu o wielomianowej zlozonoéci czasowej. Trzeba wiec
przeszukaé cala przestrzen mozliwych rozwigzan lub zastosowaé algorytmy sztucznej
inteligencji. Jest to cena, jaka ptacimy za prostote modelu danych. Samych ksztattéw
pelnych drzew binarnych o n liSciach jest (27? ) /(n + 1), a trzeba jeszcze przypisaé
poszczegdlnym liSciom konkretne tabele. W systemie R firmy IBM zastosowano
przeszukujacy wszystkie plany algorytm o ztozonosci O(n2™). Niestety, nawet dla
malych n (rzedu kilkunastu) jest to liczba zbyt duza, by taki algorytm moégt byé
zastosowany w praktyce. Dlatego wspolczesne systemy zarzadzania bazami danych
przeszukuja te przestrzen heurystycznie, najczesciej za pomoca symulowanego
wyzarzania lub algorytmoéw genetycznych. A przeciez obliczenie odpowiedzi

na zapytanie wymaga nie tylko ztaczania tabel. ..

Mam nadzieje, ze udato mi sie wykazaé, iz worek z danymi, taki, jaki zastosowano
w USOS, jest niezwykle skomplikowanym tworem. Nie poruszylem przy tym
wielu zagadnien, takich jak indeksy (drzewiaste i haszowane struktury danych
stuzace do wyszukiwania konkretnych wierszy w tabelach), (pét)automatyczne
strojenie baz danych (w tym doboru indekséw), kwestia uprawnien uzytkownikéw,
zarzadzanie fizycznymi nosnikami pamieci, archiwizacja i retencja danych

itd. Konstrukcja bazy danych ma wiele wspdlnego z konstrukcja cepa. Jest
przystowiowo — ale tylko pozornie — prosta. Kazdy moze zbudowaé sobie swdj

cep, a nawet baze danych. Ale czy Twoja baza danych bedzie dziatala wydajnie

i bez utraty danych przez pét minuty czy kilka lat? Czy bijak Twojego cepa
odtaczy sie od dzierzaka po trzech czy po milionie uderzen?

Zegar
W prezencie od znajomych dostalem zegar (rys. 1). Powiesitem go sobie na Scianie

i zaczatem wymyslaé. .. inne zegary. Moja propozycja jest na rysunku 2.

SRR T

Rys. 2

Czytelnikéw zachecam do projektowania wlasnych tarcz zegarowych. Oczekujemy
na nie do 1 marca 2014 roku pod adresem delta@mimuw.edu.pl. Najlepszy
projekt (licza sie wybrane wyrazenia, moga by¢ tez wzigte z fizyki, astronomii
lub informatyki) zrealizuje (bedzie dziatal) i wysle autorowi.

Przemystaw KICIAK
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Maota de

Projekt Astro Izery

Wedréwka planetarna Sciezka

Zyjemy w czasach, w ktérych poznawanie Wszech$wiata przez obserwacje, czyli
zwykle ogladanie nieba, staje sie coraz trudniejsze. To do$é zaskakujace, bo przeciez
amatorski sprzet astronomiczny jest wzglednie latwo dostepny. Problemem jest jednak
,zanieczyszczenie Swiattem”, ktére szczeg6lnie w miastach rozjasnia nocne niebo,
uniemozliwiajac nawet proste amatorskie obserwacje. Zatem, jesli mieszkasz w miedcie
i chcesz zobaczyé prawdziwa czern kosmicznych przestworzy, wybierz sie do. .. lasu.

Obszary lesne, szczegélnie te z dala od wielkich miast, to astronomiczna oaza

— nocnego oswietlenia nie ma tam wcale lub jest go bardzo niewiele, wiec niebo
pozostaje odpowiednio ciemne. Las jest dobrym miejscem na przygode z astronomia
i popularyzacje wiedzy o Wszechs$wiecie.

WENUS

y Q
b
[

Izerski uklad sloneczny
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Sprzyjajace warunki i potrzeba popularyzacji astronomii
doprowadzily do powstania wyjatkowego projektu o nazwie
Astro Izery, ktory realizowany jest od 2007 r. w Goérach
Izerskich. W artykule chcemy przyblizy¢ Czytelnikowi jeden
z elementéw tego projektu, polegajacego na zaglebieniu sie
w $wiat astronomii za pomocg obserwacji oraz ¢wiczen, ktére
mozna wykonadé, uzywajac nieskomplikowanych narzedzi.

W listopadzie 2007 roku w Stacji Turystycznej Orle odbytly
sie pierwsze Szkolne Warsztaty Astronomiczne. Pogoda

nie sprzyjala obserwacjom (duzo chmur), mieliSmy dzieki
temu czas na prowadzenie dlugich rozméw. Podczas
odpoczynku po spacerze do schroniska Chatka Gérzystow,
ktéry byl pomyslany jako wycieczka po Ukladzie Stonecznym
pomniejszonym miliard razy, padla propozycja, aby taka
$ciezke uwiecznié¢ na stale w krajobrazie Goér Izerskich. ,Burze
mézgdéw” zwienczyla wstepna wersja projektu noszacego
obecnie nazwe Astro Izery.

Astro Izery zlozone sa z przedsiewzieé, ktére mozna podzielié
na dwie grupy: elementy stale oraz imprezy astronomiczne.
Elementy stalte to zegar stoneczny wiszacy na $cianach Stacji
Turystycznej Orle, stojacy nieopodal gnomon, ktéry jest
jednoczesnie poczatkiem sciezki dydaktycznej ,,Model Uktadu
Stonecznego” (tzw. $ciezka planetarna). Organizujemy takze
astronomiczne wydarzenia, ktére sg kierowane do réznych
odbiorcéw. Ogdlnopolskie Spotkania Astronomiczne (OSA)

to impreza dla astronoméw-amatoréw, na Szkolne Warsztaty
Astronomiczne (SWA) zabieramy uczniéw szkét srednich

i gimnazjéw, a Astronomiczny Dzieh w Izerskim Parku
Ciemnego Nieba jest impreza otwarta dla wszystkich chetnych.
Izerski Park Ciemnego Nieba spina calo$é projektu swoimi
granicami, ktére obejmuja polska i czesks, cze$é doliny Izery.

Zacznijmy jednak od $ciezki planetarne;j. Sciezka przedstawia
Stonce i 8 krazacych wokot niego planet w skali 1 do miliarda.
W tej skali pokazane sa zaréwno rozmiary tych 9 obiektéw,
jak i odleglosci miedzy nimi. Skala okazala sie idealnie
pasowaé¢ do Goér Izerskich, bo odlegltosé miedzy schroniskami
Orle i Chatka Gérzystéw jest prawie taka sama jak odleglosé
Stofice-Neptun w tej wlaénie skali. Sciezka pozwala wyobrazié
sobie rozmiary Wszechswiata. Nawet odleglosci wystepujace
w Ukladzie Slonecznym wyrazajg sie¢ wieloma milionami

i miliardami kilometréw i sg nieporéwnanie wieksze od tych,
z ktérymi mamy do czynienia na co dzien. Nasze skale
odleglosci to centymetry, metry czy, co najwyzej, tysiace
kilometrow. Rozumiemy, ze miliard to wiecej niz tysiac, ale
czy mozemy sobie wyobrazié¢ réznice? Nie jest to latwe nawet
dla astronoma. Wyobrazni pomagamy, pomniejszajac Uklad
Stoneczny do ,ludzkich” rozmiaréw.

Sprébujmy przemierzy¢ izerski Uklad Stoneczny w wyobrazni.
Sciezka zaczyna sie w ,centrum” osady Orle, gdzie model
Stonca przedstawiony jest za pomocg okregu ulozonego

z kostki granitowej o kolorze piaskowym. W skali 1 : 10°
Stonce ma Srednice okoto 140 cm. Ruszamy dalej droga

do Chatki Gérzystéw. Modele osmiu planet, ktére napotkamy
na naszej drodze, to nieduze glazy ze stalowymi ptytkami

o rozmiarze 20 X 30 cm. Kazda ptytka zawiera nazwe

planety, jej symbol oraz otwér o rozmiarze odpowiadajacym
przeskalowanemu rozmiarowi planety. Kazdy punkt $ciezki
wykonany jest z innego typu skaly. Wszystkie pochodza

7 obszaru Sudetéw i dzieki temu Sciezka pokazuje przy okazji
bogactwo geologiczne tego regionu.

Zaledwie po 58 metrach trafiamy na pierwsza planete,
Merkurego. To najmniejsza planeta w Ukladzie Stonecznym.
Otwor w tabliczce, ktdry ja reprezentuje, ma niecate 5 mm
érednicy. Tabliczka zostala umieszczona na kawatku kalcytu.

Po kolejnych 50 m docieramy do Wenus, ktéra zostata osadzona
na sporym kawatku kwarcu izerskiego. W naszej skali Wenus
znajduje si¢ 108 metréow od Stonca, a jej rozmiar to 12 mm.

Bardzo podobny rozmiar ma Ziemia — kolejna planeta

w Uktadzie Stonecznym. Z Ziemi wciaz widzimy nasze modelowe
Stonice odlegte o 150 metréw. Latwo zauwazyé, ze to troche
ponad 100 razy dalej niz rednica Stonca. Tabliczka Ziemi zostala
umieszczona na kawalku serpentynitu. Ziemia przedstawiona jest
razem ze swoim Ksiezycem, ktérego odleglosé od niej i rozmiar
zostaly, oczywiscie, przedstawione w skali 1 : 10°.

Nastepna planeta, Mars, znajduje si¢ prawie 230 metréow

od Stonca, juz w lesie otaczajacym Orle. Mars zostal umieszczony
na kawalku piaskowca, a otwor, ktéry przedstawia przeskalowany
rozmiar planety, ma niecale 7 mm. Na Marsie konczy sie obszar
planet skalistych. Chociaz ich odleglosci od Stonca nie sa duze,
maksymalnie 230 m w naszym modelu, to i tak sa dziesiatki
tysiecy razy wieksze od rozmiaréw tych planet. Pomiedzy nimi
rozciaga sie olbrzymia, prawie pusta przestrzen, ktora staje sie
jeszcze rozleglejsza w zewnetrznej czesci Uktadu Stonecznego, co
zauwazymy w dalszej wedréwce, gdy odleglosci miedzy planetami
ZNaczaco Wzrosna.

Po pokonaniu 550 metréow od Marsa, w odleglosci prawie
780 m od Storica, spotykamy Jowisza, pierwszg z czterech
planet-olbrzymoéw. Nazwa jest w pelni uzasadniona. Otwor
symbolizujacy Jowisza ma 143 mm, to prawie 12 razy
wiecej niz modelowa Ziemia. Plytka jowiszowa osadzona jest
na kawatku migdatowca.

Droga do nastepnej planety, Saturna, wynosi prawie drugie tyle
co od Stonca do Jowisza. Prawie 1430 metréw od naszej gwiazdy,
na skale bazaltowej, umieszczona jest tabliczka z otworem

o $rednicy 120 mm otoczonym zarysem wspanialych pierscieni,
bez ktérych zaden model Saturna nie jest kompletny.

Po nastepnych 800 m wedréwki docieramy do granicy lasu,

na lake pokryta kosodrzewing i niewielkimi skrawkami

laséw. Znajdujemy sie na skraju rozleglego, bezludnego
obszaru zajmujacego gorng czes¢ doliny Izery. Jeszcze 700 m

i po przebyciu prawie 2900 metréw od Stonica docieramy

do Urana. Tabliczka Urana jest zamocowana na kawaltku gnejsu
pochodzacego z bytej kopalni. .. uranu w Kowarach. Otwor
reprezentujacy planete jest mniejszy od Jowisza i Saturna
ponaddwukrotnie: ma 51 mm $rednicy. Planety olbrzymy
dziela sie na dwie grupy. Wigksze gazowe olbrzymy (Jowisz,
Saturn) zbudowanie sg gléwnie z wodoru i helu. Mniejsze lodowe
olbrzymy (Uran, Neptun) sktadaja si¢ w znacznej czesci z wody,
amoniaku i metanu — zwigzkéw chemicznych, ktére nazywane sg
w planetologii lodami astrofizycznymi, nawet jesli nie sg w stanie
stalym, tak jak we wnetrzu obu tych planet.

Przed nami ostatnia planeta, ale droga do niej jest dluga

— ponad 1,5 km. Neptuna, bo o nim mowa, przedstawia
otwor o podobnej do Urana srednicy, 50 mm, w tabliczce
umieszczonej na kawalku tupka serycytowego. Nasz Neptun
znajduje sie¢ w odpowiednim dla siebie miejscu, czyli posrodku
Laki Izerskiej (zwanej powszechnie Halg Izerska). Dlaczego
odpowiednim? Laka Izerska to najzimniejsze miejsce w Gérach
Izerskich i jedno z najzimniejszych miejsc w Polsce. Cho¢
polozona jest na wysokosci zaledwie 800 m n.p.m., jej klimat

i przyroda przypomina obszary péinocnej Skandynawii. Zima
notowano temperatury wynoszace —36°C. Rowniez w lecie
bywa wyjatkowo zimno. W lipcu i sierpniu nocg zdarzaja sie
temperatury kilka stopni ponizej 0°C. Neptun, znajdujacy

sie 4,5 mld km od Stonca, tez do cieptych miejsc nie nalezy.
Na jednym z jego ksiezycow, Trytonie, zmierzono rekordowo
niska temperature okoto —238°C (zaledwie 35 stopni powyzej
zera absolutnego).

Na koniec wedréwki izersks $ciezka planetarng zastanéwmy
sie nad predkoscia naszej wyprawy. Izerska Sciezke od Stonca
do Neptuna pokonujemy w ciagu okoto 1 godziny. Gdybysmy
chcieli pokonaé¢ w tym samym czasie prawdziwg odleglosé
Stonce—Neptun, z jaka predkoscia musielibysmy sie wtedy
poruszacé? Czy byloby to fizycznie mozliwe?

Malg Delte przygotowali Sylwester KOEOMANSKI, Tomasz MROZEK i Grzegorz ZAKOWICZ
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O pewnych kratach testowych Malgorzata JASTRZEBSKA™

Czytelnikowi zainteresowanemu teorig
krat oraz jej zastosowaniami w logice

i algebrze polecamy szczegdlnie ksiazki
Podstawy algebry ogdlnej i teorii krat
Andrzeja Walendziaka (PWN, 2009),
The Mathematics of Metamathematics
Heleny Rasiowej i Romana Sikorskiego
(PWN, 1963) oraz Lattice Theory
Garretta Birkhoffa (AMS, 1967).

*Instytut Matematyki i Fizyki,
Wydzial Nauk Scislych,
Uniwersytet Przyrodniczo-Humanistyczny
w Siedlcach

Teoria krat pojawita si¢ pod koniec XIX wieku, wyrastajac z logiki i algebry.
W logice kraty pojawily sie za sprawa George’a Boole’a, a w algebrze

kraty pierwszy rozpatrywal Richard Dedekind. Kraty sa przedmiotem
badan algebraikéw, stanowia jednoczesnie wygodny srodek opisu znanych
struktur matematycznych, ktorych przyklady przedstawie w dalszej czesci
artykutu. Mozna je opisa¢ na dwa sposoby: algebraicznie lub przy uzyciu
czesciowych porzadkéw.

Definicja 1. Krata w sensie algebraicznym to struktura algebraiczna (L, A, V)
spelniajaca dla dowolnych elementéw a, b, ¢ € L nastepujace réwnosci:

aANb=bAa, aVb=>bVa,

alNa=a, aVa=a,
aN(bAc)y=(aAb)Ac, aV(bVe)=(aVb) Ve,
aA(aVb)=a, aV(aNb)=a.

Krata w sensie czesciowych porzgdkdow to niepusty czesciowo uporzadkowany zbiér
(L, <), w ktérym kazdy dwuelementowy podzbiér ma oba kresy: gérny i dolny.

Pojecia krat w sensie algebraicznym i cze$ciowych porzadkéw sg réwnowazne.
Jesli zdefiniujemy krate jako zbidr algebraiczny z wymienionymi aksjomatami, to
zadajac porzadek przez a < b < a Vb =0, otrzymamy krate w sensie porzadku.
Odwrotnie, jesli w kracie w sensie porzadku zdefiniujemy a V b = sup{a, b} oraz
a A'b=inf{a,b}, to dostaniemy krate w sensie algebraicznym.

Zanim oméwie wybrane przyklady krat, podam kilka uzytecznych definicji.
Krate (L, <) bedziemy zwykle oznaczali litera L, identyfikujac ja ze zbiorem

jej elementow. Jesli w kracie L istnieje element najwiekszy, to nazywamy go
jednoscig kraty i oznaczamy przez 1. Podobnie, najmniejszy element w kracie
(jesli istnieje) oznaczamy symbolem 0 i nazywamy zerem kraty. Krate z zerem

i jedno$cig nazywamy kratg ograniczong. Podzbiér K kraty L nazwiemy jej
podkratg, jesli dla dowolnych a,b € K mamy a Ab € K oraz a Vb € K. Powiemy,
ze kraty L1 i Ly sa izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje bijekcja

¢ : L1 — Lo, taka ze ¢ i ¢! zachowuja porzadek, tj. a < b < p(a) < p(b).

Zauwazmy, ze jesli (L, <) jest krata, to para (L, >), gdzie relacja > zdefiniowana
jest wzorem a > b < b < a réwniez jest krata. Krate (L, >) bedziemy nazywaé
kratg dualng do kraty L i oznaczaé¢ symbolem L. Latwo sprawdzié, ze jesli
aAb=cwkracie L, to a Vb = ¢ w kracie L?, oraz analogicznie jedli a Vb = d

w kracie L, to a A b = d w kracie L9.

Przyklad 1. Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Rodzina P(X) wszystkich
podzbioréw zbioru X wraz z porzadkiem zadanym przez inkluzje C jest krata.
Mianowicie, jesli A, B € P(X),to AANB=ANBoraz AV B= AU B. Jest to
krata ograniczona. Zerem tej kraty jest zbior pusty, a jednoscia zbior X.

Przyktad 2. Niech | oznacza relacje podzielnosci w zbiorze N dodatnich
liczb catkowitych. Niech NWD(a, b) tradycyjnie oznacza najwigkszy wspdlny
dzielnik liczb a i b oraz NWW(a, b) ich najmniejsza wspdlnag wielokrotnosé.
Zbiér uporzadkowany (N, |) jest krata z dzialaniami a A b = NWD(a, b)

oraz a Vb = NWW(q,b). Krata ta ma element najmniejszy réwny 1

i nie ma elementu najwigkszego.

Przyktad 3. Niech V bedzie przestrzenig liniowa nad cialem K i niech
Sub(V) oznacza rodzine wszystkich jej podprzestrzeni. Zbiér (Sub(V), Q)
jest krata. Jesli A, B € Sub(V),to AANB=ANDBoraz AV B=A+ B,
gdzie A+ B={a+b:a€ Aibe B}. Zerem w tej kracie jest wektor zerowy,
a jedynka cala przestrzen V. Podobnie, kratami sg réwniez: rodzina podgrup
zadanej grupy, rodzina jej dzielnikéw normalnych oraz rodzina podpierscieni
danego pierscienia, wszystko z relacjg inkluzji.

Przyktad 4. Niech S bedzie rodzing podzbioréw przestrzeni R? ztozona ze
zbioru pustego, calej przestrzeni R? oraz wszystkich punktéw i wszystkich
prostych w R2. Zbiér ten z relacjg zawierania stanowi krate ograniczona. Zerem
tej kraty jest zbiér pusty, a jednoscia R2.
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AN
b

(a) a
c d
a b
(c)

Rys. 1. Diagramy nieprzedstawiajace
krat.

0 0 0

Rys. 2. Kraty o co najwyzej trzech
elementach.

0 0

Rys. 3. Kraty czteroelementowe.
1 1
1 ; f
0 0 0
1
1 :
Ms 0 Ns 0

Rys. 4. Kraty pigcioelementowe.

Czytelnik Oczytany dostrzeze
podobienstwo przytoczonych twierdzen
do twierdzenia Kuratowskiego, ktére
orzeka, ze graf skorficzony jest planarny
wtedy i tylko wtedy, gdy nie ma podgrafu
homeomorficznego z K5 lub K3 3.

Kraty, tak jak wszystkie porzadki, mozemy ilustrowac za pomoca diagraméw, ktore
tworzymy w nastepujacy sposéb: elementy kraty L zaznaczamy na plaszczyznie
jako punkty. Jedli a, b sa elementami kraty L oraz a < b, to punkt odpowiadajacy
elementowi a rysujemy ponizej punktu odpowiadajacego elementowi b. Jedli b jest
nastepnikiem a, czyli a < b oraz nie istnieje z € L, taki ze a < z < b, to punkty

a i b taczymy odcinkiem.

Przyjrzyjmy sie diagramom z rysunku 1. Widzimy, ze na diagramie (a) elementy
a i b nie maja kresu gérnego, a w przypadku diagramu (b) elementy a i b nie maja
kresu dolnego. Na diagramie (c) elementy a i b maja dwa ograniczenia gérne c i d,
ale nie maja kresu goérnego. Zatem diagramy te nie przedstawiaja krat.

Wskazemy teraz diagramy porzadkéw bedacych kratami. Oczywiscie, kazdy liniowo
uporzadkowany zbiér (czesto nazywany lancuchem) jest krata. Latwo mozna
sprawdzié, ze kraty o co najwyzej trzech elementach musza by¢ tancuchami.

Kraty o czterech elementach sa tylko dwie (z doktadnoscia do izomorfizmu), a krat
piecioelementowych jest dokladnie pieé¢ (rys. 31 4).

W matematyce wazna role spetniajg kraty rozdzielne i modularne.

Definicja 2. Krate L nazywamy modularng, gdy dla dowolnych jej elementow
a,b,c € L, takich ze ¢ < a, zachodzi (a Ab)Ve=aA (bVec).

Definicja 3. Krate L nazywamy rozdzielng (dystrybutywna), gdy dla dowolnych
jej elementéw a, b, ¢ € L spelniona jest réwno$é a A (bV e) = (a Ab)V (a Ac).

Whprost z definicji wynika, iz kazda krata rozdzielna jest modularna. Zwréémy
uwage, ze wszystkie tafnicuchy sg kratami rozdzielnymi. Rozwazmy krate

z przykladu 1 — réwnosé z definicji kraty rozdzielnej w przypadku kraty P(X)
ma postaé¢ dobrze znanego prawa rozdzielnoéci przeciecia zbioréw wzgledem
dodawania (AN (BUC) = (AN B)U (ANC()), zatem krata P(X) jest rozdzielna.
W tym przypadku nie napotkaliSmy probleméw z wykazaniem tej wlasnosci,
czesto jednak sprawdzenie wprost z definicji, czy dana krata jest dystrybutywna
badz modularna, jest dos¢ klopotliwe. Na szczescie istnieja niezwykle obrazowe

i przydatne twierdzenia sprowadzajace problem do pytania, czy wsrdd jej podkrat
znajduja si¢ pewne wymienione wczesniej kraty.

Twierdzenie 1. Krata L jest modularna wtedy © tylko wtedy, gdy nie ma podkraty
izomorficznej z N5 (rys. 4).

Szkic dowodu: Latwo zauwazy¢, ze jesli L ma podkrate izomorficzna z N3, to

nie jest modularna. Zalézmy teraz, ze L nie jest modularna, tzn. istniejg a,b,c € L,
c¢< a,takie ze d £ e, gdzie d = (a Ab)Vcie=aA (bVc). Z zalozenia ¢ < a
oraz oczywistych relacjic < bVe,aAb<aiaAb<bVcw prosty sposéb
wynika d < e, wiec d < e. Wykazemy, ze b,d,e wraz z a AbibV c tworza krate
izomorficzng z N5. Najpierw upewnimy sie, ze a Abi bV ¢ sa rézne od reszty
wyszczegdlnionych elementow — istotnie, gdyby bylo b = a A b, to mielibySmy
bVe=d<e=aA (bVc), cojest niemozliwe; podobnie dowodzimy, ze b #£ b V c.
Ponadto e = bV ¢ byloby rownoznaczne z bV ¢ < a, skad b < a, czyli b=a A b,
co jak juz wiemy, jest niemozliwe; analogicznie d # a A b. Korzystajac z wlasnosci
dziatan kratowych, otrzymujemy

bvd=bV((anb)Vec)=(bV(aAb)Ve=bVec
i analogicznie b A e = a A b. Ponadto, skoro zachodzi a Ab < d < e, to
aNb=aANbAbD<dAb<eAb=aAb,

tak wiec d A b = a A b. Podobnie dowodzimy e Vb = bV ¢, co w polaczeniu
z wykazanymi wczesniej zaleznosciami prowadzi nas juz do wniosku, ze wskazane
elementy faktycznie tworza podkrate izomorficzng z Ns.

W analogiczny, cho¢ nieco bardziej skomplikowany sposob, otrzymujemy podobny
wynik dla krat rozdzielnych.

Twierdzenie 2. Krata L jest rozdzielna wtedy i tylko wtedy, gdy nie ma podkraty
izomorficznej z Ms lub N5 (patrz rys. 4).

Z podanych twierdzen w prosty sposéb wynika, ze jesli krata L jest modularna
(rozdzielna), to krata L9 réwniez jest modularna (rozdzielna).
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WeZmy teraz krate z przykladu 3. Gdyby Sub(V') nie byla modularna, to w kracie
tej istnialaby podkrata izomorficzna z N. Istnialyby zatem parami rézne
podprzestrzenie A, B,C,E,F CV, takieze AC B, ANC=BNC =F, oraz
A+ C = B+ C = F. Nie jest to jednak mozliwe, co pozostawiam Czytelnikowi
Podejrzliwemu jako nietrudne zadanie z algebry liniowej. Krata Sub(V') jest zatem
krata modularna, jednoczesnie tatwo wykazaé, ze nie jest to krata rozdzielna. Wezmy
przestrzen W C V wymiaru dwa i trzy jej rézne jednowymiarowe podprzestrzenie
A, B, C. Podprzestrzenie A, B, C przecinaja siec w wektorze zerowym i kazde dwie
z nich generujg W. Dostajemy zatem podkrate izomorficzng z Ms.

Wykazemy teraz, ze krata z przykladu 4 nie jest nawet modularna. Zauwazmy,
ze jezeli A oznacza punkt lezacy na prostej B, a przez C oznaczymy prosta
nieprzecinajaca prostej B, to otrzymujemy podkrate:

R2

0

Kraty modularne i rozdzielne sa doktadnie opisane w literaturze i znamy wiele
ich wlasnosci. Poza nimi rozwaza sie, oczywiscie, wiele innych rodzajow tych
struktur. Niektére z nich daja si¢ scharakteryzowaé poprzez zawieranie pewnej
podkraty lub podkrat. Te charakterystyczne obiekty (np. M3 oraz Nj) to wlasnie
tytulowe kraty testowe.

Wydawnictwo Nowik Sp.j., Opole 2013

Kryptarytmy, czyli arytmetyka stéw

Kryptarytm (gr. kryptds = ukryty; arythmos = liczba) to zadanie szaradziarskie
w postaci dzialania arytmetycznego, w ktérym cyfry zastagpiono literami.
Zadaniem rozwiazujacego jest odtworzenie owego dzialania. Takim samym
literom powinny odpowiada¢ takie same cyfry, a réoznym literom — rézne cyfry.
Zadna z liczb wielocyfrowych nie moze zaczynaé sie zerem. Po zastgpieniu

liter cyframi powinno otrzymac sie poprawne dzialanie. Z kolei alfametyk

to kryptarytm, w ktérym cyfry zaszyfrowane sa literami tworzacymi wyrazy
powiazane znaczeniowo badz tez stowa sktadajace sie w sensowne frazy lub zdania.

W ksiazeczce (zdrobnienie podyktowane jest wygodnym, malym formatem)
znajdziemy wiele alfametykéw podzielonych przez autorke, Katarzyne Lipszyc,
na kilka dzialéw: ,Fatwe”, jak np.

BOK + BOK + BOK + BOK = ROMB,

yTroche trudniejsze”, , Kryptarytmy — zdania” i ,Uklady réwnan” (a raczej
uktady kryptarytméw, gwarantujace jedynoéé rozwiazania). Niektére z nich
zostaly zainspirowane konkretnymi wydarzeniami, jak np.
MYSL + LECA + SMIGA = CELNIE,
ulozony przez autorke z okazji stulecia urodzin Stanistawa Jerzego Leca
w 2009 roku, czy
TSUNAMI — ZMIATA = MIASTA,

powstaly w 2011 roku po trzesieniu ziemi w Japonii.

Niewatpliwym walorem ksiazeczki jest jej szata graficzna. Swietne i zabawne
rysunki autorstwa Lidii Danko, ozdabiajace kryptarytmy, zachecaja
do zmierzenia sie z nimi. Ksiazeczka ucieszy milosnikéw matematyki
rekreacyjnej (kryptarytmy od czasu do czasu pojawiaja sie w polskiej prasie
szaradziarskiej, ale nie ma ich zbyt wiele), przyda sie tez nauczycielom, ktorzy
chcag przekonaé swoich uczniéw, ze matematyka mozna sie wspaniale bawic,
¢wiczac przy okazji logiczne mys$lenie i wytrwalosc.

Renata JURASINSKA

PS. Czytelniku, zanim zajrzysz do tej ksigzki, rozwiqz alfametyk z jej okladki!
Redakcja
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Wyniki XXX Ogoélnopolskiego Sejmiku Matematykoéw, Szczyrk, 6—9 VI 2013

Konkurs polega na przedstawieniu
opracowania jednego z tematéw
zaproponowanych przez Jury (wraz

z bibliografia) lub tematu wlasnego
oraz — w przypadku zakwalifikowania
si¢ do finalu — krétkim, publicznym
zreferowaniu tego opracowania.

W roku 2013/2014 zaproponowane
przez Jury tematy to:

e 7Z matematyka na wakacje.

e Rézne dowody jednej tozsamosci.

e Balagan kontra porzadek.

e Zasada szufladkowa Dirichleta.

e Grupy krystalograficzne.

e Hipoteza Poincarégo.

e Matematyka tamania szyfréw.

o Srednie i ich wlasnodci.

e Inwersja.

o Wplyw réznych czynnikéw na zmiany
zachodzace na naszej planecie.

o Matematyczne modele zmian klimatu.

e Modele matematyczne w epidemiologii.

e Starozytne manuskrypty matematyczne.

Sejmiki organizuje Pracownia
Matematyki i Informatyki

Patacu Mtlodziezy w Katowicach

we wspolpracy z Uniwersytetem Slqskim;
WwWw.spinor.edu.pl

Jury w sktadzie:

prof. dr hab. Maciej Sablik — przewodniczacy,

dr Marian Podhorodynski — zastepca przewodniczacego, dr Tomasz Bielaczyc,
dr Adrian Briickner, dr Wtodzimierz Fechner, dr Pawet Gladki,

dr Maria Kania-Btaszczyk, mgr Renata Kawa, dr Tomasz Kochanek,

dr Rafatl Kucharski, dr Barbara Przebieracz, dr Jolanta Sobera,

dr Anna Szczerba-Zubek, dr Anna Wojciechowska, mgr Artur Zielinski,
postanowito:

I miejsce otrzymuje: Malgorzata Dutka z I LO w Bydgoszczy za prace
Lista przebojow okregu;

IT miejsce otrzymuje: Samuel Koztowski z 11T LO w Gdansku za prace
Punkt Miquela i powigzane zagadnienia w zadaniach geometrycznych;

IIT miejsce otrzymuje: Marcin Muszalski z IV LO w Sosnowcu za prace
Nieréwnoscs;

wyrdznienia otrzymuja;:

Michat Balogh z Zespotu Szkdt nr 6 w Jastrzebiu Zdroju za prace
Matematyka w Ukladzie Stonecznym,

Mariusz Nowak z VIII LO w Katowicach za prace

Matematyczne modele w epidemiologii,

oraz

Mateusz Sus z II LO w Zdunskiej Woli za prace

Tloczyny nieskonczone rzeczywiste.

W gtosowaniu publicznosci na najlepsza prezentacje
nauczyciele nagrodzili Malgorzate Dutke,
a uczniowie Michala Balogha.

Protokol posiedzenia Jury XXXV Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

\/

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w sktadzie:

Antoni Leon Dawidowicz — Przewodniczacy Jury, Wiktor Bartol,

Andrzej Dabrowski, Zdzistaw Pogoda, Anna Szpila,

na posiedzeniu 19 wrzesnia 2013 roku w Rzeszowie, po wystuchaniu prezentacji
prac dopuszczonych do finalu, bioragc pod uwage dobér tematu, tresé prac i sposéb
ich przedstawienia, postanowito, co nastepuje:

e ztoty medal i nagrode w wysokosci 1400 zt otrzymuje
Kamil Rychlewicz z I LO im. Mikotaja Kopernika w Y.odzi za prace
Bramki unarne w logice wielowartosciowey,

e srebrny medal i nagrode w wysokosci 1000 zt otrzymuje
Samuel Koztowski z III LO im. Bohateréw Westerplatte w Gdansku za prace
Punkt Miquela i powigzane zagadnienia w zadaniach geometrycznych,

e brazowe medale i nagrody w wysokosci po 700 zt otrzymuja ex aequo
Bartlomiej Grochal z V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie za prace
Tajemnice funkcji o oraz 7. Dzielniki liczb naturalnych

oraz

Rafal Zelazko z V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie za prace
Charakterystyka rozbicia zbioru co najwyzej przeliczalnego.

Opiekunowie prac: Andrzej Daszke (Centrum Nauczania Matematyki

i Ksztalcenia na Odlegtoéé Politechniki Gdanskiej), Jacek Dymel (V LO

im. Augusta Witkowskiego w Krakowie) i Andrzej Komisarski (Wydzial
Matematyki i Informatyki Uniwersytetu L.6dzkiego) otrzymuja dyplomy honorowe.

Finalidci i opiekunowie prac otrzymuja réwniez nagrody ksigzkowe ufundowane
przez Wydawnictwo Szkolne Omega, Wydawnictwa Uniwersytetu Warszawskiego,
Wydawnictwo Demart, Wydawnictwo Nowik oraz Urzad Marszatkowski

wojewOdztwa podkarpackiego.
(—) podpisy Czlonkéw Jury

Prace nadsytane na Konkurs powinny byé¢ samodzielnie przygotowanym przez ucznia opracowaniem, zawierajacym
nowe wyniki lub nowe twoércze ujecie tematu. Szczegbdltowy regulamin Konkursu znajduje sie na stronie
deltami.edu.pl. Termin nadsylania prac w kolejnej edycji Konkursu to 1 kwietnia 2014 roku.
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Wszystko w plynie, czyli poznajemy podstawy reologii

Potrzebne materialy i przyrzady: woda,
maka ziemniaczana, dwie zlewki lub
szklanki, talerz, lyzeczka, sztuczny
miéd, klepsydra zelowa, drewniany lub
metalowy pret o $rednicy okoto 1 cm

i dlugosci kilkunastu cm oraz dostep do
wiertarki elektrycznej lub miksera.

Rys. 1. Najprostszy sposéb
zaobserwowania efektu Fano;

1 — naczynie, 2 — ciecz reologiczna,

3 — wirujaca kolumna cieczy reologicznej,

4 — naczynie dolne, 5 — ciecz reologiczna
w dolnym naczyniu.

LN —" .

'
“

Fot. 1. Klepsydra zelowa.

(a)

Rys. 2. Skutki mieszania cieczy:

(a) newtonowskiej, (b) reologicznej;
1 — naczynie, 2 — ciecz newtonowska,
3 — pret, 4 — uchwyt wiertarki lub
miksera, 5 — ciecz reologiczna.

Stanistaw BEDNAREK

Nie kazdy zdaje sobie sprawe, ze ciala stale w pewnych sytuacjach moga ptynaé jak
ciecze, a niektére ciecze staja sie sztywne, podobnie jak ciala state. Opisem takich
materialéw zajmuje sie nauka nazywana reologia, ktérej intensywny rozwdéj rozpoczat
sie w latach trzydziestych ubiegtego wieku. Jej nazwa nawiazuje do greckiego aforyzmu
panta rhei, czyli ,wszystko ptynie”. Kilka zaproponowanych w niniejszym kaciku
doswiadczen powinno nam da¢ pewne wyobrazenie o podstawach tej nauki.

Przygotowanie pierwszego doswiadczenia jest niezwykle proste. Do ptytkiego naczynia
wsypujemy 100 g maki ziemniaczanej i wlewamy 0,1 litra wody. Oba sktadniki powoli
mieszamy tyzeczka. Proces mieszania powinien przebiegac¢ tatwo i powolne poruszanie
tyzeczki nie napotyka duzego oporu. Sytuacja zmienia si¢ radykalnie, kiedy probujemy
poruszaé tyzeczka szybko — opory wéwczas gwaltownie rosna. Zaobserwowany fakt,
tj. zaleznos¢ wspotczynnika lepkosci od predkosci, obrazuje podstawows, ceche cieczy
reologicznych, odrézniajaca je od ,zwyktych” cieczy zwanych newtonowskimi.

Przygotowana mieszanine mozemy takze nabra¢ do reki. Kiedy bedziemy zamykaé
powoli dlon, woéwczas badana ciecz wyplynie tatwo jak woda. Gdy zechcemy
zamknaé dlon szybko, wtedy pojawi si¢ opdr, jak podczas $ciskania ciata statego.
Jeszcze bardziej efektowna wersje tego doswiadczenia mozemy przygotowad,
napelniajac zawiesing maki naczynie, do ktérego mozna wejsé. Jesli wktadaé tam
stopy powoli, tonie sie, ale jezeli stapaé szybko — mozna utrzymac sie na powierzchni.
Nie wnikajac zbyt gleboko w rozwazania teoretyczne, mozna powiedzie¢, ze przyczyna,
obserwowanych efektéw jest zmienna adsorpcja czasteczek wody na powierzchni
czastek maki ziemniaczanej. Kazda z tych czastek jest otoczona swego rodzaju
powtoka czasteczek wody, ktorej grubosé zalezy od wywieranych sit zewnetrznych

i przez to decyduje o swobodzie ruchu.

Inne zadziwiajace zjawisko mozna zaobserwowac, nalawszy do niewielkiego
naczynia sztucznego miodu (naturalnego szkoda ze wzgledu na smak i cene) albo
niespolimeryzowanej zywicy epoksydowej uzywanej m.in. do sporzadzania klejow

i szpachléwek. Naczynie z tg ciecza umieszczamy nad innym, szerokim naczyniem

i przechylamy, tak zeby spowodowaé jej wylewanie si¢ (rys. 1). Zauwazymy wéwczas
utworzenie sie odchylonej od pionu kolumny cieczy, wykonujacej powolny ruch
wirowy w plaszczyznie poziomej. Szerokosé tej kolumny zwieksza si¢ w dolnej
czesci, a na powierzchni cieczy w szerokim naczyniu rozptywaja sie koncentryczne
zafalowania, jak na powierzchni wody, gdy wrzucimy do niej kamien. Zaobserwowane
przez nas zachowanie sie cieczy reologicznej nazywane jest efektem Fano albo
bezrurowym syfonem i w istotny sposéb rézni sie od obserwowanego na co dzien
wyplywu cieczy newtonowskiej. Efekt Fano mozna wygodnie obserwowac — raz po raz
i bez brudzenia rak — w zabawce nazywanej klepsydra zelowa (fot. 1), ktéra spotyka sie
w sklepach z gadzetami lub pamigtkami. Zabawka ta sktada sie¢ z przezroczystego,
zamknietego cylindra, podzielonego w potowie wysokosci przegroda z otworem

i zawierajacego zabarwiong ciecz reologiczng. Gdy ustawimy klepsydre pionowo

i ciecz znajduje sie w jej gornej potowie, to wowczas przeptywa przez otwor do czesci
dolnej, dajac efekt Fano.

Jeszcze inny zaskakujacy efekt zachodzi podczas mieszania cieczy reologicznej. Do jego
obserwacji przygotowujemy dwa jednakowe naczynia i jedno z nich napetniamy
czesciowo woda, a drugie sztucznym miodem albo zywica epoksydowa (rys. 2).

W uchwycie wiertarki elektrycznej lub miksera mocujemy prosty pret, wltaczamy
urzadzenie i ustawiamy obroty w granicach kilkudziesieciu na minute. Zanurzamy
wirujacy pret w naczyniu z wodg i obserwujemy wytworzenie sie charakterystycznego
leja wokot preta. Jego ksztalt atwo wyjasnié¢ analizg warunku réwnowagi sity
odsrodkowej isity cigzkosci. Nastepnie zanurzamy pret w drugim naczyniu. Tym razem
ciecz reologiczna ,wspina sie” po precie, jakby chciata sie na niego nawinaé. Zjawisko
to nazywane jest efektem Weissenberga; jego szczegbdltowe wyjadnienie wykracza
niestety poza ramy tego artykutu.

Efekty reologiczne wystepuja dosy¢ powszechnie. Ich zrozumienie pomaga nie tylko
usprawni¢ procesy technologiczne czy zdiagnozowadé stan uktadu krazenia pacjenta,
ale bardzo utatwia codzienne zycie, np. podczas odrywania metki z przeznaczonego
na prezent przedmiotu, mieszania ciasta lub przelewania miodu.
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Z babciami w internecie

7 przyjemnoscia obserwuje narastanie zainteresowania spotecznego sprawami

i tematami naukowymi. Z tego wynikajg bardzo szybko decyzje ,medialne”
(uwazam za ,sensacyjna”’ decyzje TVP Kultura o nadawaniu w dobrym czasie
i z powtérkami krétkich felietonéw naukowcéw ,,Co ty wiesz o nauce?”),

coraz ciekawsze ,dzialy naukowe” w gazetach, a przede wszystkim prawdziwy
zalew takich informacji, filmikéw i filméw w internecie, zdobywajacych

duzo ,laikow”. Uczestniczytam niedawno w nagraniu internetowym
skierowanym do ,,prowincjonalnych” bibliotek i czytelnikéw — senioréw (projekt
edukacyjny Fundacji Orange). Odbywa sie to tak, ze w studio siedzi wybrana
seniorka (senior), ktéra ma zainteresowania (1), a w kilkuset bibliotekach
nie-warszawskich inni seniorzy shuchaja i zadaja pytania, tyle tych pytan,

ze odpowiedzie¢ na wszystkie nie sposéb. Senior ze studia moze byé DJ-em
(stynna Viki), zeglarzem, kuchmistrzem, genetykiem. Pytania sa fajne

i wkraczajace w sedno spraw. Rozmawia sie tez, jak zachowaé na tym etapie
zycia zaciekawienie $wiatem, ktéry nas otacza, jak znalezé sobie zajecie, hobby.
Przede wszystkim, jak wyjs¢ do ludzi.

Zdaje sobie sprawe z tego, ze Czytelnicy Delty to raczej inne pokolenie niz ci
seniorzy, ale moze warto wiedzie¢, jak sie¢ zyje babciom i dziadkom, bo oni tez
ludzie i mozna poszukaé z nimi wspélnych zainteresowan. Oni od tego nie zrobia
sie mtodsi, ale moze, moze, troche wnukom blizsi.

Pytania, na ktére nie zdazylam odpowiedzieé, sa, na przyklad, takie:

MBP F2 Czechowice-Dziedzice: Jako naukowiec widzi Pani zmiany, jakie
sie dokonugjag, czy jest Pani zaniepokojona tym, co nam przyniesie przyszlo$c,

czy patrzy optymistycznie?

Odpowiadam typowo dla naukowo ksztalconego czlowieka: i tak, i nie.
Optymizm wynika z tego, ze wierze, iz nauka dobrze kontroluje swoje dokonania,
nie dopuszczajac do zastosowan szkodliwych. Pesymizm wiaze sie z tym, ze

do wynikéw naukowych ,dobieraja” sie czesto politycy, a ich cele (czesto ukryte)
nie zawsze sa bezposrednio korzystne dla zycia i biosfery.

MBP w Lipnie: Czy geny wplywajg na nas, czy my wplywamy na geny?

I tak, i tak. Wiele cech wyrazanych w zyciu zalezy wprost od genéw. Ale

»gen to nie wyrok” i mozemy, regulujac swoje postepowanie, ostabi¢ lub
wzmocni¢ dziatanie gendéw. Najprostszy przyklad to zaleznosé wielu choréb od
palenia papierosow.

MBP Chrzanéw: Czy koniecznoscig jest hodowla, uprawa roslin
modyfikowanych genetycznie? Czy ma to swoje uzasadnienie naukowe?

Czy faktycznie rosliny te majg ogromny wplyw na nasze zdrowie?

Na zdrowie nie. Na wydajno$¢ i cene tak. Konieczno$é¢ pojawia sie réwnolegle
do jej uznania lub wykluczenia przez przewazajacy w spoleczenstwie

poglad. Ludziom sytym takie rosliny nie sg potrzebne, dla ludzi glodnych
stanowia alternatywe.

MBP w Dabrowie Goérniczej: Dgbrowscy seniorzy zastanawiajg sie, jak
mozna zachecaé dzieci do nauki?

To trudne pytanie. Dziecko chce sie czegos dowiedzieé¢, gdy widzi w tym jakas
tajemnice, zagadke, co$ poza standardem. Wtedy nawet nie trzeba go zmuszaé
do uczenia si¢ na pamie¢. No, ale te zagadki, ktérych pelno jest w nauce,
powinni przede wszystkim pokazaé nauczyciele. Jest zle, kiedy naucza si¢ wiedzy
jako czego$ skonczonego, raz na zawsze ustalonego. To nie jest cecha nauki!

Biblioteka w Gorzowie: Majqc tak duzq wiedze i osiggniecia naukowe

w zakresie genetyki, jakie warto$ci w Zyciu vwaza Pani za fundamentalne?

Tu mnie majal!ll Czy te pytania muszg by¢ az tak trudne? Fundamentalne jest
szukanie prawdy. A nikt mi nie obiecal, ze ja znajde, wigec tym bardziej jest to
poszukiwanie ciekawe. Nie musimy zlapaé¢ kréliczka, wazne jest, by go gonié.

Magdalena FIKUS
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Informatyczny kacik olimpijski (68): Drogi stanowe

Tym razem oméwimy zadanie o drogach stanowych

(State Roads) z pierwszej rundy zawodéw Yandex.Algorithm
2013. Zadanie to mozna sformulowaé¢ w jezyku teorii

graféw, a do tego w ujeciu dynamicznym. Mamy wiec graf
nieskierowany o zbiorze wierzchotkow V| poczatkowo pusty,
w ktérym w kolejnych momentach pojawiaja sie i znikaja
krawedzie. Pomiedzy takimi zdarzeniami otrzymujemy
zapytania, z ktérych kazde dotyczy pewnego podzbioru
wierzchotkéw grafu V; C V. W odpowiedzi na takie
zapytanie mamy stwierdzié, czy z jakiegokolwiek wierzchotka
zbioru V; wychodzi jakas krawedz poza ten zbiér; innymi
stowy, czy wierzchotki zbioru V; w rozwazanym momencie
stanowia sume pewnej liczby sp6jnych sktadowych grafu.

W zadaniu wystepuje tez techniczny (ale przyjemny)
warunek, ze wstawiane krawedzie otrzymuja numery bedace
kolejnymi liczbami naturalnymi i za pomoca tych numeréw
oznaczane sg krawedzie przeznaczone do usuniecia.

Zastandéwmy sie najpierw nad rozwigzaniem sitowym.

Tym razem, celowo, oméwimy dos¢ doktadnie nietrywialne
szczegbly implementacyjne rozwigzania. Caty graf mozemy
przechowywadé po prostu jako tablice list sasiedztwa. Przy
wstawianiu krawedzi uv o numerze j dodajemy po jednym
nowym elemencie do list sgsiedztwa wierzchotkéw w i v

i w osobnej tablicy indeksowanej numerem krawedzi
zapamietujemy wskazniki na elementy list, ktore dodalismy
dla tej krawedzi. Takie wstawienie dziata oczywiscie

w czasie statym:

function wstaw(u, v, j)
push_back (lista[u],v)
push_back (listalv], u)
krawedz_u[j] := last(listalu))
krawedz_v[j] := last(lista[v])

Dzigki wspomnianemu przyjemnemu warunkowi
technicznemu uprzednio wstawiong krawedZ mozemy
usunaé z grafu réwniez w czasie stalym, po prostu usuwajac
odpowiednie elementy list sasiedztwa:

function usun(u, v, j)
delete(listalu], krawedz_u[j])
delete(lista[v], krawedz-v[j])

Bardziej czasochtonng operacja jest, oczywiscie, odpowiedz
na zapytanie. Wezytujac wierzchotki wystepujace w zapytaniu,
mozemy réwnoczesnie zaznaczaé wszystkie te wierzchotki

w pomocniczej tablicy indeksowanej numerami wierzchotkéw.
Zeby nie musieé za kazdym razem zerowaé tej tablicy,
wierzchotki z kazdego nowego zapytania mozemy oznaczaé
numerem porzadkowym tego zapytania. Teraz obstuga
zapytania jest juz bardzo prosta — przegladamy kolejne
wierzchotki z zapytania, dla kazdego z nich przegladamy
wszystkie incydentne krawedzie i sprawdzamy, czy drugie
konce tych krawedzi sa zaznaczone w tablicy pomocnicze;j:

function zapytanie(V;)
foreach v € V; do pom[v] :=1
foreach v € V; do
foreach u € lista[v] do
if pom[u] # ¢ then return false
return true

Na pierwszy rzut oka widaé, ze obstuga zapytania jest tutaj
bardzo wolna. Warto jednak przyjrzeé sie temu doktadnie;j.
Przede wszystkim nalezy ustalié, co jest dla nas rozmiarem
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danych wejsciowych. Oznaczmy przez n liczbe wierzchotkéw
grafu, a przez m — taczna liczbe krawedzi wstawionych
kiedykolwiek do grafu. Niech n; (dlai=1,2,...,2)

oznacza liczbe wierzchotkéw wystepujacych w i-tym
zapytaniu, n; = |V;|. Calkiem naturalnie jako rozmiar danych
wejsciowych przyjmiemy R =n+m+ Y . n;.

Jak teraz wyrazié¢ wzgledem R koszt obstugi wszystkich
zapytan? Zauwazmy, ze w i-tym zapytaniu bedziemy

musieli przejrzeé¢ co najwyzej n;(n; — 1) krawedzi.
Faktycznie, tyle krawedzi (liczonych w obie strony) ma

klika o n; wierzchotkach, wiec jesli w listach sasiedztwa
wierzchotkéw z zapytania znajdzie sie wiecej niz tyle
krawedzi, to na pewno odpowiedz na to zapytanie bedzie
negatywna. Asymptotycznie daje to koszt O(n?). Z drugiej
strony, w kazdym zapytaniu przejrzymy tacznie co najwyzej
2m krawedzi. Ostatecznie koszt zapytania to O(min(n?,m)).
Skorzystajmy teraz z nieréwnosci migdzy minimum a $érednia
geometryczng:

min(n?, m) < \/n2m = n;v/m.

Catkowity koszt obstugi wszystkich zapytan mozemy
oszacowaé przez:

O(Znﬁ) — O(Ry/m) = O(RVE).

Czyli jednak to rozwiazanie nie bylto znowuz az takie wolne!

Jednak da sie lepiej. I to duzo lepiej, bowiem liniowo
wzgledem rozmiaru danych wejéciowych. Rozwigzanie

opiera sie na nastepujacym pomysle: obliczmy sume stopni
wierzchotkéw ze zbioru V;. Jesli suma ta jest nieparzysta, to
na pewno z V; wychodzi jakas krawedz na zewnatrz, bowiem
w kazdym grafie suma stopni wierzchotkéw jest parzysta.
Pomyst ten w ogdlnosci nie dziata — moze si¢ okazaé, ze
suma stopni wierzchotkéw w V; bedzie parzysta, a mimo tego
odpowiedz na zapytanie bedzie negatywna.

Uogblnijmy zatem nasz pomyst i wprowadzmy element
randomizacji. Kazdej krawedzi wstawianej do grafu przypiszmy
losowa wage bedaca liczbg catkowita. Dla kazdego wierzchotka
v € V bedziemy przechowywac (jako zor[v]) bitowa alternatywe
wykluczajacg wag krawedzi incydentnych z tym wierzchotkiem.
Przy wstawianiu i usuwaniu krawedzi tablice zor mozemy
aktualizowaé w czasie stalym — w obu przypadkach wystarczy
do-xor-owacé wage krawedzi do zor-éw jej koncow. W przypadku
wstawiania bedzie to:

zor([u] := zor|u] ® wagalj]
zor[v] := zor[v] ® wagalj]

Kluczowa obserwacja jest teraz taka: odpowiedZ na zapytanie
Vi = {u1,u2,...,ur} jest pozytywna wtedy i tylko wtedy, gdy
kazda krawedz w grafie jest incydentna z dwoma wierzchotkami
ze zbioru V; lub z zadnym z nich. Poniewaz w @ w = 0, zatem
aby odpowiedzie¢ na zapytanie, obliczamy wartos¢:

zor[u1] @ zor[uz] @ ... ® zor|uk].
Jesli powyzsza wartosé jest rézna od zera, na pewno
odpowiedZ na zapytanie jest negatywna. W przeciwnym razie
z duzym prawdopodobienstwem odpowiedz jest pozytywna.
Prawdopodobienstwo udzielenia btednej odpowiedzi, czyli
trafienia przypadkiem na 0, wynosi ﬁ, gdzie M jest
ograniczeniem gérnym na wage krawedzi. Przyjmujac,
naturalnie, M = 232 lub M = 2%, otrzymujemy rzeczywiscie
bardzo mate prawdopodobienstwo btedu.

Jakub RADOSZEWSKI
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Dziesie¢ kilo splatanych kubitéow

Kwantowy komputer ma (potencjalnie) umozliwi¢ (przyblizone) przeprowadzanie
rachunkéw, na ktére ani piasku (krzemu), ani czasu nie wystarczy w caltym kosmosie.
Nie jest wykluczone, ze (nie tylko ludzki) mézg jest takim komputerem, ale nawet
jezeli tak, to nie mamy do niego odpowiedniego migdzymordzia.

Podstawowym wyzwaniem w realizacji kwantowego komputera jest liczba kubitow,
ktére udaje sie kwantowo splataé¢. Mozliwosci obliczeniowe skaluja si¢ wykltadniczo
z tg liczba. Na razie udalto sie doliczyé¢ do kilkunastu. Jest, co prawda, firma
D-Wave, ktora nazywa sama siebie , The Quantum Computing Company”

i ktéra twierdzi, ze ma 512-kubitowy procesor. Jednak, choé jej pracownicy
publikuja w najbardziej powazanych recenzowanych periodykach (np. [1]),

to spotecznosé naukowa nie jest do konca przekonana, ze jest to prawdziwy
komputer kwantowy. Nalezy sobie jednak zdawaé sprawe, ze celem D-Wave jest
doprowadzenie do praktycznego wykorzystywania obliczen kwantowych. Strategia
firmy polega bardziej na patentowaniu kolejnych rozwiazan technologicznych niz
na publikowaniu osiagnie¢. Informacje na temat dziatalnosci D-Wave mozna znalezé
na ich portalu [2].

Najnowsza inkarnacja komputera kwantowego D-Wave Two jest czarnym
szescianem o boku kilku metréow, w ktérym ukrywa sie procesor o powierzchni
milimetra kwadratowego, schtodzony do temperatury 20 mK. Kubity i ich platanie
jest realizowane za pomoca nadprzewodzacych obwodéw. Temperatura tak bliska
bezwzglednemu zeru nie jest niczym zaskakujacym. Jezeli jednak jest ona
warunkiem koniecznym kwantowych rachunkéw, to mézg nie moze by¢ komputerem
kwantowym. Nie jest to jednak jedyna droga do kwantowych obliczen.

Kubitem moze by¢ kazdy system kwantowy o dwoch stanach, dla ktérych mozliwa
jest superpozycja. Moga to by¢ impulsy $wietlne. O tym, jak bardzo doceniane
jest tego typu podejscie do problemu, moze $wiadczy¢ chociazby Nagroda Nobla
z fizyki za rok 2012 (Aktualnosci 12/2012).

Kolejnym przelomem w tej dziedzinie moze okazaé sie praca [3], w ktérej
zaprezentowano wyniki splatania dziesieciu tysiecy kubitéw, rozréznianych
za pomocy Separacji czasowej.

Pomyst jest bardzo prosty. Najpierw tworzone sa dwie wiazki tzw. stanéw $cisnietych
$wiatla. Sa to stany, dla ktérych iloczyn nieoznaczonoéci polozenia i pedu jest
minimalny. Kolejne paczki w kazdej z wiazek wystepuja w stalym odstepie
czasowym T'. Kazda taka paczka jest niezaleznym kubitem. Nastepnie kolejne pary
sg sukcesywnie splatywane za pomoca kierowania ich na plytke potprzepuszczalna.
Kolejnym etapem jest opéznienie jednej z wiazek o T'i ponowne splatanie za pomoca
drugiej ptytki polprzepuszczalnej. W ten sposdb powstaje sie¢ kubitéw, z ktérych
kazdy jest splatany z czterema innymi. Wynik zostal nazwany ,rozszerzonym
stanem EPR” (ang. extended EPR — XEPR) i moze by¢ tzw. stanem zrédlowym
umozliwiajacym przeprowadzenie tzw. jednokierunkowego obliczenia kwantowego
(ang. measurement-based quantum computation (MBQC) lub one-way QC),

za pomoca ktérego mozna (przynajmniej teoretycznie) zaimplementowaé¢ dowolne
obliczenie kwantowe (podobnie jak dowolny klasyczny algorytm mozna wykonaé
za pomoca maszyny Turinga).

W pracy [3] udokumentowane jest efektywne splatanie okolo 10 tysiecy kubitéw.
Ciekawe w tym podejsciu jest to, ze splatanie obejmuje kubity, ktére fizycznie
nie wspolistnieja, bo na konicu obu torow sygnalowych stany kubitéw sa mierzone, co
konczy ich zywot. Splatanie kwantowe nalezy rozumie¢ jako sukcesywna (wsteczna)
teleportacje kwantowa zachodzaca na drugiej plytce pétprzepuszczalne;j.

Jak bedzie wygladal komputer kwantowy, jeszcze nie wiadomo. Obecna sytuacje
mozna poréwnac do pierwszych sterowcéw wykonujacych loty komercyjne. Byty to
urzadzenia niewatpliwie uzyteczne i bez dwoch zdan wprowadzaly zupelnie nowa
jako$¢ poprzez uzycie trzeciego wymiaru przestrzeni. Historia awiacji potoczyla sie
jednak jeszcze inaczej.

Piotr ZALEWSKI

21



Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan: 31 III 2014

Q)

Rys. 2

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdtowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 570, 571
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

570. Pret o dlugosci [, promieniu r i masie m porusza si¢ wewnatrz pionowej
rury o promieniu R < [, wypelnionej nieécisliwa ciecza o gestosci p, wzdluz
jej osi. Gestoé¢ preta jest mniejsza od gestosci cieczy. Znalezé przyspieszenie
preta. Opory ruchu (lepko$¢ cieczy) mozna zaniedbad.

571. W pionowej, waskiej rurce o dtugosci 2! dolny koniec jest zamkniety,

a gorny otwarty. W dolnej polowie znajduje sie gaz doskonaly o temperaturze 717,
gbérna polowa jest wypelniona rtecia. CiSnienie zewnetrzne jest réwne ciSnieniu
stupka rteci o wysokosci . Do jakiej temperatury wystarczy ogrzaé gaz w rurce,
aby cala rteé zostala z niej wyparta?

Rozwigzania zadan z numeru 9/2013

Przypominamy tresé¢ zadan:

562. Szes$cian o masie m stoi na powierzchni poziomej. Z jaka minimalng sila F' i pod jakim katem o«
do poziomu (rys. 1) nalezy ciagnaé sze$cian za $rodek gérnej krawedzi, zeby przewrécil si¢ bez poslizgu,
jezeli wspotczynnik tarcia wynosi pu? Sita I jest prostopadla do gérnej krawedzi szescianu.

563. W Srodku nieruchomej, wydrazonej, przewodzacej kuli o promieniach wewnetrznym a

i zewnetrznym b umieszczono czastke o masie m naladowang tadunkiem g > 0 (rys. 2). Jaka predkosé
nalezy nadaé czastce, aby przez waska szczeling oddalita si¢ do nieskonczonosci? Przenikalnosé
elektryczna prézni ep jest dana.

562. Warunek na brak poslizgu ma postaé: F cosa < u(mg+ Fsina). Aby
nastapit obrét wokot dolnej, przedniej krawedzi, musi by¢ spetniony warunek:

aF cosa < 8% gdzie a jest krawedzig szeScianu. Rozwazmy przypadek
graniczny, gdy sita F' = Fy = 5o-2— nie powoduje jeszcze obrotu. Z warunku

tg o

1—2p
5 .

na brak poslizgu otrzymujemy wtedy: %& < ,umg(l + ), czyli tga >
Musimy rozwazy¢ dwa przypadki:

1) u < 0,5, wtedy tga = %,

2) u > 0,5, wtedy a = 0.

Ostatecznie otrzymujemy odpowiedz:

a=0 i F>"% dlau>0p5
oraz
1-2 Vo? —dp+1
tga =12 o ps TV AL 05,
% 2p

563. W chwili poczatkowej na wewnetrznej powierzchni wydrazonej kuli indukuje
sie tadunek —gq, a na powierzchni zewnetrznej ¢, poniewaz w przewodniku nie ma
pola elektrycznego. Energia poczatkowa uktadu jest suma energii kinetycznej
czastki, energii W oddzialywania elektrostatycznego czastki z tadunkami
indukowanymi oraz energii Ws oddzialywania miedzy tadunkami indukowanymi.
Wi = kqg(% — %), gdzie k = ﬁ, Way = %, gdzie U jest napieciem miedzy
sferami o promieniach a i b zwigzanym tylko z tadunkami na sferach. Potencjat
sfery wewnetrznej wynosi V(a) = kq(% — i) < 0, potencjal sfery zewnetrznej
V(b) =0, U = —V(a). Po oddaleniu si¢ czastki do nieskoniczonosci energia uktadu
wynosi zero i z zasady zachowania energii otrzymujemy szukang predkos¢:

k(b —a)

mab
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Zadania z matematyki nr 673, 674
Redaguje Marcin E. KUCZMA

® 673. Czy istnieja cztery kolejne liczby calkowite dodatnie, ktérych iloczyn,
210

powigkszony o , jest kwadratem liczby catkowitej? Poda¢ wszystkie
' — rozwiazania (jesli istnieja).
® 674. Znalez¢ wszystkie funkcje f:R — R, ktore spelniaja uktad réwnan

funkcyjnych
flz+1)=fl@)+1, f(@2*)=f(z)? dazeR.

Zadanie 674 zaproponowal pan Pawel Najman z Krakowa.

Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan: 31 III 2014

Rozwigzania zadann z numeru 9/2013

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
663 (WT =1,92) i 664 (WT = 1,53)

Przypominamy tresé zadan:

665. Dany jest réwnolegtobok ABCD. Punkty P i Q lezg odpowiednio na bokach BC i DC, odcinki
z numeru 6/2013 BP i DQ maja jednakowa dlugoéé. Dowiesé, ze odcinki BQ i DP przecinaja sie w punkcie, lezacym
Rami Marcin Ayoush Szelkéw 41,55 na dwusiecznej kata BAD.

Marek Spychata
Janusz Fiett
Andrzej Idzik
Marcin Matogrosz
Wojciech Maciak

Warszawa 39,37
Warszawa 38,75
Bolestawiec 37,70
Warszawa 37,48
Warszawa 36,72 665. Niech X bedzie punktem przecigcia odcinkéw BQ i DP. Przedtuzamy odcinek DP

do przeciecia z prosta AB w punkcie Y. Z réwnoleglosci DC||AB oraz AD||BC wynikaja

proporcje

666. Niech W bedzie wielomianem stopnia k£ > 2, o wspoétczynnikach catkowitych nieujemnych.
Zakladamy, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 warto$¢ W (n) jest k-ta potega liczby calkowitej
nieujemnej. Udowodnié, ze W ma posta¢ W (x) = (az + b) k gdziea >1,b >0 sg liczbami catkowitymi.

| XY| |BY] |AY]  |BY|
|XD[  |QD| |AD|  |BP|
Prawe strony tych réwnosci maja jednakowa warto$é, bo |BP| = |QD)|. Zatem i lewe

strony maja jednakowa wartosé; a to znaczy, ze w tréjkacie DAY odcinek AX
jest dwusieczng kata przy wierzchotku A (czy go nazwiemy BAD, czy DAY, to
wszystko jedno).

666. Niech

k

Wi(x) = Z c;z;

=0

¢ €Z,c;20(j=0,...,k); ck >0.

Z zalozenia istnieje ciag liczb catkowitych nieujemnych (d,) taki, ze

W(n)=df dlan=1,23,...
/ Ciag W(n)/n*, czyli (d./n)¥, dazy do cx, gdy n — oc. Stad
dn . d’n, d’n, 1
// (1) o e/* atakie 1 Gnp1 D —c/F gdy n— oo
/ — n k n+1 n k
l N\ Réznica W(x + 1) — W(x) jest wielomianem stopnia k — 1, z wyrazem
/ \ ) wiodacym kcpz®~!. Zatem
1) —
[ d (2) Wi +nk)—1 W _, kee,  gdy n — oo.
‘ 7 drugiej strony,

Wn+1)-W(n) _ di—d,
\ (3) nk—1 T k1

= (dn+1 - dn) . An,ky

\ gdzie
k—1 k-1 k—1—j j
1 k—1—j 75 _ dnt1 dn
An’kiﬁzd"ﬁ’l dnfz n 7 .
* §=0 §=0
Wobec zwiagzkéw (1), przy n — oo mamy
k—1
(4) Ange = Y TGN = ke TR
§=0

7 zaleznosci (3), (4), (2) wynika teraz, ze przy n — oo
1 Wn+1) —W(n) 1/k
dn+1 - dn = An . . k-1 — Ck/ .

Réznica d,4+1 — d,, przedstawia wiec ciag liczb catkowitych,

ktory jest zbiezny — taki ciag jest od pewnego miejsca staly.

Oznaczajac a = ¢,/ ", mamy zatem

dnt1 —dn =a dlan > ng;

liczba a jest catkowita oraz dodatnia.
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Dla liczb calkowitych n > no uzyskujemy réwnosé

W(n) = dp, = (dny + (n = n0)a)* = (an +b)",
gdzie b = dp, — noa jest liczba catkowita. Wniosek: W jest
wielomianem

W (z) = (az + b)¥;

pozostaje tylko zauwazyé, ze b > 0, skoro (z zalozenia)
wspbtezynniki ¢; wielomianu W sa nieujemne, zaé ¢y = b¥,
c1 = kab® 1, a>0.



Prosto z nieba: Wldkna i pustki

Niezwykle precyzyjne obserwacje satelity Planck kreslg
obraz Wszech$wiata, w ktérym gtéwnym skladnikiem
jest tajemnicza ciemna energia (68,3% calkowitej gestosci
masy/energii) oraz réwnie tajemnicza, nieoddziatujaca
elektromagnetycznie ciemna materia (26,8%); zwykla
materia stanowi tylko 4,9% catkowitej gestosci. Nasz
Wszech$wiat jest réwniez bardzo plaski, a jego $rednia
gestosé to 10729 g/cmS, co odpowiada sze$ciu protonom
na metr szescienny. Wszechéwiat moze sie wiec wydawaé
prawie kompletnie pusty, a przynajmniej ubogi w znana
z codziennego doswiadczenia materie. Jaka jest jego
struktura? W skalach wigkszych od ,ludzkich” (~ m)

materia grupuje si¢ w gwiazdy (~ 10° km), te w galaktyki

(~ 10*® km, czyli 30 kpc w przypadku Drogi Mlecznej), a
z kolei w gromady galaktyk (1-10 Mpc). Supergromady,

czyli gromady gromad tworza gigantyczne struktury zwane

wlbknami (filamentami) o rozmiarach rzedu 100 Mpc,

ktore zawierajg praktycznie calg $wiecaca materie skupiong

w gwiazdach. Pomiedzy wtéknami znajduja sie pustki;
jedna z nich jest gigantyczna superpustka w kierunku

gwiazdozbioru Erydanu, odkryta w danych satelity WMAP

i potwierdzona przez Plancka. Obserwowane struktury sa
wynikiem pierwotnych fluktuacji w bardzo wczesnym

Qj\AALARZ i
_50° v‘ . \ \

.7h )
Jasnos¢ (wielkos¢ gwiazdowa):
@ 10@00102:3:4:56

@ gromada kulista
O jasna mgtawica

o galakyka
o gwiazda zmienna

Gwiazdozbiér Erydanu. Mapa nieba

we wspolrzednych réwnikowych; rozmiary
gwiazd odzwierciedlajg ich jasnosci

w wielko$ciach gwiazdowych (x oznacza
Zimna Plame). [Mapke nieba wykonano
na podstawie mapy IAU/magazynu

Sky & Telescope (Roger Sinnott &

Rick Fienberg).]

zimniejszy niz inne

etapie zycia Wszechswiata. Materia, wtedy mieszanina
elektronéw, barionéw i fotonéw, zapadala sie grawitacyjnie
w obszarach gestszych przy wspétudziale ciemnej

materii i w obecnoéci promieniowania. W ten sposob

prawie jednorodny rozktad materii zmienit sie w obecnie
obserwowang sie¢ widkien i pustek. Powstajace w trakcie
tego procesu fale dzwigkowe (akustyczne oscylacje
barionowe) pozostawily swéj slad na ,sferze ostatniego
rozproszenia” w czasie rekombinacji plazmy w atomy wodoru
(ok. 400 tys. lat po Wielkim Wybuchu, przy przesunigciu ku
czerwieni z ~ 1000), dlatego tez do badania wielkich struktur
uzywa sie obserwacji mikrofalowego promieniowania tta.
Fluktuacje promieniowania tta sa wywolane efektem Sachsa—Wolfa,

czyli poczerwienieniem (lub poniebieszczeniem) fotonéw uciekajacych
z glebszych lub plytszych lokalnych studni potencjalu.

te

Mniejsza niz $rednia gestosé rozkladu materii odpowiada
obszarom chltodniejszym, czyli pustkom; miejsca cieplejsze sa
zwigzane z wiéknami.

Mamy nadzieje, ze analiza niebieskich i czerwonych plamek
na mapie stworzonej przez zesp6! Plancka bedzie jeszcze
przez dtugi czas Zrodlem interesujacych odkryé.

Michat BEJGER

Niebo jak wlasna kieszen: Styczen

Styczen wykorzystujemy na walke ze spowodowana wysrubowanymi
postanowieniami noworocznymi depresja, poprawiajac sobie
humor obserwacjami Rzeki Erydan — széstego co do wielkodci,

ale niezbyt charakterystycznego gwiazdozbioru widocznego

o tej porze roku nad potudniowym horyzontem. W Eneidzie
Wergiliusz utozsamia Erydan z jedna z rzek Hadesu, ptynaca
przez sielankowsa kraing zwana Polami Elizejskimi; w to
ekskluzywne miejsce trafiaja po $mierci ludzie dobrzy, bohaterowie
oraz naukowcy.

Kapiel w Erydanie jest takze marzeniem poczetego za pomoca genetycznych
manipulacji makabrycznego Tyfona, syna Gai i Tartara (lub, wedlug innej
wersji mitu, Hery), najbardziej zabdjczego potwora greckiej mitologii!
Najjasniejszy obiekt Erydanu to Achernar (0,44™), bardzo
szybko rotujaca gwiazda ciagu gtéwnego (typ B6) o wyraznym
niebieskim kolorze. Nie jest, niestety, widoczna z Polski, tak jak

i cala potudniowa czeé¢ gwiazdozbioru otoczona egzotycznymi
konstelacjami Zegara, Rylca, Ztotej Ryby i Feniksa, dlatego

za punkt odniesienia musi nam wystarczy¢ druga co do jasnosci
Cursa (S Eri, 2,79™), znajdujaca si¢ tuz obok Rigla (8 Ori).
Erydan zawiera takze inny ciekawy, niewidoczny gotym okiem
obiekt gtebokiego nieba, nazwany Zimna Plama; jest to znaczaco
obszar mikrofalowego promieniowania tta wielkosci kilku

stopni tuku, ktéry wedlug kosmologéw jest dowodem na obecno$é w tym kierunku
ogromnej kosmicznej pustki (przestrzeni pozbawionej galaktyk) o rozmiarach
przekraczajacych 150 Mpc.

W styczniu (5 1) Jowisz znajdzie sie w opozycji (Bliznieta): jego tarcza bedzie wtedy

catkowicie o$wietlona przez Storice, a planeta osiagnie jasno$é —2,23™. Jest to dobry

czas do obserwagcji,
ktora wypada 16 1,

z przybierajacym po nowiu (1 I) Ksiezycem; dzien przed pelnia,
Ksiezyc bedzie w odlegtosci paru stopni od Jowisza. Przed

wschodem Stonca widaé takze Marsa w gwiazdozbiorze Panny (jasno$é zmieniajaca

sie od 1™ do 0,4™),

C/2012 S2 (ISON)

oraz Saturna w gwiazdozbiorze Wagi (0,77™). Stynna kometa
0 jasno$ci nieco ponizej 6™ bedzie przemieszczaé si¢ w okolicy

péInocnego bieguna nieba (7 I znajdzie si¢ najblizej Polaris), a 14-15 I, gdy Ziemia
przetnie tor orbity komety, mozemy spodziewaé sie deszczu meteoréw. Ciekawe wydaja
si¢ takze Kwadrantydy (maksimum 5 I), o radiancie w gwiazdozbiorze Wolarza.
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1. W Kratkowie ulice prowadza tylko z péinocy na potudnie lub z zachodu
na wschéd, a odstepy pomiedzy kolejnymi przecznicami sg réwne jednej kratce.

@ \ 6 1 Szukamy najkrétszej mozliwej drogi ulicami z punktu A do punktu B (rys. 1).

Ktoredy nalezy i8¢ i ile jest réznych drég do wyboru?

: 2. Wykaz 'ei n2_ 2n
. Wykaz, 7 =)

=0

“O l(}' Drogi w kratach i kino Joanna JASZUNSKA

3. Bilet do kina kosztuje 10 zt, w kasie jest duzo biletéw i nie ma pieniedzy. W kolejce
stoi, w przypadkowej kolejnosci, n oséb z banknotami 10 zt oraz k oséb posiadajacych
jedynie banknot 20 zl, przy czym n > k. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
kasjerowi w trakcie obstugi nie zabraknie reszty do wydawania?

Rozwigzania

77777 ! lT R1. Najkrétsze drogi prowadza na péinoc lub na wschédd (rys. 1). Wszystkie sa
k dtugosci n + k, gdyz kazda ma lacznie n kratek na wschéd i k na péinoc.

Kazda taka droge mozna utozsamié z jej opisem — ciggiem zawierajacym
A n znakow E oraz k znakéw N kodujacym, czy na kolejnym skrzyzowaniu nalezy
i8¢ na péinoc (N), czy na wschéd (E). Najkrétszych drég jest wiec tyle, ile
Rys. 1. Dwie z najkrétszych drég takich ciagdw, czyli (”Zk), bo na tyle sposobéw mozna wybraé, na ktérych
zAdo B ENNENEETNEEEENN. — p oh0616d wszystkich n + k miejsc ciagu ma by¢ znak E. O

n R2. 7 zadania 1 wiemy, ze liczba najkrétszych drog ,po kratkach” z lewego

dolnego do prawego gérnego rogu kwadratu n x n réwna jest (”':b”) = (27:’)

Co

! ! Wyznaczmy te sama liczbe inaczej. Kazda z takich drég musi przejéé przez
1--@--Sssees doktadnie jeden z n kolorowych punktéw Cy, C4,...,C, z rysunku 2. Liczba
- najkrétszych drég z A do B przechodzacych przez C; jest iloczynem liczby
SR IR | P najkrétszych drég z A do C; i liczby najkrétszych drég z C; do B, czyli —
P z zadania 1 — réwna jest

. i noi (z+(7—z>)((n;i)lﬂ):(?)(n:)

Stad liczba wszystkich najkrétszych drég z A do B réwna jest

n n 2
(ﬂil) = (?), bo wybér i elementéw z n A 7 n—i) ‘ 7 ’
g i=0 =0

réwnowazny jest odrzuceniu pozostalych 5
n — i elementéw. co konczy dowdd na mocy poczatkowej obserwacji, ze drég tych jest (:) O

R3. Zilustrujmy kolejke jako pewng droge o n + k krokach: w danym kroku
idziemy w prawo, jesli klient ma 10 zt, lub w gore, jesli ma 20 zl. Aby kasjerowi
nie zabrakto reszty, liczba wreczonych mu banknotéw 20 zt nigdy nie moze
przekroczyé¢ liczby banknotéw 10 zt, ktére do tego momentu dostal. Innymi
stowy, droga jest dobra, jesli nie dotyka kolorowej prostej m z rysunku 3.
Policzmy, ile jest zlych drog.

Niech dana zla droga pierwszy raz dotyka prostej m w punkcie C' = (1,1 + 1) (rys. 3).
Jej czesé od punktu A = (0,0) do punktu C odbijmy symetrycznie wzgledem
prostej m, uzyskujac pélodbicie zlej drogi — nowa droge prowadzaca tylko w prawo
lub w gére od punktu A’ = (—1,1) do punktu B = (n, k). Kazda zta droga ma inne
potodbicie. Ponadto kazda najkrétsza droga z A’ do B przecina prosta m, wiec
jest pétodbiciem pewnej ztej drogi. Stad ztych drég jest tyle, ile ich pélodbié, czyli
Rys. 3. Punkt (z,y) — kasjer dostal juz  paikrétszych drég z A’ do B, a wiec, na mocy zadania 1,

x banknotéw po 10 zt i o 20 zl.
’ o (n+1)+ (k-1 _[(n+k
n+1 \n+1)°

Wiszystkich najkrétszych drég z A do B jest (”Zk), wiec liczba dobrych drég to

(n+k> <n—|—k) B n+1—k<n—|—k)
Liczba dobrych drég dla n = k, czyli n n+1 n+1 n

L (2) to tzw. n-ta liczba Catalana. & prawdopodobienstwo, ze kasjerowi nie zabraknie reszty, réwne jest

n+1l\ n

nt+l—k
P O
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