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Schemat Falka Przemystaw KICIAK™

Whrew czesto (i zazwyczaj bezmyslnie) powtarzanemu przystowiu nie kazdy
obraz jest wart tysiaca stow. Ale niektére sa. Kazdy student matematyki,
informatyki lub politechniki na pierwszym roku poznaje wzor, ktory definiuje
iloczyn macierzy: jesli liczba kolumn macierzy A jest rowna liczbie wierszy
macierzy B, to ich iloczynem jest macierz AB, ktorej wspolczynniki to

Cij = Zk a;1by;. Takie mnozenie macierzy jest znane od XIX wieku. Dopiero
wiek pdzniej zostal wynaleziony sposob jego zobrazowania, ktéry dla mnie jest
wart tysiaca sléw, a nawet troche wiecej.

Schemat Falka, bo tak si¢ ten wynalazek nazywa, sklada si¢ z tabelek

ze wspolczynnikami macierzy, rozmieszczonych jak na rysunku 1. Latwo jest

na nim odnalezé¢ wspélezynniki macierzy A (na lewo) i B (powyzej), ktére maja
wplyw na wspoétezynnik ¢;; iloczynu. Wszystkie znane wtasnosci mnozenia
macierzy maja, oczywiscie, dowody rachunkowe. Schemat Falka pozwala
zobaczyé wiele z tych wlasnosci, a to jest w pewnym sensie cos wiecej niz dowdd.

Wtasnos¢ 1. Wspétezynniki nie musza by¢ liczbami, byleby mozna je byto
jako$ mnozy¢, a iloczyny jako$ dodawaé; w tym sensie definicja iloczynu
macierzy jest uniwersalna. Na przyktad (rys. 2) wspo6lezynnikami moga byé
macierze (zwane blokami), jesli tylko ,pasuja’, tj. dla kazdego i wszystkie
bloki A;;, maja tyle samo wierszy, dla kazdego j wszystkie bloki By; maja
tyle samo kolumn, i dla kazdego k kazdy blok A;; ma tyle samo kolumn, ile
bloki Bj; majg wierszy. Jesli bloki sg macierzami liczbowymi, to mamy stad
ogblniejszy zapis mnozenia macierzy liczbowych. Mozna tez rozpatrywaé bloki
puste, tj. majace 0 wierszy lub kolumn, co czasami jest wygodne.

Wtiasnosé 2. O macierzy A méwi sig, ze jest tréjkatna gérna, jesli wszystkie
jej wspolezynniki a;;, takie ze ¢ > j, sg réwne 0. Mnozenie macierzy ma te
wlasnosé, ze jesli obie macierze A i B sa tréjkatne gérne, to ich iloczyn tez
jest taki. Spéjrzmy na rysunek 3: po odnalezieniu wspotczynnikow w i-tym
wierszu macierzy A i j-tej kolumnie macierzy B zauwazamy, ze jesli ¢ > j,

to w kazdym iloczynie a;,br; co najmniej jeden czynnik jest zerem, a stad

¢;; = 0. Analogiczna wtasnosé dotyczy macierzy tréjkatnych dolnych (takich ze
a;; = b;; =0 dla i < j), co proponuje Czytelnikom narysowaé wlasnorecznie.

Wtasno$é¢ 3. Transpozycja przyporzadkowuje dowolnej macierzy A

o wspélezynnikach a;; macierz AT o wspélezynnikach aj;; inaczej méwiac,
przeksztalcenie to zamienia wiersze z kolumnami. Jeli macierze A i B mozna
pomnozyé (i mnozenie wspotezynnikéw jest przemienne), to (AB)T = BT AT,
Ze schematu Falka to wynika natychmiast po narysowaniu jego odbicia
symetrycznego wzgledem ukosnej linii (tzw. diagonali macierzy AB), poréwnaj
rysunki 1 i 4. Mnozenie macierzy (blokéw) nie jest przemienne, dlatego
dokonujac transpozycji iloczynu macierzy zbudowanych z blokoéw, tj. ,,odbijajac”
schemat Falka, musimy ,,odbi¢”, czyli transponowaé kazdy blok macierzy A i B
i ich iloczynu. Ale to po obejrzeniu rysunkéw jest oczywiste.

Wtasnoéci 4 i 5. Macierz A jest diagonalna, jesli wszystkie wspoltczynniki
oprécz a;; ma zerowe. Macierz permutacji jest to macierz kwadratowa,
ktora w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie ma jeden wspolczynnik réowny 1,
i pozostate wspélczynniki 0. Wiersz i-ty macierzy AB, gdzie macierz A jest
diagonalna, jest iloczynem wspolczynnika a;; i i-tego wiersza macierzy B. Jedli
za$ A jest macierza permutacji, to iloczyn AB powstaje przez poprzestawianie
wierszy macierzy B. Narysowanie schematéw (najlepiej z uzyciem blokéw)

i doprecyzowanie szczegbléw polecam dla relaksu. A co bedzie, jesli to drugi
(tj. prawy) czynnik jest macierza diagonalna lub permutacji?

Wtasnosé 6. Lacznosci mnozenia macierzy tak calkiem bez rachunkéw pokazaé
sie nie da, ale zobaczmy schematy na rysunku 5. Jest jasne, ze wymiary macierzy
(AB)C i A(BC) sa identyczne. Jedli w miejsce A podstawimy blok A; — i-ty
wiersz macierzy A i zastapimy C' przez j-ta kolumne, C;, to w obu przypadkach
dostaniemy wspolczynnik na przecieciu i-tego wiersza i j-tej kolumny
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B C odpowiedniego iloczynu wszystkich trzech macierzy. Wyrdznimy
1 1 w macierzach bloki

Bi1 Big Cii
A;=[An Ap], B= , Ci= 7.
= [4a 2] {le BQQ] J {C%}

C Podstawiajac tak podzielone macierze do pierwszego schematu, dostaniemy
B BiC (A;B)Cj = (AinBi1 + Ai2B21)Chj + (Ai1 Bia + Ai2B22)Csj,
! a z drugiego schematu otrzymamy
A — A(BC) A;(BC;) = Ain(B11C1j + B12C%j) + Ai2(B21Chj + B22Cy;).
Rys. 5 Jesli mnozenie mniejszych blokow jest taczne i rozdzielne wzgledem dodawania,

a dodawanie jest przemienne, to oba te wyrazenia maja te sama warto$é. Ale to
umozliwia przeprowadzenie dowodu indukcyjnego, zaczynajac od blokéw pustych
i blokéw 1 x 1, tj. zbudowanych z pojedynczych wspélczynnikow.

Schemat Falka z blokowym przedstawieniem macierzy zostal wykorzystany
do zilustrowania bardzo pieknego, réwnoleglego algorytmu mnozenia duzych
O architekturze CUDA pisali$my macierzy przy uzyciu karty graficznej w architekturze CUDA; zachecam
w Delcie 9/2011. do zapoznania sie z nim w dokumentacji firmy NVIDIA. Tu za$ wykorzystamy
schemat Falka do przedstawienia idei szybkiego (sekwencyjnego) algorytmu
mnozenia wielkich macierzy rzadkich, czyli takich, ktérych wiekszo$é
_ - wsp6lczynnikéw (np. ponad 99%) to zera. Iloczyn macierzy rzadkich zwykle
. T tez jest macierza rzadka, a przy tym kazdy (lub prawie kazdy) jego niezerowy
? ? wspoélcezynnik jest suma niewielu niezerowych skladnikéw. Dopuszczamy zupelnie
dowolne rozmieszczenie niezerowych wspdlczynnikéw w macierzach A i B.
Chcielibysmy, aby algorytm mnozyt i dodawal tylko liczby rézne od zera.

Zobaczmy schemat na rysunku 6. W pokazanym przyktadzie i-ty wiersz

e R e o AR SRR, macierzy A zawiera tylko trzy niezerowe wspélczynniki. Aby obliczyé

i-ty wiersz iloczynu, trzeba pomnozy¢ przez nie odpowiednie trzy wiersze
macierzy B i dodaé. Oczywiscie, wystarczy odnalezé i pomnozyé tylko niezerowe
wspolczynniki macierzy B w tych wierszach.

Rys. 6 Obie macierze i ich iloczyn bedziemy reprezentowac¢ za pomoca wykazéw
niezerowych wspolczynnikéw. Wykaz jest tablica, ktérej kazdy element zawiera
indeksy wiersza i kolumny oraz niezerowy wspélczynnik na ich przecigciu.

Porzadkiem wierszowym wykazu wspotczynnikow macierzy nazwiemy

taka kolejnosé jego elementéw, ze elementy reprezentujace niezerowe
wspoélezynniki z kazdego kolejnego wiersza sa obok siebie (a w obrebie wiersza
elementy sa uporzadkowane dowolnie). W pierwszym kroku algorytmu

nalezy (np. za pomoca sortowania) uporzadkowaé w ten sposéb wykazy

obu macierzy, A i B. Nastepnie tworzymy dwie tablice pomocnicze, ktérych
dtugosci sa o 1 wigksze od liczb wierszy tych macierzy. Kolejne elementy tablicy
pomocniczej sa indeksami uporzadkowanego wykazu, umozliwiajacymi szybki
dostep do elementéw reprezentujacych wspélezynniki kazdego wiersza (liczba
niezerowych wspolczynnikéow w wierszu jest réznica dwéch kolejnych indekséw
w pomocniczej tablicy, jej ostatni element razem z przedostatnim umozliwia
obliczenie liczby tych wspélczynnikéw w ostatnim wierszu).

Aby obliczy¢ iloczyn AB, przegladamy kolejne wiersze macierzy A. Dla
wspolczynnika a;, # 0 znajdujemy elementy reprezentujace niezerowe
wspolczynniki w k-tym wierszu macierzy B. Dla kazdego takiego elementu,

w dodatkowej tablicy, zapamigtujemy trdjke liczb: indeks elementu
reprezentujacego wspolczynnik a;p, w wykazie A, indeks elementu
reprezentujacego wspotczynnik by; w wykazie B i indeks j odpowiedniej
kolumny macierzy B (czyli takze iloczynu). Majac wszystkie takie tréjki dla
i-tego wiersza macierzy A (i iloczynu), sortujemy ich ciag wzgledem indekséw
kolumn j. Po tym posortowaniu tatwo jest odnalezé odpowiednie wspotcezynniki
macierzy A i B i wykonaé dzialania na nich, poniewaz iloczyny, ktérych sume
trzeba obliczy¢, sa reprezentowane przez trojki znajdujace sie obok siebie. W ten
sposob otrzymamy niezerowe wspotczynniki w i-tym wierszu macierzy AB,

a Scislej te wspolczynniki, ktére sa sumami niezerowych sktadnikow.
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Koszt tego algorytmu w istotny sposéb zalezy od uzytego algorytmu sortowania,
ale sa znane bardzo szybkie algorytmy sortowania, ktérych uzycie sprawia, ze
obliczenia pomocnicze zabieraja tylko kilka razy wiecej czasu niz same dziatania
na wspélczynnikach. Mozna tez opracowaé podobny algorytm, korzystajacy

z kolumnowego uporzadkowania wykazow.

Rysunkowe przedstawienie mnozenia macierzy wymyslit w latach

50. dwudziestego wieku Sigurd Falk, profesor politechniki w Brunszwiku.
Opisane wyzej przyklady nie wyczerpuja zastosowan tego wynalazku, ale
mam nadzieje, ze uzasadniaja jego warto$é, przy uzyciu kilku obrazkéw
i w przyblizeniu 1100 stéw.

Prawa prawdziwie naturalne

Umyst to wytwér mézgu. Budowa i funkcjonowanie mézgu czlowieka i innych
zwierzat jest wynikiem milionéw lat ewolucji. Aspektéw dziatania umystu,

na przyktad tego, co uwazamy za moralne, nie da si¢ zatem zrozumieé

bez wnikania w to, jak odpowiednie pojecia mogly sie w toku ewolucji
wytworzy¢ i zmienia¢. Oznacza to, ze kazda intelektualnie uczciwa préba
zrozumienia ludzkiej moralnosci wymaga — précz jezyka historii filozofii —
zastosowania najnowszych osiagnie¢ neurobiologii, ewolucjonizmu i psychologii.

Wezesnymi probami w tym zakresie byly prace E.O. Wilsona, socjobiologa,
a dzieki wielu interesujacym ksiazkom, m.in. S. Pinkera, jezykoznawcy, proby

. & PauiciaS. Churchland wyjasnienia ludzkiego zachowania w zarysowany wyzej sposéb zdobyly pewna
o popularnosé, zwlaszcza w srodowiskach racjonalistycznych. Nie bylo jednak
dotad w jezyku polskim publikacji, ktéra w sposdb precyzyjny i przystepny
analizowalaby moralnosé z uwzglednieniem wspoélczesnej wiedzy o mézgu. Luke
te wypelnia wydana wlasnie ksiazka filozofki Patricii S. Churchland ,,Moralno$¢

mozgu” (Copernicus Center Press).

77" Moralno$¢ mozgu

Con an moralnosc

Warunkiem niezbednym do moéwienia o moralnosci jest wystepowanie wiezi
spotecznych. Churchland opisuje szczegdlowo, lecz interesujaco, budowe

i funkcjonowanie osrodkéw kary i nagrody w mozgu, a takze to, jak troska

o siebie, zapewniana poprawnym dziatlaniem tych o$rodkéw, moze sie uogdlnié
na troske o innych. Réwnie dokladnie autorka wprowadza czytelnika w $wiat
mechanizméw dziedziczenia, a jej opis, jak zachowanie jest uwarunkowane przez
geny, niewatpliwie wywota nie lada wrazenie na tych, ktorym genetyka kojarzy
si¢ wytacznie z Mendlem i jego groszkiem pachnacym.

Nie oznacza to bynajmniej, ze Churchland przyjmuje za dobra monete
wszystkie narracje na temat dzialania moézgu, jakie funkcjonuja w srodowisku
neurobiologéw — przeciwnie, jak na rasowego filozofa przystalo, stara sie

je krytycznie zanalizowa¢. Doskonalym przykladem jest kwestia znanych

od zaledwie 22 lat neuronéw lustrzanych, komorek kory mozgowej aktywujacych
sie zar6éwno w przypadku, gdy osobnik (malpa) wykonuje okreslony ruch, jak
i gdy obserwuje innego osobnika taki ruch wykonujacego. Ilez postawiono
dalekosieznych hipotez dotyczacych zaangazowania neuronéw lustrzanych

w percepcji stanéw umystowych innych ludzi oraz empatii! Churchland
konsekwentnie wskazuje na mielizny wnioskowania w przypadku tego typu
hipotez, starajac si¢ precyzyjnie okresli¢, gdzie znajduje si¢ granica miedzy
pewnym a prawdopodobnym oraz prawdopodobnym a dopuszczalnym.

|
A
s
U

Wydaje si¢ zaskakujace, u jak wielu ludzi pokutuje kartezjanski poglad o roli
introspekeji w analizie umystu. Dla tych wszystkich — oraz dla kazdego,

kto chciatby wiedzie¢, jak dziala swiat — $wietnie napisana i doskonale
udokumentowana ksiazka Patricii S. Churchland powinna by¢ lektura
obowiazkowa.

Fwelina KNAPSKA

Pracownia Neurobiologii Emocji, Instytut Biologii Doswiadczalnej im. M. Nenckiego PAN w Warszawie
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Rozwigzanie zadania F 850.
Zaniedbajmy dla uproszczenia $rednice
rury i oznaczmy przez d $rednice
utworzonej przez nig obreczy. Wskutek
obrotu Ziemi z czestodcia 2 réznica
predkosci gérnego i dolnego krarnca
rury wzgledem ukladu inercjalnego
zwigzanego z osig obrotu Ziemi jest
réwna Av = 2d cos . O ile woda moze
swobodnie plynaé¢ w rurze, obrét rury
zmienia predko$é fragmentéw rury

w uktadzie inercjalnym, a wody — nie;

prowadzi do powstania réznicy predkosci
tych fragmentéw rury i zawieranej

przez nie wody réwnej wlasnie Awv.
Podstawiajac d = 1m, otrzymujemy
predkosé rzedu 0,01 mm/s; mozna ja
prébowaé dostrzec pod mikroskopem,
uzywajgc zawiesiny zamiast wody.

*Interdyscyplinarne Centrum
Modelowania Matematycznego
i Komputerowego,
Uniwersytet Warszawski

Ze swiata USOS. Czes¢é 5 — Oceanarium,
czyli o nurkowaniu w otchlani danych

Przemystaw BIECEK™

Co wspolnego ma ocean i system USOS? Okazuje si¢, ze znacznie wiecej niz
tylko litere ,,0” wystepujaca w obydwu stowach.

Eksploracja oceanu to bardzo wciagajacy temat. Co znajduje si¢

w otchtani? Zrédla mineraléw, piekne widoki, dziwaczne stwory? Kazdy
moze bawié si¢ na brzegu w szukanie muszelek, ale aby zej$¢ glebiej

i zobaczy¢ co$, czego nikt inny jeszcze nie widzial, potrzebny jest i trening,
i specjalistyczny sprzet.

A co z systemem USOS? Bazy danych tego systemu zawieraja wiele
informacji. Poczawszy od danych, takich jak oceny wystawione studentom,
poprzez wyniki ankiet wystawione przez studentéw, do wynikéw z rekrutacji,
preferencji w zapisach na przedmioty itp. Poczatki systemu USOS siegaja
roku 1999, przez te kilkanascie lat na niektérych wydziatach zebral sie
prawdziwy ocean danych.

Analizujac te dane, mozemy dowiedzieé sie czegos ciekawego o zyciu

na uczelni. Oczywiscie, co innego bedzie ciekawe dla dziekana, co innego
dla prowadzacego zajecia, a jeszcze co innego dla studenta. Zdecydowana
wiekszo$¢ uzytkownikéw systemu USOS to studenci, dlatego ponizej
spojrzymy na ten ocean danych z perspektywy studenta.

Postawimy trzy pytania oraz pokazemy, jak wyglada proces znajdowania
odpowiedzi na kazde z nich. Kazde kolejne pytanie wymagaé¢ bedzie coraz
sprawniejszego aparatu matematycznego i bedzie bardziej wymagajace
obliczeniowo.

Zbieramy muszelki, czyli co znajdziemy na brzegu

Pierwsze pytanie, ktore czesto przychodzi na mysl studentom, to

Na jakie inne zajecia zapisana jest ta brunetka, ktora chodzi ze mng na
mikroekonomie? Odpowiedz na takie pytanie jest stosunkowo prosta, o ile
ma si¢ bezposredni dostep do bazy systemu USOS. Dane sa przechowywane
w postaci tabel, ktére odpowiadaja relacjom, np. takim jak student X jest
zapisany na zajecia Y.

Aby dowiedzieé sie, na jakie inne zajecia chodzi kolega/kolezanka z naszej
grupy, musimy zna¢ strukture tych tabel. Najpierw wéréd oséb zapisanych

z nami na mikroekonomie odnajdziemy interesujaca studentke y, a nastepnie
sprawdzimy, na jakie inne zajecia y jest zapisana. Wystarczy dostep do bazy
danych i znajomo$¢ jezyka zapytan SQL.

Snorkeling, czyli ptywanie z maska i rurka

Drugie pytanie, ktére zadamy, dotyczy¢ bedzie mapy ,,popularnosci”

i ,trudnosci” przedmiotéw. Na wielu wydziatach studenci moga samodzielnie
wybieraé przedmioty z puli przedmiotéw obieralnych. Czyz nie bytoby
wspaniale mieé mape raf i mielizn? Mape z zaznaczona zdawalnoscia dla
kazdego przedmiotu oraz informacja, jak oceniali go studenci w poprzednich
semestrach.

W przeciwienstwie do pierwszego pytania informacja o, popularnosci”,

czy trudnosci” przedmiotu nie jest bezposrednio przechowywana w bazie
danych. Te charakterystyki trzeba wyznaczy¢ na podstawie danych z tabel
(nazywanych surowymi, nieprzetworzonymi danymi), tworzac agregaty.
Jednym z takich agregatéw moze by¢ érednia arytmetyczna opinii studentéw
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Obliczanie $redniej arytmetycznej
oznacza, ze traktujemy oceng 2 jak
potowe oceny 4. To nie zawsze ma sens,
przeciez 2 to nie jest pél zaliczenia, ale
brak zaliczenia.

W jezyku potocznym latwiej operowacé
terminem podobienstwo. Ale w opisie
matematycznym znacznie latwiej

operowaé przeciwienstwem podobienistwa,
czyli niepodobieristwem. Majac jedno,
tatwo jest wyznaczy¢ drugie, dlatego
ponizej bedziemy uzywac raz jednego,
raz drugiego terminu.

o przedmiocie. Na podstawie danych z wynikami ankiet mozemy obliczy¢
O(kf) _ ZyEY 0(y7 k)

#Y

gdzie o(k) to érednia opinia o przedmiocie k, o(y, k) to opinia

o przedmiocie k studenta y, Y to zbiér wszystkich studentéw,

a symbolem #Y oznaczamy licznoéé¢ zbioru studentéw. W podobny sposob

mozemy obliczy¢ procent studentéw, ktorzy zaliczyli przedmiot k.

499

Obliczywszy dla kazdego przedmiotu ,,popularno$é” ($rednia ocena z ankiet)
i trudnoéé” (zdawalno$é), mozemy te dwie charakterystyki przedstawié na
wykresie punktowym. Gdy wybieralnych przedmiotéw jest duzo, z wykresu
odczytaé¢ mozna wiecej niz z tabeli liczb. Ponizszy wykres przedstawia
sytuacje z Wydziatu MIMUW. Kazdy przedmiot jest przedstawiony

za pomocy pojedynczej kropki. Nazwy przedmiotéw usunieto, zamazaltyby
one caly wykres. Jak widzimy, w ofercie sg przedmioty o bardzo wysokiej
zdawalnosci i o nizszej zdawalnoéci. Co ciekawe, wydaje sie, ze zdawalnosé
nie ma wiekszego zwiazku z oceng przedmiotu w ankietach.

7' L ° ° -
° .: o g i
. % o .
. ° . . ° . 3% ®e o.
6 . ° ) ... o, * o..o..o.. ...o$ : o\'. i
g oo 7 ° ". s Y °° ..'tﬁ..ﬁg
. oo ° Lo °e ® o .
% . ® . o. ® .:'o . .:.4. ';. b }0.5 :‘.’ ’.‘:
. . -
=5 0 4 ° - . . ®e ° .‘ ®
c . PN R A
% . . ’o ° - * :
55 * L] 0. *
'&4— . ° S ° o s -
<
Is) .
23 . -
< .
=
N
2_ -
1_ L] -
T T T T T
60 70 80 90 100

Procent ocen > 3 (zaliczone)

Pletwonurkowanie, czyli schodzimy gtebiej

Pierwsze z zadanych pytan dotyczyto chwili obecnej. Na jakie przedmioty
zapisana jest ta urocza brunetka w tym semestrze? Drugie pytanie dotyczylo
danych historycznych, ale wynik rodzi pokuse, by ekstrapolowaé go

na przysztos¢. Gdy ja bede wybieral przedmiot na przyszly semestr, jaka
jest szansa, ze ten przedmiot bedzie mnie sie podobal i jaka jest szansa, ze
ja bede miatl trudnoéci z zaliczeniem tego przedmiotu?

Chciatbym wiec mie¢ bardziej spersonalizowang mape, opartg na danych
studentéw takich jak ja. Ale, oczywiscie, nie ma studentéw dokladnie
takich jak ja. Studenci sg rézni i zadnych dwdch nie jest takich samych
(prowadze zajecia dla studentéw od wielu lat i jeszcze nie zdarzylto mi

sie nie méc rozréznié dwéch oséb). Przewidujac wiee, jak bardzo dany
przedmiot bedzie mi sie podobal, bede szukal opinii studentéw podobnych
do mnie. To juz glebsze rejony oceanu. Musimy jako$ okresli¢ miare
podobienstwa studentow.

Interesuje nas okreslenie miary niepodobienstwa dwéch studentow, oznaczmy
ich przez x i y. Ich niepodobienstwo bedziemy oznaczaé d(z,y). Niektdre
algorytmy analizy danych wymagaja od funkcji d(z,y) symetrii
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Rozwigzanie zadania M 1412.
Bez utraty ogdélnosci mozemy zatozyé, ze
a = 0. Wowczas

max a; > 0> min a;.
1<i<n 1<i<n

Zauwazmy, ze dla 1 < k < I < n mamy
lar —as|+|as —az|+ ...+ |an—1 —an| =

> lar —aps1|+ ..o lar—1 —ag] =
> lap — ai.

Zatem w szczegdlnodci

lar —az|+laz —az[+ ...+ |an—1 —an| =
> |maxa; — mina;| = maxa; — mina; >
> max{maxa;, —mina;} =

n
1
= max |a;| > — E |aql.
1<i<n n
i=1

Zauwazmy, ze d.(z,y) moze by¢ réwne 0,
nawet gdy « # y. Wystarczy, by z i y
byli zapisani na te same przedmioty.
Trzeba z tym zy¢ albo zmienié funkcje
niepodobienstwa.

(d(z,y) = d(y, z)), rozréznialnosci (d(z,y) = 0 < x = y) i spelniania
warunku trojkata. Nie zawsze jednak da sie wszystkie te wymagania spelnic.
Ponizej opiszemy metody wymagajace jedynie symetrii.

Funkcja d(x,y) opisuje, jak bardzo studenci x i y sa niepodobni. Ale
mozna byé podobnym /niepodobnym na wiele sposobéw. Na przyklad,
sg podobni, bo chodzili do tej samej szkoty. Podobni, bo maja zblizone
wyniki z rekrutacji. Podobni, bo na pierwszym semestrze mieli
podobne oceny.

7 tego powodu wygodnie jest definiowa¢ podobienstwo przez sktadowe,
np. tak

d(w.y) = 3 wids(z ).

gdzie d;(x,y) to skladowa i niepodobienstwa, a w; to waga, z jaka ta
sktadowa wplywa na koncowa warto$¢ niepodobienstwa. Wagi sa istotne,
poniewaz jezeli bedziemy chcieli przewidzie¢, czy jakis przedmiot nam

sie bedzie podobal, to bedziemy szukaé studentéw o podobnych gustach,
bedziemy wigc wigksza wage przyktadaé¢ do sktadowych opisujacych gusta
(np. podobne wybory przedmiotéw obieralnych). Jezeli interesowaé nas
bedzie trudno$é¢ przedmiotu, to bedziemy wiekszg wage przyktadaé¢ do
sktadowych zwiazanych z biegloécia w danej dziedzinie.

Majac miare podobienstwa/niepodobienstwa, mozemy chcieé¢ wiedzieé, czy
nie da si¢ ze zbioru wszystkich studentéw wydzieli¢ podzbioréw studentdw
,podobnych”. Aby zilustrowaé to zagadnienie, rozwazmy nastepujaca funkcje
niepodobienstwa

#(K, N Ky)

# (Ko U Ky)'

gdzie K, to zbioér przedmiotéw, na ktére zapisany jest student x, K to
zbidr przedmiotéw, na ktére zapisany jest student y.

W naszym przyktadzie dla Wydzialu MIMUW
mamy dane dla trzech tysiecy studentéw. Macierz
niepodobienstwa dla kazdej pary studentéw ma wigc

dz(xvy) =1-

trzy tysiace wierszy i trzy tysiace kolumn. Jak co$
zobaczy¢ w takiej macierzy?

7 pomoca przyjdzie nam technika skalowania
wielowymiarowego (Multidimensional scaling),
ktora pozwala na znalezienie r-wymiarowej
reprezentacji obiektéw dobrze odwzorowujacej
niepodobienstwo miedzy obiektami. Dla r = 2
otrzymamy dwuwymiarowy opis dla kazdego
studenta, ktéry mozliwie dobrze zachowa opisana
funkcje niepodobienstwa. Przypadek r = 2 jest
interesujacy, poniewaz dwa wymiary mozna
przedstawi¢ na wykresie punktowym.

Zamieszczony obok wykres przedstawia wynik
skalowania dla wspomnianych trzech tysiecy
studentéw. Kazdy punkt odpowiada jednemu
studentowi. Punkty bliskie sobie powinny
odpowiadaé studentom podobnym wedtug

zadanej miary niepodobienstwa, a punkty
dalekie od siebie odpowiadaé¢ powinny
studentom niepodobnym.

Jak widzimy, punkty nie tworza jednej chaotycznej chmury, ale odnalezé
mozna podgrupy studentéw wybierajacych podobne przedmioty! Niektére
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Daszek nad funkcja o oznacza szacowanie
opinii. Aby poznaé prawdziwa opinie
o(zx, k), student  musialby si¢

na przedmiot k zapisaé, a pézniej
musialby go ocenié.

Jak przej$é z powyzej opisywanej
wazonej $redniej do wazonego rozkladu?
Pozostawiamy to jako lamiglowke

dla Czytelnika.

z nich odpowiadaja specjalnosciom, wida¢ jednak, ze granice miedzy
grupami nie sg ostre i wielu studentéow jest ,gdzie$ pomiedzy”.

Co jeszcze mozemy zrobié¢ z macierza niepodobienstwa? Wykorzystajmy ja
do oszacowania/odgadniecia o(x, k), czyli opinii studenta x o przedmiocie k.

Przyjmujac, ze opinia studenta x bedzie podobna do opinii studentéow
podobnych do x, moge np. usredni¢ opini¢ 10 studentéw najbardziej
podobnych do z lub studentéw o niepodobienstwie mniejszym od 0,1. W wielu
przypadkach dobre wyniki daje usrednianie opinii wielu studentéw poprzez
wazenie glosu studenta y w zaleznosci od tego, jak bardzo jest on podobny do
studenta x. Im bardziej podobny, tym wazniejsza bedzie jego opinia.

Tak otrzymujemy wzor na ocene opinii studenta x o przedmiocie k jako
wazong $rednig opinii innych studentéw

6(33 k) o ZyEY 0(y7 k) : h(d($,y))
’ Yyey hld(z,y)) 7
gdzie Y to zbiér wszystkich studentéw, h(d(z,y)) to funkcja okreslajaca, jak
niepodobienstwo studentéw x i y przektada sie na wage opinii studenta y

w przewidywaniu gustéow studenta z. Jednym z czestych wyboréw jest
h(t) = exp(—t?).

Mozemy teraz oszacowaé opinie studenta x o kazdym z przedmiotéw.
Podobnie mozemy oszacowaé jego szanse zaliczenia przedmiotu i przedstawic
mu bardziej spersonalizowang mape ,trudno$é—popularnosé”.

Przedstawiony wzoér na ,$rednig” mozna dowolnie modyfikowac.

Na przyklad, zamiast wyznaczania Sredniej zdawalno$ci mozemy wyznaczy¢
rozktad ocen wsréd podobnych studentéw wazony podobienstwem do
wybranego studenta.

Zobaczmy, jak to wyglada na konkretnym przyktadzie. Wezmy pod lupe
przedmiot Pakiety statystyczne: R i SAS, ktéry prowadze. Nastepnie
wybierzmy studenta o wdziecznym identyfikatorze ID = 1313, kt6ry na ten
przedmiot jeszcze nie uczeszczal, i zobaczmy, czy wérdd studentow, ktérzy
ten przedmiot realizowali, ci podobni do ID = 1313 otrzymywali lepsze

czy gorsze oceny.

Na ponizszym wykresie przedstawiono procent studentéw, ktérzy otrzymali
okreslona oceng z przedmiotu Pakiety statystyczne: R i SAS. Dolny

pasek opisuje sytuacje wszystkich studentéw realizujacych ten przedmiot.
Pasek na gérze jest wazony podobienstwem do ID = 1313. Okazuje sig, ze
»podobni” studenci maja czesciej lepsze oceny. Réwniez szanse niezaliczenia
(oznaczone jako NK) sa nizsze niz w przypadku ,losowego” studenta.

Nic, tylko sie zapisywad!
3,5 4 =45 mh u 5!

podobni do ID = 1313 -
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% T0% 80% 90%  100%

sNK =3

e shudend -

Na podobnej zasadzie dziataja systemy rekomendacyjne sugerujace zakup
ksiazki w ksiggarni internetowej czy proponujace film do obejrzenia.

I podobnie jak w przypadku ksiazek czy filméw, nie ma gwarancji, ze to,
co podobalo sie osobom o podobnych profilach do naszego, spodoba sie
rowniez nam. Gwarancji nie ma, ale czasem nawet informacja ,niepewna”
moze by¢ uzyteczna.
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Turing kontra spamboty Tomasz IDZIASZEK

s
20
SREN

Rys. 1. Przyktadowe obrazki generowane
przez rézne implementacje CAPTCHA.

-y

Rys. 2. Zbyt znieksztalcona CAPTCHA
z poczty na stronie internetowej wp.pl.

sl e

Rys. 3. CAPTCHA prezentowana podczas
tworzenia konta na poczcie onet.pl, ktéra
nie sprawi trudnosci spambotom.

Czy komputery potrafiag mysle¢? Ta kwestia nurtuje informatykow od ponad

pot wieku. W 1950 roku angielski matematyk Alan Turing zadal podobne,

ale bardziej precyzyjne pytanie. A mianowicie, czy komputer (lub program
komputerowy) jest w stanie przekonaé czlowieka, ze sam réwniez jest istota
ludzka. Turing zaproponowal wtedy nastepujacy test (ktéry dzis, na jego czesé,
zwany jest testem Turinga). Jedli czlowiek-sedzia podczas rozmowy prowadzonej
w jezyku naturalnym (ale za posrednictwem pisma) réwnoczesnie z cztowiekiem oraz
z programem komputerowym nie bedzie w stanie stwierdzi¢, ktéry z interlokutorow
jest ktéry — to taki program zalicza test Turinga.

Cho¢ od jego sformulowania minelo ponad sze$édziesiat lat, to jak dotad zadnemu
programowi komputerowemu nie udalo sie przejsé testu Turinga i nic nie zapowiada,
ze w najblizszej przyszlosci miatoby sie to zmieni¢. Pojawiajace sie co jakis czas
doniesienia, ze bylo blisko (jak w 2001 roku w przypadku programu Cleverbot),
nalezy traktowac z duza doza sceptycyzmu.

Ironig moze byé¢ wiec fakt, ze pomimo tego, iz komputery nie wypadaja najlepiej
jako ich uczestnicy, to podobnego rodzaju testy organizuje si¢ na masowa skale

z komputerami w roli sedziow. Zapewne kazdy Czytelnik, serfujac po Internecie,
nie raz bral udzial w tedcie, podczas ktérego musial przekona¢ program
komputerowy o swoim cztowieczenstwie. Mogto to by¢ przy okazji zaktadania konta
poczty elektronicznej, wypelniania formularza w sklepie internetowym, czy tez
umieszczania komentarza na forum. Takie odwrdcone testy Turinga sa powszechne
tam, gdzie wlasciciele stron internetowych chea odsiaé¢ aktywnos$é spambotdw (czyli
takich programéw komputerowych, ktére na masowa skale zasypuja sie¢ spamem).

A wszystko zaczeto sie w 2000 roku, kiedy to Luis von Ahn i trzech innych naukowcow
z Carnegie Mellon University ukulo termin CAPTCHA (ang. Completely Automated
Public Turing test to tell Computers and Humans Apart), oznaczajacy program
komputerowy, ktéry generuje test w zamierzeniu tatwy do zaliczenia przez
czlowieka, ale trudny do zaliczenia przez maszyne. Najpopularniejszy test polega
na przedstawieniu egzaminowanemu obrazka zawierajacego znieksztalcony napis,
ktory nalezy odezytaé i wprowadzi¢ do formularza (rys. 1). Dzi$ nietrudno natknaé
sie na podobnego rodzaju obrazki, a w sieci trwa batalia miedzy dwiema grupami
programistow — tymi, ktérzy tworza nowe implementacje CAPTCHA, i tymi, ktorzy
tworza doskonalsze spamboty do ich lamania.

Jest jednak sporo argumentéw przemawiajacych przeciwko stosowaniu CAPTCHA.
Przede wszystkim jest to metoda do$¢ uciazliwa dla uzytkownikéw (zwlaszcza jesli
jest wymagana przy czestych czynnosciach jak np. wpisanie komentarza). Moze by¢
tez nie do przejécia dla niektérych ludzi (np. niewidomi postugujacy sie drukarkami
Braille’a nie zobacza obrazka).

Poza tym skonstruowanie dobrego testu nie jest wcale tatwe, a zle skonstruowany
test bedzie wiecej niz bezuzyteczny. Jesli algorytm generujacy obrazki zbytnio
znieksztalci napis, to test taki stanie sie zbyt trudny nawet dla ludzi (rys. 2).

7 drugiej strony komputery dobrze radza sobie z usuwaniem szumu z obrazu

i klasyfikowaniem pojedynczych liter, a trudno$é¢ sprawia im podzial stowa na litery.
W zwiazku z tym implementacje, ktére nie tacza liter, skazane sa na niepowodzenie
— napisanie programu, ktére je rozwiazuje, nie bedzie trudne (rys. 3).

Przez lata pojawilo sie wiele konkurencyjnych pomystow, ktére w zamierzeniu
mialy da¢é CAPTCHA idealna. Jednym z nich jest prezentowanie prostych pytan
typuw: Lile jest 2 4 2”7 lub ,kto jest najlepszym przyjacielem cztowieka”. Problem
z tym rozwiazaniem jest taki, ze spamboty moga wpisa¢ to pytanie do wyszukiwarki
Google i zanalizowa¢ otrzymane wyniki. Innym pomystem jest zaprezentowanie
egzaminowanemu kilku obrazkéw i polecenie, by zaznaczyt on te, na ktérych
znajduje sie np. kot. Tutaj ktopot jest taki, ze takie rozwiazania wymagaja
stworzenia duzej bazy danych pytan (co jest trudniejsze niz deformacja losowego
napisu). W przeciwnym przypadku pytania zaczna si¢ powtarzadé, wiec po pewnym
czasie spamboty po prostu zgadna prawidlowsa odpowiedz.
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Kolejnym argumentem przeciwnikéw CAPTCHA jest to, ze marnuje ona
mnostwo energii ludzkiej. Jak podaja profesorowie z Carnegie Mellon, dziennie
rozwiazywanych jest okoto 200 milionéw CAPTCHA, co przy $rednim czasie

earldom | rednim
E‘M dziesieciu sekund na obrazek daje p6t miliona godzin pracy dziennie. Luis von Ahn
postanowil przeciwdzialaé¢ temu marnotrawstwu. Co ciekawe, jego pomyst polegat

e ot wyceey ! :;:' @“"."-‘“_F _ nie na wyeliminowaniu testow, ale na sprawieniu, by przy okazji ich rozwigzywania
ludzie wykonywali pozyteczna prace, ktorej nie umiejg wykonaé komputery. Tak
Rys. 4. Dwa slowa reCAPTCHA. w roku 2008 powstal system reCAPTCHA, ktéry pomaga digitalizowaé ksiazki.
Pomyst jest nastepujacy: transformacja papierowej ono wiec taka sama kontrolng funkcje jak w systemie
ksiazki na tekst cyfrowy wymaga najpierw zeskanowania ~ CAPTCHA), a drugie slowo pochodzi z bazy stéw
poszczegblnych stron (co mozna zrobi¢ mniej lub nierozpoznanych przez OCR (z tym ze kolejno$é tych
bardziej maszynowo), a nastepnie przepuszczenia dwdch stéw jest losowa). Jesli uzytkownik poprawnie
ich przez oprogramowanie do rozpoznawania tekstu wpisze stowo kontrolne, to test jest zaliczany, a do bazy
(OCR, ang. Optical Character Recognition). Dzieki dopisywane jest potencjalne rozwigzanie nieznanego
zaawansowanym algorytmom znaczaca czesé¢ tekstu stowa. Jesli kilku uzytkownikéw w ten sam sposéb odczyta
jest rozpoznawana poprawnie, ale niektére stowa nieznane stowo, to system uznaje je za rozpoznane.
(zwlaszcza w starszych ksiazkach) sa dla nich zbyt
znieksztalcone. Takie stowa, ktérych nie udato System reCAPTCHA jest aktualnie uzywany do
si¢ rozpoznaé automatycznie, trafiaja do bazy digitalizowania starych rocznikow gazety New York
stéw reCAPTCHA. Podczas testu uzytkownikowi Times oraz ksiazek z Google Books. Uzytkownikom
przedstawiane sg do przepisania dwa stowa: dla jednego przedstawiane sa réwniez zdjecia numeréw doméw
z tych stéw system zna poprawna odpowiedZ (spelnia wykonywane w ramach projektu Google Street View.

Zadania Redaguje Tomasz TKOCZ
: M 1411. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC' o ortocentrum H, srodku okregu

opisanego O i kacie 60° przy wierzchotku C. Udowodnié, ze dwusieczna kata C'
A jest symetralng odcinka HO.
Rozwiazanie na str. 14

M 1412. Dane sg liczby rzeczywiste ay, ..., a,. Niech a = %(al + .. tan)
oznacza ich érednia arytmetyczna. Udowodni¢, ze prawdziwa jest nieréwnosc
n(lay —az| + ag —as| + ...+ |ap—1 — ayn]) = (a1 — @l + ... + |an, — al).

H Rozwiazanie na str. 6

B C M 1413. Majac dane wektory vy, ..., v, W przestrzeni, definiujemy zbiér
F(v1, ... vn) ={ o1+ ...+ Aatn, A1, A € [0, 1],

np. F((0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)) to standardowa kostka. Rozstrzygnaé, czy dla

pewnych wektoréw mozna w ten sposéb otrzymaé o$mioscian foremny.

Rozwiazanie na str. 13

Rys. 1

Uwaga. Zbiér F(vy,...,v,) w geometrii wypuklej nazywa sie suma
Minkowskiego odcinkéw vq, ..., v,.

Przygotowali Rafal KUS i Krzysztof TURZYNSKI

F 849. Baletnica wyrzucita przed siebie obrecz o masie m i promieniu R,
nadajac jej poczatkowo predkosé katowa wg i predkosé ruchu postepowego vg.
Obrecz §lizgala sie przez pewien czas Aty po parkiecie, po czym zatrzymala
sie i natychmiast zawrécila ku baletnicy. Czas powrotu wynosit At,. Dla jakiej

Fr 0 wartosci stosunku wg /vg zachodzi réwnosé Aty = Aty? Wspolezynnik tarcia
Rys. 2 obreczy o podloze wynosi 1, a moment bezwladnosci obreczy to I = mR2.
Rozwiazanie na str. 17

F 850. (A. Compton) Na powierzchni Ziemi na szerokosci geograficznej ¢
znajduje sie toroidalna rura ustawiona tak, ze jej 0§ symetrii obrotowej pokrywa
si¢ z kierunkiem péinoc-potudnie; rura jest wypelniona spoczywajaca wzgledem
niej woda. Demonstrator obrocil rure o kat 180° wokot jej poziomej osi
wskazujacej kierunek wschod-zachdd. Jaka predkos¢ wody zmierzy demonstrator
po obroéceniu rury?

Rozwiazanie na str. 4
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*Katedra Matematyki,
Politechnika Rzeszowska

Istnienie
Jarostaw GORNICKI*

Gdy chcemy cos badaé, rozsadnie jest upewnié sie, ze to cos istnieje.

Fuklides w IIT wieku p.n.e. pokazal, jak tworzy¢ matematyczna
rzeczywisto$é¢ na drodze aksjomatycznej. Istnieja, oczywiscie, inne sposoby
pomnazania matematycznych bytéw i uzasadniania ich poprawnosci.

Problemy istnienia stanowig nieodtaczna cze$¢ matematyki i czasem
wplywaja na jej rozwéj. Wystarczy przypomnie¢ historie poszukiwania
odpowiedzi na pytania starozytnych Grekéw o istnienie konstrukeji
platonskiej podwojenia sze$cianu, kwadratury kota, trysekcji kata.

W podstawach matematyki niezlego zamieszania narobity pytania o to, czy
istnieje zbiér wszystkich zbioréw, czy istnieje zbiér ztozony ze wszystkich
zbioréw, ktore nie sa swoimi elementami. Otwarte pytania w rodzaju — czy
istnieje nieskonczenie wiele par liczb pierwszych postaci p i p + 27 — nadal
inspirujg matematykéw.

Na poczatku XX wieku rozliczne zastosowania réwnan (rézniczkowych,
catkowych) skupily uwage na nastepujacych problemach:

(1) Czy réwnanie ma rozwiazanie? Ile jest rozwiazan?
(2) Gdzie rozwiazania sa zlokalizowane? Jaka jest ich struktura?
(3) Jak te rozwiazania wyznaczy¢?

Odpowiedziag matematykow byly dwa spektakularne twierdzenia o punktach
stalych (punkt staly przeksztalcenia F' : M — M to taki punkt x € M,

ze F(x) = z). Sformutujemy je dla przestrzeni euklidesowych (R™, d),

gdzie d jest metryka. Nalezy podkresli¢, ze ten rezultat nie przenosi sie

do przestrzeni o nieskonczonym wymiarze.

Twierdzenie 1 (Luitzen Brouwer, 1911 r.). Niech B C R™ bedzie domknietq
kulg jednostkowq. Kazde przeksztalcenie ciggle F': B — B ma punkt staly.

Twierdzenie 2 (Stefan Banach, 1922 r.). Przeksztalcenie F' : R™ — R”
nazywamy zwezajacym, gdy istnieje taka stala k € [0,1), ze dla wszystkich
z,y € R™ zachodzi

d(F(z), F(y)) < k- d(z,y).

Kazde przeksztalcenie zwezajgee F': R™ — R™ ma dokladnie jeden punkt
staty x* 1 granicg iteracji funkcji F' dla kazdego y € R™ jest wiasnie
ten punkt.

Sformulowania tych twierdzen sa optymalne. Antypodyczne przeksztalcenie
pierscienia F'(p) = —p (rys. 1), przeksztalcenie kota bez brzegu

F(z) = 3(z +e1) (rys. 2), izometria F: R —» R, F(z) =2 + 1,
przeksztalcenie F(x) = n(1 + e®), x € R, ktére spelnia warunek

d(F(z), F(y)) < d(z,y) dla x # y (ale nie istnieje taka uniwersalna stala k,
dla ktérej bylby spelniony warunek z twierdzenia Banacha), nie maja
punktow stalych.

Dziatanie tych twierdzen pokazemy na szkolnych zadaniach.

Zadanie 1. Udowodni¢ zbieznosé ciagu utamkéw tancuchowych

1 1
2, 2+, 24—, 24+ ——7—
) ) 1 ) 1 )
2 2+ 24+ ——
24 =
+ 2
Rozwazany ciag zapisujemy rekurencyjnie: vy = 2, x, = 2 + ,n=23,...
Tn—1
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Rys. 3

Rys. 4

7 oszacowan ri < %, T9 < % oraz z warunku

1
tp=24+——7—, n=34,..,
2+

Tn—2
wynika, ze 2 < z, < % dla kazdegon =1,2,...

5

Poniewaz przeksztalcenie F(z) = 2 4+ 1 odwzorowuje przedzial [2, 3] w siebie

i jest zwezajace,
1 1 1
Flx)—F@) == -2 = — |z —9y| < |z —
F@) = )l = |7~ 5| = olo =] < gl =l

wiec na podstawie twierdzenia Banacha F' ma doktadnie jeden punkt staly
¥ = limy, o0 Tp, gdzie z, = F(x,-1) =2+ %_1, n > 2. Rozwigzujac

1

réwnanie z* = 2 + w%, otrzymujemy z* = 1 + /2.

Uwaga. Kazda liczba niewymierna ma dokladnie jedno rozwiniecie na utamek
tancuchowy arytmetyczny (wszystkie liczniki sa réwne 1) nieskonczony:

1
ao—l——lzzag—i—l/al—i—l/ag—i—l/...

“t
az + —

Leonhard Euler wykazal, ze
e=2+4+1/1+1/24+1/1+1/1+1/44+1/1+...+1/1+1/2k+1/1+ /...

Dla liczby 7 takie rozwiniecie nie jest znane! Wiadomo jedynie, jaka jest
wartos¢ ay, dla k < 5821569425 (Eric Weisstein, 2011 r.):

T=34+1/T+1/154+1/14+1/2924+1/1+1/14+1/24+1/3+1/1+1/144 /...

Od wiedzy, ze ,co$” istnieje, do wiedzy, jak to ,,co$” wyglada, droga czasem
jest bardzo dluga (jesli w ogdéle mozna ja przebyd).

Zadanie 2. Na plaszczyznie euklidesowej danych jest n > 2 prostych
l1,l2,...,l,. Niech A; € [1. Rzut prostopadly punktu A; na prosta o
wyznacza punkt As € lo, rzut prostopadly punktu As na prostg ls wyznacza
punkt As € I3, itd. Rzut prostopadly punktu A,, € [, na prosta l; wyznacza
punkt A, .1 € l. Czy istnieje taki punkt Ay € Iy, ze A1 = Apy1?

Jesli proste 1, 1o, . . ., 1, sa réwnolegle, to kazdy punkt A; € [; spelnia warunki
zadania. Gdy istnieje para kolejnych prostych Iy i l;41, ktore nie sa réwnolegle,
to rzutowanie prostopadle I, na ;41 jest przeksztalceniem zwezajacym (rys. 3)
|P(a) — P(b)| = |a — b| - cos .
W tym przypadku przeksztatcenie F': 11 — [, opisane w zadaniu, jest
zwezajace ze stala k = cosy, gdzie v € [0, %) jest miara jednego z katéw
miedzy dwiema kolejnymi nieréwnolegtymi prostymi. Zatem na podstawie
twierdzenia Banacha istnieje taki punkt Ay € Iy, ze A1 = Ap41.

Kolejne zadanie jest (chyba?) trudniejsze. Skoro latwo wskazaé
przeksztalcenie ciagle kota z dziura (pierscienia) na siebie bez punktu
stalego, to dla kota z wieksza liczbg dziur. ..

Zadanie 3. Niech D,, oznacza figure domknieta otrzymang z kota,
w ktérym zrobiono n > 2 dziur (rys. 4). Wskazaé przeksztalcenie ciagle
zbioru D,, na siebie bez punktu statego.

Rozwiazanie jest na odwrocie tej kartki, ale najpierw sprobuj rozwiazaé je sam.
* * *

Zastosowania twierdzen Brouwera i Banacha w zaawansowanych

dzialach matematyki, m.in. w teorii rownan rézniczkowych, catkowych,

przyczynily sie do pojawienia si¢ kolejnych wynikéw Juliusza Schaudera,

Solomona Lefschetza, Karola Borsuka i wielu innych. Doprowadzito to

do powstania uzytecznej teorii punktéw statych, na ktora dzisiaj mozna

patrze¢ z topologicznego lub metrycznego punktu widzenia.
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Rys. 5

Rozwigzanie zadania 3. Oznaczmy przez O srodek
kota D,,. Jezeli n > 3, to za sprawa przeksztalcenia
homeomorficznego mozemy przyjac, ze dziury sa kotami
tej samej wielkosci, érodek jednego z nich pokrywa sie
ze $rodkiem kota D,,, a érodki pozostatych (n — 1) két
(= dziur) rozmieszczone sa symetrycznie wzgledem
punktu O lub sa wierzchotkami (n — 1)—kata foremnego
(rys. 5). Obrét figury D,, wokét punktu O o kat %
przeksztalca w sposéb ciagly figure D,, na siebie

i przemieszcza kazdy punkt figury D,,.

Gdy dziury sa dwie, mozemy postapi¢ inaczej.

Figurze Dy nadajemy ksztalt sfery (rys. 6) z trzema
kolistymi dziurami tej samej wielkosci, ktorych srodki
znajduja sie na réwniku i leza w wierzchotkach tréjkata
réwnobocznego (ponownie korzystamy z przeksztalcen
homeomorficznych). Tak otrzymana powierzchnia jest
symetryczna wzgledem plaszczyzny réwnika IT. Zlozenie
symetrii wzgledem ptaszczyzny II z obrotem sfery

L

Rys. 6

jasnosé

czas

Rys. 1. Podczas za¢mienia dysk planety
zastania cz¢éé gwiazdy, co powoduje
czasowe zmniejszenie jasnosci gwiazdy.

Jedna z pierwszych odkrytych planet
pozastonecznych, 51 Pegasi b, znaleziona
w 1995 roku przez Michaela Mayora

i Didier Queloza z Obserwatorium
Genewskiego, okazala si¢ gazowym
gigantem o temperaturze powierzchniowej
ponad dwukrotnie wyzszej niz na
jakiejkolwiek planecie w Uktadzie
Stonecznym (ponad 1500 K), obiegajacym
podobng do Stonca gwiazde 51 Pegasi

w ciggu zaledwie 4 dni. W pézniejszych
latach znaleziono wiecej tego rodzaju
planet i ukuto dla nich wspélng kategorig
»goracych Jowiszéw”.

*doktorant w grupie egzoplanetarnej,
Open University w Milton Keynes,
Wielka Brytania

o kat %’r wokél osi [ L IT i przechodzacej przez Srodek
sfery przeksztalca figure Dy na siebie, przemieszczajac
jej kazdy punkt.

Odkryj wlasng egzoplanete
Jakub BOCHINSKI®

Zaémienia Stonca towarzysza nam od zarania dziejow. Juz w czwartym
wieku przed nasza era chinski astronom Shi Shen zauwazyl, ze da sie
powiazaé je z pozycja Ksiezyca na niebie i tym sposobem przewidywaé tego
rodzaju wydarzenia. W dzisiejszych czasach za¢mienia odlegtych gwiazd
pomagaja astronomom w poszukiwaniu i badaniach cial niebieskich poza
Uktadem Stonecznym.

W trakcie zaémienia dysk planety (lub innego ciala niebieskiego) zastania czesé
macierzystej gwiazdy, zmniejszajac czasowo jej obserwowana jasnosé. Jako ze
wiekszos¢ cial niebieskich krazy po stalych orbitach, zaémienia te powinny

by¢ obserwowalne w stalych odstepach czasowych. Oczywiscie, zeby za¢mienie
w ogble mogto mie¢ miejsce, gwiazda macierzysta, orbita poszukiwanej

planety i nasza Ziemia musza znajdywacé si¢ w jednej plaszczyznie. Szanse

na taka konfiguracje sa niskie (okolo 10% dla wiekszosci goracych Jowiszéw

i mniej niz 1% dla planety takiej jak Ziemia), wiec naukowcy szukajacy
egzoplanet metoda za¢mieniowa obserwuja tysiace gwiazd jednoczesnie,

by zwiekszy¢ szanse dokonania odkrycia.

Dotychczas metoda zaé¢mieniowa przyczynita sie do odkrycia ponad 300
egzoplanet. Wiekszos¢ odkry¢ zostala dokonana przez zaledwie dwie grupy
naukowcow: jedna zwigzana jest z amerykanska sonda kosmiczna Kepler, a druga
z europejskim konsorcjum uniwersytetow SuperWASP. Obie grupy staraja

sie obserwowac mozliwie duza liczbe gwiazd jednoczesnie, cho¢ wykorzystuja
do tego zupelnie rézne techniki. Kepler koncentruje si¢ na jednym fragmencie
nieba, obserwujac 150 tysiecy gwiazd wzdhuz galaktycznego Ramienia Oriona
(w ktorym lezy tez nasze Stofce), az do odleglosci okolo 3000 lat $wietlnych

od Ziemi. SuperWASP zbiera dane, korzystajac z szesnastu malych teleskopow
umiejscowionych w dwoch grupach na péinocnej i potudniowej pétkuli Ziemi.
Obie grupy teleskopéw, pracujac wspolnie, sa w stanie sfotografowaé cate nocne
niebo w ciagu zaledwie siedmiu minut, obserwujac setki tysiecy jasnych gwiazd
do odlegtosci okoto 1000 lat $wietlnych. W zargonie astronomicznym pierwsza
grupa naukowcéw szuka planet ,wasko i gleboko” a druga ,szeroko i ptytko”.
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Rozwigzanie zadania M 1413.
Odpowiedz: Nie!

Zauwazmy najpierw, ze punkt

v = %(’Ul + ... 4+ vy,) jest srodkiem
symetrii zbioru F' = F(vyi,...,v,).
Istotnie, symetria S, o $rodku v
przeprowadza wektor & na 2v — x.
Dla dowolnego = € F' w postaci

=Mz + ...+ Apx, mamy
Sy(z) =2v—x =
=1 -=-2D)v1+...+ (1 —=Ap)v, € F.

Przypusémy, ze dla pewnych wektoréw
V1,..., U, zbiér F(vy,...,vy,) to
o$mioscian foremny A i ze n jest
najmniejsze mozliwe (oczywiscie n > 2).
Zauwazmy, ze wtedy F(v1,...,vn—1) jest
$ciang A, czyli tréjkatem réwnobocznym,
ktéry nie ma $rodka symetrii —
sprzecznosc.

Kilka innych przykladéw pozytku
amatorskich obserwacji dla rozwoju nauki
podata Bozena Czerny w Delcie 9/2012.

Informacji dotyczacych wiekszosci
odkrytych dotychczasowo planet
zaémieniowych wygodnie szukadé
na stronie Exoplanets Transit
Database (ETD) Czeskiego
Towarzystwa Astronomicznego
(http://var2.astro.cz/ETD).

Planety za¢mieniowe sa niezwykle interesujace z punktu widzenia astronomii,
gdyz pozwalaja nam poznaé¢ zaréwno swoja mase, jak i rozmiar, a wiec réwniez
gesto$¢. Znajac ten parametr, naukowcy zajmujacy si¢ modelowaniem wnetrz
egzoplanet potrafig rozrézni¢ planety gazowe, skalne i lodowe, dajac nam weglad
pod skorupy $wiatéw oddalonych o setki lat $wietlnych. Co jeszcze ciekawsze,
czesé Swiatla wyemitowanego przez gwiazde macierzysta jest w trakcie
zacmienia filtrowana” przez atmosfere obserwowanej planety i w efekcie

niesie w sobie informacje na temat jej skladu chemicznego. Odkrycie duzej
ilosci tlenu w atmosferze egzoplanety o odpowiedniej temperaturze mogtoby
wskazywaé na istnienie zycia na jej powierzchni, przyblizajac nas do odpowiedzi
na odwieczne pytanie: czy jesteSmy sami we Wszechswiecie?

Cho¢ niewielu z nas zdaje sobie z tego sprawe, obserwowanie planet metoda
za¢mieniowa nie jest wcale bardzo trudne. Studenci astronomii nierzadko
zajmujg sie tym samodzielnie w ramach ¢wiczen juz na pierwszym lub

drugim roku studiéw. Wystarczy maly teleskop na zrobotyzowanym montazu
z aparatem podlaczonym do komputera i pare godzin czystego nocnego

nieba. Poszukiwania mozna prowadzi¢ nawet z duzego miasta. Trzy lata temu
grupa studentéw nauk przyrodniczych i pasjonatow astronomii dokonata
pierwszej obserwacji za¢mienia planety HD80606b z wykorzystaniem
teleskopu o érednicy zaledwie 35 cm z obserwatorium w Londynie! Podobnym
wyposazeniem dysponuje wiekszos¢ amatorskich klubéw astronomicznych

w Polsce i na $wiecie. Ponizej opisuje, krok po kroku, w jaki sposéb rozpoczaé
przygode z obserwowaniem egzoplanet metoda za¢mieniowa. Kto wie, moze i Ty,
drogi Czytelniku, przyczynisz sie do odkrycia kolejnego nowego $wiata gdzie$
na rubiezach naszej Galaktyki. ..

Krok 1. Przygotowanie sprzetu. Do obserwacji egzoplanet beda potrzebne:
teleskop, najlepiej o érednicy przynajmniej 20 cm, montaz teleskopowy

z silnikiem kompensujacym ruch wirowy Ziemi, detektor CCD podlaczony

do komputera oraz pare godzin czystego nocnego nieba. Czesé z wymienionego
powyzej sprzetu moze by¢ poza zasiegiem niektérych amatoréw astronomii, za to
na pewno w posiadaniu jednego z lokalnych klubéw astronomicznych.

Krok 2. Planowanie obserwacji. Nasza przygode z egzoplanetami najlepiej
rozpoczaé od obserwacji tych juz odkrytych, ktérych efemerydy (czasy)
przysztych zaémien oraz ich przewidywane dtugosci i glebokosci mozna znalezé
opublikowane w ogdlnie dostepnych bazach danych. Im glebsze zaé¢mienie

i jadniejsza gwiazda, tym latwiejsze obserwacje. Dobrym celem na start,
wybieranym czesto przez poczatkujacych, jest doskonale widoczna z Polski
gwiazda HD189733, ktoérej gltebokie za¢mienie da si¢ zaobserwowaé nawet

pare razy na tydzien (w zaleznosci od pory roku).

W trakcie przygotowywania obserwacji warto zwréci¢ uwage na kilka
podstawowych spraw. Pierwsza z nich jest pozycja obiektu na niebie w noc
obserwacji. Czy nie jest zbyt nisko nad horyzontem i czy Ksigzyc lub inne

jasne ciala niebieskie nie znajduja si¢ zbyt blisko (potencjalnie prowadzac

do przeswietlonych zdje¢)? Wazna jest tez jasno$é obserwowanej gwiazdy.

Czy nie jest zbyt jasna dla naszego teleskopu? Lub przeciwnie, zbyt mato jasna?
Czy (co byloby wskazane) w okolicy znajduja sie inne gwiazdy o podobnej
jasnoéci? Wreszcie, istotna sprawa jest czas trwania za¢mienia. Czy noc jest
wystarczajaco dluga, by dokonaé¢ obserwacji calego za¢mienia? O ktérej godzinie
nalezy rozpoczaé i zakonczy¢ obserwacje?

W udzieleniu odpowiedzi na wigkszo$¢ powyzszych pytan poméc moze darmowy
program Stellarium, wyswietlajacy realistycznie wygladajaca mape nieba, wraz
ze szczegbOlowymi informacjami na temat wiekszosci gwiazd widocznych przez
matle teleskopy.

Krok 3. Obserwacje. To akurat najprostsza czes¢ calego procesu. Wystarczy
skierowaé teleskop na wlasciwa gwiazde, ustali¢ optymalny czas naswietlania

i rozpoczaé fotografowanie. W zaleznosci od sprzetu jedna noc obserwacji
powinna prowadzi¢ do uzyskania miedzy 30 a 100 zdje¢ tej samej gwiazdy.

13



jasnosé

PP PP

Krok 4. Analiza danych. Planeta za¢mieniowa ujawnia

e gwiazda swoja obecnos¢ przez czasowe obnizenie jasnosci gwiazdy

T porownawesa - nrzez nig zastanianej. Poszukiwanie owej egzoplanety trzeba

"% gwiazda wiec rozpoczaé¢ od wyrysowania wykresu zmian jasnosci
* macierzysta obserwowanej gwiazdy macierzystej w czasie (tzw. krzywej
ot blasku). Dane potrzebne do nakreslenia takiej krzywej zbiera
S oncowa . . . L, , .
krzywa blasku  sie, mierzac ilo$é¢ fotondéw zarejestrowanych przez detektor
CCD dla dwoch obiektéw: gwiazdy macierzystej oraz jednej

czas

Rys. 2. Krzywa blasku obserwowanej
gwiazdy zmiennej mozna wyznaczy¢,
poréwnujac jej jasnos$¢ z jasnosciag
znajdujacej sie w poblizu gwiazdy
odniesienia.

Istnieje wiele programéw komputerowych
pozwalajacych na analiz¢ danych

pod katem fotometrii wizualnej.

Dwa najbardziej polecane to platny
Mazim DL i bezplatny Aperture
Photometry Tool. Ten ostatni

dostepny jest pod adresem
http://www.aperturephotometry.org/.

Rozwigzanie zadania M 1411.
Niech M bedzie $rodkiem boku
BC, a D — spodkiem wysoko$ci
z wierzchotka B.

A

Poniewaz O jest srodkiem okregu
opisanego, wiec kat C MO jest prosty
oraz XCOM = $xCOB = xCAB

(kat srodkowy i wpisany). Oczywiscie
XCAB = XxDHC, wiec tréjkaty COM

i CHD sa podobne. Tréjkat CBD

jest potowa trdéjkata réwnobocznego,
mamy wigc C'D = %BCV = CM. Stad
tréjkaty COM i CHD sa przystajace,

a dokladniej jeden jest obrazem drugiego
w symetrii wzgledem dwusiecznej kata C,
co daje teze.

stalej gwiazdy porownawczej. Zmierzone jasnosci poréwnuje
sie, korzystajac z techniki zwanej fotometria poréwnawcza.

Obydwa ciala niebieskie zmieniaja jasnosci w podobny sposéb. Nastepuje to

w wyniku zmian atmosferycznych, przemieszczania sie chmur, i tym podobnych
efektéw zwigzanych z umiejscowieniem teleskopu na powierzchni Ziemi.
Jednakze po odjeciu zmierzonego natezenia Swiatla zarejestrowanego dla obydwu
obiektow, wszystkie takie efekty powinny zniknaé, a pozostala krzywa blasku
winna zawierac¢ juz tylko faktyczna, spowodowana za¢mieniem, utrate jasnosci
gwiazdy macierzystej.

Krok 5. Interpretacja wynikéw. Docieramy do najbardziej interesujacego
fragmentu calego procesu. Po uzyskaniu krzywej blasku gwiazdy macierzystej,
ktéra wyraznie wskazuje na obecnos¢ orbitujacego dookota niej innego ciala
niebieskiego, pora przyjrzeé¢ sie samej planecie. Wykres jasnosci obserwowanego
za¢mienia zawiera informacje na temat rozmiaru planety i jej orbity, pozwalajac
na wyobrazenie sobie, jak wyglada ten niedostepny ludzkim oczom odlegty
system stoneczny.

Wspomniane parametry planetarne wydobywa sie z zebranych danych, dopasowujac
do nich skomplikowany model astrofizyczny. Dostosowujac sie do potrzeb
amatoréw astronomii, Czeskie Towarzystwo Astronomiczne zamiescito na wczesniej
wspomnianej stronie ETD formularz, ktéry pozwala na dopasowanie modelu

do swoich danych za pomoca zwyktlej przegladarki internetowej. Co wiecej, narzedzie
to umozliwia rowniez publikacje swoich obserwacji w bazie danych ETD oraz
automatyczne poréwnanie ich do wynikéw uzyskanych w innych obserwatoriach,
tak amatorskich, jak i profesjonalnych. Korzystajac z duzej ilosci danych zbieranych
przez amatoréw z calego swiata, Towarzystwo ma nadzieje przyczynic sie do odkry¢
kolejnych egzoplanet oraz pomdc w zrozumieniu mechanizméw ich powstawania.

Wszystkim lowcom egzoplanet autor zyczy owocnych obserwacji, postara sie takze
odpowiedzie¢ na ewentualne pytania lub rozwia¢ watpliwosci przestane na adres
Jakub.Bochinski@open.ac.uk.

Od Redakcji

Istnienie planet poza Ukladem Stonecznym jest potwierdzane obserwacjami
od 25 lat. Pierwsze egzoplanety znajdowano w najdziwniejszych miejscach, o czym
Swiadczy odkryty w 1992 r. za pomoca obserwacji radioteleskopowych przez
A. Wolszczana i wspélpracownikéw uktad planeta-pulsar. Postep technologiczny,
a zwlaszcza upowszechnienie si¢ techniki CCD, ktora zastapita klisze fotograficzna,
i stabilny wzrost mocy obliczeniowej potrzebnej do obrobki danych, umozliwit
powstanie projektow dedykowanych masywnym przegladom nieba. Dla przyktadu,
polski projekt OGLE na poczatku lat 90. prowadzil regularny przeglad okoto
miliona gwiazd — obecnie OGLE IV monitoruje w czasie rzeczywistym miliardy
gwiazd. Na efekty nie trzeba bylo dlugo czekaé — zadzialal efekt $niegowe;j
kuli. Pierwsze odkrycia byly na tyle interesujace, ze wkrétce zaczeto budowaé
poswiecone odkrywaniu planet teleskopy kosmiczne, takie jak Kepler. Niebagatelny
wplyw ma rowniez stala wspolpraca naukowcéw z amatorami astronomii, ktorzy
pomagaja analizowaé¢ dane obserwacyjne, wspotuczestniczac w odkryciach
(planethunters.org). Obecnie znamy ponad 1000 egzoplanet, w wiekszosci
odkrytych za pomoca analizy krzywych predkosci radialnych (spektroskopowo)
oraz opisanej w artykule analizy za¢mien (tranzyt).

M. B.
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Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Mota delld

Samg linijka mozna nakresli¢ okrag. ..

... jesli ma sie 5 jego punktéw. No, moze troche przesadzitem... Okregu
tak dostownie nakresli¢ nie mozna, ale mozna narysowaé jego kolejnych
kilka punktow, nawet gdy te kilka to np. 100 — oczywiscie, im wicksza
bedzie to liczba, tym dluzej bedzie to trwalo, bo rysowaé bedziemy

te punkty kolejno, po jednym.

Konkretnie bedzie tak: przez jeden z danych punktéw poprowadzimy
dowolng prosta nieprzechodzaca przez zaden z pozostalych i na niej
znajdziemy drugi punkt jej przeciecia z (nienarysowanym!) okregiem,

na ktérym lezy danych pie¢ punktéw. Poniewaz prosta mozemy zmieniac,
wiec bedzie nam za kazdym razem przybywaé nowy punkt na okregu.

Przepis jest na rysunkach. Jesli dane sg punkty A, B, C, D, E i prosta k
przechodzaca przez A i nieprzechodzaca przez zaden z pozostalych

(rys. 1), rysujemy lamana ADCEB. Przeciecie prostej AD z prosta EB
oznaczmy przez P, przeciecie EC z k przez @ (rys. 2) i przeciecie PQ

z DC przez R. Przeciecie X prostej BR z k (rys. 3) to punkt okregu.

Dlaczego?
A czy to nie wszystko jedno? — Mozna cyrklem sprawdzi¢, ze sie zgadza.

Powstaja jednak techniczne pytania, co bedzie wynikiem konstrukeji, gdy
e jako k obierzemy prosta styczng do okregu?
e punkty A, B, C, D, E nie beda lezaly na jednym okregu?

Ciekawe, prawda?
Malg Delte przygotowal Marek KORDOS
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Odejscie giganta

Frederick Sanger urodzit si¢ 13 sierpnia 1918 r., zmart 19 listopada 2013 r. Przezyt

95 lat, w tych czasach i w polityce, i w zyciu spotecznym, i w nauce epoki nastepowaty
szybko, jedna po drugiej. Pytania naukowe, na ktére uzyskiwal odpowiedz, dzis sa
wiedza z podrecznikéw dla szkot podstawowych.

Po doktoracie, w 1943 roku, Sanger wystapil o dofinansowanie pracy nad strukturg
chemicznag biatek. Nie uzyskal poparcia, poniewaz w tym czasie byto,wiedza”
powszechna, ze kolejnosé, w ktérej w tancuchu biatka leza jego sktadowe czasteczki,
aminokwasy, jest przypadkowa. Nie jest jednak przypadkiem, ze umysty wielkie
kwestionuja prawdy oczywiste — Sanger nie zrezygnowat ze swojego projektu,

a do badan wybral mate, medycznie istotne biatko — insuline. Stosujac nowy
odczynnik, dzi$ znany jako odczynnik Sangera, podzielil czasteczke insuliny na mate
fragmenty, ustalil ich wzajemne potozenie w calym biatku, a potem kazdy z osobna
analizowal nowo odkrytymi metodami. Juz (!) po 10 latach mégt w 1953 roku ogtosié,
jaka jest — nieprzypadkowa — kolejnosé aminokwaséw w insulinie bydlecej, i jakie
warianty tej sekwencji wystepuja w insulinach innych gatunkéw ssakéw. Za te odkrycia
uzyskal w 1958 roku Nagrode Nobla. Praca Sangera ujawnita takze podstawowa,
najwazniejsza w chemii biatek ceche: kolejno$é¢ aminokwaséw (sekwencja) w nici
biatkowej jednoznacznie definiuje jej strukture przestrzenna, a od tej struktury zalezy
aktywnosé biologiczna danego biatka. Ta teza i ta prawda sa nadal potwierdzane
najbardziej wyszukanymi metodami.

Bylo nieuniknione, ze Sanger zainteresuje si¢ pracami Jima Watsona i Francisa Cricka
nad strukturg przestrzenna DNA, poniewaz stanowily one bezposredni tacznik

chemii dziedziczenia z produktami genéw — biatkami. Jesli biatka maja zdefiniowana
sekwencje, to musi ona wynika¢ z zasad kodu genetycznego, o ktérym pisali

Watson i Crick w swoich pierwszych artykulach o podwéjnej helisie. Nadszed! czas na
rozwiktanie tajemnicy kolejnych sekwencji: nukleotydéw w DNA.

W stosunku do chemii biatek zadanie byto trudniejsze, poniewaz biologicznie aktywne
czasteczki DNA sa o wiele dluzszymi tancuchami od tancuchéw biatek. Ale sposéb
myslenia Sanger zastosowal podobny: trzeba podzieli¢ dtuga ni¢ DNA na krétsze
fragmenty i sekwencjonowaé te krétsze.

Pierwotna metoda Sangera wymagata niezwyktej biegtosci, chirurgicznej precyzji.
Wybrane odczynniki do badan byty bardzo kosztowne i nietrwate. Rozdzielenia
fragmentéw dokonywano technika dotychczas nie stosowana, znéw ze wzgledu na
wymagania precyzji od wykonawcéw. W dodatku w Cambrigde dowiedziano sie, ze
podobnego zadania podjal si¢ Walter Gilbert, po drugiej stronie Atlantyku. Trzeba
sie bylo spieszy¢ z uzyskiwaniem wynikéw, trzeba bylo ,by¢ pierwszym”. W nauce,
podobnie jak w sporcie, miejsce drugie to miejsce pokonanego.

Ciekawe, ze obie metody powstaly dzieki ROZNYM FILOZOFIOM: Sanger dzielit DNA
na mniejsze fragmenty, Gilbert dobudowywalt w kontrolowanych warunkach brakujace
fragmenty helisy. Metoda Gilberta byta tatwiejsza w wykonaniu — dodwiadczytam tego
osobiscie na warsztatach, na ktorych nikt z uczestnikéw nie dokonat pomiaréw metoda
Sangera, a wszyscy — metoda Gilberta. I mimo to metoda Sangera trwa do dzi$, metoda
Gilberta nalezy do historii nauki z tej przyczyny, ze tylko ta pierwsza nadawala sig¢

do adaptacji dla sekwencjonujacych robotow.

W pracowni Sangera sekwencjonowano po raz pierwszy na $wiecie ,zywy” genom,
wirusa ®X 174 i mitochondrialny ludzki DNA. Drugiego Nobla dostat w 1980 roku
razem z Walterem Gilbertem — obaj ,zdazyli” wejs¢ na to podium, zaden nie zostat
Stym drugim”, a Sanger jest jedynym do dzi$§ chemikiem z dwiema Nagrodami Nobla.
Trzeci w tym samym roku, Paul Berg, uzyskat te nagrode za podwaliny inzynierii
genetycznej, ktéra bezposrednio zawdziecza swoje powstanie Frederickowi Sangerowi.

Sanger zdecydowal sie na emeryture w 1983 roku. W 1993 roku otworzono w Cambridge
Instytut Sangera, ktéry odegral pierwszorzedna role w oznaczaniu sekwencji
ludzkiego DNA (2000).

W 2006 posziam na spotkanie z Wally Gilbertem w Kawiarni ,,Czuly barbarzynca”.
Okazato sie, zZe to TEN SAM Gilbert. W Warszawie robil zdjecia w nieprodukujgcej
fabryce Norblina. Potem w Krakowie mial wystawe zdjeé wlasciwie abstrakcyjnych.
Te abstrakcje pokazuje i sprzedaje na catym Swiecie.
http://www.youtube.com/watch?v=C0s6-dYhPB8&feature=player_embedded

Magdalena FIKUS
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Czarne kropki to trzy swietliki
znajdujace si¢ w chwili ¢t = 0 w punktach
(0,0), (5,0) i (4, 3), poruszajace sie

z predkosciami (1,2), (=2,1) i (—1,0).
Zaznaczono tez kwadrat o minimalnym
boku 1,5, w ktérym znajda si¢ $wietliki
w chwili ¢t = 1,5.

/,\

Rozwigzanie zadania F 849.
Poczatkowo obrecz §lizga si¢ po parkiecie.
Jej ruch jest ruchem jednostajnie
opo6znionym wskutek dziatania stalej sity
tarcia Fr = pumg skierowanej przeciwnie
do kierunku ruchu, a jej ruch obrotowy
takze jest jednostajnie opézniony wskutek
dzialania stalego momentu sity tarcia
M1 = pmgR. Obrecz zatrzyma si¢ zatem
w ruchu postgpowym po czasie
Vo
g’
przebywszy w tym czasie droge

2

dy = 2,

2ug
a jej predkosé katowa bedzie wynosilta
wéwcezas

Aty =

w1 = wo — ?Atl =wp — %
Od tego momentu obrecz bedzie poruszad
si¢ z przyspieszeniem wywolanym silg
tarcia, a ruch obrotowy bedzie nadal
spowalnial. Dla dostatecznie duzych wq
predkosé punktu stycznosci obreczy
z podlozem bedzie rézna od zera i obrecz
wréci do baletnicy w czasie Aty = Aty
z predkosciag katowa

w2 = Wo R’

predkos¢ punktu stycznosci
z podlozem bedzie wtedy réwna
—vo + Rwz = Rwo — 3vg. Oznacza to,
ze szukany warunek to

— = =
Vo R

Dla mniejszych wartodci wg przy

zerowaniu si¢ predkodci punktu

u)o>3

stycznosci z podlozem rozpocznie si¢ ruch
bez poslizgu; ruch ten bedzie si¢ odbywal
ze stalg predkoscia i warunek Aty = Aty

nie bedzie spetniony.

Informatyczny kacik olimpijski (69): Swietliki

Tym razem w kaciku zadanie Swietliki, z ktorym mierzyli sie finalisci
Potyczek Algorytmicznych 2013. Po plaszczyznie porusza sie n swietlikéw.
Dla kazdego z owadéw znamy punkt plaszczyzny, w ktorym znajdowal

sie poczatkowo, oraz wiemy, ze porusza sie on ze stalym (i znanym nam)
wektorem predkosci. Nalezy wyznaczyé minimalng dlugosé, jaka moze mieé
bok kwadratu, ktéry bedzie w pewnej chwili zawieral wszystkie $wietliki,
przy czym boki kwadratu musza by¢ ustawione réwnolegle do osi uktadu
wspolrzednych (rysunek). Oznaczmy jeszcze przez M ograniczenie na zakres
liczb danych w zadaniu.

Zacznijmy od wykorzystania technik standardowych przy tego typu zadaniach.
Bok kwadratu mozemy wyznaczy¢, stosujac wyszukiwanie binarne, zatem
O(log M) razy bedziemy musieli odpowiedzieé na pytanie ,czy istnieje taka
chwila ¢, ze wszystkie §wietliki zmieszcza sie¢ w kwadracie o boku d?”.

Kolejne standardowe spostrzezenie: istnieje optymalne rozwiazanie,

w ktérym skrajnie lewy $wietlik znajduje sie na lewym boku kwadratu. Dla
ustalonego $wietlika ¢ mozemy w czasie O(n) wyznaczy¢ przedzial czasu,

w ktérym znajduje sie on po lewej stronie od kazdego innego swietlika.
Ograniczywszy si¢ do tego przedziatu czasu, unieruchamiamy tego Swietlika,
zaczepiajac w nim uklad wspélrzednych (tzn. odejmujemy jego predkosé

i pozycje od predkosci i pozycji wszystkich pozostalych $wietlikéw).

Znamy bok i potozenie kwadratu w poziomie, musimy teraz sprawdzic,

czy istnieje taka chwila ¢ i takie jego polozenie w pionie y (0 < y < d),

ktore zawiera wszystkie owady. Nietrudno sie przekonaé, ze dla ustalonego
$wietlika zbior punktéw (¢,y), dla ktérych swietlik ten znajduje sie w chwili ¢
w kwadracie przesunietym o y, jest réwnoleglobokiem. A konkretnie:

jesli dwietlik j znajduje sie w punkcie (d,y1) w chwili ¢1, a w punkcie

(0,y2) w chwili ¢5, to wierzchotkami szukanego réwnolegloboku sa punkty
(t1,91), (t1,11 + d), (t2,y2 + d) i (t2,y2). Wyznaczenie réwnoleglobokéw dla
wszystkich owadéw zajmie nam czas O(n), a nastepnie sprawdzenie, czy ich
przeciecie jest niepuste — czas O(nlogn).

Ostatecznie nasze rozwigzanie dziala w czasie O(n?lognlog M).

Istnieje szybsze (i prostsze do zaimplementowania) rozwiazanie dzialajace
w czasie O(nlog M), wymaga ono jednak pewnej nie do kofica oczywistej
obserwacji. Oznaczmy przez F(t) najmniejszy bok kwadratu dla ustalonej
chwili t. Czy mozemy co$ powiedzie¢ o funkcji F'? Jasne jest, ze powyzej
pewnej granicy wraz ze wzrostem wartoéci bezwzglednej argumentu ¢
funkcja F' bedzie rosnaé. Okazuje sie, ze mozemy powiedzie¢ duzo wigcej —
funkcja F' jest wypukia. Dzieki temu mozemy znalezé jej minimum,
stosujac wyszukiwanie ternarne, co bedzie wymagalo obliczenia jej wartosci
w O(log M) punktach. Dla ustalonego t obliczenie F(t) jest bardzo proste
(wyznaczamy pozycje $wietlikéw i znajdujemy prostokat otaczajacy)

i wymaga czasu O(n). Musimy tylko pamigtaé, ze rozwiazaniem zadania jest
F(0), jesli minimum F znajdzie sie w punkcie ¢ < 0.

Pozostaje udowodnié¢ kluczowy fakt o wypuklosci funkcji F'. Oznaczmy przez
F; j(t) rozmiar najmniejszego kwadratu zawierajacego $wietliki ¢ oraz j.
Poniewaz w kazdej chwili wynikowy kwadrat opiera sie na dwoch swietlikach
po jego przeciwnych stronach, to

F(t) = max Fj ;(1).
17.7

Funkcja F; ;(t) jest wypukla (latwo to zobaczy¢, jesli znéw zaczepimy uklad
wspolrzednych w §wietliku 7). Tak wiec funkcja F jest réwniez wypukla, jako
maksimum funkcji wypuktych.

Tomasz IDZIASZEK
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Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2014

F

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

o]}

Vo

Rys. 4

Rys. 5

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 572, 573
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

572. Dynamometr ciagniety jest po gtadkim poziomym stole sita F' = 4N
(rys. 1). Co wskazuje dynamometr, jezeli masa sprezyny réwna jest masie
obudowy? Dynamometr zostal wyskalowany w poltozeniu poziomym.

573. Na bipryzmat przedstawiony na rysunku 2 pada $wiatto monochromatyczne
ze zrodla punktowego S. Na ekranie powstaje obraz interferencyjny. Znalezé
odleglo$é pierwszego maksimum interferencyjnego od $rodka ekranu. Dane

sa: a — odleglosé zrédla od bipryzmatu, b — odleglo$é bipryzmatu od ekranu,

¢ — kat tamiacy kazdego z pryzmatéw, ktory jest bardzo maly, n — wspdlezynnik
zalamania szkla, z ktérego wykonany jest bipryzmat, A — dlugosé fali

Swiatta emitowanego przez zrédto. Promienie interferujace padaja na ekran
prawie prostopadle.

Wskazowka. Nalezy wykazaé, ze kazdy z pryzmatow daje pozorny obraz zrodla
Swiatla, ktorego przyblizona odlegloéé¢ od pryzmatu jest taka sama jak zrodla.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2013

Przypominamy tresé¢ zadan:

564. Na nieruchomym walcu o promieniu R lezy niewazki pret o dlugosci 21, na ktérego koncach
znajdujg si¢ mate kulki o masach m (rys. 3). Znalez¢ okres malych drgan preta wokol polozenia
réwnowagi. Nie ma poslizgu migdzy walcem a pretem.

565. Porownoleglych, poziomych szynach spietych oporem R moze poruszac si¢ bez tarcia pret o masie m.
Uktad znajduje sie w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B. Linie pola magnetycznego sa
prostopadle do plaszczyzny szyn (rys. 4). Odleglo$é miedzy szynami wynosi . W chwili poczatkowej
pretowi nadano predkosé vg, rownolegla do szyn. Jaka droge przebedzie pret do momentu zatrzymania?
Jaki tadunek przeptynie w tym czasie przez opér R? Opér szyn i preta zaniedbujemy.

564. Po wychyleniu preta o kat « z polozenia réwnowagi (rys. 5) dziala na niego
moment skrecajacy do polozenia réwnowagi M = mg[(l — Ra) — (I + Ra)] cos a.
Dla malych wychylen z potozenia réwnowagi M ~ —2mgRa. Poniewaz

nie ma podlizgu, ruch preta jest czystym obrotem wzgledem chwilowej

osi przechodzacej przez punkt stycznosci preta z walcem, a jego moment
bezwladnosci wzgledem tej osi to I ~ 2ml?. Réwnanie ruchu obrotowego ma
postaé Ie = M, gdzie ¢ = d?a/dt? jest przyspieszeniem katowym. Jest to
réwnanie ruchu harmonicznego: da/dt? + GRa/1? = 0. Czestosé drgan wynosi
w = gR/I?, szukany okres drgan T = 27l/\/gR.

565. W poruszajacym sie precie indukuje sie sita elektromotoryczna indukcji.
Jej wartosé, zgodnie z prawem Faradaya, wynosi € = Blv, gdzie v jest chwilowa
predkoscia preta. Na pret, w ktérym plynie prad indukeyjny, dziata hamujaca
sita elektrodynamiczna o wartoéci F' = B%[?v/R. Zgodnie z druga zasada
dynamiki FAt = Ap i mozemy napisaé: B2[?vAt/R = mAv. Wyrazenie

As = vAt jest droga przebyta w przedziale czasu At. Po zsumowaniu
otrzymujemy B2[%s/R = muvg. Szukana droga przebyta przez pret wynosi

s = mvoR/(B%1?). Chwilowe natezenie pradu indukcyjnego w obwodzie dane
jest wzorem I = Bul/R, a z definicji natezenia pradu I = AQ/At, gdzie AQ
jest tadunkiem przeplywajacym w czasie At przez opér. Stad dla krotkich
przedzialéw czasowych mamy AQ = BIAs/R. Po zsumowaniu i uwzglednieniu
poprzednich wynikéw otrzymujemy szukany ladunek réwny Q = muvg/(Bl).
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Rozszerzona czotéwka ligi zadaniowej
Klubu 44 F
po 541 zadaniach

Andrzej Nowogrodzki
(Chocianéw) 2 — 43,72

Krzysztof Magiera (Losiéw) 2 — 37,67
Tomasz Rudny (Warszawa) 35,20
Dariusz Wilk (Rzeszéw) 26,57
Jacek Konieczny (Poznan) 24,15
Tomasz Wietecha (Tarnéw) 9 - 17,44

Marian Lupiezowiec (Gliwice) 1 — 12,68
Lista obejmuje uczestnikéw, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 2011-2013 oraz maja
w biezacej punktacji na swoim koncie
conajmniej 11 punktéw. Cyfra przed kreska
wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt juz

44 punkty.

Weterani Klubu 44 F (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana): P. Bala,
D. Lipniacki, A. Sikorski, A. Surma (4),
P. Gworys, A. Idzik (11), T. Wietecha (9),
J. Lazuka, M. Wéjcicki, J. Witkowski (jesli
uczestnik zdobyt 44 punkty wiecej niz
3razy, podana zostala odpowiednia liczba).

Pozostali cztonkowie Klubu 44 F
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: M. Kozlik, J. Lipkowski,
K. Magiera, A. Nowogrodzki,
P. Perkowski, J. Piotrowski;

sjednokrotni”: A. Borowski, P. Gadzinski,
Z. Galias, A. Gawryszczak, A. Gluza,

W. Kacprzak, K. Kapcia, M. Lacki,

M. Lupiezowiec, B. Mikielewicz, L. Motyka,
R. Musial, T. Rawlik, R. Repucha,

J. Stelmach, L. Szalast, T. Tkocz, P. Wach.

W ostatnich latach zakres umiejetnoéci matematycznych nabywanych w liceum
bardzo sie skurczyl, w szczegdlnoéci dotyczy to rachunku rézniczkowego. Dlatego
wszystkie zadania z fizyki zaproponowane w ubieglym roku w Klubie 44F
mozna bylto rozwiazaé, postugujac sie elementarna matematyka. Wymagato to
czasami wyboru odpowiedniego ukladu odniesienia. Na przyklad, w zadaniu 543,
gdzie nalezalo wyznaczy¢ naprezenie ograniczajacej ruch biegnacego psa linki
zakonczonej pierscieniem przesuwajacym sie po drucie, wygodnie bylo wybraé
uktad odniesienia zwiazany z pierscieniem, co pozwalalo sprowadzi¢ problem

do ruchu jednego ciata. Podobnie w zadaniu 561 z kondensatorem w polu
magnetycznym najwygodniej byto prowadzi¢ rozwazania w uktadzie odniesienia,
w ktérym nie ma pola elektrycznego. Niekiedy potrzebny byl sprytny pomyst,
jak w zadaniu 546 z woda wyciekajaca spod naczynia. Okazuje sie jednak, ze
wiekszos$¢ uczestnikéw ligi rachunkiem rézniczkowym i catkowym postuguje sie
biegle, totez przysylane rozwigzania czesto réznily sie od firmowych — i byty
bardziej pracochtonne.

W konkurencji ,najwyzszy stopien trudnosei” pierwsze miejsce (WT = 2,7) zajelo
zadanie 553 (ladowanie kondensatora przez diode o znanej charakterystyce).
Btedy byly tu dosy¢ urozmaicone, najczesciej nie uwzgledniano faktu, ze
podczas pierwszego etapu tadowania na diodzie jest niezerowe napiecie.
Zaskoczeniem byl stosunkowo wysoki stopien trudnodci (WT = 2,44) zadania
554 (zsuwanie si¢ pierécienia z gumowego kabla), gdzie w kilku rozwiazaniach

nie uwzgledniono w bilansie energetycznym zmiany energii sprezystosci kabla
rozcigganego podczas ruchu pierécienia.

Na szczegoblne uznanie zastuguje sposob prezentacji rozumowan przez
Tomasza Wieteche, ktéry przystal propozycje rozwiazan wszystkich
zadan, konkurujac w poszczegdlnych seriach o palme pierwszenstwa
z Andrzejem Idzikiem i Michalem Kozlikiem.

Klub 44

VE1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2014

Zadania z matematyki nr 675, 676
Redaguje Marcin E. KUCZMA

675. Alfabet liczy 24 litery; dwie z nich to alfa oraz omega. Sposréd wszystkich
slow (ciagéw liter) dlugosci n wybieramy losowo jedno. Wyznaczyé najmniejsza
liczbe naturalna n, dla ktérej bardziej prawdopodobne jest wylosowanie

stowa, w ktorym litery alfa i omega co najmniej raz sasiaduja, niz stowa

bez tej wlasnosci.

676. W trojkacie o bokach dlugosci a, b, ¢, o wszystkich katach wewnetrznych
mniejszych od 120°, znajduje sie punkt, ktérego suma odlegtosci

od wierzcholkéw jest minimalna i wynosi d. Dowiesé, ze zachodzi rownosé

(a® + 0%+ +d?*)? =3(a* + b+t + dY).

Zadanie 676 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2013

Przypominamy tres¢ zadan:

667. Kwadratowa plansza o rozmiarach n X n ma pola pokolorowane jak szachownica; n jest
ustalong liczba parzysta. Wykonujemy ciag ruchéw. W kazdym ruchu wybieramy dowolny prostokat,
ztozony z pél planszy, i zmieniamy kolory wszystkich p6l w obrebie tego prostokata (biale na czarne,
czarne na biate). Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe ruchéw wystarczajaca, by wszystkie pola planszy
uzyskaly jednakowy kolor.

668. Czy istnieje podzbiér wlasciwy zbioru liczb wymiernych dodatnich, w ktérym wykonalne sa
dziatania mnozenia i dzielenia, nie zawierajacy si¢ w zadnym innym podzbiorze wlasciwym zbioru
liczb wymiernych dodatnich, w ktérym wykonalne sa powyzsze dzialania?

667. Rozwazamy pola brzegowe (przylegajace co najmniej jednym bokiem do
brzegu szachownicy). Zliczamy pary sasiadujacych pél brzegowych, majacych
rézne kolory. Na starcie liczba takich par wynosi 4(n — 1); w stanie docelowym
wynosi 0. Jeden ruch moze zmniejszy¢ liczbe takich par co najwyzej o 4.
Zatem liczba ruchéw, po ktérych plansza moze staé sie jednokolorowa, jest

nie mniejsza niz n — 1.
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Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po zakonczeniu sezonu
(roku szkolnego) 2012/13

Rami Marcin Ayoush - 41,55
Adam Dzedzej - 1-40,33
Marek Spychata 1-39,37
Janusz Fiett — 38,75
Andrzej Idzik - 1-37,70
Marcin Malogrosz 37,48
Wojciech Maciak - 36,72
Zbigniew Sewartowski - 1-35,45
Jedrzej Garnek - 1-32,90
Tomasz Kochanek - 32,40
Grzegorz Karpowicz - 1-31,51
Janusz Olszewski - 14-27,53
Jerzy Witkowski — 5-27,02
Pawel Duch - 26,60
Tomasz Wietecha — 9-26,56
Michal Kozlik — 26,46
Stanistaw Bednarek 25,92
Franciszek Salezy Sikorski — 1-24,69
Michal Miodek - 1-24,39
Wojciech Tobis - 21,08
Barttomiej Dyda - 5-20,18
Janusz Wojtal - 16,17

Legenda (przykladowo): stan konta 9-26,56
oznacza, ze uczestnik juz dziewieciokrotnie
zdobyt 44 punkty, a w kolejnej (dziesiatej)
rundzie ma 26,56 punktéw.

Zestawienie obejmuje wszystkich

uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja

nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi
co najmniej 15 punktéw;

— przyslali rozwigzanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2011, 2012
lub 2013.

Nie drukujemy wiec nazwisk tych
uczestnikéw, ktérzy rozstali si¢ z ligg trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wrécié do
naszych matematycznych tamigléwek,
jego nazwisko automatycznie wréci

na liste. Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

. Gatecki (5), J. Uryga (4),

Pawlowski (4), D. Sowizdrzat,

Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,
Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
Kumor (11), P. Gadzinski (7),

Jedziniak, J. Olszewski (14),

Skrzypek (4), H. Kornacki,

Wietecha (9), T. Jézefczyk,

Witkowski (5), W. Bednorz,

Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek, P. Kubit (5), J. Cisto (10),
W. Bednarek (6), D. Kurpiel,

P. Najman (6), M. Kieza (4), M. Kasperski,
K. Dorobisz, A. Woryna, T. Tkocz

WeRERTRA PR

(jesli uczestnik przekroczyl barierg
44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

sdwukrotni”:

Z. Bartold, A. Czornik, A. Daniluk,

Z. Galias, P. Jedrzejewicz, K. Kaminski,
H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,

J. Lazuka, J. Malopolski, J. Mikuta,

E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Patkowski,
K. Piéro, J. Siwy, Z. Skalik, S. Solecki,

T. Warszawski, G. Zakrzewski;

Pola narozne maja na starcie rézne kolory, wiec w ktéryms$ ruchu musimy uzy¢
prostokata, zawierajacego jakie$ pole narozne. Wszelako taki ruch zmniejszy
rozwazana wielko$¢ co najwyzej o 2. W takim razie n — 1 ruchéw nie wystarczy
do uzyskania zadanego celu, potrzeba co najmniej n ruchdw.

Pozostaje zauwazy¢, ze n ruchéw faktycznie juz wystarczy: w poczatkowych

n/2 ruchach zmieniamy kolory w co drugim wierszu, wszystkie kolumny staja sie
jednokolorowe (plansza ,w zebre”). W kolejnych n/2 ruchach zmieniamy kolory
w co drugiej kolumnie i gotowe.

668. Maksymalna podgrupa wilasciwa grupy multiplikatywnej liczb wymiernych
dodatnich — tak si¢ w jezyku algebry nazywa obiekt, ktérego istnienie nalezy
rozstrzygnaé. Podamy przyktad takiej podgrupy. Kazda liczba g € Q"
(wymierna dodatnia) daje sie przedstawié w postaci

L

(1) g=2%.—: [k, ¢,m calkowite; ¢,m > 0 nicparzyste;
m

wykladnik k € Z jest wyznaczony jednoznacznie.

Okreslamy zbior G, zaliczajac don te liczby powyzszej postaci, ktére maja
wykladnik k parzysty. Nie wszystkie liczby ¢ € Q™ sie tu znalazly, wiec G
jest podzbiorem wlagciwym zbioru Q. Jest on zamkniety wzgledem dziatan
mnozenia i dzielenia (tworzy podgrupe grupy Q1) — to jasne. Trzeba jeszcze
wykazaé, ze jezeli G jest podgrupa grupy QF, zawierajaca G i nie identyczna
z G, to G =QT.

Wybierzmy wiec i ustalmy dowolny element gy € G \ G. Jest to liczba postaci (1):

14
qo = 20 . —0; Lo, mo > 0 nieparzyste,

mo

przy czym wykladnik kg jest nieparzysty. Wszystkie iloczyny qog, gdzie q € G,
naleza do G. Piszac ¢ w postaci (1), z parzystym k, mamy

Lol
mom’
Gdy k przebiega zbior wszystkich liczb parzystych, kg 4+ k przebiega zbior
wszystkich liczb nieparzystych. Ponadto kazdy ulamek L/M o liczniku
i mianowniku dodatnim nieparzystym mozemy uzyska¢ jako drugi czynnik
przedstawienia (2), biorac ¢ = Lmg, m = M.

(2) gog = 2+

To znaczy, ze w zbiorze G znajduja sie wszystkie liczby wymierne dodatnie
z nieparzystg potegg dwdjki. Liczby z parzysta potega dwojki, czyli elementy
zbioru G, tez si¢ w G znajduja. Zatem, istotnie, G = Q.

[Nieco ogélniej, mozna bylto wzia¢ dowolne liczby pierwsze p,p’ (rézne lub
nie) i okresli¢ G jako zbiér wszystkich utamkéw p* - £/m, gdzie £,m > 0 sa
niepodzielne przez p, za§ wykladnik k € Z jest podzielny przez p'; takie utamki
réwniez tworza maksymalna podgrupe wlasciwa (w podanym przykladzie
przyjelismy p = p’ = 2) ]

x ok ok

Odnotujmy male od$wiezenie w Regulaminie: rozwiazania zadan oraz wszelka
korespondencje w sprawach ligi mozna przysylaé¢, jak dotychczas, poczta
tradycyjna (do czego zachecamy); mozna tez poczta elektroniczna pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (co zreszta cze$é uczestnikéw juz od jakiego$ czasu robi,
Regulamin za$ goni zycie; wprowadzony retusz jedynie afirmuje istniejacy
stan rzeczy).

% %

Geometria w lidze co$ staba. Gdy przejrzeé¢ zadania z kilkunastu niedawnych
numeréw (oraz ich rozwiazania), rzuci sie w oczy, ze te geometryczne
przedziwnie tatwe. W czym rzecz? Nieodzalowany trener Kazimierz Gorski
zwykl mawiaé: tak sie gra, jak przeciwnik pozwala.

Otéz wydaje sie, ze upodobania geometryczne u regularnych uczestnikow ligi
znajduja sie na dalszym planie. Regularnych — kto to? Grono uczestnikdw,
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»jednokrotni”:

T. Bieganski, W. Boratynski,

M. Czerniakowska, A. Dzedzej,

P. Figurny, M. Fiszer, L. Garncarek,
J. Garnek, L. Gasinski, A. Gluza,

T. Grzesiak, K. Hryniewiecki,

A. Idzik, K. Jachacy, M. Jastrzebski,
A. Jozwik, G. Karpowicz, J. Klisowski,
J. Kraszewski, A. Krzysztofowicz,

T. Kulpa, A. Langer, R. Latatla,

P. Lipinski, P. Lizak, P. Labedzki,

M. Lupiezowiec, J. Mandziuk,

B. Marczak, M. Marczak, M. Matlega,
R. Mazurek, H. Mikotajczak,

M. Mikucki, J. Milczarek, M. Miodek,
R. Mitraszewski, M. Mostowski,

W. Nadara, W. Olszewski, R. Pikula,
B. Piotrowska, W. Pompe,

M. Roman, M. Rotkiewicz, A. Ruszel,
Z. Sewartowski, F. S. Sikorski,

R. Stowik, A. Smolczyk, P. Sobczak,
M. Spychata, Z. Surduka, T. Szymeczyk,
W. Szymczyk, K. Trautman, P. Wach,

K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,

K. Zawistawski, P. Zmijewski.

Zadanie 648 [F} = Fo =1, F,410 = F,, + F,, 41 = ciag
(FL/%) jest malejacy] (WT = 2,68; LPR = 7). Dla

rzecz jasna, ewoluuje — jedni z wolna wycofuja sie z zabawy, nowi dochodza,

ale istnieje wyrazny trzon sympatycznego grona tych, ktérzy sa z nami stale,

od do$¢ dawna lub od bardzo dawna (maksimum stazu wynosi tyle, co wiek ligi)
i nie wydaja sie znuzeni. I widaé, ze w wiekszosci czuja sie zdecydowanie lepiej
w tematyce niegeometrycznej.

W kazdym numerze jedno zadanie pochodzi z nadsylanych propozycji. Algebra

i analiza sa tam reprezentowane bardzo mocno; liczby catkowite i szeroko
rozumiana kombinatoryka — tez nie najgorzej. Okregéw, tréjkatéw, przeksztalcen
plaszczyzny — raczej nie widaé. Te zadania musi wyszukiwaé redaktor ligi. Gdy
wiec decyduje sie zamiesci¢ jedno z proponowanych zadan algebraicznych, ono
za$ sprawia wrazenie rzetelnie trudnego, trzeba je dopelni¢ do pary zadaniem
znacznie tatwiejszym, no i z odmiennej tematyki. Korelacja: [geometria « latwa]
staje sie nieunikniona. ..

Popatrzmy nizej. Do corocznego przegladu zostaly wybrane zadania ciekawsze
i trudniejsze (zreczne rozwiazania, znaczace uogélnienia, wysoki wspétezynnik
trudnosci, niewielka liczba rozwiazan). Sa tu wylacznie zadania o numerach
parzystych, a wigc proponowane przez Czytelnikéw — i jest to prawie wylacznie
algebra z analiza (zadanie 658, mimo formalnie geometrycznej tresci, to tez
czysta algebra).

(réznica w ostatnim nawiasie ma warto$é 1, wobec
parzystosdci n); w tym fragmencie byta w pracy pomylka

rutyniarzy (J. Cisto, M. Malogrosz, J. Olszewski,
W. Bednarek, K. Kaminski, a takze redaktor ligi
w rozwiazaniu firmowym) bylo jasne, ze nalezy uzyé
wzoru Bineta

p=(BHD/2  Fu= (0"~ (—0)")/V5,
i dalej prowadzié¢ stosowne szacowania, stopniowo
redukujac teze zadania — mniej lub bardziej zrecznie
— do prostszych nieréwnosci. To teraz popatrzmy,
jak na tym tle wyglada rozwiazanie, ktére przystala
Karolina Cynk, uczennica liceum (niestety praca
otrzymala ocene nieco nizsza od maksymalnej,
z powodu usterki, o ktérej nizej).

Dowodzona. nieréwno$é
n+1 n
(1) F. 5 > Fris

wynika dla n nieparzystych wprost stad, ze

Fouyo > @"2/\/5, F 13 < "3 /\/5. Ciekawy moment

nastepuje teraz: dla n parzystych Autorka rezygnuje
z Bineta i dowodzi (1) przez indukcje ze skokiem 2,

startujac od n = 2 (F} = 27 > F? = 25); dla parzystego

n > 2 zaklada indukcyjnie, ze F"~! > F,’Z;f, po czym

korzysta (tu jest istota pomystu!) z dwoch nieréwnosci

pomocniczych:
(2)  Fop1Foyo > FyFuys oraz Fp , > F,F2,

— wystarczy podnie$¢ pierwsza z nich do potegi n — 2,
pomnozy¢ przez druga i przez te z zalozenia
indukcyjnego, by dostaé teze (1). Pierwsza
nieréwnosé (2) jest znana i latwa (lewa strona jest

o 1 wigksza od prawej); druga mozna za$ uzasadnié
na przyktad tak:

3 2 _
Fn+2 - FnFn+3 -
_ 3
- Fn+2 -
3
=F 1 — FopoFap1(Fuyo — Fuyr) =

= n+1(F5+1 - FnFn+2) = Fn+1
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(Frt2 — Fog1)(Frgz + Fry1)® =

— po jej poprawieniu rozumowanie przebija prostota
wszystkie pozostale!

Tomasz Wietecha wykazal nieréwnos¢ (1) w obu

przypadkach indukcyjnie, co jednak dla n nieparzystych

okazalo sie bardziej uciazliwe niz skorzystanie
ze wzoru Bineta.

Interesujaca interpretacje kombinatoryczna tezy
zadania wskazal Jerzy Cisto: rozwazamy macierze
zero-jedynkowe o rozmiarach: n wierszy, n+1 kolumn.
Lewa i prawa strona nieréwnosci (1) — to odpowiednio
liczba takich macierzy, w ktorych nie ma dwdéch
jedynek jedna tuz nad druga oraz liczba takich, gdzie
nie ma dwoch jedynek jedna obok drugiej. W takiej
macierzy jest mniej par klatek sasiadujacych pionowo
niz par sasiadujacych poziomo, dlatego pierwszy

z tych warunkéw jest ,tatwiejszy” do spelnienia

niz drugi. To przekonujaca agitacja za stusznoscia
tezy (1)... ale wykazad jej stusznoéé — to to samo, co
zrobi¢ zadanie.

Zadanie 650 [Ile maksymalnie wiez mozna ustawié na
szachownicy nxn, by wsréd dowolnych k wiez byty
dwie, ktére sie atakuja?] (WT = 2,51; LPR = 10).
Latwo ustawié n(k — 1) wiez; wystarczy zapelni¢
nimi prostokat n x (k—1). Wiecej sie nie da —
chyba wszyscy rozwiazujacy pokazali to prosciej,
niz rozwiazanie firmowe. Szczegdlnie urzeklto

nas takie oto, banalnie proste, rozumowanie

(J. Garnek, M. Malogrosz, J. Olszewski):

w pola pierwszego wiersza planszy wpisujemy
kolejno liczby [1,...,n]; w pola drugiego wiersza:
[2,...,n,1]; i tak dalej, cyklicznie; ostatni wiersz:
[n,1,...,n—1]; gdy na planszy postawimy wiecej
niz n(k — 1) wiez, to dla pewnego r € {1,...,n}

w polach z wpisang liczba r znajdzie si¢ wigcej niz k — 1

wiez; a wiec co najmniej k wiez; i zadne dwie z nich
nie atakujg sie wzajemnie!



n

Zadanie 652 [a,b,c >0, n>1= Z'f:—:bl > %]
(WT = 2,45; LPR = 13). Uzyte oznaczenie — to sumy
cykliczne (na przyklad lewa strone nieréwnosci nalezy
an+1 bn+1 Cn+1

a+b b+c + c+a )

odczytaé jako

Rozwiazanie, ktére zaproponowal Witold Bednarek,
autor zadania (wydrukowane jako firmowe) wydalo
sie prowadzacemu lige tak trikowe, ze zakwalifikowal
zadanie jako trudne. Jednakze — robione inng
metoda — wcale sie takim nie okazalo, o czym
Swiadczy spora liczba dobrych prac. We wszystkich
(prawie) tych pracach istotne jest spostrzezenie,
ze trojki (a, b, c), (a” 1,071 c"~1) sg jednakowo
uporzadkowane, wiec w mys$l twierdzenia o ciggach
jednomonotonicznych:

Z a” > Z a" b,
Rozumowanie, ktére z wykorzystaniem tego
spostrzezenia prowadzi do tezy zadania, bylo w kazdej
pracy inne (nieréwnosci miedzy $rednimi, wypuklosé,
pochodne; rozbicie na przypadki lub nie). Redaktor
ligi wybral po jednym pomysle z kilku przeczytanych
prac i teraz moze z ich uzyciem zaproponowac
takie rozwigzanie: dzigki tatwej do sprawdzenia
nieréwnoéci a(aa_i__bb) > %b dla a,b >0, jesli Li P
oznaczaja lews i prawa strone nieréwnosci danej
do udowodnienia, to

an-i—l am an—l a(a _ b)
L-P= ~ ) = RaCAnL /S
(T ST

"ta-b 1 _
>Za2 .a2 :Z<Zan_zan 1b)>0

i gotowe. Rachunek w takiej doktadnie postaci

nie pojawil sie w zadnej pojedynczej pracy uczestnika
— to emanacja madrosci zbiorowe;j.

A zmyslne rozwiazanie firmowe — czy ktos$ znalazt?
Alez tak: Janusz Olszewski.

Zadanie 658 [Czworoécian foremny o krawedzi a;
punkt P w odleglosciach dy, ..., ds od wierzchotkow =

(a® + 32 d;?)? = 4(a* + 3 d;Y)] (WT = 1,81; LPR = 11).

Pan Tomasz Ordowski przystal to zadanie wraz

z rozwigzaniem, zaznaczajac, ze autorem rozwigzania
jest Jerzy Cislo. Zostato ono zamieszczone jako
firmowe w numerze 7/2013. Przypomnijmy, ze dowdd
polegal na umieszczeniu czworoscianu w przestrzeni R*,
z wierzchotkami na osiach, wzigciu punktu P, lezacego
w jednej tréojwymiarowej hiperptaszczyznie z owymi
wierzchotkami, i rachowaniu na jego wspolrzednych;
przy takim ujeciu rachunki mocno zyskuja na prostocie
(rachunki w pracach uczestnikéw ligi nie wychodzilty
poza R? i juz nie byly tak proste...).

Autor rozwiazania zauwazyl, Ze przenosi sie ono na
(n—1)-wymiarowy sympleks foremny o krawedzi a

w przestrzeni R”~! i dowolny punkt P € R*~!

w odleglosciach dy, ..., d, od wierzchotkéw; wystarczy
umieéci¢ sympleks w R", z wierzchotkami na osiach, by
doktadnie takim samym rachunkiem uzyska¢ wzor

(3) (P+d+.. . +d) =n+d+... +d})
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(obaj wymienieni autorzy wspélnie zajmowali sie tym
zagadnieniem jeszcze przed zaproponowaniem go jako
zadania dla ligi).

Autor zadania wskazal nieco szerszy kontekst:
n-wymiarowa objetosé¢ V,, sympleksu n-wymiarowego
o wierzchotkach Ay, ..., A,4+1 jest dana znanym wzorem
V2 = ¢, det M, gdzie M jest macierza (n+2)x(n+2),
w postaci blokowej

M= |:JOT I{’:|7
K to macierz (n+1)x(n+1) o wyrazach |A; A;|?,
J=[1,...,1], za$ ¢, = (—=1)"*127"(n!)~2. Gdy
punkty Ay, ..., A1 leza w jednej (n—1)-wymiarowej
hiperplaszczyZnie, sympleks (zdegenerowany) ma
objetosé¢ zerowa (det M = 0); gdy ponadto punkty
Ai,..., A, sa wierzchotkami (n—1)-wymiarowego
sympleksu foremnego, a punkt A, 1 = P lezy w jego
hiperplaszczyznie, w odleglosciach d; od wierzchotkow,
réwnanie det M = 0 prowadzi do wzoru (3).

Wyprowadzenie wzoru V,2 = ¢, det M (tzw. wyznacznik
Cayleya—Mengera) mozna znalezé na przyktad pod
www.mathpages.com/home/kmath664/kmath664.htm; dla n = 3
takze w artykule Siatka czworoscianu w numerze 9/2013

(przyp. redaktora ligi, ktéry z niemalym zaciekawieniem wyczytal
w zacytowanym materiale internetowym, ze wzér 6w dla n = 3
odkryl renesansowy malarz Piero della Francesca) (!).

Zadanie 662 [xg > 0; z,11 = 22 /(e — 1);

an =n(2 —nxy,)/Inn; limg, =7 (WT = 2,84;

LPR =5). Ten sam ciag (z,) byl przedmiotem
wczesniejszego zadania 654, w ktorym nalezalo obliczyé
granice limnx,; wynik 2. Zatem ciag (2 — nx,,) dazy
do zera; ale jak szybko? odpowiedZ daje obliczenie
granicy lim ¢, = 4/3; tak wigc 2 — nz, = O(lnn/n).
Kluczem do obliczenia byl wzér Stolza — korzystali

z niego wszyscy, ktorzy zadanie zrobili, a takze
rozwiazanie firmowe.

Pawel Najman proponowat oba te obliczenia
(limnz, =7 ; limg, = ?) jako jedno zadanie. Rozbicie
na dwa zadania to juz pomyst redaktora ligi. Rzecz

w tym, ze wzor Stolza jest dobrze znany zawodowym
matematykom oraz studentom matematyki, ale
niekoniecznie studentom innych kierunkéw oraz
pozostalym Czytelnikom.

Granice limnz,, = 2 mozna bylo wyznaczy¢ réznymi
sposobami; zadanie 654 rozwiazato kilkanascie osob.
Tam tez mozna bylo uzyé wzoru Stolza — i zostal

on uzyty w rozwiazaniu firmowym, wydrukowanym
w tym samym numerze, co tres¢ zadania 662 — wlasnie
po to, by obliczenie granicy ciagu (g, ) znalazto

sie w zasiegu szerszego grona uczestnikow ligi; by
da¢ wszystkim orez do reki. Wystarczyto przed
zaatakowaniem zadania 662 starannie zapoznaé

sie z rozwigzaniem zadania 654, gdzie wzor Stolza
zostal dokladnie sformulowany, a jego stosowanie —
wyjasnione. Mimo tak wyrazistej wskazowki, tylko
pieciu uczestnikéw uporalo sie z tym: J. Garnek,
K. Kaminski, M. Malogrosz, J. Olszewski,

T. Wietecha.



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Naturalna skutecznosé strzykania wyjasniona

Wystepujace od Dalekiego Wschodu do Oceanii niewielkie ryby z rodziny
strzelczykowatych (lac. Tozotidae), zyjace gléwnie w wodach laséw
namorzynowych, wyksztalcily wyjatkowy sposéb polowania. Odzywiaja sie
owadami znajdujacymi si¢ na zwieszajacej sie¢ nad woda roslinnosci. Swoje
ofiary zestrzeliwuja za pomoca precyzyjnych strzyknie¢ woda. Od wielu lat
nie umiano jednak wyjasnié¢, w jaki sposéb udaje im si¢ uzyskaé strzykniecie
wystarczajaco intensywne do oderwania bardzo mocno trzymajacych sie
podtoza owaddw.

Rozwiazania poszukiwano w anatomicznej budowie ryby. Spodziewano
sie znalezé co$ podobnego do rozwigzan obecnych u kameleondw

czy salamander. Zwierzeta te magazynuja energie we wtoknach
kolagenowych, zeby ja uwolni¢ w jednej chwili, uzyskujac przyspieszenia
wyrzucanego jezyka dochodzace do 500 m/s?. Nic takiego jednak

nie znaleziono.

Okazalo sig¢, ze wyjasnieniem jest dynamika strumienia wody juz po jego
wystrzeleniu. Czolo strumienia, zamiast zwalniaé, jak mozna by byto

sie tego spodziewac, przyspiesza. Zostalo to ustalone za pomoca analizy
kinematycznej zdje¢ uzyskanych ultraszybka kamera [1]. Zeby uzyskac
zdjecia bez bledu paralaksy, zaaranzowano sytuacje, w ktorej ryba ustawia
sie bokiem do kamery. Efekt uzyskano poprzez umieszczenie nad woda
szczeliny pozwalajacej rybie widzie¢ obuocznie potencjalna zdobycz tylko
przy pozadanym ustawieniu. Dzieki temu ryba sama przyjmuje pozycje
optymalna do filmowania.

Zmierzona wylotowa predkosé strumienia wody wynosita tylko okolo 2m/s.
W ciagu nastepnych 15ms czolo przyspieszalo z przyspieszeniem malejacym
od 200-400 m/s? do zera, osiagajac predkosé okoto 4m/s. Jednoczeénie
wiodace zgrubienie strumienia stawalo si¢ coraz masywniejsze. Nastepnie
wystepowala 20-30 ms faza ruchu balistycznego zakonczona uderzeniem

w bedacy przedmiotem polowania kasek (znajdujacy sie w odleglosci
97-153 mm od miejsca strzykniecia).

Taki ruch jest mozliwy, tylko jezeli ciagnacy si¢ za tym zgrubieniem wodny
ogon porusza sie szybciej od niego. Jest to zwiazane z mechanizmem
wyrzucania strumienia. Jego kolejne partie sa poddawane coraz dhuzszemu
okresowi przyspieszenia. Strumien dzieli sie na krople dzieki efektowi
nazywanemu niestabilnoscig Plateau-Rayleigha. W jej wyniku stacjonarny
walcowy strumien cieczy dzieli si¢ na mniejsze czesci przy obecnosci
jakiegokolwiek odstepstwa od idealnego walcowatego ksztaltu (ktére

w praktyce zawsze wystepuje).

Wspdéldziatanie tych dwéch mechanizméw, podzialu na krople (gtéwnie
zwiazanego z napieciem powierzchniowym) oraz kinematycznej kompresji
(ang. kinematic gathering), daje odpowiednio duza wiodaca krople (dobrze
widoczng na gérnym zdjeciu) poruszajaca sie odpowiednio szybko.

Lepsze zrozumienie tego mechanizmu moze poméc w rozwoju technologii
postugiwania si¢ strumieniami kropelek. Sa one stosowane chociazby

w drukarkach atramentowych. Réwniez przemystowe techniki malarskie
oparte sg na natryskiwaniu farby. Dla tego typu proceséw nadal nie mamy
pelnego analitycznego opisu. Postugujemy sie rozwazaniami modelowymi.
Kazdy dodatkowy zrozumiany element uktadanki moze pomoc.

Piotr ZALEWSKI

[1] A. Vailati, L. Zinnato, R. Cerbino, How Archer Fish Achieve a Powerful Impact:
Hydrodynamic Instability of a Pulsed Jet in Toxotes Jaculatriz, PLoS ONE,
DOI: 10.1371/journal.pone.0047867.
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Prosto z nieba: Szybkie blyski radiowe

Podczas gdy wydawalo sig, ze Wszech$wiat juz nas
niczym nie zaskoczy, a astronomowie ,szlifuja” tylko
dawno zaakceptowane teorie, dodajac tu i éwdzie
drobne szczegdly, przeglad nieba przeprowadzony

przez zesp6l australijskiego radioteleskopu Parkesa
zarejestrowal co$ zupelnie niespodziewanego. Rutynowe
poszukiwania pulsaréw doprowadzito do odkrycia
czterech réznych, bardzo krotkich btyskéw (czas trwania
rzedu milisekund), nazwanych — jakzeby inaczej —
szybkimi blyskami radiowymi (ang. fast radio bursts).
Badacze twierdza, ze mozna wykluczy¢ ziemskie
pochodzenie sygnaléw. Zrédla polozone sg z dala

od ptlaszczyzny Galaktyki, a modele rozchodzenia si¢
sygnalu w przestrzeni miedzygwiezdnej (ang. dispersion
measure, ,rozmywanie si¢” impulsu promieniowania
zalezne od ilosci elektronéw, ktore znajduja sie

na drodze od Zrédla do detektora) sugeruja, ze Zrédla
blyskow znajduja sie w kosmologicznej odleglosci:
poczerwienienie z = 0,5-1, czyli odlegltosé 1,5-3 Gpc,
sg wiec zwiazane z emisja pokaznej ilosci energii.
Cztery zjawiska pozwalaja na zgrubne oszacowanie
czestoéei ich wystepowania na caltym niebie: 10 /dzien.
Co jeszcze bardziej tajemnicze, w trakcie blyskdw
radiowych satelity rentgenowskie i v nie zarejestrowaty
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@ gromada kulista
o gwiazda zmienna

o galaktyka
<+ gromada otwarta
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Gwiazdozbiér Hydry. Mapa nieba

we wspotrzednych réwnikowych;
rozmiary gwiazd odzwierciedlaja ich
jasnos$ci w wielkoSciach gwiazdowych.
[Mapke nieba wykonano na podstawie
mapy IAU/magazynu Sky & Telescope
(Roger Sinnott & Rick Fienberg).]

zadnej aktywnosci — nie ma zatem dowodu, ze blyski
radiowe sa zwiazane z np. blyskami . Nowy fenomen

to gratka dla teoretykdéw, ktérzy w ostatnich miesiacach
zaproponowali wiele modeli tlumaczacych szybkie btyski.
Przyczyna moze zatem by¢ uktad podwdjny zderzajacych
si¢ gwiazd neutronowych, w ktérym uwolnienie pola
magnetycznego gwiazd skutkuje radiowa erupcja.

W podobny sposéb w innym modelu zapadajaca sie

do czarnej dziury masywna i szybko rotujaca gwiazda
neutronowa ,,pozbywa sie wloséw” pola magnetycznego
(model ten zostal nazwany blitzarem). Inni badacze
wyobrazaja sobie, ze szybki blysk jest skutkiem wybuchu
na powierzchni magnetara, gwiazdy neutronowej o bardzo
silnym polu magnetycznym, a jeszcze inni, ze obserwacje
mozna wyttumaczy¢ zlewaniem sie uktadu podwdéjnego
bialych kartow.

Jesli btyski istotnie pochodza spoza Galaktyki, beda
kolejna ciekawa, obok btyskéw ~, grupa obiektow
kataklizmicznych. Oprécz wyjasnienia samej istoty
zjawiska interesujace wydaje sie takze proponowane
wykorzystanie ich do prébkowania zawartosci przestrzeni
miedzygalaktycznej i pomiaréw iloéci barionow
w lokalnym Wszech$wiecie.

Michal BEJGER

= Niebo jak wlasna kieszen: Luty

Gwiazdozbior Hydry (lac. Hydra) jest najwiekszym

_ pod wzgledem powierzchni posrdéd osiemdziesieciu o$miu

1o gwiazdozbioréw — w lutym widoczny wieczorami na potudniu,
tuz pod ekliptyka oraz konstelacjami Panny i Lwa.

Hydra zostala opisana po raz pierwszy w czasach antycznych
-20 przez Ptolemeusza; nie nalezy jej myli¢ ze znajdujacym sie

w okolicy potudniowego bieguna, majacym podobna nazwe,

A\ ale o wiele mniejszym Wezem Wodnym (tac. Hydrus), ktéry
zdaniem specjalistow astrozoologéw jest rodzaju meskiego.
Hydra zajmuje ponad 1300 stopni kwadratowych, lecz zawiera
tylko jedna jasna gwiazde, Alphard (o Hydrae, 1,98™,

arab. Samotna). Ow olbrzym typu K o masie okolo 3 Mg, jest
obiektem badan sejsmologéw gwiazdowych, poniewaz obserwacje spektroskopowe
i pomiary predkosci radialnych dowodza pulsacji wielomodalnych, podobnych

w charakterze do oscylacji typu stonecznego. Wsréd obiektow bardziej odleglych
Hydra zawiera trzy obiekty Messiera, w tym pigkna galaktyke spiralna
Poludniowy Wiatraczek (M83), a takze mglawice planetarna NGC 3242, odkryta

przez Williama Herschela, zwana ,,Duchem Jowisza” z powodu podobienstwa
do tej planety (jasnos$é 7,7, rozmiar okoto 1’ tuku, czyli nieco tylko wiekszy od

Alphard znajduje sie na fladze Brazylii,
symbolizujac jeden ze stanéw, Mato
Grosso do Sul.

maksymalnego rozmiaru Jowisza, 50).

Luty nie obfituje w zjawiska meteorytowe — do dyspozycji mamy ¢ Leonidy,

niezbyt aktywny réj o maksimum 24 II i radiancie w gwiazdozbiorze
Lwa (meteory te wiaze sie z planetoida Pan, nalezaca do grupy Apollo).
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Wsréd planet warty obserwacji jest wspomniany wezesniej Jowisz (—2,1™)

w gwiazdozbiorze Blizniat, obok ktérego 10 II znajdzie si¢ Ksiezyc (pelnia 14 II),
26 II rano nastapi natomiast malownicza koniunkcja jasnej Wenus (—4,3™)

z sierpem Ksiezyca (gwiazdozbior Strzelca). Obserwacje Saturna (0,7™) i Marsa
(0,19™) nalezy prowadzi¢ po pdélnocy, gdy planety te pojawiaja sie ponad
wschodnim horyzontem odpowiednio w gwiazdozbiorach Wagi i Panny.
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Postaw na krawedzi!

Postawmy czworoscian na krawedzi i przez kazda jego krawedz poprowadzmy
plaszczyzne réwnolegla do przeciwleglej krawedzi. Takich szesé plaszczyzn
wyznacza réwnolegloscian opisany na czworoscianie (rysunek).

Joanna JASZUNSKA

Roéwniez na odwrot, wybierajac cztery wierzcholki dowolnego réwnoleglo$cianu

) tak, by zadne dwa nie byly polaczone krawedzia, otrzymamy czworoscian
wpisany. Pozostale cztery wierzcholki wyznaczaja przystajacy czworoscian,
symetryczny wzgledem $rodka réwnolegloscianu.

7e s > %\/5

Czworoscian wpisany mozna uzyska¢ z réwnolegloscianu, odcinajac od niego
cztery przystajace naroza; podstawa kazdego z nich jest polowa podstawy
rownolegloscianu, a wysokoscia — wysokos¢ rownolegloscianu. Stad objetosé
czworo$cianu wpisanego rowna jest % objetosci réwnoleglodcianu.

1. Dany jest czworoscian foremny o krawedzi 1 oraz punkt P w jego wnetrzu.
Suma odlegtosci punktu P od krawedzi tego czworoscianu jest rowna s. Wykaz,

2. Czy istnieja czworosciany S 1 T o nastepujacych dwoch wlasnosciach:
(a) objetos¢ czworoscianu S jest wigksza od objetosdci czworodcianu T

(b) pole kazdej Sciany czworoscianu S nie przekracza pola zadnej Sciany

czworoscianu 17

3. Rozstrzygnij, czy mozna obliczyé¢ objetosé czworoscianu, znajac pola jego

Zadania 1, 2, 3 pochodzg odpowiednio

z Obozu Naukowego po VIII Olimpiadzie
Matematycznej Gimnazjalistéw,

z XLII OM oraz z XLIV OM.

czterech Scian oraz promien kuli opisanej.

Wzér Herona pozwala obliczy¢ pole tréjkata, gdy znamy dlugosci jego bokéw. Zadanie 3
dotyczy jednego z mozliwych uogélnien tego wzoru — wiecej o tym w nastepnym deltoidzie.

Rozwigzania

R1. Réwnoleglo$cianem opisanym na czworoscianie
foremnym o krawedzi 1 jest szeScian o krawedzi %\/ﬁ

Suma odleglosci punktu P od dwoch przeciwleglych
krawedzi czworo$cianu jest nie mniejsza od sumy
odleglosci P od zawierajacych je przeciwleglych écian
szescianu, ktéra z kolei jest wigksza lub réwna odleglosci
pomiedzy takimi Scianami, czyli dlugosci krawedzi
szescianu. Czworoscian ma trzy pary przeciwleglych
krawedzi, stad s > %\/5 O

R2. Tak, dla kazdego czworoscianu S zbudujemy
czworoscian T' o zadanych wlasnosciach. Niech a > 0
bedzie taka liczba, aby liczba %aQ byla wigksza od pola
kazdej $ciany czworoscianu S. Niech b > 0 bedzie taka
liczba, aby liczba %aQb byta mniejsza od objetosci
czworo$cianu S.

Niech T" bedzie czworoscianem wpisanym

w prostopadlos$cian o podstawie a x a i wysokoéci b.
Objetosé T réwna jest %aQb. Kazda sciane czworoécianu T’
mozna zrzutowaé na potowe podstawy prostopadtoscianu,
wiec jej pole przekracza %aQ. Z definicji liczb a i b,
czworoéciany S i T spelniaja zadane warunki. O

R3. Wykazemy, ze nie mozna. Rozwazmy czworosciany
C1 i Cy wpisane odpowiednio w prostopadlosciany

o wymiarach V2 x /5 x /5 oraz V6 x V3 x /3.

Promienie opisanych na nich kul to potowy gtéwnych
przekatnych prostopadlto$cianéw, wiec sa one réwne:

R1:%\/2+5—|— :\/gorazRgzéx/6+3—|— = /3.

7 twierdzenia Pitagorasa, kazda $ciana czworoscianu C
jest trojkatem o bokach v2+5 =7, V2 +5 =7
oraz /5 + 5 = v/10. Wysokoé¢ takiego tréjkata,
opuszczona na bok o dtugosci v/10, réwna, jest

7 10_ 3
4 NGO
Stad pole kazdej ze Scian czworoscianu C7 rowne jest
1 3 3
Analogicznie pole kazdej $ciany czworoscianu Cs tez
réwne jest %\/5

Czworosciany C7 i Co maja wiec réwne pola
Scian i promienie kul opisanych. Tymczasem ich
objetodci sa rézne: Vi = £v/2-.5-5 = 21/2 oraz
Vo=1v6-3-3=6.0

Zadania domowe

4. Wyznacz promien kuli wpisanej w krawedzie czworos$cianu foremnego

0 objetosci 1.

5. Wykaz, ze je$li w pewnym czworoscianie dwie pary przeciwleglych krawedzi
sg prostopadle, to réwniez trzecia para jest prostopadla.

Wskazowka. Sciany réwnolegloscianu opisanego sa rombami.
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