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Rozwigzanie zadania F 863.
Podniesienie $rodka ciezkoéci czlowieka

o masie m na wysoko$é h wymaga
wykonania pracy W = mgh, gdzie g
oznacza przyspieszenie spadku
swobodnego na powierzchni Ziemi.
Uwolnienie si¢ od przyciagania planetoidy
o masie M i promieniu R wymaga
wykonania pracy réwnej energii ,wigzania
grawitacyjnego” E = —GMm/R =W,
gdzie G oznacza stalg grawitacji. Biorac
pod uwage, ze g = GMyz m/R2 oraz
zwigzek masy kuli z jej promieniem

i gestodcig otrzymujemy ostatecznie

Rzh = R?,

co po podstawieniu podanych warto$ci

h i Ry daje
R =1955m ~ 2km.

Pominglidmy tu ograniczenie ruchéw przez
kombinezon kosmonauty.

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Tak bardzo oczekiwana wartosé
Piotr CHRZASTOWSKI-WA CHTEL"

Nazywano ja kiedys nadzieja. Czasami dodawano przymiotnik ,matematyczna’,
zeby nie bylo nieporozumien. Chodzito bowiem o warto$¢ oczekiwana, czyli

o pojecie znane z rachunku prawdopodobienistwa. Stowo nadzieja faktycznie
budzilo watpliwosci, szczegdlnie gdy mierzono jakie§ negatywnie nacechowane
wielkosci, jak liczba zgonéw, wypadkéw samochodowych czy strat. Powiedzenie
yhadzieja, jesli chodzi o wysoko$¢ straty, wynosi 100 z1” brzmi zupelnie inaczej
niz ,warto$¢ oczekiwana straty to 100 z1”.

Ze szkoly znamy zapewne ciekawy przypadek rzutu kostka: srednio wypada

3% oczka. Kazdy wynik wazymy bowiem prawdopodobienstwem, z jakim sie go
spodziewamy — tu wszystkie prawdopodobienstwa wynosza %. Lacznie mamy
wigc §-1+§-2+§-3+§ -4+ 5+ §-6=35. Ale widzial kto kiedy kostke,
ktéra tyle wlasnie pokazuje? Okazuje sie, ze ta ,typowa” wartosé jest w ogdle
niemozliwa. Cho¢ jesli wykonamy odpowiednio duzo doswiadczen i obliczymy
$rednig z wynikéw rzutéw, to wyjdzie nam cos w okolicy 3%.

Wlasciwie mozna powiedzieé, ze pojecie wartosci oczekiwanej bylo obecne

u zarania, kiedy powstawal rachunek prawdopodobienistwa. Do Btazeja Pascala
zglosil si¢ jego znajomy, Antoni Gombaud, lepiej znany jako kawaler de Méré,

z prosha, aby rozstrzygnac sposob podzialu puli pieniedzy przy grze w kosci, gdy
przerwie sie gre w momencie, kiedy jedna ze stron wygrywa. W skrécie rzecz
biorac, mozemy zalozy¢, ze mamy prosta gre, w ktorej z zadanym
prawdopodobienstwem, przyjmijmy roboczo ze 50%, jeden z graczy wygrywa.

Na przyktad, gracze rzucaja na przemian kosémi i runde wygrywa ten, kto
pierwszy wyrzuci pare szostek. Pie¢ wygranych rund oznacza wygrang calego
meczu i, niezaleznie od tego, ile punktéw zdobyl przeciwnik, zgarnia sie cala pule.

Kawaler de Méré zadal Pascalowi pytanie, jak nalezalo pule podzieli¢, gdy jego
przeciwnik mial 3, a on sam 4 punkty i gre musiano przerwac¢. Przeciwnik
uwazal, ze w stosunku 3 do 4, czyli zgodnie z liczba zdobytych punktow. Kawaler
de Méré, ze w stosunku 1 do 2, gdyz do wygranej jemu brakowalo tylko jednego
punktu, podczas gdy przeciwnikowi az dwdch. Pascal przeprowadzit
rozumowanie, ktore dla nas dzi$ jest oczywiste: w polowie przypadkéw kolejna
runde, a zatem caly mecz wygra kawaler de Méré, a z pozostalej potowy znoéw
polowe stanowi szansa wygrania przez niego calego meczu. Zatem lacznie kawaler
de Méré miat az trzy szanse na cztery, ze wygra, podczas gdy jego przeciwnik
tylko jedna. Pule wiec nalezaloby podzieli¢ w stosunku 1 do 3. Zatem ani

de Méré, ani jego partner nie mieli racji.

W rzeczywistosci kawaler de Méré byl zainteresowany innymi, bardziej ztozonymi
zagadnieniami. Chodzilo mu o wyznaczenie takiej liczby rzutéw, aby szanse

na wygrana przekraczaly potowe — wtedy mégl sie zakladaé na réwnych
zasadach. Empirycznie doszedl, na przyktad, do tego, ze oplaca mu sie przyjacé
zaklad o to, iz przy 4 rzutach kostka wypadnie co najmniej jedna szdstka.

W rzeczywistosci prawdopodobienstwo tego zdarzenia to prawie 52%. Nieco
trudniej poszto mu z wyznaczeniem najmniejszej optacalnej liczby rzutéw
dwiema kostkami tak, aby mozna si¢ bylo zatozyé¢ na réwne stawki o to, ze
wypadng w koncu jednoczeénie 2 szostki. Wyszlo mu 24, cho¢ — jak sie tatwo
mozemy dzi$ przekonaé¢ — musial popelnié¢ blad (albo tez mial nieco zwichniete
kosci), gdyz prawdopodobienstwo sukcesu wynosi tu okolo 0,4914 i dopiero

25 rzutéw daje przewage. Pascal skontaktowatl sie z innym francuskim
matematykiem, Piotrem Fermatem. W rezultacie ich wspélnych dociekan
powstala wymiana listow o zawartosci, ktora uzasadnia stwierdzenie, ze wlasnie
wtedy powstala teoria prawdopodobienstwa.

Zmienna losowa — wynalazek nieco pdzniejszy — to po prostu kodowanie
niektorych wynikéw za pomoca liczb. Na przyklad mozemy kodowaé sukces przez
wartos¢ 1, a porazke przez wartos¢ 0. Jezeli znamy prawdopodobienstwo

sukcesu p, to mozemy si¢ spodziewaé, ze srednio w n do$wiadczeniach losowych
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Rozwigzanie zadania F 864.
Stopnienie okolobiegunowych ladolodéw
oznacza zmiang rozkladu masy planety,
a wiegc takze jej catkowitego momentu
bezwladnosci, a moment pedu zwigzany
z obrotem planety nie ulegnie przy tym
zmianie. Poczatkowy moment
bezwtadnosci wynosi

Io = 2MR? /5 + I,(6),

gdzie pierwszy skladnik to moment
bezwtadnosci kuli, a drugi — moment
bezwladnosci obu czap lodowych — kazdej
o masie m/2 i kacie = 90° — 70° = 20°.
Po stopnieniu lodu woda pokryje calta
powierzchnie planety — dla uproszczenia
obliczen przyjmijmy, ze tworzy na niej
warstwe o grubosci niezaleznej
od szerokosci geograficznej. Koncowy
moment bezwtadnoéci planety
wynosi wiec
Iy = 2MR?/5 + I1,(180°).

Katowa predkosé obrotu zmieni sie
przy tym z wp na wg zgodnie z zasada
zachowania momentu pedu: Iowo = [pwy.
Ostatecznie otrzymujemy:

I — 1o

I
—cos(0)(1 + cos(0))mR?

- 3(2MR? + 3mR2) o

W — wWo = wo =

a po podstawieniu wartosci liczbowych

i skorzystaniu ze zwigzku predkosci
katowej z okresem obrotu otrzymujemy, ze
doba zmieni si¢ o T}, — Tp ~ 0,55s.

Dane liczbowe zadania odpowiadaja
warunkom na Ziemi, ale zatozony rozktad
masy ladolodu i idealnie kulisty ksztalt
powierzchni to oczywiscie dosy¢ grube
przyblizenia.

Artykut analizujacy doktadnie te gre
pojawit si¢ w Delcie 7/1998.

uzyskamy pn jedynek i (1 — p)n zer. Warto$é¢ oczekiwana takiej dyskretnej
zmiennej losowej to po prostu wazona odpowiednimi prawdopodobienstwami
suma jej mozliwych wynikow.

Problem kawalera de Méré mozemy $cisle uja¢ nastepujaco. Przyjmijmy, ze X,
jest taka rodzina zmiennych losowych, ze dla ustalonego n warto$¢ zmiennej X,
jest réwna 1, jesli w n kolejnych rzutach dwiema ko$émi wypadng co najmniej
dwie szostki, a 0 — jesli nie. Pytamy sie teraz o to, dla jakiego najmniejszego n
wartosé¢ oczekiwana E(X,) przekracza polowe. Jedli zatem bedziemy w stanie
wyznaczaé¢ wartosci oczekiwane E(X,,) dla kazdego n, to zadanie to zostanie
rozwigzane i wynikiem jego bedzie wartosé n, poczawszy od ktérej warto sie
zakltadaé o to, ze dwie szdstki wypadna jednoczednie w ciagu n rzutéw.

Ogodlnie, jesli prawdopodobienstwo jakiegos zdarzenia wynosi p, a sami mamy
nutke hazardzisty oraz chetnego przeciwnika do zabawy, to mamy prosta
strategie zakladania sie o to, ze to wlasnie zdarzenie nastapi. Zal6zmy, ze nasz
przeciwnik jest sklonny wytozy¢ pewna kwote na zaklad, iz nie uda sie nam
nasze do$wiadczenie. Postarajmy sie ustali¢ tak nasz udzial w zaktadzie, aby sie
nam optacito. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze cala pula po wptaceniu przez nas
stawek ma warto$¢ 1. Ile zatem bylibySmy sklonni postawi¢ w takim zakladzie?
Oznaczmy te niewiadomag stawke przez x. Wtedy z prawdopodobienstwem p
wygramy 1 — z, a z prawdopodobienistwem (1 — p) stracimy 2. Chodzi o to, zeby
bilans wyszedl dodatni, zatem mamy nieréwnosé p(1 — x) — (1 — p)z > 0.
Rozwiazujac ja, otrzymujemy po prostu z < p. Zatem jesli postawimy mniej niz
p-ta cze$é puli przeciw 1 — p, wyjdziemy na tym dobrze, jesli wiecej, to wyjdziemy
na tym zle, a jesli postawimy dokladnie p, to zaklad nie bedzie faworyzowat
nikogo z nas. Przy dlugich seriach wygrana bedzie oscylowala wokol zera.

Sytuacja sie komplikuje, jezeli wygrane sa duze w poréwnaniu do
prawdopodobienstw. Wyobrazmy sobie takie do$wiadczenie. Nasz kolega bierze
dwie identyczne puszki, monete i troche gotéwki i wychodzi do sasiedniego
pokoju. Tam rzuca moneta tak dlugo, az wypadnie reszka. Notuje liczbe
wykonanych rzutéw n i do jednej puszki wktada 37! z1, a do drugiej 3" zt.
Zamyka puszki, przynosi je nam i proponuje, zebysSmy wybrali, z ktorej puszki
chcemy dostaé¢ pieniadze. Mozemy jedna z nich otworzy¢ i przeliczyé gotowke,
a nastepnie albo ja wziaé¢, lub tez ,w ciemno” zdecydowaé sie na druga puszke
i zadowoli¢ tym, co tam zastaniemy. Jaka strategie powinni$my przyjac?

Zauwazmy, ze uzyskanie n rzutéw moneta do pierwszej reszki ma
prawdopodobienstwo 2%, bo musi wypas¢ doktadnie n — 1 ortéw, a potem reszka.
Jedli widzimy, ze w pierwszej puszce jest 3% zl, to albo k = 0 (czyli widzimy
jedna zlotéwke) i wtedy na pewno oplaca sie zdecydowaé na pewne 3 zl

w drugiej puszce, albo k > 0. W tym drugim przypadku jesli zdecydujemy sie
na pozostanie przy pieniadzach z pierwszej puszki, to wygramy po prostu 3 zl.
Jedli natomiast zdecydujemy sie na zmiane puszki, to mozemy tam zastaé albo
3k=1 21, albo 3**! z1, przy czym to drugie zdarzenie bedzie dwa razy mniej
prawdopodobne. Para (3*,3*~1) ma bowiem prawdopodobiefistwo 2%, za$ para
(3%, 3k*+1) ma prawdopodobienstwo Qk% Zatem oczekiwana ilo$¢ pieniedzy

w drugiej puszce to % S3k 4 % - 3k+1. co jest wicksze niz 3%, bo przeciez juz
sam drugi sktadnik to doktadnie 3*.

Dochodzimy do zaskakujacego wniosku: zawsze sie oplaca wybraé te druga
puszke! Ale po co w takim razie w ogdle byto otwieraé te pierwsza? I ktora
mialaby niby by¢ ta pierwsza — przeciez puszki sa nierozréznialne. Gdybysmy
chwycili najpierw te druga i przeliczyli pieniadze, ktére sie tam znajduja, to tez
oplacaloby sie zmieni¢ decyzje? I uzyskaé ostro wieksza warto$é oczekiwang przy
zmianie decyzji z powrotem na te pierwsza? Cos tu nie gra!

Dochodzimy tu do fenomenu znanego w probabilistyce pod nazwa paradoksu
petersburskiego. Odkryty on zostal przez Daniela Bernoulliego. Odkryt on, ze
jesli prawdopodobienstwa nieskonczenie wielu zdarzen beda odpowiednio duze, to
warto$¢ oczekiwana moze wyjs$¢é nieskonczona, mimo ze w kazdym doswiadczeniu
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Co najmniej, gdyz w tych obliczeniach
zakladamy, ze mamy pecha i otwieramy
zawsze t¢ gorszg puszke, wigc

w rzeczywistosci bedzie nawet nieco lepiej.

Moéwimy tu o wyidealizowanej sytuacji,
w ktérej zakladamy nieograniczong
wyplacalno$é drugiej strony —

w rzeczywistosci zalozenie niezbyt realne.

Opisywany eksperyment dotyczyl nieco
uproszczonej wersji, oryginalnie badanej
przez D. Bernoulliego, w ktérej nie byto
dwoch puszek, tylko po prostu

z prawdopodobienstwem sk wygrywato
sie 2" zl. Latwo sprawdzié, ze wartos$é
oczekiwana jest tu tez nieskonczona.

W opisywanym doswiadczeniu $rednia
warto$é deklarowanej stawki

do zaakceptowania przez pytanych
wyniosta 25. [Ian Hacking, Strange
expectations, Philosophy of Science 47
(1980), nr 4, 562-567.]

Jezeli Czytelnik Praktyczny uzna, ze
pominiecie oporéw ruchu przy predkosci
rzedu 100 km/h §wiadczy o kompletnym
oderwaniu autora od rzeczywistosci, moze
— pamigtajac o tym, ze ta sama cecha
dotyczy filméw o agencie 007 — obliczy¢,
jak czesto Bond musi strzelaé, by
utrzymac bezpieczng predkosé. Mozna
przyjacé, ze opory ruchu sa proporcjonalne
do kwadratu predkosci. J

/

zyskujemy jedynie skoniczong wartos¢. Tak jest i u nas. Nawet jesli bedziemy
wybierali za kazdym razem pierwsza puszke, to warto$é¢ oczekiwana wyniesie
€O najmniej % <14 i -3+ % -9+ %6 <274 ... =00. A jak bedziemy kaprysili
i zdecydujemy sie na branie tej drugiej puszki, to nawet wiecej. Zaraz, zaraz.
Wiecej niz nieskonczonosé? O ile?

No wtaénie! Nieskonczonosci nie da sie przeskoczyé. Tu mamy do czynienia

z nieintuicyjnym pojeciem nieskonczonej wartoéci oczekiwanej. W ujeciu bliskim
kawalerowi de Méré po prostu mamy do czynienia z sytuacja, w ktorej zapytani,
jaka sume bylibySmy w stanie zaptaci¢, aby w taka gre sobie zagraé, powinnismy
odpowiedzie¢: kazdg. Ciekawe, ze gdy psychologowie badali ten aspekt, okazalo
sie, ze ludzie nie byli tacy przekonani o optacalnosci takiej gry i srednio
deklarowali kilkadziesiat zt.

Warto dodaé, ze Pascal pojecie nieskoficzonej wartosci oczekiwanej rozumial

na wiele lat przed Bernoullim. Opart na nim swéj stynny zaklad. W obliczu
nieskoniczonej szczesliwosci w przysztym zyciu oferowanej przez Boga nie nalezy
kombinowaé, tylko po prostu zy¢ zgodnie z przykazaniami. Zadna wartosé

w doczesnym, skoficzonym zyciu nie zrekompensuje nam braku wiecznego
szczedcia. Nie mowiac juz o nieskonczonej ujemnej wartoséci oczekiwanej, jesli
przydarzyloby sie nam przegraé¢ na Sadzie Ostatecznym. Zostawmy moze te
rozwazania teologom, a na wlasny uzytek raczej omijajmy kolektury Lotto, bo
tam oczekiwana warto$¢ wygranej oscyluje wok6l —50% optaconej stawki. Wigc
jesli nachodzi nas che¢ wykupienia losu za 3 zl, to znacznie bardziej optacalne
jest wyrzucenie do kosza przy kolekturze, na przyktad, ztotéwki. W dlugiej
perspektywie wyjdziemy na tej strategii lepiej.

Fuzja Bonda

James Bond jest Scigany przez niegodziwego doktora No. Samochéd Bonda
rozwija maksymalna predko$é vy = 100 km/h, ale samochéd doktora No rozwija
nieco wigksza predkosé ug = 101 km/h. James Bond w szkole dla szpiegéw
styszal o zasadzie zachowania pedu i postanawia ja wykorzysta¢ — zaczyna
strzela¢ do przeciwnika. Jego samoch6d wpada w poslizg (pomijamy tarcie

i opory ruchu) i dzigki zjawisku odrzutu przyspiesza. Sprawdzmy, ile strzaléw
(przyjmujac, ze wciaz chybia) musi oddaé¢ James Bond, zeby uciec doktorowi No?
Masa pocisku jest réwna m = 10g, a jego predkosé wylotowa to wg = 400 m/s.
Masa samochodu Bonda wraz z pasazerem i amunicja wynosi M = 1t.

Niech v; bedzie predkoscig samochodu Bonda po pierwszym wystrzale. Z zasady
zachowania pedu wynika

Muvg = (M — m)vy — m(wy — vp),
A stad

V1 = Vg + wo-

m
M—m
Ze wzgledu na ogromng réznice mas pominiemy m w mianowniku ulamka
w ostatnim réwnaniu. Powtarzamy to rozumowanie po kazdym wystrzale.
Po n strzatach Bond porusza sie z predkodcia

Uy = Vg + n%wo.
Bond musi strzela¢ tak dlugo, az jego predkos¢ przekroczy ug. To daje

’71‘0_1}0 M—‘
n=|— -——|.
wo m

Podstawiajac dane, otrzymujemy n = 70. A zatem lepiej chyba oddaé celny
strzal albo $ciga¢ sie na znacznie 1zejszych sankach.

A czy doktor No moze skorzystaé¢ z metody wymyslonej przez Bonda?
Oczywiscie, o ile bedzie strzelal do tytu.
Krzysztof REJMER
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Matematyka zonglowania
Denis KUPERBERG"

Zonglerka to starozytna sztuka, jej poczatki wydaja sie doréwnywaé wiekiem
ludzkosci, znane sa np. rysunki zonglujacej kobiety znalezione w egipskim
grobowcu datowanym na XII wiek p.n.e. Wystarczy kilka kamieni i troche
praktyki, nie jest wigc wcale zdumiewajace, ze ludzie zaczeli si¢ tym zajmowac
bardzo dawno.

Jednakze dopiero bardzo niedawno zaczeto sie interesowaé¢ matematycznymi
aspektami zonglowania. Pierwszy raz matematyczna notacje dla wzorcéw
zonglowania wprowadzono w latach 80. XX wieku niezaleznie na Uniwersytecie
Kalifornijskim w Santa Cruz, w Caltech i na uniwersytecie w Cambridge.
Przedstawie tutaj krétki opis tego, jak matematycy moga pomdc zonglerom

w tworzeniu wzorcow zonglerki i jak ta miedzydziedzinowa wspoétpraca moze
przydacé sie rowniez matematykom.

Pierwszy krok to stworzenie schematycznego modelu po to, by moc

o zonglowaniu méwié¢ precyzyjnie. Zalézmy (na poczatek), ze czas jest
dyskretny, czyli jest ciagiem chwil 1,2,3,..., oraz ze zongler ma dwie rece,

z ktorych kazda moze trzymaé¢ w danej chwili co najwyzej jeden przedmiot
(pitke). Rece poruszajg sie na zmiane, to znaczy jedna z nich tapie i rzuca pitke
w chwilach parzystych, a druga w nieparzystych.

Ciekawsza rzeczg sa rézne sposoby rzucenia pitki — my mozemy to opisac
wylacznie poprzez czas (liczbe chwil), ktéry pitka spedza w powietrzu.

To znaczy rzut wysokosci t wykonany w chwili ¢ laduje w chwili ¢ + ¢.
Zauwazmy, ze znaczy to, iz wszystkie rzuty parzystej wysokosci laduja

w tej samej rece, ktéra je wyrzucita, a te o wysoko$ci nieparzystej zmieniaja
reke. Oznaczymy przez 0 pusty rzut, to znaczy reka wykonuje rzut 0 w chwili 4,
jesli jest ona wolna w chwili 4.

Na rysunku 1 przedstawiony jest przyktad sekwencji rzutéow. Kazda pitka jest
identyfikowana przez swdj kolor; dodatkowa informacja (stan) bedzie
przydatna w dalszej analizie. Zauwazmy, ze zongler uzywa trzech pilek.

Przedstawiona szczegdlna sekwencja bedzie opisana tylko przez ciag
wykonanych rzutéw, czyli — jak widaé¢ — 531453055205314530. Taka notacje

z angielskiego nazywamy siteswap. Zonglerzy zazwyczaj interesuja sie
prostszymi sekwencjami anizeli zaprezentowana tutaj. Szczegdlng uwaga
darzone sa sekwencje okresowe, w ktérych skoniczony cigg rzutéw moze by¢
powtarzany w nieskonczonosé. Na przyktad pierwszym wzorcem, ktorego uczy
sie¢ wiekszos¢ ludzi, to ten z trzema pitkami, zwany kaskadg; odpowiada on
ciggowi 33333 ....

Aby uniknaé¢ powtarzania zbednej informacji, zazwyczaj zapisujemy sekwencje
okresowa podajac jedynie jej jeden okres, czyli w przypadku kaskady
po prostu (3).

Matematyczny umyst moze tu postawi¢ wiele pytan. Czy wszystkie wzorce sg
poprawne? Jak liczba pitek zalezy od wzorca? Ile wzorcow istnieje przy
pewnych ustalonych ograniczeniach (jak liczba pitek i maksymalna

wysoko$é rzutu)?

Przyjrzyjmy sie kilku podstawowym wlasnosciom wzorcéw siteswap.

Definicja. Wzorzec tg . ..t,—1 dla k > 1 nazwiemy poprawnym wtedy i tylko
wtedy, gdy 0 : {0, 1,..., k—1} = {0, 1,..., k — 1} zdefiniowana jako

o(i) =i+ t; (mod k) jest permutacja. Wszystkie wzorce dla k = 1 sa poprawne;
wzorzec (n) odpowiada kaskadzie n pitek.

Ta definicja po prostu wyraza w inny sposéb fakt, ze dwie pitki nie moga
wyladowaé¢ w tym samym momencie. Innymi stowy, rézne rzuty we wzorcu
musza ladowaé w réznych chwilach.
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Rys. 2

Rysunki do artykutu zostaly
zaadaptowane z Wikipedii.

Lemat. W poprawnym wzorcu dla n pilek srednia wysoko$é rzutéow wynost n.
Dowdd pozostawiam jako ¢wiczenie-prezent dla Czytelnika lubiacego wyzwania.

Fakt opisany w lemacie moze by¢ uzyty jako wstepny test na poprawnosé
wzorca: jesli sSrednia wysoko$¢ nie jest liczba naturalna, to wzorzec nie moze
by¢ poprawny.

Przyktady:

e (521) ma $rednia 8/3, wiec nie jest poprawnym wzorcem.

e (321) ma $rednia 2, wiec mégtby opisywaé wzorzec dla dwéch pitek; jednakze
pierwszy warunek nie jest spelniony: ¢(0) = o(1) = 0(2) = 0, czyli wszystkie
pitki laduja w tym samym momencie.

o (441), (531), (55500) sa poprawnymi wzorcami dla trzech pilek.

(6451), (7333), (71) sa poprawnymi wzorcami dla czterech pilek.

Benoit Guerville udowodnit interesujacy, nietrywialny fakt.

Twierdzenie o reorganizacji. Kazdy ciqgg liczb naturalnych o sredniej bedgcej
liczbg naturalng mozna poprzestawiacé tak, by przedstawial poprawny wzorzec.

Powr6émy do rysunku 1. Chce objasnié to, co zostalo umieszczone w kolumnie
stany. W kazdej chwili mozemy spojrzeé¢ na wysokos¢ danej pilki, tzn. czas

od danego momentu do jej wyladowania. Poniewaz dwie pitki nigdy nie laduja
w tej samej chwili, wiec wszystkie wysokosci beda rézne. Bedziemy je zapisywaé
od lewej do prawej, znak X oznacza, ze jest pilka, a znak —, ze jej nie ma.

W szczegdlnodci, pierwszy symbol z lewej strony odpowiada wysokosci 0, czyli
aktualnie aktywnej rece. Opis stanu konczy sie na maksymalnej wysokosci

(w przykladzie to 5), wiec opis standéw jest skoniczony. Ograniczamy tez
wszystkie rzuty do tej maksymalnej wysokosci. To znaczy, ze jesli stan zaczyna
sie znakiem —, to aktualna reka jest pusta i nastepny rzut to 0. Przy czym, jesli
jest tam X, to pitka moze by¢ rzucona na dowolng pozycje zaznaczona —, czyli
odpowiadajacg wolnemu miejscu. Maksymalny rzut jest zawsze dozwolony,
gdyz odpowiada wirtualnemu — za ostatnia pozycje. Wtedy wszystkie symbole
sa przesuwane w lewo, co obrazuje uplywajaca jednostke czasu. Uzywajac
stanéw, zawsze wiemy, jakie rzuty sa dozwolone, co moze by¢ zilustrowane
przez automat: diagram stanow-przejsé, taki jak na rysunku 2, gdzie sa trzy
pitki, a maksymalna wysokos¢ to 5.

A zatem poprawne ciagi to etykietowania $ciezek w tym automacie, a okresowe
wzorce odpowiadaja cyklom. To spojrzenie moze byé¢ uzyte do definiowania
egzotycznych wzorcéw zonglowania i niektérzy artysci (na przyklad firma
Gandini Juggling) szeroko uzywaja wzorcéw przy projektowaniu ukladéw

na swoje pokazy.

Zauwazmy, ze matematyczne rezultaty nigdzie nie wykorzystywaty faktu, iz
wystepuja akurat dwie rece. Wszystkie rozumowania beda wciaz poprawne dla
wiekszej liczby zonglujacych stron” (stép, glowy, wielu oséb, ...). Badania
nad wzorcami siteswap trwaja, uogélnia sie to pojecie na wiele sposobdéw: dla
czasu synchronicznego (wiele rak rzuca w tym samym momencie),
multiplekséw (jedna reka moze rzucaé wiele pitek naraz), .. ..

Rozwazania te doprowadzily takze do bardziej abstrakcyjnych badan
naukowych, zostalo opublikowanych wiele artykuléw na ten temat,

w wiekszosci o kombinatoryce wzorcéw. Interesujacy jest fakt, ze pewne
pomysty rozwinigte podczas studiowania zonglowania byly uzyte w innych
dziedzinach matematyki. Wiele artykuléw, a czasem nawet prace doktorskie
(np. Combinatorial aspects of juggling Anthony’ego Maysa) wskazuja zwiazki
wzorcow siteswap z nowatorskimi rozwiazaniami w matematyce. Nie ma takich
rzeczy jak bezuzyteczna matematyka: wzajemne powiazania czesto pojawiaja
sie przy najbardziej niewinnych tematach!

Ttumaczyl Wojciech CZERWINSKI
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Plejady 3D

W okresie od pazdziernika do marca na niebie dobrze widoczny jest gwiazdozbiér Byka.
Wiéréd interesujacych obiektéw w nim zawartych wyrédzniaja sie dwie, najjasniejsze

na niebie, gromady otwarte — Hiady i Plejady. Ta ostatnia, oznaczona jako M45

w katalogu Messiera, jest zbiorem gwiazd o wyjatkowej urodzie, prawdziwym klejnotem
na zimowym niebie. Do jej podziwiania wystarczy lornetka. Centrum gromady oddalone
jest o okoto 390 lat $wietlnych. ,,Atlas nieba gwiazdzistego” [1] wymienia w tej gromadzie
145 gwiazd; inne Zrédla podaja znacznie wieksze liczby. Plejady zajmuja obszar nieba

o rozmiarze okolo 100 minut katowych. Dziesie¢ gwiazd (zebranych w tabelce, [2])

ma swoje nazwy wziete z mitologii greckiej, a 6 najjasniejszych z nich mozna

zobaczy¢ okiem nieuzbrojonym. Gromada zawiera mtode gorace gwiazdy powstate

nie dawniej niz 100 milionéw lat temu z istniejacej wcigz mglawicy, ktéra owietlaja.

* e ) d [ly]
Alcjona | 3"47729,0777 | 24°6718,49” | 403,16
Atlas 374979,7" 24°3'12" 382,36
Elektra | 3"44'52,537” | 24°6748,01” | 404,66
Maja 3745749,06077 | 24°22'3,89” | 383,26
Meropa | 3"46'19,574” | 23°56'54,09” | 380,14
Tajgeta | 3"45'12,5" 24°98'9" 409,23
Celena 3744748215 | 24°17'22,09” | 377,06
Asteropa | 3"45'54,4" 24°33'17" 371,9
Plejona | 3"49'11,216” | 24°8'12,16” | 381,92

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

]

]

Grzegorz DERFEL"

Wszystkie obiekty astronomiczne wydaja sie leze¢ na sferze
niebieskiej w jednakowej nieokreslonej odleglosci od nas.

Sprzyja to dowolnemu taczeniu gwiazd w gwiazdozbiory.

Jednak pozornie bliskie gwiazdy nalezace do jednej konstelacji
moga w rzeczywistosci by¢ od siebie znacznie oddalone,

leze¢ w znacznie rézniacych sie odleglosciach od Ziemi.

Drzigki znajomosci odlegtosci dzielacych nas od niektérych
gwiazd Plejad mozna sporzadzi¢ rysunki tworzace stereopare,
ktora zilustruje rozmieszczenie gwiazd w przestrzeni. W tym celu
trzeba odtworzyé wyglad dwoch uktadéw gwiazd widocznych

na sferach niebieskich zwigzanych z obserwatorami znajdujacymi
sie w dwoch dostatecznie oddalonych od siebie miejscach

w kosmosie. Takie tworzace pare rysunki, ,lewy” i ,prawy”, sg

~<——ku Ziemi

~<——ku Ziemi

10 lat $wietlnych

Y

20 lat swietlnych

20 lat Swietlnych

przeznaczone do jednoczesnego ogladania
oddzielnie lewym i prawym okiem.

Po odpowiedniej adaptacji oczu powstaje
wrazenie ogladania tréjwymiarowego zbioru
punktéw reprezentujacych gwiazdy.

Konstrukcje rysunkéw mozna przeprowadzic
w nastepujacy sposéb. Wprowadzamy

uktad wspétrzednych xyz, ktoéry postuzy

do okreslenia potozen gwiazd. Za jednostke
dtugosci przyjmiemy rok swietlny.

Poczatek uktadu umieszczamy w dowolnie
wybranym punkcie wewnatrz gromady,

o potlozeniu okreslonym rektascensja oo,
deklinacja ¢ i odleglosciag od Ziemi xo.

Osi z ukladu nadajmy kierunek wzdiuz

linii przechodzacej przez Ziemie i zwrot

od Ziemi. O$ y niech bedzie réwnolegta

do ptlaszczyzny réwnika niebieskiego i niech
ma zwrot zgodny z ruchem rocznym Stonca.
O$ z jest wtedy prostopadta do ptaszczyzny
réwnika i ma zwrot ku péinocnemu
biegunowi swiata. Wspétrzedna x;

w tym ukladzie wybranej gwiazdy mozna
ustalié¢, odejmujac od dzielacej nas od niej
odleglosci przyjeta warto$é zo. Wspolrzedne
y; 1 z; dotycza natomiast poltozen rzutu
gwiazdy na plaszczyzne yz. Aby wyrazié je
w latach $wietlnych, rektascensje i deklinacje
gwiazdy zmniejszamy o ag i do, po czym
wyniki wyrazone w radianach mnozymy
przez xo. W ten sposéb zostaja obliczone
wspoblrzedne dla obserwatora ziemskiego.
Aby powstaly oba obrazki naszej stereopary,
potrzebujemy dwbch zestawdéw analogicznych
wspolrzednych obowigzujacych w uktadach
zdefiniowanych dla obserwatoréw patrzacych
na Plejady z innych kierunkéw rézniacych sie
od naszego kierunku obserwacji o niewielkie



katy +¢ rowne np. +0,01 rad. Wygodnie jest przyjaé, ze
prosta laczaca obu fikcyjnych obserwatoréw jest réwnolegla
do osi y. Wtedy wspélrzedne z; gwiazd pozostaja zachowane,
2zt = z;, a nowe wspélrzedne y* mozna obliczyé, postugujac
sie przeksztalceniem opisujacym obrét uktadu wspédirzednych
wokot osi z o katy £¢:

y* = —asin(£¢) + yi cos(+9),

gdzie gérne znaki daja rysunek dla prawego oka, a dolne

dla lewego. Na podstawie obliczonych wspotrzednych mozna
sporzadzi¢ podwdjny rysunek, taki jak rysunek 1. Przyjeto
dla niego oo = 3"48’, 6o = 23°54' i 2o = 380 lat $wietlnych.
Przedstawia wyglad Plejad z dwdch punktéw kosmosu
oddalonych od siebie o 7,6 lat $wietlnych. Rysunek powinien
mie¢ odpowiedni rozmiar, tak aby analogiczne fragmenty
jego obu czesci byly oddalone o odcinek nieco mniejszy

Literatura

niz rozstaw oczu. Wowczas, jesli spojrzymy na rysunek

z odlegtosci kilkunastu centymetréw i przystosujemy oczy
tak, aby oba obrazy nalozyty sie, zobaczymy gwiazdy Plejad
zawieszone w przestrzeni.

Te same dane dotyczace gwiazd stwarzaja mozliwosé
obejrzenia Plejad z dowolnej strony. Rysunek 2 ukazuje
gromade widziang z punktu na osi y o wspélrzednej

y = —380 lat $wietlnych, a rysunek 3 — z punktu widzenia

z = —380 lat swietlnych. Napotykamy tu pewna niedogodno$é
wynikajaca z tego, ze rozmiar Plejad wzdluz osi x jest
znacznie wiekszy niz wzdtuz y i z. Dlatego rysunki 2 i 3
przedstawiaja Plejady w innej skali niz rysunek 1, a ponadto
nie zawieraja gwiazd peryferyjnych. Dla otrzymania
wyrazniejszego efektu przestrzennego uzyto kata

¢ = £0,03 rad.

[1] ,Atlas nieba gwiazdzistego”, J. Dobrzycki i A. Dobrzycki, PWN, Warszawa, 1989.
2] Dane zaczerpnigte z programu Stellarium, darmowego ,komputerowego planetarium”, http://www.stellarium.org/pl.
€ p g/p.

m Zadania

Rozwigzanie na str. 20

Rozwigzanie na str. 18

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1432. Punkt B nalezy do odcinka AC. Punkty D i E leza po jednej stronie
prostej AC, a punkt F' po drugiej, przy czym tréjkaty ABD, BCE, ACF sa réwnoboczne
o ortocentrach odpowiednio X, Y, Z. Udowodnié, ze trojkat XY Z jest réwnoboczny.

M 1433. Okredlmy funkcje f(x) = 22 4 bz + ¢ dla pewnych liczb rzeczywistych b, c.
Wiadomo, ze zbiér A = {z € R, |f(z)| < 1} jest zbiorem pustym, odcinkiem lub suma
dwdch odcinkéw (w zaleznosci od wartosci b i ¢). Udowodnié, ze za kazdym razem
taczna dlugosé nie przekracza 24/2.

M 1434. Dana jest liczba catkowita n > 2 i 2n-kat foremny. Kazdy jego wierzchotek

pomalowano na czerwono lub niebiesko, przy czym liczba czerwonych wierzchotkéw jest

réwna liczbie niebieskich wierzchotkéw. Udowodnié, ze liczba gtéwnych (przechodzacych

przez srodek symetrii wielokata) przekatnych o dwoch czerwonych koncach jest réwna
F liczbie gtéwnych przekatnych o dwéch niebieskich koncach.

Rozwigzanie na str. 17

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

gestosci Ziemi.
Rozwigzanie na str. 1

7% Rozwiazanie na str. 2
' 7

Ip(e) =

F 863. Na Ziemi najwyzsze podskoki odpowiadaja podniesieniu srodka ciezkosci
czlowieka o okoto 60 cm. Jaki jest najwiekszy promien skalnej planetoidy, od ktorej
przyciggania czlowiek mégltby uwolnié sie o wiasnych sitach? Sredni promieri Ziemi
wynosi Rz = 6371 km. Przyjmij, ze srednia gestos¢ planetoidy jest réwna $redniej

F 864. Okolice biegunéw planety pokrywaty kiedys czapy ladolodéw od kazdego

z biegunéw az do szerokosci geograficznej ¢ = 70°. Niestety, nieostrozne spalanie paliw
kopalnych przez mieszkancoéw okolic o umiarkowanym klimacie spowodowato wzrost
temperatury atmosfery (tzw. efekt cieplarniany) i stopienie obu okotobiegunowych
ladolod6éw. O ile zmienita si¢ dtugo$é doby jesli poczatkowo doba trwata Ty = 86 400s.
Masa planety wynosi M = 5,97 -1
m = 2,5-10'% kg. Zal6z, ze planeta jest niemal idealng kula.

0%* kg, jej promiei R = 6371 km, a masa lagdolodéw

Wskazowka: Moment bezwladnosci sferycznej czaszy opartej na kacie wewnetrznym 6,
promieniu 7 i masie m wynosi

mR2

(2 — cos(0)(1 + cos(h))).
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Dla dociekliwych: zasadnicza struktura
czapeczki to N7-metyloguanozyna (m7G)
potaczona niekanonicznym mostkiem
trifosforanowym (5’ — 5') z 5’-kotficem
RNA.

Nasze i wirusowe czapeczki

Swiat biologii molekularnej byl tak rozczulajaco prosty, kiedy Watson i Crick
opisali strukture kwaséw nukleinowych, a Khorana i Nirenberg odkryli chemiczna
nature kodu genetycznego. Te prostote uosabia centralny dogmat biologii
molekularnej sformutowany przez Cricka w koncu lat 60. XX wieku opisujacy
kierunek przeplywu informacji genetycznej. Kolejnoéé ulozenia elementow
sktadowych DNA w nici determinuje jednoznacznie kolejnosé utozenia bardzo
podobnych (chemicznie) elementéw drugiego kwasu nukleinowego — RNA. RNA
jest chemicznym odwzorowaniem DNA, to odwzorowywanie nazwano
transkrypcja. Domniemywano, ze dlugos$¢ nici DNA, mierzona liczba elementéw
sktadowych, jest w przyblizeniu réwna dlugoéci RNA. Transkrypcji ulega cala
informacja genetyczna komérki.

Kolejnym etapem przekazywania informacji, glosit dogmat, jest translacja —
przerobienie symboli nukleinowych na kolejno utozone w tancuchu symbole
proteinowe tworzace — jako duza czasteczke — biatko. Bialko kieruje, spelnia,
wykonuje wszystkie funkcje zyciowe w komérce. Dzieki transkrypcji i translacji
zrealizowal si¢ program dziedziczenia cech komorki.

Kierunek przekazu informacji byt jeden — glosit dogmat.

To stowo, dogmat, na szczescie nie zamknelo dociekan ludzi watpiacych

w dogmaty. Znaleziono przyklady odwrécenia kierunku (synteza DNA

na matrycy RNA, zwana potocznie odwrotna transkrypcja). Zadano cios
aforyzmowi francuskiego noblisty, Jacquesa Monoda: mechanizmy dziedziczenia
bakterii sq takie same u niej, u stonia i u czlowieka. Caly proces (procesy)
realizacji informacji genetycznej u organizméw wyzej zorganizowanych niz
bakterie ma cechy szczegdlne. Zrozumieli to szybko genetycy zajmujacy sie
przenoszeniem gendw z bakterii do komdrek wyzszych (eukariotycznych);
wigkszo$¢ takich préb konczyta sie niepowodzeniem.

Chyba najwieksze ,rewolucje” molekularne rozegraly sie na polu transkrypcji.
Eukariotyczny RNA ulega wielokrotnym i réznorodnym modyfikacjom.
Nauczyciele akademiccy po$wiecaja na przekazanie tej wiedzy roczne wykltady —
my postapimy brutalnie, skrétowo, zajmujac sie tylko jedng z nich: dotaczaniem
na jednym koncu RNA czasteczki nazwanej cap (po polsku czule czapeczkq).
Dla kazdego biochemika jest oczywiste, ze wszystkie (liczne) reakcje
ydojrzewania” RNA prowadza specyficzne enzymy, biatka.

Czapeczka jest mala czasteczka rowniez podlegajaca réoznym modyfikacjom,
sumarycznie polegajacym na przylaczaniu grupy metylowej (CHs). Czapeczka
decyduje o okreslonej aktywnosci catego RNA, o wielu jego oddzialywaniach

z biatkami komérki, wzmacnia stabilnos¢ catego RNA, uczestniczy w usuwaniu
nadmiarowych fragmentéw RNA, w jego komérkowym transporcie i w inicjacji
translacji. Bez czapeczki ,nie ma zycia”. Ale, co najciekawsze, modyfikacje
(metylacje) czapeczki RNA eukariotycznych wiruséw sa dla nich
charakterystyczne, sa znacznikiem informacji wirusowej. Tak, stusznie myslicie:
moglyby by¢ takze celem dzialania lekéw antywirusowych.

W aktualna wiedze o czapeczkach polscy naukowcy maja swdj znaczacy wkilad.
Od wielu lat w Zakladzie Biofizyki UW konstruuje si¢ czapeczki o réznorodnych
modyfikacjach, a potem obserwuje, jak to zmienia ,zycie” catlego RNA.

A calkiem niedawno duza grupa polskich uczonych, tez z Zakltadu Biofizyki

i z Miedzynarodowego Instytutu Biologii Molekularnej i Komérkowej opisata
szczegdlowo strukture krystaliczng jednego z enzymdw czltowieka metylujacego
czapeczke, a takze jego kompleksu z czapeczka. Z opisu tych struktur mozna
wnioskowaé¢ o zasadniczych réznicach miedzy systemami wirusowymi

i komérkowymi, co otwiera droge poszukiwan zwigzkéw hamujacych wybidrezo
aktywnos¢ wirusowych metylaz czapeczki.

Skomplikowane, prawda? A wyzej wspomniane odkrycia zapewniajg polskim
placowkom naukowym znaczaca pozycje w tej dziedzinie na $wiecie. Taka mata
czapeczka, a tak waznal!

Magdalena FIKUS



Olimpiada

Zadania zawodow I stopnia Olimpiad:
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2014/2015

LVIII Olimpiada Astronomiczna

MINISTERSTWO
EDUKACJI
NARODOWEJ

PLANETARIUM SLASKIE

Informacje regulaminowe
1. Olimpiada Astronomiczna jest organizowana dla uczniéw szkét ponadgimnazjalnych.

2. Zawody olimpiady sa tréjstopniowe. W zawodach I stopnia (szkolnych) kazdy
uczestnik rozwiazuje dwie serie zadan, w tym zadanie obserwacyjne.

3. W pierwszej serii zadan zawodow I stopnia nalezy nadestaé, do 13 pazdziernika
2014 r., rozwigzania 3 zadan, dowolnie wybranych przez uczestnika, sposréd zestawu
zawierajacego 4 zadania.

4. Uczniowie, ktérzy przesly rozwigzania zadan pierwszej serii, otrzymaja na adres
prywatny tematy drugiej serii oraz przydzielony im osobisty kod uczestnika. Zadania
drugiej serii beda réwniez zamieszczone, od 15 pazdziernika 2014 r., na stronie
internetowej olimpiady astronomicznej: www.planetarium.edu.pl/oa.htm.

5. Rozwiazanie zadania obserwacyjnego nalezy przesta¢ wraz z rozwiazaniami zadan
drugiej serii zawodéw I stopnia, do 17 listopada 2014 r. Nadestanie rozwigzania
zadania obserwacyjnego jest warunkiem koniecznym dalszego udziatu w olimpiadzie.

6. W przypadku nadestania rozwigzan wigkszej liczby zadan z danego zestawu,
do klasyfikacji zaliczane beda rozwiazania ocenione najwyzej (po trzy zadania z kazdej
serii i jedno zadanie obserwacyjne).

7. Rozwiazania zadan zawodéw I stopnia nalezy przestaé za posrednictwem szkoty
pod adresem:
Komitet Gléwny Olimpiady Astronomicznej
Planetarium Slqskie
41-500 Chorzé6w, skr. poczt. 10

w terminach podanych w p. 3 i 5. Decyduje data stempla pocztowego.

8. Rozwiazania zadan powinny by¢ krotkie i zwiezle, ale z wystarczajacym
uzasadnieniem. W przypadku polecenia samodzielnego wyszukania danych, nalezy
podacé ich zrédto. Jako dane traktuje sie rowniez podrecznikowe stalte astronomiczne
i fizyczne.

9. Rozwiazanie kazdego zadania nalezy napisa¢ na oddzielnym arkuszu papieru
formatu A4. Kazdy arkusz oraz wszelkie zatgczniki (mapki, wykresy, tabele itp.) nalezy
podpisa¢ imieniem i nazwiskiem.

Dodatkowo, do rozwigzan pierwszej serii zadan nalezy dolaczy¢ wypelniong
ankiete uczestnika, dostepna na stronie internetowej olimpiady:
www.planetarium.edu.pl/oa.htm.

10. Zawody II stopnia odbeda si¢ 12 stycznia 2015 r. Zawody III stopnia odbeda sie
w dniach od 5 do 8 marca 2015 r.

11. Powiadomienia o zakwalifikowaniu do zawodéw kolejnych stopni otrzymaja jedynie
uczniowie awansujacy.

12. O uprawnieniach w przyjmowaniu na wyzsze uczelnie laureatéw i finalistow
olimpiady decyduja senaty uczelni. Informacje na ten temat sa umieszczane na ich
stronach internetowych.
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Zalecana literatura

e Obowiazujace w szkotach podreczniki
do przedmiotéw Scistych.

e H. Chrupalta, M. T. Szczepanski, 25 lat
olimpiad astronomicznych.

e H. Chrupala, Zadania olimpiad
astronomicznych XXVI- XXXV
(w dwéch czesciach).

e H. Chrupata, J. M. Kreiner,

M. T. Szczepanski, Zadania
z astronomii z rozwigzaniamsa.

e J. M. Kreiner, Astronomia
z astrofizykaq.

e J. M. Kreiner, Ziemia @ Wszechswiat —
astronomia nie tylko dla geograféw.

e Slownik szkolny — Astronomia (praca

zbiorowa).

Encyklopedia szkolna — fizyka

z astronomiq (praca zbiorowa).

e Atlas nieba.

Obrotowa mapa nieba.

e Czasopisma: Delta, Fizyka w Szkole,
Urania — Postepy Astronomii,
Astronomia oraz inne periodyki
popularno-naukowe.

e Poradniki i kalendarze astronomiczne
dla obserwatoréw nieba.

Pierwsza seria zadan zawodéw I stopnia

1. Gwiazda znajdujaca si¢ w odlegtosci d = 25 pc ma bolometryczna jasnosé
obserwowanag m = 8™ i temperature efektywnag 7" = 4000 K. W jej widmie linia
odpowiadajaca dtugosci fali A wykazuje ekstremalne przesunigcia o £AN (symetryczne
poszerzenie linii), przy czym |AX /A = 107%. Zaktadajac, ze oé obrotu gwiazdy jest
prostopadta do kierunku widzenia, oblicz okres obrotu tej gwiazdy.

Jako dodatkowe dane liczbowe przyjmij bolometryczng jasno$¢ absolutna Storica
Ms = 4,75™ 1 moc promieniowania Storica Js =4 - 1026 W.

2. Ksiezyc Jowisza Kallisto w czasie opozycji planety osiaga jasnos¢ obserwowana

mxk = 5,65™; analogiczne wielkosci dla Oberona (ksiezyca Urana) i Trytona (ksiezyca
Neptuna) przyjmuja odpowiednio wartosci: mo = 13,94™ i mt = 13,47™. Wyznacz
stosunki albedo Trytona do albedo Oberona oraz albedo Oberona do albedo Kalisto.
Przyjmij nastepujace wartosci promieni ksiezycéw i promieni orbit planet: rk = 2410 km,
ro = 761 km, rr = 1350 km, dy = 5,203 au, dy = 19,19 au, dx = 30,06 au.

3. Przypusémy, ze w serwisach informacyjnych podano wiadomos$é o pojawieniu sie

na niebie gwiazdy supernowej, ktérej jasno$é pozwala dostrzec ja nawet w dzien. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze w Twojej miejscowosci gwiazda ta moze si¢ znalezé ponad
horyzontem astronomicznym, przyjmujac losowos¢ jej potozenia na sferze niebieskie;j.

4. Dla wstepnej segregacji duzej juz liczby danych o planetach pozastonecznych,
pod katem ich podobienistwa do Ziemi, wprowadzono wskaznik ESI (Earth
Similarity Index). Okresdla on stopien podobienistwa planety do Ziemi, w skali od 0
(brak jakiegokolwiek podobienistwa) do 1 (identyczno$é z Ziemia). Korzystajac

z wiarygodnych zrédetl internetowych znajdz wzér, ktérym ESI jest wyrazane

i krétko go oméw.

Na podstawie znalezionego wzoru oblicz zakres warto$ci ESI w grupie skalistych

planet Uktadu Stonecznego i poréwnaj go z wartosciami wskaznika w grupie planet
olbrzyméw. Otrzymane wyniki poréwnaj z wartosciami tego wskaznika obliczonymi dla
potwierdzonych sktadnikéw ukladu planetarnego wokét gwiazdy Gliese 581.

Termin przestania rozwigzan zadan pierwszej serii uptywa 13.10.2014 r.

Zadania obserwacyjne

Rozwigzanie zadania obserwacyjnego powinno zawieraé: dane dotyczgce przyrzedow
uzytych do obserwacji i pomiarow, opis metody i programu obserwacyji, standardowe
dane dotyczgce przeprowadzonej obserwacji (m.in. date, czas, wspélrzedne geograficzne,
warunki atmosferyczne), wyniki obserwacyji i ich opracowanie oraz ocene dokladnosdci
uzyskanych rezultatow. Wykonang obserwacje astronomiczng nalezy odpowiednio
udokumentowad.

1. Nad zachodnim fragmentem horyzontu wykonaj zdjecie nieba w okolicy Arktura
(o Boo) tak, by na fotografii widoczny byt réwniez fragment widnokregu. Dowolna
metoda, np. postugujac sie programem Stellarium, mozliwie doktadnie wykresl

na swoim zdjeciu linie horyzontu astronomicznego.

2. Jako rozwiazanie zadania obserwacyjnego mozna réwniez nadestaé¢ opracowane
wyniki innych wlasnych obserwacji, prowadzonych w ostatnim roku.

Internetowe zadanie obserwacyjne

3. Kamera typu ,rybie oko”, w Obserwatorium Astronomicznym Uniwersytetu
Pedagogicznego na Suhorze (20,0° E; 49,5° N), wykonywane sa zdjecia nieba,

na biezaco umieszczane pod internetowym adresem: www.as.up.krakow.pl/images/
allsky/allsky.php. W lewym gérnym rogu kazdego zdjecia podane sa: data

i moment jego wykonania oraz czas naswietlania, a w lewym dolnym rogu — kolejny
numer zdjecia.

Na wydruku wybranego zdjecia zaznacz punkty przeciecia siatki uktadu horyzontalnego
o wspolrzednych (A, h), przy czym A =n-30° dlan=0,1,2,...,11; za§ h =n - 30°
dlan =0,1,2,3. Na tym samym wydruku zaznacz punkty kardynalne horyzontu

oraz podaj wspélrzedne horyzontalne widocznych na zdjeciu planet i pieciu
najjasniejszych gwiazd.

Termin przestania zadania obserwacyjnego upltywa 17.11.2014 r.

Komitet Glowny Olimpiady Astronomicznej
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LXIV Olimpiada Fizyczna

Zadania zawodow I stopnia

Rozwigzania zadan I stopnia nalezy przesyta¢ do Okregowych Komitetéw
Olimpiady Fizycznej w terminach:

cze$¢ I — do 10 pazdziernika br.

cze$é IT — do 14 listopada br.

O kwalifikacji do zawodéw II stopnia bedzie decydowaé suma punktéw uzyskanych
za rozwigzania zadan czedci I i IL.

Szczegobly dotyczace regulaminu oraz organizacji Olimpiady mozna znalezé na stronie

internetowej http://wuw.kgof .edu.pl.

Kroétka informacja na temat poprawnej redakcji
rozwigzan zadan Olimpiady Fizycznej

Zadania powinny by¢ rozwiazane jasno, przejrzyscie

i czytelnie. Kazde zadanie powinno by¢ rozwigzane

na oddzielnej kartce papieru. Poszczegdlne etapy
rozumowania nalezy opisaé, a wszelkie zaleznosci fizyczne,
ktére nie sg wprost podane w podrecznikach szkolnych —
udowodnié. Nalezy réowniez objasni¢ wszelkie oznaczenia
wystepujace w rozwiazaniach zadan. Rysunki moga by¢
wykonane odrecznie — muszg by¢ jednak przejrzyste

i czytelne oraz dobrze opisane w tekscie.

Rozumowanie przedstawione w rozwigzaniach nie moze
zawierac luk logicznych. Kazdy krok rozumowania powinien by¢
zwiezle opisany, a przyjete zalozenia — klarownie uzasadnione.
Rozwleklosé jest uznawana za ujemna ceche pracy.

Rozwiazanie zadania teoretycznego powinno by¢
poprzedzone analizg problemu poruszanego w zadaniu,

a zakonczone dyskusja wynikéw. Rozwigzania zadan
teoretycznych powinny odnosié¢ sie do ogdlnej sytuacji
opisanej w tresci, dane liczbowe (o ile podane) powinny by¢
podstawione dopiero do ostatecznych wzordw.

W zadaniach do$wiadczalnych nalezy wyraznie rozgraniczy¢
czedci teoretyczng i doswiadczalng. Cze$é teoretyczna
zadania doswiadczalnego powinna zawieraé analize
problemu wraz z wyprowadzeniem niezbednych wzoréw

(o ile nie ma ich wprost w podrecznikach szkolnych) oraz
sugestie metody doswiadczalnej. Czes¢ doswiadczalna
powinna zawiera¢ m.in. opis uktadu doswiadczalnego
ilustrowany rysunkiem, opis wykonanych pomiaréw,

wyniki pomiaréw, analize czynnikéw mogacych wptywaé

na wyniki (jak np. rozpraszanie energii lub opory
wewnetrzne miernikéw), opracowanie wynikéw wraz

z dyskusja niepewnosci pomiarowych. Wykresy do zadania
doswiadczalnego powinny by¢ starannie wykonane, najlepiej
na papierze milimetrowym. Ocenie podlegaja wytacznie
elementy rozwigzania opisane w pracy. W zadaniach
doswiadczalnych osobno oceniana jest czesé teoretyczna

i czes¢ doswiadczalna.

W rozwiazaniach mozna postugiwaé sie dowolnym ukltadem
jednostek, chyba ze tekst zadania mowi wyraznie inaczej.

Czes¢ I (termin wysylania rozwigzan — 10 pazdziernika 2014 r.)

Uwaga: Rozwigzania zadan nalezy zamies$ci¢ w kolejnosci zgodnej z ich
numeracja. Wszystkie strony pracy powinny by¢ ponumerowane. Na kazdym
arkuszu nalezy umiescié¢ nazwisko i imie, adres e-mail oraz adres autora
pracy. Na pierwszym arkuszu pracy dodatkowo nalezy podaé nazwe, adres
szkoly i klase oraz nazwisko i imie nauczyciela fizyki.

Podaj i krétko uzasadnij odpowiedz (nawet jesli w tresci zadania znajduja
sie odpowiedzi do wyboru, uzasadnienie jest wymagane). Za kazde
z 15 zadan mozna otrzymaé¢ maksimum 4 punkty.

1. W cylindrycznym naczyniu z woda plywa pitka. Przez réwnomiernie roztozone male
otwory w dnie naczynia zaczeto ttoczyé powietrze.

Jak zmieni si¢ zanurzenie pitki ($rednie, bo oczywiscie wydobywajace sie babelki
powietrza powoduja, ze powierzchnia cieczy nie jest réwna): wzrosnie (a byé moze
nawet pitka utonie), nie zmieni sie, czy moze zmaleje?

2. Kotu rowerowemu nadano predkos¢ obrotowa, tak ze bieznik przesuwa sie
z predkoscig vo. Nastepnie postawiono je na poziomej, szorstkiej powierzchni. Jaka

bedzie koncowa predkosé ruchu postepowego kota?
Przyjmij, ze cata masa kota jest skupiona na jego obwodzie.

Pomin opér powietrza oraz tarcie toczne i przyjmij, ze koto nie zmienia kierunku ruchu
oraz, ze pozostaje w plaszczyznie pionowej.

3. W jakiej odleglosci od brzegu jeziora powinien znajdowaé sie wedkarz o wysokosci h,
aby ptywajaca w tym jeziorze rybka nie mogta go zobaczy¢?

Powierzchnia wody jest idealnie ptaska. Pomin krzywizne Ziemi.
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4. Leszek twierdzi, ze jesli wedkarz znajduje sie w odleglosci od brzegu nieco wiekszej

niz h\/ﬁ, gdzie h jest wysokoscig ust wedkarza ponad poziomem wody, a n = —=

Yp
Vw

(vp &~ 340 m/s — predkosé¢ dzwieku w powietrzu, v, ~ 1500 m/s — predkosé dzwieku

w wodzie) to nawet mala rybka plynaca tuz przy brzegu, tuz pod powierzchnia wody
nie styszy, co on méwi. Kasia natomiast twierdzi, ze tak by bylo, gdyby mozna byto
pomingé¢ falowe wlasnosci dzwieku, a w tym przypadku nie jest to stuszne. Kto ma racje?

5. Mamy przejechaé¢ wozkiem sklepowym przez wysoki prég. W ktérym przypadku
mozemy dziala¢ mniejsza sita — w sytuacji a), czy w sytuacji b) (patrz rysunek 1)?
Woézek jest réwnomiernie zaladowany zakupami.

6. Marek ma aparat fotograficzny i dwa obiektywy do niego: pierwszy o ogniskowej
f =17 mm i liczbie F (stosunek ogniskowej do érednicy otworu, przez ktéry wpada
$wiatlo) réwnej 2,8 oraz drugi o ogniskowej f = 14 mm i liczbie F' = 3,5.

Marek chce zrobié¢ zdjecie grupie przyjaciét w do$¢ ciemnym pomieszczeniu. Ktérego
obiektywu powinien uzyé, aby na matryce aparatu padto (w ustalonym czasie)

jak najwiecej swiatta? Marek zamierza dostosowaé odleglosé od przyjaciét do uzytego
obiektywu tak, by wielko$¢ oséb na zdjeciu byta taka sama. Przyjaciele stoja obok

siebie w jednej linii prostopadtej do osi optycznej aparatu.

7. W adiabatycznie izolowanym pojemniku znajduje sie 1 kg pary wodnej
o temperaturze 100°C i cisnieniu normalnym. Do tego pojemnika wrzucono 1 kg
lodu o temperaturze 0°C. Wyznacz temperature w pojemniku po ustaleniu si¢

stanu rownowagi.

Objeto$¢ pojemnika zmienia sie tak, by ciSnienie w jego wnetrzu pozostato state.

8. Ania kupita sobie soczewke Fresnela (co to jest soczewka
Fresnela, wyszukaj w dostepnych Ci zrédlach), aby méc
przeczytaé tekst napisany drobnym drukiem. Przygladajac
sie soczewce zauwazyla, ze widzi w niej odbity, pomniejszony
obraz okna znajdujacego sie¢ za nia. Gdy obrdcita soczewke,
zauwazyla, ze rOwniez widzi pomniejszony obraz okna, ale
tym razem jest on odwrécony. Wyjasnij, dlaczego tak sie dzieje.

Uwaga: w soczewce mozna tez zobaczy¢ niepomniejszone
odbicie okna, ale tylko z jednej jej strony.

9. W szedciu nieskonczonych, réwnolegltych i cienkich
przewodach ptyna prady o natezeniu I, przy czym w pieciu
w te sama strone, a w széstym w przeciwng. Przewody
tworza krawedzie graniastostupa prawidlowego o podstawie
szeéciokata foremnego o boku a. Jaka jest indukcja
magnetyczna B na osi uktadu (w réwnej odlegtosci od
kazdego z przewoddéw)?

10. Rozwazmy wahadlo sferyczne, tzn. mate ciato zawieszone
na nitce. Przy matych odchyleniach od potozenia rownowagi

drgania w prostopadlych kierunkach sg drganiami
harmonicznymi o tej samej czestosci i dlatego pionowy

rzut toru na plaszczyzne pozioma jest w krzywa zamknieta
zblizona do elipsy. Jesli jednak amplituda drgan w jednym

z prostopadtych kierunkéw bedzie wystarczajaco duza,
drgania w tym kierunku przestana by¢ harmoniczne i tor
nie bedzie juz krzywa zamknieta. W pierwszym przyblizeniu
ruch bedzie mozna opisaé jako ztozenie ruchu po krzywej
przypominajacej wydtuzona elipse oraz ruchu obrotowego tej
krzywej. W ktorg strone bedzie sie obracaé ta ,wydtuzona
elipsa” (patrzymy z gory)?

11. Wyobrazmy sobie, ze powierzchnia Ksiezyca zostala
zalana woda (oceanem). Czy na takim odmienionym
Ksiezycu beda wystepowaly przyptywy i odptywy?

A jesli tak, to jak czesto w danym punkcie na Ksiezycu
bedzie przyptyw?

Zakladamy, ze na Ksigzycu powstala rowniez atmosfera

gwarantujaca wlasciwe ci$nienie i temperature (pozostawanie
wody w stanie ciektym).

12. Malarz stojacy na szczycie dtugiej, ciezkiej drabiny zachwiat sie i drabina zaczeta
sie przewraca¢. Malarz chce zminimalizowaé skutki upadku (zmniejszy¢ swoja predkosé
w chwili zetkniecia z ziemia) i rozwaza dwie mozliwosci:

a) Natychmiastowe zeskoczenie z drabiny.
b) Trzymanie si¢ drabiny az do momentu uderzenia w ziemie.

Ktéra z nich jest lepsza?

Przyjmij, ze drabina nie §lizga sie po podlozu i nie odrywa od niego. Dla uproszczenia
mozesz tez przyjal, ze masa drabiny jest rownomiernie roztozona na catej jej dtugosci,
‘ lub zZe cata masa drabiny jest skupiona w jej érodku.
v

< S

jak jest skierowana?
Rys. 2

13. W poblizu spoczywajacego, dodatniego tadunku g przesuwa si¢ magnes — patrz
rysunek 2. Czy na tadunek dziala jakas sila pochodzaca od magnesu, a jesli tak, to

14. Do lekkiego preta dlugosci I przymocowano na jednym koncu mata, ale cigzka
kulke. Zongler chce utrzymaé pret w pozycji w przyblizeniu pionowej po postawieniu
go na dloni i w tym celu moze wykonywaé tylko poziome ruchy reka. Jak bedzie mu

tatwiej wykonaé zadanie:

a) gdy kulka bedzie znajdowala si¢ na gorze,
b) gdy kulka bedzie znajdowala si¢ na dole?
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15. Pomiedzy dwiema duzymi, rownoleglymi ptytami

jest préznia. Pierwsza plyta ma temperature 71, a druga
temperature T, przy czym 711 > T>. Mamy dwa rodzaje
farb: X 1 Y. Gdy ptyte pomalujemy farba X, bedzie sie

ona zachowywac jak ciato doskonale szare o wspotczynniku
emisji (wzglednej zdolnosci emisyjnej — patrz definicja

ciala doskonale szarego ponizej) Ax, a gdy pomalujemy ja
farba Y, bedzie si¢ ona zachowywac jak cialo doskonale szare
o wspélczynniku emisji Ay, przy czym Ax > Ay.

Ktéra plyte powinnismy pomalowaé farbg X, a ktéra
farba Y, aby przeplyw ciepta od plyty cieplejszej

do chlodniejszej byt mniejszy? A moze ten wybor
nie ma znaczenia?

Moc promieniowania fragmentu o powierzchni

AS ciata doskonale szarego jest okreslona wzorem

Pas =A-AS-oT*, gdzie T jest temperaturs powierzchni

w skali Kelvina, o — stalg Stefana—Boltzmanna,

a A — pewna stala (wspétczynnikiem emisji lub wzgledna
zdolno$cia emisyjna) z zakresu od 0 do 1 charakteryzujaca
powierzchnie. Jednoczesnie ciato doskonale szare pochtania
ulamek réwny A padajacego na nie promieniowania, a odbija
(rozprasza) cala reszte.

Cze$é IT (termin wysylania rozwigzan — 14 listopada 2014 r.)

Uwaga: Rozwigzanie kazdego zadania powinno

by¢é napisane na oddzielnym arkuszu papieru
podaniowego. Na kazdym arkuszu nalezy umiescié
nazwisko i imie, adres e-mail oraz adres autora pracy.
Na pierwszym arkuszu pracy dodatkowo nalezy

podaé takze nazwe, adres szkoly i klase oraz nazwisko
i imie nauczyciela fizyki. Osoby, ktére chca byé
poinformowane listownie o wynikach kwalifikacji,

do pracy powinny dolaczyé zaadresowang do siebie
koperte z naklejonym znaczkiem.

Zadania teoretyczne

Nalezy przestaé rozwigzania trzech (i tylko trzech) dowolnie wybranych
zadan teoretycznych. Za kazde z trzech zadan mozna otrzymaé maksimum

20 punktéw.

T1. Zorganizowano ,,Zawody w podskokach narciarskich” dla poczatkujacych
narciarzy. Zawody odbywaja sie na gorze o ksztalcie danym wzorem

_ B z? dla z <0,
Y=V -B-2? dlaz>o0,

gdzie y jest sktadowsg pionowa, xr — sktadowg pozioma, a B — stala. Rozbieg zaczyna
sie na stoku w punkcie y = H, a zawodnicy wybijaja si¢ w punkcie y = 0. Wiadomo,
ze najlepsi zawodnicy potrafia sie wybié¢ na wysokosé y = h. Niech ! oznacza pozioma,

Rys. 3. Ciezarek zawieszony na sprezynce.
Strzalky oznaczono bezoporowy styk
slizgowy, pozwalajacy ciezarkowi poruszaé
si¢ wzdluz osi pionowej bez tarcia.

dtugosé skoku, tzn. miejscem ladowania skoczka jest © = [, y = —BI>.

Wyznacz zaleznos¢ dtugosci skoku [ najlepszego skoczka od wysoko$ci rozbiegu H.

Pomin wplyw powietrza na ruch skoczka (poczatkujacy narciarze jezdza wolno).

T2. Na niewazkiej sprezynie o staltej sprezystosci k£ i dtugosci
swobodnej o wisi cigzarek o masie m (patrz rysunek 3).
Sprezyna jest wykonana z cienkiego drutu o zerowym oporze
tworzacego zwojnice o liczbie zwojéw n (n > 1), nawinigta
na powierzchni walcowej i zwartg zewnetrznym odcinkiem
tego drutu. Promien walca jest réwny r, przy czym r < lo.
Przyspieszenie ziemskie wynosi g.

Ciezarek odciaggnieto w dol, tak ze sprezyna osiggnela
dlugosé 11. Natezenie pradu w zwojnicy wynosito

w tym momencie I;. Puszczono cigzarek. Jaka bedzie
dtugosé Iz sprezyny w chwili zatrzymania sie ciezarka
w gérnym potozeniu i ile bedzie wynosito w tej chwili
natezenie pradu [>?

Podaj wyniki liczbowe dla k = 50 N/m, lp = 20 cm,
m=03kg, n=>50,r=2cm, g=98m/s? I; =30 cm,
I, =200 A.

Wskazowki:

1. Zwoje solenoidu wzajemnie sie przyciagaja, dlatego
na konce solenoidu dziala sita skierowana wzdluz jego
osi. Dla dlugiego solenoidu bez rdzenia, w ktérym plynie
prad I, sila ta jest rowna

oS (In\?
Bt (7))

gdzie S — pole przekroju solenoidu.

2. W przypadku zamknietego obwodu o oporze zerowym,
strumien indukcji magnetycznej B przez ten obwdd jest
staly w czasie (w przeciwnym przypadku w obwodzie
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indukowalaby si¢ niezerowa sita elektromotoryczna, a to
wobec zerowego oporu powodowaloby przeptyw pradu
o nieskonczenie wielkim natezeniu).

T3. Skroplony gaz jest przechowywany
w naczyniu (termosie) sktadajacym sie
z naczynia wewnetrznego w ksztalcie
kuli o promieniu R,, i naczynia
zewnetrznego w ksztalcie powtoki
kulistej o promieniu wewnetrznym R,
— patrz rysunek 4. Srodki geometryczne
obu naczyn sie pokrywaja, a miedzy
fumi panuje préznla. Rys. 4. Przekréj termosu.
Przyjmij, ze naczynie zewnetrzne

promieniuje jak cialo doskonale czarne, natomiast

naczynie wewnetrzne — jak cialo doskonale szare: moc

promieniowania jego fragmentu o powierzchni AS jest

okreslona wzorem Pag = A-AS - UT4, gdzie T jest
temperaturg, powierzchni w skali Kelvina, o — stata

Stefana-Boltzmanna, a A — pewnag stalyg (wspélczynnikiem

emisji lub wzgledna zdolno$cia emisyjna) z zakresu od 0

do 1 charakteryzujaca powierzchnie. Jednoczesnie ciato

doskonale szare pochlania utamek réwny A padajacego

na nie promieniowania, a odbija (rozprasza) cala reszte.

a) Wykaz, ze jesli catkowita moc promieniowania wysylanego
do wewnatrz przez naczynie zewnetrzne wynosi P, to moc
promieniowania padajacego na naczynie wewnetrzne wynosi
PSw/S:, gdzie Sy, jest powierzchnig wewnetrznego naczynia,
a S, — wewnetrzna powierzchnia zewnetrznego naczynia.



Wewnetrzne naczynie catkowicie wypelniono skroplonym
gazem o gestosci p, temperaturze T, (réwnej temperaturze
wrzenia) i cieple parowania ¢,. Temperatura otoczenia
wynosi 1.

b) Wyznacz czas t, po jakim cala ciecz w naczyniu odparuje.

Uwaga: Wewnetrzne naczynie jest potaczone cienka,
pionowa rurka z otoczeniem. Przez te rurke mozna nalewaé
lub wylewac ciecz i przez nia para moze sie wydostawac

na zewnatrz. Ta rurka nie ma wpltywu na ilos¢ ciepta
doptywajacego do naczynia.

Przyjmij, ze temperatura zewnetrznego naczynia jest réwna
temperaturze otoczenia, a wewnetrznego — temperaturze
skroplonego gazu.

Podaj wynik liczbowy dla R, = 0,2 m, R, = 0,3 m,
T, =300K, T, = 7K, p=807 kg/m?, ¢, = 198 kJ /kg.

T4 (zadanie numeryczne). Dla wiekszodci sprezyn sila
sprezystosci jest proporcjonalna do wydtuzenia jedynie

w przyblizeniu — bardzo dobrym dla matych wydtuzen,
ale gorszym dla duzych. Doktadniejszym opisem tej
zaleznosci moze by¢ przyjecie, ze sita jest suma wyrazu
proporcjonalnego do wydltuzenia sprezyny r oraz wyrazu
proporcjonalnego do kwadratu wydtuzenia r2:

F = —kr—br’.
Przyjmijmy, ze jeden koniec sprezyny jest unieruchomiony
w poczatku uktadu wspédtrzednych z-y, a do drugiego

przymocowano cialo o masie m. Ponadto zaktadamy, ze
sprezyna jest niewazka, sita F' jest jedyna sila dzialajaca
na to cialo, a takze, ze dtugo$é swobodnej (nierozciagnietej)
sprezyny mozna pominaé w poréwnaniu z wydluzeniem.

W chwili poczatkowej t =0, x = xo, y =0, v =0, vy = vyo.

Wyznacz numerycznie tory ruchu tego ciata w przedziale
czasu od 0 do 100 s i przedstaw je graficznie dla
nastepujacych wartosci statych: m =1 kg, k =1 N/m,
xo = 0,5 m, vyo = 2 m/s oraz b réwnych: 0, 0,1 N/m?,
—0,1 N/m? 0,2 N/m?, —0,2 N/m?.

Uwaga: Rozwiazanie powinno zawiera¢: wzory uzywane

w rozwiazaniu (wraz z wyprowadzeniem lub uzasadnieniem,
jesli nie sa to wzory podane w tresci zadania), opis
zastosowanego algorytmu, opis kodu programu (lub

np. arkusza kalkulacyjnego) uzytego do rozwiazania wraz

z sposobem zagwarantowania (lub sprawdzenia) wlasciwej
doktadnosci wynikéw, wykres toru (doktadnie dla czasu
podanego w treséci zadania) dla kazdej z podanych wartosci b
oraz jakosciowe omowienie otrzymanych wynikéw.

Nie jest dopuszczalne uzycie programéw do obliczen
symbolicznych lub programéw wyznaczajacych tor lub ruch
automatycznie po podaniu wzoru na site.

Dodatkowe wskazéwki dotyczace rozwiazywania zadan
numerycznych znajdziesz w tresciach i rozwigzaniach zadan
numerycznych z poprzednich olimpiad.

Zadania doswiadczalne

Przeslaé nalezy rozwigzania dwéch (i tylko dwdéch)
zadan dowolnie wybranych z trzech podanych zadan
dos$wiadczalnych. Za kazde zadanie mozna otrzymad
maksimum 40 punktéow.

D1. Masz do dypozycji:

e plastikowa buteleczke o pojemnosci 20-50 ml,
e elektroniczny termometr z czujnikiem na kablu,
e wode demineralizowanag,

e zamrazarke,

e zegarek,

[ ]

foli¢ aluminiowa, tasme klejaca.

Wyznacz ciepto wtasciwe lodu.

Wskazowki:

1. W otoczeniu o temperaturze Ty, temperatura T'
przedmiotu pozostawionego w tym otoczeniu wynosi
w chwili ¢

T=To+ATy-e /7,

gdzie ATy jest roznicy temperatur przedmiotu i otoczenia
w chwili ¢ = 0, e = 2,718 .. oznacza podstawe logarytmu
naturalnego; 7 = « - ¢- m, ¢ — ciepto wlasciwe przedmiotu,
m — masa przedmiotu, o — pewna stala zwiazana
z ksztaltem i rodzajem powierzchni przedmiotu.

2. Cieplo wtasciwe wody wynosi ecw = 4200 J/(kg - K).

D2. Celem dos$wiadczenia jest zbadanie spadania magnesu

w poblizu pionowej powierzchni, do ktoérej magnes jest

przyciagany. Masz do dyspozycji:

e magnes neodymowy w ksztatcie kulki o érednicy 5 mm,

e plaska, pionowa powierzchni¢ (np. stalowe drzwi, bok
metalowej szafki, drzwi lodéwki, itp.),

e papier milimetrowy i linijke,

e tasme klejaca,

e ksiazki o réznej grubosci.
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1. Wyznacz czas t spadania magnesu od momentu jego
puszczenia do chwili przylgniecia do powierzchni,

w zaleznosci od poczatkowej odleglosci d magnesu od tej
powierzchni. Pomiary wykonaj dla mozliwie szerokiego
zakresu poczatkowych odleglosci.

2. Jezeli sita przyciggania magnesu do powierzchni jest
proporcjonalna do 1/d* (gdzie k jest dodatnia liczba
rzeczywista), to czas t jest w przyblizeniu proporcjonalny
do d*+1/2 Na podstawie przeprowadzonego eksperymentu
wyznacz wartosé k.

Przyspieszenie ziemskie wynosi g = 9,81 m/s?. W rozwazanej
sytuacji wpltyw pradéw indukowanych na ruch magnesu jest
zaniedbywalny.

Uwagi:

e Polkniecie magnesu moze byé bardzo niebezpieczne!
e Jezeli nie masz mozliwosci zdobycia takiego magnesu,
do 31 pazdziernika 2014 r. przyslij na adres KGOF

zaadresowang do siebie koperte ze znaczkiem.

D3. Pilot do telewizora steruje odbiornikiem za posrednictwem

wigzki niewidzialnego dla oka ludzkiego promieniowania

podczerwonego. Majac do dyspozycji

e pilot do telewizora,

e cyfrowy aparat fotograficzny (np. kamere internetowa, aparat
w telefonie),

e plyte CD o pojemnosci 700 MB,

e tasme klejaca i plasteling,

e linijke, papier milimetrowy i nozyczki,

wyznacz dtugosé fali promieniowania podczerwonego

wytwarzanego przez pilot. Przyjmij, ze odleglos¢ miedzy

$ciezkami na ptycie CD wynosi d = 1,55 £ 0,05 pum.

Wskazowka: Wybierz aparat, ktéry jest czuly na

promieniowanie podczerwone, tzn. moze je ,zobaczy¢”, kiedy
skieruje sie na niego wiazke z pilota.



LXVI Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) nalezy
wystaé listem poleconym pod adresem komitetu okregowego Olimpiady
wladciwego terytorialnie dla szkoly, najpdzniej dnia

30 wrzes$nia 2014 r. — I seria,
3 listopada 2014 r. — IT seria,
1 grudnia 2014 r. — III seria

(decyduje data stempla pocztowego). Rozwiazania przestane w terminie
pézniejszym nie beda rozpatrywane.

Rozwiazanie kazdego zadania nalezy podpisa¢ w lewym gérnym
rogu pierwszej jego strony: imieniem i nazwiskiem, swoim adresem,
swoim adresem elektronicznym oraz klasa, nazwa i adresem szkoly.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalezé w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl.

Adresy Komitetéw Okregowych Olimpiady Matematycznej

e Dla wojewodztwa pomorskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki
Uniwersytetu Gdanskiego, ul. Wita Stwosza 57, 80-952 Gdansk.

e Dla wojewddztwa §laskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki
Uniwersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

e Dla wojewddztwa malopolskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki
Uniwersytetu Jagiellonskiego, ul. Lojasiewicza 6, 30-348 Krakdw.

e Dla wojewddztwa lubelskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Zaklad Rachunku
Prawdopodobienistwa pok. 810, Instytut Matematyki Uniwersytetu
Marii Curie-Sktodowskiej, pl. Marii Curie-Sklodowskiej 1, 20-031 Lublin.

e Dla wojewodztwa t6dzkiego 1 $wietokrzyskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu Lodzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 L6dz.

e Dla wojewddztwa wielkopolskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza, ul. Umultowska 87,
61-614 Poznan.

e Dla wojewddztwa podkarpackiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Katedra Matematyki
Politechniki Rzeszowskiej, al. Powstancéw Warszawy 8, 35-959 Rzeszdw.

e Dla wojewodztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki
Uniwersytetu Szczecinskiego, ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin.

e Dla wojewddztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, ul. Chopina 12/18,
87-100 Torun.

e Dla wojewddztwa mazowieckiego i podlaskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny
Polskiej Akademii Nauk, ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.

e Dla wojewddztwa dolno$laskiego i opolskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny
Uniwersytetu Wroctawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroctaw.
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I seria
(1 wrzesnia 2014 r. —
— 30 wrzesnia 2014 r.)

II seria
(1 pazdziernika 2014 r. —
— 3 listopada 2014 r.)

III seria
(4 listopada 2014 r. —
— 1 grudnia 2014 r.)

Zadania konkursowe zawodéw stopnia pierwszego

1. Dane sg takie liczby catkowite a, b i ¢ r6zne od zera, ze liczba

a b ¢
b ¢ a

jest calkowita. Wykazaé, ze iloczyn abc jest szeScianem liczby calkowitej.

2. Dodatnie liczby catkowite x1, x2, ..., x, spelniaja warunek

T1+To+ ... +x, =85 <2n.
Udowodnié, ze kazda liczba ze zbioru {1,2,...,s} jest suma pewnych sposréd
liczb x1,22,...,%y.

3. Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba catkowita n > 1, ze liczba

VV2Hl+ V2 -1

jest wymierna.

4. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym AB # AC. Punkty F i F sa
spodkami wysokosci tego tréjkata opuszczonych odpowiednio z wierzchotkow

B i C. Punkty M i N sa srodkami odpowiednio odcinkow BC' i EF, a punkt )
jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie AM N. Dowiesé, ze proste AQ i BC
sa réwnolegle.

5. Rozwiazaé w liczbach catkowitych x i y réwnanie
=22+ =9yt + 37 + 4.

6. Dany jest trojkat ABC, w ktorym kat przy wierzchotku C jest prosty.

Punkt D jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka C, a okrag wpisany
w dany tréjkat jest styczny do bokéw AB i AC odpowiednio w punktach F i F.
Wykazaé, ze punkt przeciecia wysokosci tréjkata AEF jest srodkiem okregu
wpisanego w trojkat ACD.

7. Dany jest czworoscian ABCD. Plaszczyzna przechodzaca przez punkty
stycznosci sfery s wpisanej w ten czworoscian ze $cianami ABD, BCD i ACD
przecina krawedzie AD, BD i CD odpowiednio w punktach A’, B’ i C".
Udowodnié, ze $rodek sfery wpisanej w czworo$cian A’ B'C’ D lezy na sferze s.

8. Dla kazdej liczby catkowitej n > 2 wyznaczy¢ najmniejsza liczbe catkowita k
o nastepujacej wlasnosci:

Wsréd dowolnych k réznych podzbioréw zbioru {1,2,...,n} majacych parzysta
liczbe elementow istnieja dwa rézne podzbiory, ktorych czeéé wspdlna ma
parzysta liczbe elementdw.

9. Nieujemne liczby rzeczywiste x1, xa,...,z, (n > 2) spelniaja réwnosé
1+ 22+ ...+ 2, = 1. Udowodnié, ze

max{x1,Za,...,Tpn} " <1+2 Z min{zi,zj}) > 1.

1<i<j<n

10. Dane sa takie dodatnie liczby calkowite a, b, ¢ i d, ze dla kazdej liczby
naturalnej n liczba an + b jest podzielna przez liczbe cn 4+ d. Wykazaé, ze
istnieje liczba naturalna k, dla ktérej a = kc i b = kd.

11. Dany jest tréjkat ABC, w ktorym BC < CA < AB. Okrag wpisany w ten
tréjkat jest styczny do bokéow BC, CA i AB odpowiednio w punktach D, E'i F,
a punkty K, L i M sa $srodkami odpowiednio bokow BC', CA i AB. Proste

DFE i KL przecinaja si¢ w punkcie P, a proste DF' i KM — w punkcie Q.
Dowiesé, ze punkty A, P i @ leza na jednej prostej.

12. Na plaszczyznie zaznaczono wierzchotki 2014-kata foremnego. Dwaj gracze
na przemian dorysowuja nowy bok albo nowa przekatna tego wielokata. Gracz
przegrywa gre, jezeli po jego ruchu dla kazdego wierzchotka v dowolne dwa sposrod
pozostalych wierzchotkéw mozna potaczy¢ tamana ztozona z narysowanych
odcinkéw, nie przechodzaca przez wierzchotek v. Rozstrzygnaé, ktéry z graczy

— rozpoczynajacy gre czy jego przeciwnik — ma strategie wygrywajaca.
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Animal
Butterfly Mammal

/ N\

Elephant  Dolphin

Diagram klas dla zamieszczonego kodu,
w ktérym strzatkami zaznaczono relacje
dziedziczenia.

]

Rozwigzanie zadania M 1434.

Niech a, b, ¢ oznaczaja liczbe gtéwnych
przekatnych odpowiednio o dwéch
koncach czerwonych, o dwéch koncach
niebieskich i o koncach w réznych
kolorach. Poniewaz kazdy wierzchotlek jest
koncem doktadnie jednej gléwnej
przekatnej, wigc mamy 2a + ¢ czerwonych
wierzchotkéw i 2b + ¢ niebieskich.
Poniewaz liczby te sa réwne,
otrzymujemy a = b.

*student, Katedra Informatyki,
Akademia Goérniczo-Hutnicza, Krakéw

Czy stado stoni jest stadem zwierzat?
O kowariancji i kontrawariancji

Pawel LIPSKI™

Informatycy wiedza, ze odpowiedzi na pewne z pozoru filozoficzne pytania wcale
nie tak trudno znalezé. Wystarczy napisaé¢ i uruchomié¢ odpowiedni kod. W taki
tez sposdb podejdziemy do problemu postawionego w tytule artykutu.

Na wstepie powiedzmy sobie troche o programowaniu obiektowym — to wiltasnie
z jego pomocg bedziemy modelowaé¢ w kodzie tytulowe ,stada”, ,stonie” i inne
LZzwierzeta”. Zapewne spora grupa czytelnikow spotkala sie z programowaniem
obiektowym, choéby przy okazji uzywania konteneréw STL w jezyku C++4,
czesto uzywanych w rozwiazaniach zadan olimpijskich.

Najogdlniej, Object-Oriented Programming (OOP) jest paradygmatem
programowania. Jego podstawowymi pojeciami sa klasy i obiekty. Klase mozemy
rozumieé jako typ danych. Klasami moga by¢ np. zwierze, ssak, ston, delfin

— rozumiane jako rodzaje istot zywych, a nie jako konkretni przedstawiciele tych
rodzajow. Obiektem klasy ston natomiast bedzie np. Jumbo — a wiec pewien
konkretny przedstawiciel tego gatunku. Jumbo (i generalnie kazdy ston) jest

w ogdélnodci takze ssakiem. I dalej, kazdy ssak jest w ogdélnosci zwierzeciem.

Ta relacja ,jest” mowi nam o dziedziczeniu. Jesli kazdy obiekt klasy Elephant jest
takze obiektem klasy Mammal, to méwimy, ze klasa Elephant dziedziczy z klasy
(albo inaczej: rozszerza klasg) Mammal.

Przelézmy teraz te dywagacje na kod (patrz tez rysunek):

class Animal {
def move { ... }
}

class Butterfly extends Animal {
deffly { ...}

class Mammal extends Animal {
def feedYoung { ... }

class Elephant extends Mammal {
def trumpet { ... }

class Dolphin extends Mammal {
def swim { ... }
}

Powyzszy fragment kodu, jak i wszystkie kolejne, sa napisane w jezyku
programowania Scala. Jezyk ten powstal jako nastepca szeroko uzywanego jezyka
Java. Dowolnej biblioteki napisanej w Javie mozna uzy¢ z poziomu kodu
zrodtowego w Scali. Scala zapewnia bardzo doktadna kontrole poprawnosci kodu
(zwlaszcza poprawnosci typow — jest tzw. type-safe language) na etapie
kompilacji, dzigki czemu mozna uniknaé¢ wielu bledéw powstajacych juz po
uruchomieniu programu.

Oprécez stow kluczowych class i extends, deklarujacych klasy i ich relacje
dziedziczenia, uzywamy tez stowa kluczowego def. Stuzy ono ogdlnie

do definiowania funkcji, a w tym przypadku dokladniej metod klas. Metody
mozna rozumie¢ jako ,osobiste” funkcje obiektéw klasy. Jedli mamy obiekt
animal klasy Animal, to mozemy na nim wywola¢ metode animal.move(). Dzieki
dziedziczeniu metoda move moze zosta¢ wywolana rowniez na obiekcie klasy
Mammal lub Elephant (cho¢ co dokladnie zrobi obiekt po wywolaniu tej metody,
zalezy od tego, jak zostanie ona zaimplementowana w odpowiedniej klasie).
Natomiast na obiekcie klasy Butterfly nie mozna wywolaé metody feedYoung ani
trumpet. W powyzszych przyktadach wnetrza metod pozostawiliémy jednak
niezdefiniowane, bo nie beda mialy one dla nas wigkszego znaczenia.
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& Nowy obiekt tworzymy za pomoca stowa kluczowego new. Obiekty sa w Javie
: i Scali przekazywane do funkcji przez referencje (sposéb podobny do przekazania

ﬁoz‘"i?zanif Zadab“i;zM 14315)‘2- . przez wskaznik w C++), a wiec przy wywolaniu nie jest tworzona zadna lokalna
hlgz;ﬁnifffi[uffa; Cfg(zln;;;m/jéé kopia. Ponadto, je$li mamy obiekt klasy Dolphin, Mammal, Butterfly czy ogélnie
wigc, th b= 0.(ZHEMI:_ \;’;1;'?1056_% o klasy dziedziczacej po Animal, to mozemy go przekaza¢ do funkcji, ktéra oczekuje
gfj;ﬁjﬁj‘iﬁ‘vﬁgi w ;(,zi:)mie,()z:A T obiektu klasy Animal. Dzieki dziedziczeniu obiekty klasy bardziej specyficznej
nie zmienia zbioru A). Mamy kilka nadal sq obiektami klasy bardziej ogélnej:
przypadkow.
1. ¢ > 1; wtedy A = 0. def playWIth(m Mammal) { ce }
2.12>2c > —1; wtedy A jest odcinkiem var elephant = new Elephant

[=v1 = ¢,+v/1 — ¢] o dlugosci var butterfly = new Butterﬂy

2vT — ¢ < 2V2. playWith(elephant) — w porzadku, ston jest ssakiem
3. ¢ < —1; wtedy A = —I U I, gdzie playWith(butterfly) — blad! motyl nie jest ssakiem
= [V—1— ¢, /1 — ¢]. Laczna dlugosé L, . . ,
tych dwéch odcinkéw wynosi Przejdzmy teraz do generykéw. Jest to mechanizm bardzo podobny do wzorcow
2qVIi—c—V=I1—oc) = (templates) znanych z STL. Najlepiej wyjasni przyklad:
4 4
= < =2V2
Aot v1-c 2 2v2 class Herd[T] {

def getLatestMember: T' =

def addMember(x: T') { }

}

Mamy stado, ktére moze trzymaé obiekty dowolnego typu (niekoniecznie nawet
dziedziczace po klasie Animal). Metoda getLatestMember zwraca ostatnio
dodanego (za pomoca metody addMember) czlonka stada. Mozemy stworzy¢
stado stoni (wywolujac new Herd[Elephant]) i takie stado moze przechowywaé
stonie, ale nie mozna do niego dotozyé¢ np. delfina. Mozemy stworzyé¢ stado
zwierzat (wykonujac new Herd[Animal]) i takie stado moze trzymaé¢ dowolne
zwierze (a wiec zaréwno slonie, jak i delfiny), ale nie mozna do niego dodaé
np. tancucha znakéw (obiektu klasy String).

Teraz widaé juz powoli, do czego zmierzamy. Jesli mamy klase Herd (albo dowolny
inny generyk, np. List, Vector, Set itp.) obiektéw klasy Elephant, to czy jest

on w ogdlnosci obiektem klasy Herd[Mammal]? Czy przekazanie Herd[Elephant]
do funkcji, ktéra oczekuje Herd[Mammal], bedzie poprawne i bezpieczne?

Zalézmy, ze tak faktycznie jest i ze stado stoni jest Gdybyémy teraz uruchomili addDolphin(elephantHerd), to
stadem ssakéw, a w ogélnosci klasa Herd[Y] jest Herd[X] na pierwszy rzut oka nie byloby problemu. Jednak

dla typu Y dziedziczacego po X. Zobaczmy, co sie stanie wywolajmy teraz

w ponizszym kodzie (wakeLatestMember jest zwykla
funkcja, nie metoda):

def wakelLatestMember(herd: Herd[Mammal]) {
herd.getLatestMember().feedYoung()

elephantHerd.getLatestMember().trumpet()

Jest to jak najbardziej dozwolone — w koncu
elephantHerd jest Herd[Elephant], stadem stoni.
Tymczasem okazuje sig, ze getLatestMember

zwroci. . . delfina! Préba zawolania trumpet na obiekcie
klasy Dolphin skofczylaby sie btedem. (W istocie
kompilator Scali uzna taki kod za niepoprawny.)

var elephantHerd = new Herd[Elephant]
elephantHerd.addMember(new Elephant)
wakelLatestMember(elephantHerd)
Sprobujmy wiec z drugiej strony — zalézmy, ze stado
zwierzat (tak, dowolnych zwierzat!) jest stadem stoni.
Kazdy obiekt klasy Herd[Animal] musiatby w ogdlnosci
by¢é obiektem Herd[Elephant]. Generalnie, przyjmijmy,

ze Herd[Y] jest Herd[X] wtedy i tylko wtedy, gdy X jest
Jest jednak druga strona medalu. Skoro elephantHerd jest (dziedziczy po) Y. Wydaje si¢ to z pozoru absurdalne,
stadem ssakéw, powinnismy méc do niego dodaé zupelnie ale moze akurat okaze sie, ze takie zalozenie nie prowadzi

Kiedy uruchomimy funkcje wakelLatestMember

na ostatnio dodanym do elephantHerd ssaku (czyli
sloniu), zostanie wywolana metoda feedYoung — jest to
zupelnie w porzadku, bo stonie sg ssakami.

dowolnego ssaka. do bledéw?
def addDolphin(herd: Herd[Mammal]) { var animalHerd = new Herd[Animal]
herd.addMember(new Dolphin) addDolphin(animalHerd)

}

Funkcja addDolphin wymaga parametru typu

W funkcji addDolphin parametr herd jest przekazywany Herd[Mammal], a zgodnie z naszym zalozeniem
przez referencje, wiec dodawany delfin pozostanie Herd[Animal] jest Herd[Mammal]. Teraz nie ma zadnego
w stadzie po zakonczeniu dzialania funkcji. problemu — addDolphin dodaje do stada delfina.
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Po powrocie z addDolphin mozemy bezpiecznie wywotaé
animalHerd.getLatestMember().move()

Jednak taki sposéb dziedziczenia ma powazny
mankament. Spdjrzmy jeszcze raz na funkcje
wakelLatestMember. Zgodnie z nowsa logika mozemy

do niej przekaza¢ obiekt klasy Herd[Animal] — np. stado
skladajace sie z jednego motyla:

var butterflySwarm = new Herd[Animal]
butterflySwarm.addMember(new Butterfly)
wakeLatestMember(butterflySwarm)

Skutek jest prosty: wewnatrz wakelLatestMember
bedziemy chcieli wywotaé feedYoung na motylu! Znowu
spowodowaloby to btad w czasie wykonania programu,
wiec kompilator Scali zaprotestuje.

Gdybysmy sie zgodzili na dziedziczenie w ktorakolwiek
strone miedzy Herd[Animal] a Herd[Elephant], moglyby sie
zdarzyé (nieraz trudne do przewidzenial) bledy czasu
uruchomienia. W takiej sytuacji méwimy o klasie
Herd[T], Ze jest ona inwariantna w typie T.

Nie musi jednak byé tak zawsze. (Reguly, ktére teraz
podamy, sa uproszczone — od razu méwie, ze
nie uwzgledniaja one wszystkich przypadkéw.)

Gdybysmy tak zmienili klase Herd[T], ze nie byloby

w niej zadnej metody przyjmujacej parametr typu T'
(lub generyka zawierajacego T, np. List[T]), to okazaloby
sie, ze Herd[Elephant] faktycznie jest Herd[Animal]!
Przypomnijmy sobie — gdy stado stoni byto stadem
zwierzat, problem pojawial sie tylko przy metodzie
przyjmujgcej obiekt typu T, a nie tej zwracajgcej obiekt
typu T

class CovariantHerd[+T] {
def getLatestMember(): T ={ ... }
def getMaleMembers(): List[T] ={ ... }

}

Méwimy, ze klasa CovariantHerd jest kowariantna

w typie T'. Jezyk Scala (przeciwnie niz Java i C++)
pozwala wprost zadeklarowaé, ze CovariantHerd[Y]
dziedziczy po CovariantHerd[X] dla Y dziedziczacego
po X. Shuzy do tego znak plus przed nazwa typu

w deklaracji klasy. Kompilator musi jeszcze, oczywiscie,
zweryfikowaé, czy aby na pewno taka kowariancja

nie doprowadzi do potencjalnych btedow.

7 drugiej strony, gdyby zadna metoda nie zwracalta
obiektu typu ,zawierajacego” typ T, to wtedy okazaloby
sie, ze Herd[Animal] jest Herd[Elephant].

class ContravariantHerd[—T7] {
def addMember(x: T') { ... }
def removeMember(x: T) { ... }

}

Klasa ContravariantHerd jest kontrawariantna
w typie T — sygnalizujemy to minusem przed 7.

Czesto zdarza sie, ze klasa jest kowariantna w jednym
typie, a kontrawariantna w drugim. Spéjrzmy:

class Person { ... }
class Professor extends Person { ... }

class Publication { ... }
class Article extends Publication { ... }

def extractAuthors(func: Article => Person) { ... }

Powyzsza skladnia oznacza, ze extractAuthors jako
parametr przyjmuje funkcje. Jesli teraz mamy funkcje,
ktéra dla danej publikacji zwraca obiekt profesora, ktory
ja napisal:

def whose(p: Publication): Professor = { ... }

to mozemy ja uzy¢ jako parametr do funkcji pobierajacej
autoréw: extractAuthors(whose). Wszystko sie zgadza —
jesli funkcja whose zostanie wywotana wewnatrz
extractAuthors, to w parametrze podany zostanie jej
pewien artykul (ktory zawsze jest publikacja), a zwréci
pewnego profesora (ktéry zawsze jest osoba). Funkcja
zwracajaca profesora dla publikacji jest wiec funkcja
zwracajaca osobe dla artykulu. Ogdlnie, funkcje

(w pewnym uproszczeniu w Scali to ,,obiekty klasy
Function”) sa kontrawariantne w typie parametru

i kowariantne w typie zwracanym.

Méwilismy, ze wezesniej podane reguly sa uproszczone.
Spoéjrzmy na przypadek, w ktorym przestaja dziatac:

class Node[T', U, V] {
def handle(item: T', next: Node[V', U, T1):
Node[Node[V, U, T], U, V] ={ ... }
}

Ciezko na pierwszy rzut oka okreslié¢, jaka jest wladciwie
wariancja typéw T', U i V. Po sprawdzeniu, z jakimi
kombinacjami + i — przy 7', U, V kod sie kompiluje,
okazuje sie, ze klasa Node w typie T jest kontrawariantna,
w typie U — inwariantna, a w typie V' — kowariantna.

Kompilator zgodzi sie na deklaracje Node[-T', U, +V],
ale przy deklaracji Node[—T, —U, +V] stwierdzi, ze
minus przy U moze doprowadzi¢ do bledéw w czasie
dzialania programu. Notabene, Node[—T', U, V] albo
Node[T, U, V] tez sa poprawne — nie spowoduja bledéw,
jedynie niepotrzebnie ogranicza relacje dziedziczenia.

Gdy juz oznaczymy typy w deklaracji klasy jako —T', U
oraz +V, do funkcji przyjmujacej parametr typu
Node[Article, String, Person] mozna przekazaé¢ parametr
typu np. Node[Publication, String, Professor].

Te wnioski nie zgadzaja si¢ z tym, co méwilismy
wczesniej — np. w V klasa jest kowariantna, a mimo to
V pojawia sie¢ w typie parametru (next). Dokladne
kryteria sa w istocie dosy¢ zlozone (a momentami nawet
zaskakujace). Nie sposob ich tutaj jednak wyjasnié¢ —
potrzebny bylby zapewne kolejny artykul.

Trzymajac sie naszych uproszczonych regul, wroémy do tytutowego pytania.
Odpowiedz mozna ujaé tak: stado stoni jest stadem zwierzat, ale tylko wtedy,
gdy nie przyjmuje zadnych obcych przybyszéw. Ciekawy wniosek, czyz nie?
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Jesli mamy n = 6 pastwisk jak powyzej
(liczba owiec w prostokatach), to jeden

z optymalnych planéw smoka jest
nastepujacy: pozera on 9 owiec z trzeciego
pastwiska (ploszac 5 owiec z pierwszych
dwéch pastwisk), nastepnie zjada 6 owiec
z piatego pastwiska i w koncu 1 owce

z czwartego pastwiska.

Rozwigzanie zadania M 1432.

Niech X’ bedzie takim punktem na
odcinku AZ, ze AX' = AX oraz niech Y’
bedzie takim punktem na odcinku C'Z, ze
cYy’' =Cy.

Poniewaz < X AZ = 60°, wiec trojkat
AX X' jest réwnoboczny. Podobnie
tréjkat YCY' jest réwnoboczny.
Zauwazmy, ze

LXBY =4XX'Z=<4YY'Z=120°.

Skoro AB 4+ BC = CA, to

AX + CY = AZ, wiegc
X'Z=Y'Y=BY,ZY'=X'X=XB.
Zatem tréjkaty XBY, XX'Z, ZY'Y sa
przystajace (cecha bkb). W szczegdlnosci

XY =YZ=7X.

Informatyczny kacik olimpijski (75): Smok i owce

Tym razem zadanie Smok z Akademickich Mistrzostw Polski w Programowaniu
Zespotowym 2005, ktore odbyly sie na Uniwersytecie Jagiellonskim. W dlugiej
i gtebokiej dolinie znajduje si¢ n kolejno potozonych pastwisk, na i-tym z nich
pasie si¢ a[i] owiec. Kazdego dnia doling moze nawiedzié¢ smok i pozreé¢ owce

z jednego pastwiska. Smok musi zawsze lecie¢ wzdluz doliny (ale moze wybraé,
z ktorej strony przyleci danego dnia), a z kazdego pastwiska, nad ktérym
przeleci, wszystkie owce uciekaja. Ponadto pod koniec kazdego dnia liczebnosé
owiec (czy to z powodu wilkéw, czy poglosek o smokach) na kazdym pastwisku
zmniejsza si¢ o jeden. Nalezy obliczy¢, ile maksymalnie owiec uda si¢ pozrec
smokowi (patrz rysunek).

Zauwazmy, ze niezaleznie od poczynan smoka pastwiska, ktore nie zostaly przez
niego odwiedzone (tzn. owce na tych pastwiskach nie zostaly przez niego ani
pozarte, ani sploszone), leza w spéjnym fragmencie doliny. To sugeruje
nastepujace rozwiazanie dynamiczne: wypelniamy tabelke, w ktdrej d[, j, k]
oznacza maksymalna liczbe pozartych owiec, jesli pastwiska nieodwiedzone leza
w przedziale [i, j], a smok wykonuje k-ty lot. Pomijajac przypadki brzegowe,
nastepujaca rekurencja pozwala wyznaczy¢ tabelke w czasie O(n?):
d[i, j, k] = max(d[i + 1,7, k], d[i,j — 1,k],

max(0,afi] —k+1)+dli + 1,5,k + 1],

max(0,alj] —k+1)+d[i,j — 1,k +1]).
Widaé, ze problemy smoka sa dwa: ktére pastwiska wybrac i w jakiej kolejnosci
je odwiedzaé. Zalézmy, ze w pewnym optymalnym rozwiazaniu smok odwiedza
kolejno pastwiska o numerach i1, o, ...,%;. Poniewaz na kazdym z nich si¢ posili,
zatem afi;] > j, 1 w sumie zje A = Zle(a[ij] —j+1) owiec. A czy istnieje inna
kolejnosé, w ktérej moze on odwiedzaé te pastwiska? Zauwazmy, ze liczba owiec
z pastwiska i;, ktére nie zostana pozarte przez smoka, wynosi j — 1, zatem
W sumie nie pozre on (’;) owiec. Ale jesli smok nie bedzie latal kompletnie
bez sensu (tzn. nie bedzie ploszyl owiec na pastwiskach i1,...,4), to po j-tym
przelocie liczba owiec zmniejszy sie co najwyzej o k — j, zatem w sumie zmniejszy
si¢ co najwyzej o (g) Zatem, odwiedzajac pastwiska np. w kolejnosci od prawej
do lewej, smok zje co najmniej A owiec, czyli tyle, ile w rozwigzaniu optymalnym.

To pozwala nam uproéci¢ i przyspieszy¢ nasze rozwiazanie dynamiczne do
dzialajacego w czasie O(n?), rozwazajac jedynie przedziaty postaci [1, j]:

d[j, k] = max(d[j — 1, k], max(0,a[j] —k+1)+d[j — 1,k + 1]).
Sprobujmy podejsé do problemu jeszcze inaczej. Zatézmy przez chwile, ze smok
swoim lotem nie straszy owiec. Moze wtedy odwiedzaé pastwiska w dowolnej
kolejnodci, zatem naturalne jest, ze optaca mu sie zastosowaé strategie zachtanna
i zaczyna¢ od pastwisk, na ktérych owiec jest jak najwiecej. Niech iq,1s,..., %5
bedzie ciaggiem numeréw pastwisk uporzadkowanym nierosnaco wzgledem liczby
owiec, tzn. afi1] > aliz] > ... > a[i,]. Zachtanny smok pozre

A, = E?Zl max (0, ali] —j + 1)
owiec i bedzie ucztowal na pastwiskach iy, ..., 1, gdzie k jest ostatnim indeksem,
dla ktérego afix] — k 4+ 1 > 0. Ale, jak udowodniliémy wczesniej, odwiedzajac
pastwiska ze zbioru {41, ..., } w kolejnosci od prawej do lewej, smok pozre
co najmniej A, owiec i nie sploszy zadnej owcy z tego zbioru. Zatem A, jest
optymalna liczbg pozartych owiec, a do jej wyznaczenia wystarczy posortowac
dany na wejéciu ciag, co mozna zrobi¢ w czasie O(nlogn).

Okazuje sie, ze powyzsze zadanie mozna uogélnic¢, a rozwigzanie nadal bedzie
dziata¢. Jesli przedstawimy doline jako graf nieskierowany, w ktérym wierzchotki
oznaczaé bedg pastwiska, a krawedzie taczy¢ beda te z nich, pomiedzy ktérymi
moze przelecie¢ smok, to dostaniemy graf o jednej Sciezce. Mozemy wiec zamiast
niego rozwazy¢ dowolny graf nieskierowany. To bylo treécig zadania Godzilla

z Obozu Naukowo-Treningowego im. A. Kreczmara w 2010 roku.

Tomasz IDZIASZEK
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Nieopisany mangan

Tlen stanowi (objetosciowo) 0,209(4) ziemskiej atmosfery. Tlenu rozpuszczonego
w oceanach jest (wagowo) 120 razy mniej. Spalenie wszystkich znanych zasobdéw
wegla i weglowodoréw zredukowaloby stezenie tlenu w atmosferze tylko o okoto
80 punktéw bazowych, czyli do okoto 0,201 (rachunek ten nie uwzglednia jednak
weglowodoréw uwiezionych w tupkach) [1].

Caly czasteczkowy tlen jest ubocznym produktem fotosyntezy. Proces ten uwolnit
w ciagu dwdéch ostatnich miliardéw lat rzad wielkoéci wiecej tlenu, niz wynosza jego
obecne zasoby. Powstalo przy tym odpowiednio duzo materii organicznej, ktora
zostala uwieziona przede wszystkim w tupkach. Tlen ten w wiekszoéci zostal zuzyty
na utlenianie wietrzacych si¢ skat [1].

Mniej wiecej taki jak obecnie poziom stezenia tlenu zostal osiagniety okoto

550 milionéw lat temu, co odpowiada poczatkowi fanerozoiku (eonu), paleozoiku
(ery) i kambru (okresu). Poziom ten jest mniej wiecej staly przez caly ten (nadal
trwajacy) eon, choé¢ uczeni badaja i dyskutuja, co konkretnie to ,mniej wiecej”
oznacza i dlaczego sie utrzymuje. Niektére modele [2] wskazuja na podniesienie sig¢
stezenia tlenu do okoto 0,3 w karbonie (okoto 300 milionéw lat temu), wywolane
prawdopodobnie wyjatkowym rozwojem roslinnosci (z tego okresu pochodza znane
zloza wegla kamiennego).

Praktycznie caly tlen powstal poprzez rozktad wody przez sinice, zaréwno te
funkcjonujace samodzielnie, jak i te bedace organellami roslin — chloroplastami
(zgodnie z teorig endosymbiozy). Wiemy réwniez, ze choé¢ barwnikéw zdolnych do
wychwytywania fotonéw jest wiele, to pomyst Przyrody na rozktad wody

na czasteczkowy tlen oraz wodér (ktoéry jest od razu magazynowany gléwnie

w weglowodanach) jest tylko jeden. Tzw. kompleks rozktadajacy wode (ang. water
splitting complex lub ozygen evolving complex OEC), ktéry znajduje sie¢ w kazdym
tzw. foto-uktadzie II (ang. PS II) kazdego znanego fotosyntetyzujacego organizmu
na Ziemi, wykorzystuje atomy manganu, a konkretnie uktad (enzym) CaMn4Os.

Nie udato si¢ jeszcze w pelni wyjasnié, dlaczego akurat ten sposéb na rozktad wody
jest tak efektywny. Mangan jest metalem przej$ciowym (w tablicy Mendelejewa jest
pomiedzy chromem i zelazem, a nad nim jest technet). Jest do$¢ powszechnym
pierwiastkiem. W zwiazkach chemicznych wystepuje na 11. stopniach utlenienia
(od —3 do +7).

Katalizatory manganowe sa nieefektywne w wodzie o neutralnym pH. Okazuje sie, ze
kluczem do zwigkszenia ich reaktywnosci jest umozliwienie jednoczesnego odebrania
pary elektron-proton (ang. proton-coupled electron transfer PCET) w miejsce reakcji
dwustopniowej. Udalo sie to uzyskaé¢ poprzez dodanie pirydyny (lub jeszcze lepiej
dziatajacych jej pochodnych) jako akceptora protonu (wodoru). Dzigki temu
efektywnosé reakeji za pomoca elektrody MnO2 wzrosta o rzad wielkosci [3].

Nadal jednak jesteSmy daleko od zrozumienia, jak dziata enzym CaMn4Os.
Wiadomo, ze dzigki wykorzystaniu energii kolejnych fotonéw przechodzi cyklicznie
przez pigé stanéw oznaczanych od Sg do Ss. W kolejnych stanach atomy manganu sa
na coraz wyzszych stopniach utlenienia, az w koncu, powracajac do stanu Sp,
utleniaja tlen z czasteczki wody, zabierajac mu elektrony. Mozna by bylto sie temu
zjawisku przyjrzeé za pomoca promieniowania rentgenowskiego. Niestety,
promieniowanie to dezintegruje badany obiekt. Trudnos¢ te udalo sie przezwyciezyd¢,
wykorzystujac ultrakrotkie, femtosekundowe impulsy generowane przez tzw. laser

na swobodnych elektronach LCLS (ang. Linac Coherent Light Source) dzialajacy

w SLAC (Stanford, USA).

Fotografowany byt tzw. stan ciemny (S1) oraz stan po wzbudzeniu dwoma impulsami
zwyklego $wiatla (przypuszczalny stan S3). Wykonano okolo stu tysiecy takich
rentgenograméw. Ich statystyczna analiza po raz pierwszy pozwolita na uzyskanie
obrazu zmiany konfiguracji elektronowej badanego obiektu [4].

Publikacje [3] i [4] to tylko ostatnie dwa przyklady prac wglebiajacych sie w role
manganu dla zycia na naszej planecie. Badania te moga réwnoczesnie prowadzi¢ do
efektywniejszych metod pozyskiwania tzw. czystej energii.

Piotr ZALEWSKI
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Skroét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdlczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0séb, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdlowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 582, 583
Redagugje Elzbieta ZAWISTOWSKA

582. W érodku niewazkiego preta o dtugosci 21 przyczepiona jest mata kulka

o masie m. Pret porusza sie jak na rysunku 1. Koniec B preta porusza sie w kierunku
poziomym ze stalg predkoscia v, koniec A porusza sie wzdtuz pionowej $ciany.
Jaka sile reakcji wywiera pret na kulke, gdy tworzy z poziomem kat oo = /47

Termin nadsylania rozwigzaf: 30 XI 2014 583 Metalowy pierscien o promieniu ! i oporze R spada pod dzialaniem sity
ciezkoséci w polu magnetycznym. Wartoéé¢ wektora indukcji magnetycznej

w kierunku pionowym zmienia si¢ z wysokoScia zgodnie ze wzorem

B(z) = Bo(1 — ax), gdzie stala « jest dodatnia (rys. 2). Znalezé zalezno$é sity
N hamujacej ruch pierscienia od jego predkosci. Plaszczyzna pierScienia pozostaje
prostopadita do linii pola magnetycznego.

Rozwigzania zadan z numeru 1/2014

Przypominamy tresé zadan:

& @ . S . . . .
B 0 578. Ciato znajduje si¢ na desce nachylonej pod katem a do poziomu. Deska wykonuje podtuzne
oscylacje: jej predko$é zmienia si¢ z duzg czesto$ciag w sposéb przedstawiony na rysunku 3. Znalezé
Rys. 1 $rednig predkosé ciala, wiedzac, ze amplituda zmian predkosci wynosi vg, a wspdélczynnik tarcia cialta

o deske jest rowny p.

579. Reakcja jadrowa MN 4+ *He — 7O + 'p moze zachodzié, gdy energia kinetyczna czastek o
padajacych na nieruchome jadra azotu przewyzsza energie progows E, = 14,5 MeV. O ile energia
kinetyczna czastek o musi przewyzszac energie progowa, aby powstajace w wyniku reakcji protony
mialy zerowsa predkosé?

578. Deska drga z przyspieszeniem o wartosci a = 4&, gdzie T jest okresem drgan, a zwrot
wektora przyspieszenia zmienia si¢ co p6t okresu. W uktadzie zwigzanym z deska na ciato
dziata wzdtuz deski sktadowa sily cigzkos$ci mgsin «, sita bezwladnosci ma o zmiennym

g zwrocie oraz sita tarcia o wartosci umg cos a. Poniewaz érednia predkosé ciata wzgledem
deski jest stala, musi ono przez pewna cze$¢ okresu poruszaé sie w gore deski. Oznaczmy ten

czas przez t1. W czasie okresu ped ciala nie ulega zmianie:
mal  maTl

2 2
. Niech v1 oznacza maksymalna predkos¢ klocka wzgledem deski skierowana

Ap=0=mgTlsina +
Ttga

+ pmgti cos a — pumgta cos a, gdzie to =T — t1. Stad

o to—t1 =
w gore, a v2 maksymalng predkosé skierowana w doét. vi = ait1, gdzie
a1 = a+ gsina + pgcos o, v2 = asta, gdzie a2 = a + gsina — ugcos a. Poniewaz deska drga

z duza czestotliwodcig a =~ a1 ~ a2. Ustalona $rednia predkosé ciala
v _we—v1 _alta—1t1)  wotga

Rys. 2

vo 2 2 o
/\ 579. W rozwazanej reakcji energia jest pochlaniana, czyli energia reakcji
\/ A Q = (MmN + Ma — Mo — myp)c? jest ujemna. Podczas reakeji dziataja tylko sity wewnetrzne,

zatem ped calkowity ukladu nie zmienia sie. W uktadzie srodka masy, w ktérym ped
catkowity uktadu wynosi zero, minimalna energia kinetyczna rowna jest energii pochlonietej
2 2
.. Ho MaMNV . . - .
w reakcji: = —— = —, gdzie v jest predkoscia progowa czastki a:
Rys. 3 Ji Q= = e + ) & jest pre 4 Progows, cza

2
—14F
E, = % Otrzymujemy stad energie reakcji ) = EETE

—g

P Oznaczmy przez vo predkosé
padajacej czastki «a, a przez E, jej energie kinetyczna, gdy powstajace protony maja zerowsa
predkosé. Z zasady zachowania pedu: mqve = movo oraz z zasady zachowania energii:
Mav2 119E,

117

2
+Q= % otrzymujemy energie kinetyczna padajacej czastki a: Eq =

ktéra o 25 keV przewyzsza energie progowa.
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Zadania z matematyki nr 685, 686

Redaguje Marcin E. KUCZMA

VE1-44

685. Niech I = (0;1). Funkcje f,g: I — I spelniaja warunki: f jest $cisle
rosnaca, f(g(z)) = = dla « € I. Dowiedé, ze dla kazdej liczby naturalnej n

S ) o) <

686. Udowodni¢, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb naturalnych n, dla ktérych

Termin nadsytania rozwigzan: 30 XI 2014

réwnanie z2 4+ y? = n nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych x, y, réznych

od zera, ale ma rozwiazania w liczbach wymiernych z, y, réznych od zera.

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
675 (WT = 2,29) i 676 (WT = 1,94)
z numeru 2/2014

Andrzej Idzik Bolestawiec 44,04

Pawel Duch Bielawa 40,84
Wojciech Maciak Warszawa 39,65
Stanistaw Bednarek §Lo6dz 39,50
Tomasz Wietecha Tarnéw 34,36
Grzegorz Karpowicz Wroctaw 32,75

Pan Andrzej Idzik, znany Czytelnikom
Delty z réznych form aktywnosci,
zamyka swoja druga runde.

Udowodnié, ze

682. Liczby dodatnie x1, ..

Zadanie 686 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa
Rozwigzania zadan z numeru 5/2014

Przypominamy tres¢ zadan:

681. Mamy dwa stosy bierek. Dwaj gracze wykonujg ruchy na przemian. W jednym ruchu wolno:
usunaé jedng bierke (z dowolnie wybranego stosu); usunaé po jednej bierce z obu stoséw; przeltozyé
jedna bierke z jednego (dowolnego) stosu na drugi. Gra konczy sie, gdy wszystkie bierki znikng.
Wygrywa gracz, ktéry zdjal ostatnig bierke. W zaleznosci od licznosci stoséw w stanie poczatkowym,
ustali¢, czy i ktéry z graczy (rozpoczynajacy czy jego przeciwnik) ma strategie wygrywajaca.

=, spelniaja warunek

1
.. = 1.
14+ xq * 1+ z,
Vi + ...+ VvV, 1 1
YT T VI .

681. Gdy na kazdym stosie lezy parzysta liczba bierek, wéwczas kazdy ruch
powoduje, ze licznos¢ co najmniej jednego stosu stanie sie nieparzysta. Z takiej
sytuacji mozna jednym ruchem ponownie uzyska¢ stan: obie licznoéci parzyste.
Mozna przy tym wybraé taki ruch, ktéry zmniejsza taczna liczbe bierek w obu
stosach (jedyny typ ruchu, ktéry tego nie robi, to przelozenie bierki ze stosu
na drugi — ale wtedy ten sam efekt parzystosci mozna uzyskaé, zdejmujac

po jednej bierce z obu stoséw).

Stad wynika, ze stany typu obie parzyste to pozycje przegrywajace; pozostate
pozycje sa wygrywajace. Istotnie, ze stanu pierwszego typu kazdy ruch prowadzi
do stanu drugiego typu; stad zas istnieje ruch, przywracajacy stan obie parzyste
i zmniejszajacy laczna liczno$é (co gwarantuje, ze gra sie zakonczy).

Dostajemy odpowiedzZ: gracz rozpoczynajacy ma strategie zwycieska wtedy
i tylko wtedy, gdy na starcie liczba bierek w co najmniej jednym stosie jest

nieparzysta.

682. Mozna przyjaé, ze r1 < ... < Zp. Nieréwnos¢ dang
do udowodnienia przepisujemy w réwnowaznej postaci
T; + ) >n —_—.
n(7 )
Lewa strona nie zmieni si¢, gdy ja pomnozymy przez
liczbe 1, zapisana (zgodnie z zalozeniem) jako suma
odwrotnodci liczb x; + 1:

0 (S ) E )

i=1 i=1 i=1

Wystarczy teraz wykazaé, ze ciagi (ai,...,a,)
i(by,...,by) o wyrazach

iy Lo _ml o 1

ap =V, + —— = -

) i /—xi /—xi ) 4+ 1

sa odwrotnie uporzadkowane; nieréwnos¢ Czebyszewa

(X a;) (b)) > nd a;b; da wowcezas dowodzong teze ().
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Przyjelidmy, ze 21 < ... < z,, wiec ciag (b;) jest
nierosnacy; chcemy pokazad, ze ciag (a;) jest niemalejacy.
Funkcja f(x) = 22 + 2~'/2 maleje w przedziale (0;1)
oraz ros$nie w przedziale (1;00). Zatem fragment

ciagu (z;), ktéry lezy w przedziale (1;00), wyznacza
niemalejacy fragment ciggu o wyrazach a; = f(z;). Skoro
jednak >~ b; =1, to w przedziale (0;1) moze lezeé

co najwyzej jeden wyraz ciggu (x;), czyli liczba xy.
Pozostaje dowiesé, ze wowcezas f(x1) < f(x2).

7Z zalozenia Y b; = 1, wiec by + by < 1, skad (po prostym
przeksztalceniu) z1x2 > 1. Stad, ostatecznie,

1 1
f(932)—($1):\/a:7—\/a;71+\/72_\/71:

:(@—@)(1—@))0.

To koniczy dowdd nieréwnosci (x), réwnowaznej
7z teza zadania.



Merkury z promieniem okolo 2440 km jest
nieco tylko wigkszy od Ksigzyca, ale
mniejszy od najwiekszych ksiezycéw
Uktadu Stonecznego, Ganimedesa

i Tytana. Tak jak inne planety
wewnetrzne, sktada sie w wigkszosci

z metalicznego jadra okrytego krzemowsg
skorupg i ma jedynie sladowa atmosfere.

Prosto z nieba: O kurczacym sie Merkurym

Merkury jest stosunkowo stabo zbadang planeta Ukladu Stonecznego: dotychczas
poswiecono mu jedynie dwie misje satelitarne. Pierwsza z nich byl wystrzelony
w latach siedemdziesiatych XX wieku Mariner 10. W trakcie lotu do Merkurego
sonda NASA zbadala takze atmosfere Wenus, wykorzystujac przy okazji efekt
grawitacyjnej procy. Orbita Marinera 10 pozwolila na trzykrotne zblizenie

do Merkurego — podczas przelotéw zarejestrowano zaskakujaco silne pole
magnetyczne (jego pochodzenie jest wciaz nie do konica jasne) oraz wykonano
szczegdlowe zdjecia czesSci powierzchni planety.

Druga, wciaz aktywna misja, jest Messenger, wystany w kierunku Merkurego

w 2004 roku. Celem sondy jest fotograficzne skatalogowanie calej powierzchni.
Skorupa Merkurego, inaczej niz w przypadku Ziemi, nie sktada si¢ z paru
oddzielnych i zderzajacych sie ze sobg plyt tektonicznych, ale stanowi jednolita
strukture. Analiza bardzo dobrej jakosci zdje¢ wykonanych przez Messengera
pozwolita zbadaé¢ dokladniej zarejestrowane przez Marinera 10 interesujace
cechy powierzchni: przypominajace zmarszczki, ciagnace sie czasami przez setki
kilometréw granie skalne i pofaldowane skarpy. Dotychczas znanych jest prawie
6000 takich formacji. Sg to efekty kurczenia sie Merkurego, wywotanego powolnym
stygnieciem globu. Z szacunkéw wynika, ze promienh Merkurego zmniejszyt sie
od momentu narodzin, tj. w trakcie 4 mld lat, o mniej wiecej 6 km — poprzednie
dane sondy Mariner 10 sugerowaly warto$¢ znaczaco mniejsza (okoto 1 km).
Badania struktury powierzchni Merkurego sa bardzo cenne dla zrozumienia
ewolucji termicznej skalistych planet i ich wnetrz, co z pewnoscig przyda sie

w przysztych badaniach podobnych skalistych planet poza Ukladem Stonecznym.

Michat BEJGER

Niebo we wrzesniu

W pierwszy dzien wrzesnia przypada maksimum roju Aurygidéw — bedzie mozna
je obserwowaé w ciagu pierwszego tygodnia. Zrédlem meteoréw jest kometa
Kiessa (C/1911 N1) o okresie orbitalnym okoto 2000 lat. Zjawiska meteorytowe
zwigzane z Aurygidami sg nieprzewidywalne i krotkie; zdarzaja sie lata,

w ktérych réj byt praktycznie nieaktywny. Najbardziej obfity ostatnio byt

w roku 2007, gdy obserwowano okoto 100 zjawisk na godzine, w tym wiele bardzo
jasnych, najczesciej jednak jest ich mniej, rzedu 10 na godzing. Radiant

w gwiazdozbiorze Wolarza oznacza, ze obserwacje nalezy rozpoczaé¢ po péinocy,
gdy gwiazdozbior pojawi sie nad wschodnim horyzontem. Na cale szczescie
Ksiezyc bedzie juz w tym czasie pod horyzontem (pierwsza kwadra 2 IX,

pelnia 9 IX, néw 24 IX).

Wrzesien sprzyja obserwacji Merkurego: bedzie on widoczny po wschodniej
stronie Stonca w gwiazdozbiorze Panny, a 22 IX znajdzie si¢ w maksymalnej
elongacji (oddaleniu od Stofica), z jasnoscia okolo 0,2"™. Srodek nocy oraz
poranek jest odpowiednim czasem do obserwacji Jowisza, ktory swieci obecnie
bardzo jasno (—1,7™) w gwiazdozbiorze Raka. Posiadacze teleskop6w moga
Sledzié¢ zakrycia ksiezycow przez czesciowo oswietlong przez Stonce planete.
Niestety, wrzesien nie obfituje w ciekawe bliskie, widoczne z Polski koniunkcje,
do obserwacji pozostaje nam jedynie spotkanie Saturna (1,4, Waga), cienkiego
sierpa Ksiezyca, Antaresa oraz Marsa (0,8™, Skorpion) nisko nad zachodnim
horyzontem w dniu 28 IX (bliskie przejscie Ksiezyca w poblizu Saturna,

w odleglosci 0°40’, bedzie, niestety, niewidoczne w Polsce — nastapi, gdy oba
obiekty beda znajdowaé sie pod horyzontem).

Koniec lata i poczatek astronomicznej jesieni nastapi 23 IX. Od tego momentu
dzien staje sie krotszy od nocy — na przekédr jesiennej depresji wydluzajaca sie
noc powinna jednak cieszy¢ astronomow, dajac im wiecej czasu na obserwacje.

M.B.
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Twierdzenie Pascala Joanna JASZUNSKA

Twierdzenie Pascala (TwP) orzeka, ze jesli szesciokgt ABCDEF jest wpisany
w okrgg, to punkty ABN DE, BCNEF, CDNFA sq wspétliniowe (rys. 1),
gdzie kN1 to punkt przecigcia prostych k i l. Jest ono prawdziwe rowniez dla
szesciokatow, ktorych pewne boki si¢ przecinaja lub pewne wierzchotki pokrywaja.
Przez AA rozumiemy wtedy prosta styczna do rozwazanego okregu w punkcie A.

W tym artykule zakladamy, ze wszystkie rozwazane punkty przeciecia prostych
istnieja, ale TwP mozna uogdlnié¢ réwniez na pozostate przypadki. Ponadto,
okrag mozna zastapi¢ przez dowolna krzywa stozkowa.

1. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw BC, CA, AB
odpowiednio w punktach D, E, F. Udowodnij, ze punkty X = BC N EF,
Y =CANFD, Z= ABN DEFE leza na jednej proste;j.

2. Na czworokacie ABC D, ktéry nie jest trapezem, opisano okrag. Wykaz, ze
punkty T'= ACN DB, U =AANDD, W = BBNCC leza na jednej proste;j.

3. Punkty A, P, C, @, B leza w tej kolejnosci na tuku okregu O. Na odcinkach
AC' i BC wybrano takie punkty odpowiednio X i Y, ze < XPC+ <Y QC = 180°.
Wykaz, ze wszystkie otrzymane w ten sposéb proste XY (przy ustalonych
punktach A, P, C, Q, B) maja punkt wspdlny.

4. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC = BC, i takie punkty K i L w jego
wnetrzu, ze X KAC = S LBA oraz < K BC = X LAB. Udowodnij, ze punkty

C, K, L sa wspolliniowe.

Rozwiazania

R1. Z TwP dla szesciokata DDEEFF (rys. 2), punkty DDNEF = X,
EENFD =Y oraz FFNDE = Z sa wspoélliniowe. [J

R2. Niech S = BANCD (rys. 3). Z TwP dla szeéciokata AACDDB, punkt
AAN DD = U lezy na prostej wyznaczonej przez punkty AC N DB =T oraz
CDNBA=S.7Zkolei z TwP dla BBACCD, punkt BBNCC =W takze lezy
na prostej wyznaczonej przez punkty BANCD = S oraz ACNDB=T.0

R3. Z warunku < X PC' 4+ <Y QC = 180° wynika, ze punkt R = PX N QY lezy
na okregu O (rys. 4). Z TwP dla szedciokata AC BPR(Q) uzyskujemy
wspotiniowosé punktéw AC N PR = X, CB N RQ =Y oraz niezaleznego

od X i Y punktu Z = BPNQA, co koniczy dowdd. O

R4. Oznaczmy X = AK N BL oraz Y = AL N BK (rys. 5). Z réwnoramiennosci
trojkata ABC oraz danych réwnosci katéw wynika, ze ¥ X AY = < XBY.
Poniewaz oba punkty A, B leza po tej samej stronie prostej XY, oznacza to, ze
punkty A, B, X, Y leza na jednym okregu.

7 twierdzenia o stycznej i cigciwie oraz z réwnosci < K AC = < LBA, okrag ten
jest styczny do prostej AC; analogicznie jest on styczny do BC. TwP dla
szesciokata AAX BBY daje zadana wspolliniowosé punktéw AAN BB = C,
AXNBY =Koraz XBNYA=L.01O

Zadania domowe

5. Okrag O jest styczny do okregu O’ opisanego na tréjkacie ABC w punkcie S,
a do bokéw AC' i BC odpowiednio w punktach D i E. Wykaz, ze érodek okregu
wpisanego w trojkat ABC jest srodkiem odcinka DE.

Wskazdéwka. Niech proste SD, SE przecinaja okrag O’ odpowiednio w drugich
punktach K i L. Warto rozwazy¢ TwP dla sze$ciokata ACBKSL.

6. Punkt F' lezy na boku DFE pieciokata wypuklego ABCDE, przy czym
IFAC = <DBC oraz < FCA = X EBA. Wykaz, ze XBAE + <xBCD = 180°.

Wskazowka. Niech X = AFNBD,Y =CFNBE, Z=AENCD.

7. Uzasadnij poprawnosé¢ konstrukeji opisanej w Malej Delcie w lutym 2014 r.
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