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O obrotach figur ptaskich

W 1641 roku ukazaly sie Centrobaryca Paula Guldina, a w nich twierdzenie
znane dzi$ jako reguty Guldina. Oto ono.

Jesli figure plaskg F o polu P i obwodzie d bedziemy obracali wokdl osi
niemajqcej punktow wspolnych z wnetrzem F i lezZgcej w tej samej co ona
plaszczyinie, to powstala bryla bedzie miata objetosé 2wsP i pole powierzchni
2wsd, gdzie s i § to, odpowiednio, odlegto$é srodka ciezkosci pola i Srodka
ciezkosci brzegu F od osi.

Guldin uzasadnil je, sprawdzajac, ze z objetoscia tak jest, gdy obracamy
prostokat o boku rownoleglym do osi obrotu, a z polem powierzchni — gdy
obracamy odcinek.

b o S1_______ _:
s ! d s 1
-
| _
1 ./_ ________ S2_ . __ _:
1
Z obracania prostokata otrzymamy walec o promieniu s + b/2 Z obracania odcinka otrzymamy stozek Sciety (lub walec) o polu
z wycigtym walcem o promieniu s — b/2, czyli bryte o objetosci powierzchni bocznej
2 2 5 5
ma(s +b/2)" — ma(s — b/2)" = nd(51 + 52) = 2rd— ;“ %2 _ orad.

=ma(s+b/24+s—b/2)(s+b/2 — s+ b/2) = 2wsab.

A potem stwierdzil, Zze pole powierzchni mozna z dowolna dokladnoscia
przyblizy¢ prostokacikami, a obwod odcineczkami i sprawdzil, ze érodki ciezkosci
przy takim przyblizaniu zachowuja si¢ jak nalezy.

W niektérych ksiazkach mozna znalez¢ uogdlnienie regut Guldina, ktére
przypisuje sie zyjacemu 1300 lat wczedniej Pappusowi. W mysl tego uogélnienia
mozna nie tylko méwié o obrotach, ale tez o dowolnym ruchu. Wtedy we wzorach
nalezy zastapié¢ 27s i 278, odpowiednio, przez droge srodka ciezkosci powierzchni
i droge $rodka ciezkosci brzegu F.

Faktycznie, np. dla przesuniecia w kierunku prostopadlym do plaszczyzny
figury F tak jest. I jeszcze w bardzo wielu przypadkach. Ale twierdzenia
matematyki musza by¢ spelnione we wszystkich dopuszczonych przez zalozenia
sytuacjach. A tu tak nie jest.

Czytelnik Ambitny znajdzie przyklady przeczace tak $mialemu uogélnieniu,
a nawet wskaze, jak nalezaloby wzmocnic¢ zalozenia, by uogdélnienie uratowac.
Mniej ambitny znajdzie odpowiedZ w numerze.

A my wrécimy do oryginalnych regul Guldina, by obliczy¢ objetosé i pole
powierzchni torusa. Torus to bryta powstala w wyniku obracania kota wokot
prostej lezacej w jego plaszczyznie i niemajacej z tym kotem punktéw wspdlnych.
Srodek cigzkosci powierzchni kola jest tez srodkiem ciezkoéci ograniczajacego je
okregu — to srodek kola (gdyby bylo inaczej, obracajac kolo, otrzymaliby$my
wiele srodkéw ciezkosci). Zatem (patrz rysunek) s = s = R, pole obracanego kola
to mr?, a dlugo$é ograniczajacego je okregu to 27r. Mamy wiec

Viorusa = 27 Rmr? = 212 Rr?,  Siorusa = 2 R27r = 472 Ry

A na zakonczenie zagadka: przyjrzyjmy sie pétkolu — czy blizej odcinajacej je
$rednicy lezy Srodek ciezkosci powierzchni potkola, czy tez ograniczajacego je
polokregu? Zapytajmy o to kolegéw, a sami obliczmy.

Z obracania pétkola wzgledem odcinajacej go $rednicy otrzymujemy kule — jej

objetosé to 3777"3, a pole powierzchni to 47r2. Z regut Guldina mamy wiec

4 1
i —mrd = 2xs—7r?, zatem s= —r,
3 2 3T
Anr? = 2nsnr, zatem §= —r.

™
A wigc Srodek cigzkosci potkola lezy blizej srednicy niz érodek potokregu.
Czy koledzy zgadli?

Marek KORDOS
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Czegéciej zapisujemy H jako

— Zn P log(pi), réwnowaznie, ale,
i=

moim zdaniem, mniej dydaktycznie.

Korzystanie z logarytmu o innej
podstawie, np. logarytmu naturalnego
powoduje przemnozenie wyniku przez
stalg, a zatem odpowiada tylko zmianie
jednostek: In(z) = In(2) log,(z). Np. dla
podstawy e jednostka jest nit.

Czytelnikowi, ktéry zastanawia sig, czy
owe dane sa niezalezne, polecam zapoznadé
sie z http://bit.ly/dating-zodiac.

Czytelnik Wnikliwy moze sprawdzié, ze
— log Z?_l p? réwniez ma opisang obok
wlasnosé addytywnoéci. Ma jg takze cala
rodzina entropii Rényiego, bedacych
uogdblnieniem entropii Shannona,

przy czym nie maja one interpretacji
jako informacja.

Prawdopodobienstwo a informacja
Piotr MIGDAL"

Filozof moze sie zadowoli¢ tym, ze ,wie, ze nic nie wie”. Fizyk zas potrzebuje
wiedzie¢, ile nie wie.

Pojecie entropii ma swoje zréodto w termodynamice i jest zwiazane z tym, jak
bardzo nie znamy dokladnego mikrostanu uktadu. Tylko gdy wiemy o nim
wszystko, mozemy w pelni wykorzystaé¢ jego energie, przeksztalcajac ja na inne
formy. Gdy nie — czgs¢ energii pozostaje niejako uwieziona.

Entropia jest réwnie cenna w teorii informacji — pozwala Scisle zmierzy¢, jak
dobrze mozemy skompresowa¢ dang wiadomo$¢ oraz jak bardzo mozemy
niwelowaé szum przy jej przesytaniu. Przydaje sie¢ ona réwniez jako miara
losowosci i korelacji w réznych narzedziach statystycznych.

O ile entropia jest uzywana w jezyku potocznym jako chaos i nieuporzadkowanie,
to sama wielko$¢ (a konkretniej, entropia Shannona) jest $cisle okreslona
nastepujacym wzorem:

(%) H(pi,....pn) —Zilpilog <;>

gdzie p1, ..., p, sa prawdopodobienstwami mozliwych wynikow przeprowadzanego
eksperymentu. Bedziemy uzywaé logarytmu o podstawie 2, co odpowiada
mierzeniu entropii w bitach. Powyzszy wzér ma wiele zastosowan i interpretacji.

Ale zanim do nich przejdziemy, spdéjrzmy na kilka prostych przyktadéw. Gdy
mamy jedna mozliwo$é, entropia wynosi 1log(1) = 0 — wszak nie ma tu miejsca
na losowosé. Gdy rzucamy uczciwg moneta, entropia to %log(Z) + %log(Q) =1.
Entropia jest najwieksza, gdy dla ustalonej liczby zdarzen wszystkie sa
réwnoprawdopodobne — wtedy wynosi ona log(n). Dla kostki do gry z 6 $cianami
to log(6) = 2,6.

Warto pamietaé, ze entropia jest zawsze miara niewiedzy. Stad np. kostka,
na ktoérej widzimy wyrzucone dwa oczka, ma entropie zero. Dowiadujemy sie
doktadnie tyle, o ile entropia zmalata, tu:

111111
<6’ 88 6) H(0,1,0,0,0,0) = log(6) — log(1) =~ 2,6.
Gdyby kto$ nam powiedzial ,wypadlo jedno, dwa lub trzy oczka”, nasza wiedza
koncowa bylaby niepelna i dowiedzieliby$my sie log(6) — log(3), czyli 1 bit
informacji.

Dlaczego potrzebujemy w tym wzorze logarytmu? Gdy mamy dwa niezalezne
zdarzenia, chcemy, by ich entropia byla suma entropii sktadnikéw. Powiedzmy, ze
chcemy dowiedzie¢ sig, jaki jest znak zodiaku naszego obiektu westchnien oraz
czy nas kocha. Nie powinno graé roli, czy dowiemy si¢ jednej informacji naraz czy
po kawatku. Oznaczymy prawdopodobienstwa znakéw zodiaku jako py, ..., p12
oraz uczucie do nas jako qi, ¢2. Tym samym prawdopodobiefistwa poszczegdlnych,
niezaleznych zdarzen to iloczyny p;q;. Zatem jak jest z entropig?

D> gy log(1/(pig)) = Y > pig;(log(1/ps) +log(1/g;))

i=1 j=1 i=1 j=1
12 2 12 2
=3 pigilog(1/p:) + > pigjlog(1/q;)
i=1 =1 i=1 j—1

12 2
= pilog(1/p:) + Y _ q;log(1/qy),
i=1 j=1
zatem entropia niezaleznych zdarzen dodaje sie. W szczegdlnosci: n rzutéw

uczciwg moneta to n bitéw entropii.

Na wzor na entropie Shannona mozna patrzeé rowniez jak na srednia uzyskana
informacje. Zobaczmy to na przyktadzie gry w dwadzie$cia pytan, w ktérej jedna
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L. .}

Rozwigzanie zadania M 1475.

Poniewaz ¢ jest réznowartosciowa, to dla

kazdego k > 1 spelniona jest nieréwnosé
K

Z¢>(¢)>1+2+M+Ag

i=1

Oznacza to, ze liczby

.
s = Z(w) —9)

sa nieujemne. Niech a; = ¢(i) — i oraz
b; = 1/'1',2A Stosujac przeksztalcenie
Abela, otrzymujemy réwnosé
a1by + asbs + ...+ anb, =
= ai1(by —b2) + (a1 + az)(ba — bs) +
+ (a1 +az +az)(bg —bs)+ ... +
+(a1r+...+apn—1)(bn-1 —bn)+
+(a1+ ... +an)by, =

n—1

= E si(bi —bix1) + spbn.

i=1
Prawa strona tej réwnosci jest
nieujemna, zatem lewa tez. Stad
bezposrednio wynika teza.

0 . . . . :
0 02 04 06 08 10

Entropia przy dwéch mozliwosciach,
H(p,1— p), np. rzutu nieuczciwag moneta
(p to prawdopodobiefistwo orta) lub
odpowiedzi na pytanie (p to
prawdopodobienistwo ,tak”). Maksimum,
réwne 1 bitowi, osigga dla p = 1/2.

Pozwole sobie zacheci¢ Czytelnika do
doswiadczalnego zmierzenia

(na znajomych) entropii pytan oraz
entropii pomyslanych obiektéw.

Odpowiedz na pytanie ze strony 1

Nie spelnia rzekomej reguly Pappusa
np. kolo obracane wzgledem swojej
$rednicy — poniewaz $rodek ciezkodci

nie rusza sig¢, kula musialaby mie¢
zaréwno objetosé, jak i pole powierzchni
réwne zeru.

Wystarczajacym zalozeniem, by regula
Pappusa byla twierdzeniem, jest
wymaganie, by podczas ruchu zaden

z punktéw nie byl odwiedzony
dwukrotnie.

osoba wymysla jakas rzecz, a druga ma za zadanie zgadnaé, o co chodzi, zadajac
po kolei pytania na ,tak” lub ,nie”. Mozna si¢ zastanowié, czy warto zadawaé
pytania, ktére sa z grubsza pél na pél (np. ,,Czy to jest zywe?”), czy tez takie,
w ktorych jest niewielka szansa, ze duzo sie rozjasni (np. ,,Czy to element
bizuterii?”).
Powiedzmy, ze na starcie jest m mozliwych obiektéow i kazdy z nich jest
rownoprawdopodobny. Jesli zadamy pytanie, dla t obiektéw odpowiedzig jest
Stak”, dla m — t pozostalych — |nie”. Wiaze sie to bezposrednio
z prawdopodobienstwami odpowiedzi:

t m—1

Ptak = —, Pnie = .
m m

Zatem po uzyskaniu odpowiedzi zbiér mozliwych obiektow zmniejsza sie¢ do piaxm
albo ppiem. Po zadaniu dwéch pytan (dla uproszczenia przyjmujac, ze po zadaniu
pierwszego drugie ma to samo prawdopodobienstwo udzielenia twierdzacej
odpowiedzi) dostajemy 4 mozliwoSci: PrakPrak™s PnicPtakM, DtakPnie albo
PniePniem- Wygramy w sytuacji, gdy po ilus pytaniach zredukujemy liczbe
mozliwosci do tylko jednej. O ile moze by¢ w tym troche szczescia, to przy
wigkszej liczbie pytan (a mamy do dyspozycji ich az 20), mozemy $ledzié, co sie
Srednio stanie. Skoro przy dodawaniu kolejnych pytan prawdopodobienstwa sie
mnoza, to wielkoscia, ktéra chcemy usredniaé, jest wspomniany logarytm
prawdopodobienstwa. Po jednym pytaniu dostajemy

)

nie ’

1
+ DPnie 10g
DPtak b

— to samo co (). Po zadaniu k pytan dowiadujemy sie srednio kH bitéw
informacji. Wielko$¢ ta to Zp plog(1/p), gdzie p jest prawdopodobienstwem
uzyskania poszczegdlnego ciggu odpowiedzi. Jedli jej warto$é dojdzie do log(m),
to $rednio p = 1/m, a zatem liczba mozliwych obiektéw zostanie zredukowana
do jednej, czyli: zgadliémy! Gdy zadamy pytanie pdf na pdl, to niezaleznie

od odpowiedzi dowiadujemy sie log 2 czyli 1 bit informacji. A co gdy, powiedzmy,
zadamy pytanie, na ktore prawdopodobienstwo odpowiedzi ,tak” jest réwne tylko
1/10007 Jest niewielka szansa, ze dowiemy sie bardzo duzo (log(1000) = 10), ale
najprawdopodobniej dowiemy si¢ niezbyt wiele. A sumarycznie, bedzie lepiej czy
gorzej? Zobaczmy!

1 1
0,001 log<) +0,999 10g(0999> ~ 0,0100 + 0,0014 = 0,0114,

H(ptalmPnie) = Ptak log(

0,001
czyli bardzo niewiele! Zreszta, pdt na pol srednio dostarcza najwiecej informacji —
patrz wykres na marginesie.

Entropia jest tez mocno zwiazana z tym, jak dobrze potrafimy skompresowaé
dane. Podstawowe twierdzenie Shannona méwi, ze jesli mamy ciag n liter, kazda
niezalezna od innych i z entropia H, to nie mozemy ich skompresowaé¢ do dtugosci
krétszej niz nH. Choé stoja za tym pewne szczegbly techniczne, gtéwna idee
mozna oddaé, zliczajac ciagi. Liczba stéw o dtugoéci n z alfabetu z d literami to
d™ = 271°8(d) | Jedli chcieliby$my zakodowaé owe stowa za pomoca zer i jedynek
tak, by kazde stowo miato swéj kod binarny, potrzebujemy m = nlog(d) bitéw.
A co, jesli nie wszystkie litery sa réwnie czesto uzywane?

Gdy przesytamy wiele liter, niektére ciagi stana sie skrajnie mato prawdopodobne.
Dla ustalenia uwagi, zrébmy to na ciagu z zer i jedynek, z prawdopodobienstwami
p i ¢q, odpowiednio. Typowy ciag o dlugosci n bedzie mial np zer i ng jedynek.
Prawdopodobienstwo tego ciaggu to p™Pq™¢. O ile, rzecz jasna, czesto mozna
otrzymad ciagi z mniejsza lub wieksza liczba zer i jedynek, to czym dtuzszy

ciag, tym udzial zer i jedynek bedzie si¢ bardziej zblizal do p i ¢, odpowiednio;
innych ciagéow jest skrajnie niewiele. Skoro typowe ciagi sa mniej wiecej
rownoprawdopodobne, a catkowite prawdopodobienstwo musi sie sumowaé

do jednosci, to liczba tych typowych ciagéw to okoto p~"P¢~"4. Czyli potrzebujemy

= nios(2) < 1)

bitow do ich opisu. Przy obliczaniu prawdopodobienstwa jesteSmy dos¢ liberalni
— wszak np. dla p = 0,8 i ¢ = 0,2 zamiana nawet jednego znaku zmienia
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Na zachete (gzip, kody i poezja): prawdopodobienstwo o czynnik 4. Niemniej, jest to kompensowane przez niewielkie

http://jvns.ca/blog/2015/02/22/
how-gzip-uses-huffman-coding/.

zmiany n (czasem potrzeba kilku mniej lub wiecej bitéw do zakodowania owego

Dla zainteresowanych: J. Thomas, ciggu). Innymi stowy, liczba typowych ciagéw zer i jedynek rosnie jak 27,

T. Cover, Elements of Information

Theory. Zastosowania? Zobaczmy, jak dobrze mozna skompresowaé tekst!
W jezyku polskim uzywa sie 35 liter (wliczajac q, x i v z zapozyczonych

czestosé wystepowania [%)]
o — [V w = ot D ~ [ee] ©o

aioeznrwstcykdpmujlltbgehaoz§éfnqzvx

Czestosé wystepowania liter w jezyku polskim,

sléw). Jednak niektére litery wystepuja znacznie czesciej niz inne,

np. a stanowi 9% liter, podczas gdy z — tylko 0,06%. Mozemy obliczy¢,
ze entropia liter to 4,56 bitéw. Dla poréwnania, taka sama entropie jak
litery w jezyku polskim miatby hipotetyczny jezyk z tylko 24°6 ~ 24
rowno wystepujacymi literami. Ale jak to sie ma do kompresji?

Poréwnujac entropie z log(35), mozemy zobaczy¢, ze, gdy znamy
“““ czestos$é znakow, potrafimy skompresowaé tekst do 89% objetosei.

W praktyce kompresja tekstu jest znacznie lepsza — zaréwno dlatego, ze
nieskompresowany znak zwykle zajmuje 8 bitéw (tu mozemy

: Lerrrr  kompresowaé do 57%), jak i to, ze znaki nie sa losowe, tj. lacza sie

w sylaby, stowa, a te — w teksty, ktére czesto uzywaja podobnych stéw.

na podstawie Korpusu IPI PAN. Jako autor wiem, ze ten tekst byl skompresowany, ale, mam nadzieje,
przekazatl jakas informacje o entropii.

7. Miedzynarodowy Turniej Fizykow

W dniach 6-11 kwietnia 2015 roku Wydzial Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego byl gospodarzem
prestizowych zawodéw 7. Miedzynarodowego Turnieju
Fizykéw, w ktérym braly udzial reprezentacje 11 krajow
z catego $wiata. Turniej wygrala reprezentacja Ukrainy
z Charkowskiego Uniwersytetu Narodowego

im. Wasyla Karazina, drugie miejsce zajeli studenci
Duniskiego Uniwersytetu Technicznego (DTU), a trzecie
reprezentacja Francji z Ecole Polytechnique.

Miedzynarodowy Turniej Fizykéw to zawody skierowane
do studentéw, majace na celu rozwoj naukowy
uczestnikéw przez prace w grupie, tworzenie prezentacji
naukowych, ich wygtaszanie, merytoryczne krytykowanie
oraz odpieranie krytyki.

W tym roku studenci z Chin, Danii, Francji, Iranu,
Rosji, Singapuru, Szwecji, Szwajcarii, Ukrainy,
Wielkiej Brytanii i Polski przez caly rok poprzedzajacy
zawody rozwiazywali 17 niecodziennych probleméw
fizycznych, np. czy mozna woltomierzem okresli¢, czy
ziemniak jest juz ugotowany, dlaczego wstazka, po ktérej
przeciagnie sie ostrzem, zaczyna sie skrecaé¢ albo jak
zmienia si¢ kolor kamieni, gdy spadnie na nie deszcz.
Zawody maja forme specyficznej konferencji naukowej,
a poszczegdlne druzyny odgrywaja role referentéw,
oponentéw i recenzentéw. Wybrany sposrod cztonkéw
druzyny referent prezentuje zagadnienia wybrane przez
druzyne oponentéow. Nastepnie po wygloszonej
prezentacji rozpoczyna sie dyskusja, w ktorej oponenci
wskazuja mocne i stabe strony prezentacji, punktuja

niescistosci, dazac do lepszego zrozumienia omawianego
rozwigzania. Nastepnie recenzenci oceniaja dyskusje,
wskazuja, ktére aspekty prezentacji zostaly nalezycie
przedyskutowane, ktore zostaly niestusznie pominiete,
a ktére fragmenty wymagaly wiekszej uwagi. Po okolo
godzinnej zacietej dyskusji, w ktérej nie brak kasliwych
uwag i cietych ripost, jury zaczyna zadawa¢ dociekliwe
pytania wszystkim wystepujacym na polu walki,

a na koniec wystawia oceny. Po krétkiej przerwie
druzyny zamieniajg sie rolami i zaczyna sie kolejna
rozgrywka. Zawody sa niezwykle emocjonujace, o czym
Swiadczy to, ze wielu widzow, ktorzy przyszli tylko

na moment, zeby zobaczy¢, na czym polega Turniej,
zostawalo do konica zawodow.

Nieskromnie méwiac, zagraniczni goscie byli

pod wrazeniem nowej siedziby Wydziatu Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego oraz poziomu organizacji
Turnieju. Poza zawodami uczestnicy, dzieki wspolpracy

z Urzedem M. St. Warszawy, Tramwajami Warszawskimi,
Fundacja Universitatis Varsoviensis i Kancelaria
Prezydenta RP, mieli mozliwosé zwiedzania muzedw,
Warszawy, poznawania miasta podczas pieszych
spaceréw oraz przejazdzek tramwajem, a takze ogladania
nocnej panoramy Warszawy z XXX pietra Patacu
Kultury. Miedzynarodowy Komitet Organizacyjny uznal,
iz wyznaczone zostaly nowe standardy organizacyjne
Turnieju: byt to najlepiej zorganizowany Turniej w historii,
co nie byloby mozliwe bez wsparcia ze strony spotecznosci
Wydziatu Fizyki oraz prorektora Uniwersytetu
Warszawskiego, profesora Alojzego Nowaka.

Jan Stefan BIHALOWICZ



Gruba soczewka

Filip CZERMINSKI, Marlena MACKOWIAK, Antoni NUSZKIEWICZ,
Kacper RACIBORSKI, Pawet SUCHOMSKI, Pawet SZCZYPKOWSKI,
Jan BIHAEOWICZ, Piotr PODLASKI

Ztosliwy chochlik w numerze 10/2015
przekrecit nazwisko pana
Antoniego Nuszkiewicza. Przepraszamy.

Butelka wypelniona ciecza moze dziataé¢ jak soczewka. Niektorzy sadza, ze taka
butelka moze by¢ niebezpieczna, jesli zostanie pozostawiona na stole w stoneczny

Redakcja  dzien. Czy mozna uzy¢ takiej ,soczewki” do wywolania samozaptonu réznych

Rozwigzanie zadania M 1476.
Zauwazmy, ze suma liczb napisanych
na tablicy zmienia sie w ciggu ruchu
o0 2a + 2b — 2¢, czyli o liczbe parzysta.
Stad parzystos¢ sumy liczb napisanych
na tablicy nie zmienia sig¢, wigc

nie mozemy uzyskaé tréjki 20, 21, 24.

Ten niezmiennik nie rozstrzyga
odpowiedzi na drugie pytanie, ale
nietrudno sprawdzié¢, ze wartosé

a? + b2+ % — 2(ab + bc + ca)

nie zmienia sie przy zamianie ¢ na

2a + 2b — c. Poniewaz dla tréjki
11,12,13 ta warto$¢ wynosi —428, a dla
tréjki 20,21, 23 wynosi ona —1356, to
réwniez tej tréjki nie mozemy uzyskaé
na tablicy.

Rys. 1. Symulacja pokazujaca bieg
promieni przez wypelniong woda szklang
butelke.

Fot. 1

substancji? W listopadzie 2012 roku w tygodniku Newsweek Polska pojawila sie
interesujaca wiadomosé — w sklepie monopolowym w Burnsville w amerykanskim
stanie Minnesota wybuchl pozar. Informacja ta nie dotartaby z pewnoscig az

za ocean, gdyby nie fakt, ze ogien zostal wzniecony przez wysokoprocentowy
alkohol. Oczywiscie posrednio — tekturowa konstrukcja, na ktorej ustawione byty
butelki z wodka, zostala podpalona przez promienie stoneczne wpadajace prosto
przez okna sklepu, a nastepnie skupione przez butelki wypelnione
przezroczystym trunkiem. Cala sytuacja zostata udokumentowana przez kamery
sklepowe. Owa informacja prasowa wywotata wsréd polskich internautéw,
zaznajomionych z trescia artykulu, fale watpliwosci wyrazong w komentarzach.
Czy to mozliwe? — pytali. A przeciez tatwo to sprawdzi¢ w warunkach
domowych, trzeba tylko przypomnieé¢ sobie to i owo ze szkolnych lekcji fizyki.

W naszym zagadnieniu butelka spelnia role grubej soczewki, ktéra skupia
w okreslonym obszarze o$wietlajace ja promienie $wiatla stonecznego. Owe
promienie nie skupiaja sie w jednym punkcie (jak mialoby to miejsce
w przypadku idealnej, cienkiej soczewki) m.in. z powodu aberracji sferycznej,
czyli faktu, iz soczewka, ktérej rozmiary liniowe sg poréwnywalne z ogniskowa,
nie moze by¢ przyblizana przez paraboliczne powierzchnie zalamujace (innymi
slowy, nie mozna stosowaé przyosiowego przyblizenia do opisu biegu promieni).
Znajac prawo zalamania na granicy osrodkdw,

Sin 6,41 ni

Sinfpaa o’
taczace kat padania 0p,q 1 kat zatamania 0,1 ze wspdtczynnikami zatamania
oérodkéw, ny i ng, nietrudno przygotowaé symulacje biegu promieni Swiatla
przez wypelniona woda szklana butelke o danej grubosci Scianek (rys. 1).

Dzieki skupieniu $wiatta za pomoca grubej soczewki uzyskujemy duze natezenie
o$wietlenia w pewnym obszarze znajdujacym sie za butelka. Jezeli umieécimy
tam powierzchnie zdolna do absorbowania promieniowania, to padajace na nia
Swiatto bedzie sie czesciowo od niej odbijaé, a pozostala jego czesé zostanie
przez te powierzchnie zaabsorbowana i przeksztalcona w energie cieplna.

W wyniku takiego ogrzewania po pewnym czasie powierzchnia moze osiagnaé
temperature samozaptonu.

Skoro wiemy juz co nieco o teorii rozwazanego zjawiska, mozemy
przystapi¢ do opisu naszych doswiadczen. Zbadaliémy dzieki nim
wplyw parametréow rozwazanego uktadu fizycznego — rozmiaru,
gruboéci $cian butelki oraz zawartosci butelki — na mozliwosé
ogrzania i podpalenia powierzchni przez skupiane za pomoca
tego uktadu $wiatto.

Aby sprawdzi¢, czy mozliwe jest podpalenie powierzchni

za pomocg mocnego Swiatla stonecznego (odpowiadajacego
strumieniowi mocy okoto 0,5 kW /m?) oraz butelki wypelnionej
ciecza, przeprowadziliémy doswiadczenie przedstawione

na fotografii 1. Na papierze gazetowym zamalowaliSémy czarnym
markerem prostokat, co zwiekszyto ilosé energii pochtanianej
przez papier, i skierowaliémy na niego Swiatto skupione przez
karafke z woda. Juz po chwili pojawil sie dym, a po kilku
sekundach gazeta zaptonela.

Pozostalto zbadaé, jakie parametry skupiajacej Swiatto butelki sa kluczowe dla
opisywanego zjawiska. Uktad doswiadczalny sktadatl si¢ z wlasnorecznie przez nas
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wykonanego zwierciadla parabolicznego i zaréwki halogenowej. Wychodzace
ze zwierciadla niemal réwnolegle promienie oswietlaly butelke, ktorej obraz
znajdowal sie na ekranie wykonanym z papieru milimetrowego. Skupianie
zalamywanych przez butelke promieni badalismy, wykonujac zdjecia
nieo$wietlanej strony ekranu, na ktérym widzieliémy obraz naczynia. Ekran
znajdujacy sie za butelka przesuwaliSmy w zakresie kilkudziesigciu milimetrow
z dokladnoscig rzedu 0,5 mm.

Wykonane zdjecia zlozyliSmy w film, a nastepnie
stworzyliSmy jego ,przekrdj podtuzny” na danej wysokodci,
przez wszystkie klatki filmu, widoczny na rysunku 2.

40

20

-20

mm-“ag 60 80 100 40 60 80 100

Fot. 2. Ukltad doswiadczalny do badania wplywu wlasnodci
butelki i wypelniajacej ja cieczy na skupianie promieni
Swietlnych.

Rys. 2. Mapy natezenia $wiatlta za butelka. Poréwnanie wynikéw
eksperymentu (lewy panel) i naszej symulacji (prawy panel).

W symulacji uwzgledniliémy réwnania Fresnela i prawo Lamberta—Beera,
pozwalajace obliczy¢ spadek natezenia wiazki wystepujacy przy przechodzeniu
przez butelke oraz ciecz. Uzyskana przez nas zgodnos¢ wynikéw doswiadczenia
i symulacji jest wprost zdumiewajaca.

iy

Ly [em]
czesé
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—_—
P & — A1
17 A0 Y
I i :
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czesé
wypeliona
woda
—6F
Fot. 3. Obraz na ekranie za butelkay Rys. 3. Symulacja biegu promieni $wiatta

wypelniong do polowy ciecza. dla pustej butelki.

Eksperyment wykonaliSmy z butelkami o réznych
parametrach. Aby zobaczy¢, jak rézni sie zachowanie
Swiatta przy przejsciu przez butelke pusta i wypelniona
ciecza, wykonaliSmy doswiadczenie polegajace na
o$wietleniu butelki wypelnionej woda do potowy
wysokosci.

Nasza butelka skupiata swiatlo jedynie na obszarze
znajdujacym sie za jej czescia wypelniona woda.

Co wiecej, jej gbrna czesé rozpraszala padajace na nig
Swiatlo. Jest to zgodne z wykonana przez nas symulacja,
w ktorej przyjelismy, ze wartosci wspélczynnika zalamania
dla obszaréw wewnatrz i poza butelka sa jednakowe.

Aby zbadaé¢ wplyw grubosci Scianki butelki na
opisywane przez nas zjawisko, wykorzystaliSmy dwie
butelki o tym samym ksztalcie i rozmiarach — jedna
plastikowa, a druga szklana. Poniewaz wspolczynniki

0 10 20 30 40 50 60 70 80
x{mm]

Rys. 4. Mapa natezenia o$wietlenia za butelka cienko-
i gruboscienng. Kolorowymi elipsami zaznaczono obszary, w ktérych
wzgledna jasno$¢ osigga wartosci wieksze niz 2,5.
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zalamania dla szkla i bezbarwnego plastiku sa
praktycznie jednakowe, mogliSmy poréwnaé¢ owe ,grube
soczewki” i zaobserwowane réznice (lub ich brak)
przypisa¢ jedynie zmianie grubosci $cianek.



Ly [cm) Podobnie jak poprzednio, wyznaczyliSmy przestrzenny rozklad natezenia
promieniowania przedstawiony na rysunku 4. Odczytalidémy z niego, ze
maksymalne natezenie jest wieksze w przypadku butelki cienkoécienne;.

W wyttumaczeniu tego zjawiska pomocna okazala sie nasza podstawowa
symulacja i poréwnanie biegu promieni przechodzacych przez butelke cienko-
i gruboscienng przedstawione na rysunku 5.

. Promienie, ktore przeszty przez butelke cienkoScienna, przecinaja sie blizej
—6F ff:fk(fsfiiiz butelki niz te, ktore zostaly skupione przez butelke gruboscienna, wiec zdolnoéé
skupiajaca tej pierwszej jest wigksza. Wniosek z tego taki, ze aby skutecznie
podpalié¢ powierzchnie, nalezy uzywaé butelek o jak najcienszych $ciankach.

Rys. 5. Symulacja biegu promieni przez
butelke cienko- i grubo$cienna.

Nastepnym parametrem butelek, ktérego wpltyw na zjawisko udato nam sie
zmierzy¢, byla srednica butelki. W doswiadczeniu wykorzystaliSmy dwie butelki
o roznych srednicach, ale o tym samym ksztalcie oraz stosunku grubosci Scianek
do srednicy. Wyniki przedstawione sa na rysunkach 6 i 7. Widzimy, ze
maksymalne natezenie oswietlenia w obu przypadkach jest jednakowe.

Kolejnym czynnikiem wplywajacym na skupianie Swiatta przez butelke jest
rodzaj wypelniajacej ja cieczy. Aby zbadaé te zaleznosé, utworzyliSmy warstwy
dwéch przezroczystych, bezbarwnych cieczy o réznych wspotczynnikach
zalamania — wody oraz gliceryny.
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Rys. 6. Mapa o$wietlenia za butelka o mniejszej $rednicy Rys. 7. Mapa o$wietlenia za butelka o wiekszej $rednicy
(Ry = 54,85 mm). Kolorowymi elipsami zaznaczono obszary, (R2 = 60,80 mm). Kolorowymi elipsami zaznaczono obszary,
w ktérych wzgledna jasno$é osigga wartosci wigksze niz 2,5. w ktérych wzgledna jasnos$é osigga wartosci wigksze niz 2,5.

Na zdjeciu ekranu za butelka (fot. 4) widzimy, ze gliceryna skupia
$wiatto efektywniej niz woda. Jest to spowodowane wigkszym
absolutnym wspoétczynnikiem zatamania Swiatta.

Opisane tu do$wiadczenia stanowia tylko cze$¢ naszych badan
sz:aL% woda zjawiska skupiania Swiatta przed butelke wypelniona ciecza.
] W dalszych eksperymentach zbadaliémy takze wplyw barwy $cianek
) butelki na maksymalne natezenie skupianego Swiatlta oraz
‘%h‘frly IE gliceryna  wykonaliSmy réwniez do$wiadczenia z cieczami o réznych
g jasnosciach i metnosciach. Zachecamy Czytelnikow do wymyé$lenia

jeszcze innych sposob6w lepszego zrozumienia opisywanego

Fot. 4. Butelka z gliceryng i wodg oraz zjawiska.
jej obraz na ekranie.

Jakie wnioski plyna z naszych do$wiadczen? PrzekonaliSmy sie, ze historia

z Burnsville bynajmniej nie nosi znamion kaczki dziennikarskiej. Po drugie,
stwierdziliSmy, ze wbhrew powszechnemu przekonaniu lezaca gdzie$ w lesie czy
na lace pusta butelka bez denka pozaru spowodowaé nie moze (co, rzecz jasna,
nie moze by¢é usprawiedliwieniem dla $miecenia; trzeba tez pamietaé, ze niektére
butelki maja zakrzywione denka, ktére doskonale sie sprawdzg w roli soczewek
skupiajacych!). A po trzecie, i chyba najwazniejsze: mieliémy wiele radosci

z wykonywania eksperymentéw.
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Rys. 1. Skierowane pokrycia cyklowe
(wyréznione strzatkami) w grafie G

odpowiadajace permutacjom 7q i ma.

Zliczamy skojarzenia (II).
O planarnosci i algorytmie FKT
Tomasz IDZIASZEK

W pierwszej czesei tego artykutu pokazaliSmy, ze dla szczegdlnej klasy graféw (kraty
i ich podgrafy), istnieje dzialajacy w czasie wielomianowym algorytm, ktéry wyznacza
liczbe doskonalych skojarzen dla dowolnego grafu z tej klasy. Ten wynik mozna
uogblni¢ na szerszag klase grafow — a konkretnie na grafy planarne, czyli takie, ktore
mozna narysowac na plaszczyznie tak, by zadne z ich krawedzi si¢ nie przecinaty.

Majac dowolny nieskierowany graf planarny G, zawierajacy N wierzchotkéw
V1,...,VUN, TOzwazymy jego (symetryczna) macierz sasiedztwa A = (a; ;) rozmiaru

N x N, w ktérej a; ; = 1, jesli wierzchotki v; oraz v; sa potaczone krawedzia.
Przyktadowo, ponizszy graf o odmiu wierzchotkach, majacy cztery doskonate
skojarzenia (dwa zawierajace krawedZ vsvy i dwa jej niezawierajace), ma nastepujaca
macierz sasiedztwa.

5 010071000
/'\ 10100100
6, J 010107100
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S 10010010
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2 T~—,— 5 00011101
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Podobnie jak w pierwszej czesci, naszym gléwnym narzedziem bedzie obliczenie
permanentu pewnej macierzy zwiazanej z grafem, przy uzyciu algorytmu liczenia
wyznacznika jeszcze innej macierzy. Zaréwno permanent, jak i wyznacznik, beda
sumami iloczynéw odpowiadajacych kazdej permutacji wierzchotkéw grafu.

Na poczatek zastandéwmy sie¢ zatem, jakiemu obiektowi w grafie G odpowiada
permutacja wierzchotkéw 7, dla ktérej iloczyn [] a; x(;) jest réwny 1. Dla kazdego
czynnika a; r(;) = 1 wyrdznijmy w grafie skierowang krawedz z wierzchotka v; do
wierzchotka vy ;). Poniewaz 7 jest permutacja, wigc kazdy z wierzchotkéw bedzie
mial wyrdzniona dokladnie jedna krawedz wychodzaca i doktadnie jedna wchodzaca.
Zatem wyrdznione krawedzie beda tworzyly skierowane pokrycie cyklowe (rys. 1).
Innymi stowy, permanent macierzy A bedzie oznaczal ich liczbe:

liczba skierowanych pokryé cyklowych = perm(A).

I w tym momencie to wlasnie te pokrycia beda nas najbardziej interesowaly

(a dlaczego, to wyjasni sie pod koniec artykutu). W szczegdlnosci, pokazemy teraz
ciekawg konstrukcje, ktéra pozwoli nam policzy¢ te skierowane pokrycia cyklowe,
ktére zawieraja jedynie cykle dtugosci parzyste;j.

Zamiast symetrycznej macierzy A do reprezentowania grafu G mozemy réwnie dobrze
uzy¢ antysymetrycznej macierzy A’, w ktérej a; ; = +1, jesli wierzcholki v; oraz v; sa
polaczone krawedzig, oraz a; ; = —a;,; (dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze a; ; = 1
dla ¢ < j). Innymi slowy, kazdej krawedzi v;v; przypisujemy etykiete 1 lub —1, ktéra
bedziemy ,odczytywaé”, przechodzac ta krawedzia z v; do v; (a przechodzac ja

w odwrotnym kierunku, odczytamy etykiete przeciwna). Obchodzac dowolny cykl

w grafie G, bedziemy mnozy¢ etykiety jego krawedzi, uzyskujac wktad, jaki daje ten
cykl do iloczynu [ a; x(;). Oczywiscie, jesli przejdziemy taki cykl w odwrotnym
kierunku, to jego wklad przemnozy sie przez (—1)°, gdzie s jest dlugoscia cyklu,

w szczegblnoscei zmieni znak dla cyklu nieparzystej dlugosci. Dla skierowanego
pokrycia cyklowego odpowiadajacego permutacji 7, przez wklad pokrycia rozumiemy
iloczyn wkladéw wszystkich cykli, czyli po prostu [] Qs 7 (5)-

Pokazemy teraz, ze mozna polaczy¢ skierowane pokrycia cyklowe, ktére zawieraja
jakikolwiek cykl nieparzysty, w takie pary, ze wktady pokryé¢ nalezacych do kazdej
pary beda mialy rézne znaki. W tym celu ustawmy wszystkie skierowane cykle
dhugoéci nieparzystej z grafu G w ciag ¢, cF, ca,cf, ... (gdzie ¢ oznacza ten sam
cykl co ¢, tylko przeciwnie skierowany). Jesli w pokryciu cyklowym c jest
najmniejszym cyklem z ciagu, to sparujemy je z pokryciem cyklowym, w ktérym
ten cykl zamienimy na c¢®. Zauwazmy, ze parowanie jest poprawne oraz iloczyny
[1 @@y dla pokryé¢ z kazdej pary maja przeciwne znaki. Z tego wynika, ze jesli
przesumujemy teraz te iloczyny dla wszystkich skierowanych pokryé¢ cyklowych,
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Rys. 2. Wierzchotki grafu dualnego
grafu G oraz krawedzie jego drzewa
rozpinajacego T (wyrdznione kolorem)
oraz krawedzie tnace grafu G
(pogrubione).

Rys. 3. Aby kazdy cykl $ciany dostal
parzystosé 1, algorytm FKT zmienit
skierowanie czterech sposréd pieciu
krawedzi tnacych. Dzigki temu kazdy
cykl nalezacy do skierowanego pokrycia
parzystego ma parzysto$é 1. Ale

nie kazdy cykl parzysty ma te¢ wlasnosé,
patrz np. cykl (1,2,3,6,7,5).

Rys. 4. Para skojarzen, ktéra odpowiada
pierwszemu pokryciu cyklowemu
z rysunku 1.

ktore zawieraja jakikolwiek cykl nieparzysty, to suma ta wyniesie 0. Tak wiec
w przypadku macierzy antysymetrycznej A’, zaréwno wartosci perm(A’),

jak i det(A’) nie zmienig sie, jesli w sumowaniu opuscimy wszystkie permutacje
zawierajace jakikolwiek cykl nieparzysty.

7Z cyklami parzystymi jest ktopot — cho¢ wklad z odwréconego cyklu jest taki sam,
jak dla oryginalnego, to istotnie zalezy on od konkretnych etykiet. Dla skierowanego
cyklu ¢ oznaczmy przez p(c) parzysto$é liczby krawedzi, dla ktérych odczytujemy
etykiete —1 (zatem wklad z tego cyklu jest réwny 1, jesli p(c) jest parzyste i —1,
jesli jest nieparzyste). Okazuje sie, ze w przypadku graféw planarnych jesteSmy

w stanie w sposéb wystarczajacy kontrolowaé liczbe p(c).

Graf planarny G mozemy narysowaé na plaszczyznie tak, ze zadne krawedzie nie beda
sie przecinaly. Kazda cze$é plaszczyzny otoczona krawedziami to Sciana grafu G.

7Z grafem tym mozemy zwiaza¢ graf dualny, w ktérym mamy wierzchotek dla kazdej
Sciany grafu G, oraz krawedz, jesli dwie Sciany maja wspélna krawedz w G.

W grafie dualnym wyréznimy tez dowolne ukorzenione drzewo rozpinajace T (rys. 2),
a w grafie G zbiér krawedzi, ktére przecinaja T (nazwiemy je krawedziami tngcymi).
Bedziemy teraz zmienia¢ etykietowanie niektérych z krawedzi tnacych. Zauwazmy, ze
dowolna Sciana grafu G, odpowiadajaca pewnemu lisciowi v drzewa T', ma doktadnie
jedna krawedz tnaca. Zmieniajac (albo nie) etykietowanie tej krawedzi, mozemy
wymusié dowolna parzystosé wartosci p(c) dla cyklu ¢ otaczajacego te $ciane.
Nastepnie usuwamy 1is¢ v z drzewa T' i postepujemy rekurencyjnie, az rozwazymy
wszystkie Sciany. Powyzszy algorytm (znany pod nazwa FKT od nazwisk jego
tworcow — Fisher, Kasteleyn i Temperley), pozwala nam wymusi¢ dowolna parzysto$é
p(c) krawedzi dla kazdego cyklu ¢ odpowiadajacego $cianie grafu (rys. 3).

A jak to wplywa na parzystosci pozostalych cykli? Latwo wykazaé, ze jesli mamy
cykle ¢; i ¢y odpowiadajace sasiadujacym Scianom grafu, to parzystosé cyklu, ktéry
otacza obie te §ciany, wynosi (p(c1) + p(c2) + k) mod 2, gdzie k jest liczba krawedzi
wspélnych dla obu tych $cian. Indukcyjnie mozna zatem wykazaé, ze cykl ¢ otaczajacy
Sciany cykléw cq, ¢, ..., cs ma parzystosé (p(c1) + p(ce) + ... + p(cs) + k) mod 2,
gdzie k to liczba krawedzi lezacych ,wewnatrz” cyklu c. Wzoér ten ma ciekawe
konsekwencje, jesli ustalimy parzystosé kazdej ze $cian na p(c;) = 1. Wtedy
parzysto$é cyklu ¢ to (s + k) mod 2. Ale, uzywajac wzoru Eulera, mozna wykazaé, ze
liczba wierzchotkéw lezacych ,wewnatrz” cyklu ¢ to k +1 — s. W szczegdlnosci

p(c) =1 wtedy, gdy liczba tych wierzchotkéw jest parzysta.

Cala ta karkolomna konstrukcja znajdzie zaraz swoje uzasadnienie. Zacznijmy od
macierzy A’, a nastepnie wykonajmy algorytm FKT tak, by parzysto$é¢ cyklu kazdej
$ciany wyniosta 1. Zdefiniujmy juz ostatniag macierz antysymetryczng A”. Dla i < j

i wierzchotkéw v;, v; polaczonych krawedzig kladziemy a; ; = —1, jesli etykietowanie
krawedzi zostalo zmienione przez algorytm FKT, oraz a; ; = 1, jesli nie zostalo
(oczywiscie a;; = —a; ;). Rozwazmy teraz dowolny cykl ¢ nalezacy do pewnego

pokrycia cyklowego cyklami parzystymi. Wszystkie wierzchotki lezace wewnatrz tego
cyklu muszg by¢ rowniez pokryte pelnymi cyklami, zatem ich liczba musi by¢
parzysta, wiec p(c) = 1. Innymi stowy, iloczyn etykiet krawedzi z tego cyklu

wynosi —1, niezaleznie od wyboru tego cyklu. Tak wiec znowu (tak jak w pierwszej
czesci artykutu) udato nam sie sprawié, ze iloczyn [ ] a; ;) wszystkich cykli jest réwny
znakowi permutacji, wiec mozemy uzy¢ algorytmu liczenia wyznacznika. Zatem

liczba skierowanych pokryé cyklowych cyklami parzystymi = det(A”).

Pora na ostatnig sztuczke. Rozwazmy pare doskonaltych skojarzen w grafie

i zaznaczmy naraz ich krawedzie. Poniewaz kazdy wierzcholek bedzie miat
zaznaczone dokladnie dwie krawedzie, wiec taki rysunek odpowiadaé¢ bedzie
pewnemu pokryciu cyklowemu cyklami parzystymi. Co wiecej, kazdy cykl dlugoéci
wiekszej niz 2 mozemy skierowaé¢ — powiedzmy, ze kierujemy go w prawo doktadnie
wtedy, gdy najmniejsza leksykograficznie krawedZ pochodzi z pierwszego skojarzenia
(rys. 4). Nietrudno sie przekonaé, ze w ten sposéb dostaniemy bijekcje miedzy
zbiorem uporzadkowanych par doskonatych skojarzen a zbiorem skierowanych
pokryé cyklowych cyklami parzystymi (aby uzyskaé z pokrycia pare skojarzen,
nalezy bra¢ co druga krawedz z kazdego cyklu). Poréwnujac licznosci tych zbioréw,
dostajemy ostateczny wzor na liczbe doskonatych skojarzen w grafie planarnym:

liczba doskonaltych skojarzen = /det(A”).



RROzwazania O RReszce i ORRIle

tukasz RAJKOWSKI

Zwykla moneta czesto okazuje sie¢ doskonalym
narzedziem do rozstrzygania konfliktow. Zapewne
kazdemu zdarzylo sie ustysze¢ magiczna formutke ,orzet
to, reszka tamto”, z reguly bedac przychylnym dokladnie
jednemu ze zdarzen ,to” lub ,tamto”. Takie rozwiazanie
jest jednak malo widowiskowe — o ile wzajemne
obrzucanie si¢ inwektywami (w celu wyttumaczenia, w jak
wielkim bledzie jest strona przeciwna, prezentujac zdanie
odmienne od naszego) szybko przyciaga publiczno$é, tak
zakonczenie sporu przy uzyciu jednego rzutu moneta moze
pozostawic¢ ja z odczuciem niedosytu. Przykladowym
sposobem na uatrakcyjnienie oraz niewielkie przedtuzenie
calej procedury jest rzucanie moneta, dopoki wsrod
kolejnych wynikéw nie pojawi si¢ jedna z konfiguracji
OO lub RR, w zaleznosci od ktérej wytaniany

jest zwyciezca. Ich oczywista symetria sprawia, ze
przegrany moze czué sie pokrzywdzony jedynie przez los,
nie za$ przez oszustne praktyki adwersarza. Co jednak,
jesli osoba typujaca OO (nazwijmy ja Jackiem) zmienila
zdanie na OR? Woéwczas obstawiajacy RR (Placek,

rzecz jasna) mialby prawo do stusznego protestu;
zauwazmy bowiem, ze jedli w pierwszym rzucie pojawi sie

reszka, to szanse Jacka na zwycigstwo wynosza 50%, jesli
natomiast orzel, to wygra on z pewnoscia (w momencie,
w ktérym pojawi sie pierwsza reszka) i dlatego
prawdopodobienstwo jego sukcesu nalezy oceniaé¢ na 75%.
Podobna sytuacja ma miejsce, jesli Jacek i Placek beda
oczekiwaé odpowiednio na konfiguracje ORR i RRO

— wbrew pozorom, jakie stwarza réwna liczba reszek

w obu przypadkach, Jacek jest faworytem réwniez takiej
rozgrywki. Wytlumaczenie tego faktu jest analogiczne,
jednak odrobing bardziej skomplikowane, dlatego

warto podeprzec si¢ rysunkiem 1, ilustrujacym wszystkie
istotne z punktu widzenia rozgrywki ,koncéwki”

ciagu wynikéw (bedziemy je nazywaé stanamsi)

oraz strzalki prezentujace mozliwo$¢ bezposredniego
przejscia miedzy stanami (kazde z prawdopodobienstwem
50%). Tak jak poprzednio, ciag rzutéw rozpoczynajacy
sie od orta nie moze skonczy¢ sie inaczej niz zwyciestwem
Jacka; z kolei gdy zaczniemy od reszki, decydujacy

jest drugi rzut: reszka prowadzi¢ bedzie nieuchronnie

do wygranej Placka, natomiast orzet do Jacka.
Whioskujemy stad, ze ponownie z prawdopodobienstwem
75% ten ostatni okaze sie zwyciezca.

Co zatem moze uczyni¢ Placek, by szala zwycigstwa przechylila si¢ na jego strone?

()
'@‘@

Okazuje sie, ze w celu uzyskania przewagi powinien obstawi¢ konfiguracje OOR.
W konfrontacji z ORR otrzymujemy wéwczas stany zilustrowane na rysunku 2.
Analiza otrzymanego grafu pozwala szybko przekonaé sie o przewadze
konfiguracji OOR, gdyz aby gra si¢ zakonczyta, z pewnoscia musi przej$¢ przez
stan O, z ktérego — jesli przejdzie do stanu OO — to z pewnoscig zakonczy sie
sukcesem Placka, natomiast przejécie do O R niekoniecznie skutkowaé bedzie
triumfem Jacka. Aby jednak przedstawi¢ prawdopodobienstwa sukcesu graczy,
musimy przeprowadzi¢ nieco bardziej skomplikowane obliczenia niz poprzednio.
Oznaczmy przez ps szanse na zwyciestwo Placka, gdy rozpoczynamy ze stanu s.
Wéwezas oczywiscie poor = 1 oraz porgr = 0, ponadto, korzystajac z rysunku 2
oraz zdrowego rozsadku (przyjmujacego w tym przypadku uczona nazwe wzoru
na prawdopodobienistwo calkowite), mozemy przedstawi¢ nastepujace zaleznosci:

Rys. 1 Poor + poo PORR + PO Poo + Por
' (1) poo = LEORTEOO - (2) pop = PORRTEO - (3) p — OO ZLOR,
Po + PR Po + PR
(4) PR = 9 5 (5) DPstart = T

Z réwnania (1) dostajemy poo = poor = 1, skad oraz z ukladu réwnan (2) i (3)
mamy po =1 —por = 3. Z (4) wnioskujemy po = pr, dlatego z réwnania (5)
mamy Pstart = PO = % — jest to zatem szukane prawdopodobienstwo wygranej
Placka na samym poczatku rozgrywki.

Dazacy do odzyskania przewagi nad swoim konkurentem Jacek moze teraz
przeprowadzi¢ nastepujace rozumowanie: ,skoro, obstawiajac ORR, mialem

przewage nad celujagcym w RRO Plackiem, to jesli teraz Placek wytypowal OOR,
z symetrii sytuacji wystarczy mi zmieni¢ swéj wybor na ROO!. W odpowiedzi
na takie posuniecie Placek moze pomyéle¢:  kiedy Jacek gral ORR, spuszczalem
mu tomot, obstawiajac OOR, wiec jesli teraz wytypowal ROO, utrzymam moja
przewage, czekajac na RRO!”. W tym miejscu artykulu Czytelnik, ktory

nie zagubil sie¢ jeszcze w gaszczu eRéw i Odw, zwrdocit byé moze uwage na pewien
niepokojacy efekt calego rozumowania. UzasadniliSmy bowiem, ze grajacy RRO
zapewne przegra z typujacym ORR, ktéry powinien przegraé z obstawiajacym
OOR, ktéry prawdopodobnie ustapi pola grajacemu ROO, a ten ostatni zapewne
poniesie kleske, grajac z... pierwszym, czyli RRO! Oczywiscie, sprzecznosé jest
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jedynie pozorna, a podobnego typu paradokséw probabilistycznych nie brakuje —
o jednym z nich (koSciach Sichermana) mozna przeczytaé¢ w Delcie 1/2009. Czy
mozemy wskaza¢ inne ciagi konfiguracji dlugosci 3 o opisanej wlasnosci? Aby
odpowiedzie¢ na to pytanie, uzyjemy malo finezyjnego sposobu: dla kazdych
dwdch takich konfiguracji sprawdzimy bowiem, przy uzyciu opisanej wczesniej
metody, ktéra z nich (o ile ktérakolwiek) mialaby wigksze szanse na wygrana

w przypadku konfrontacji. Efekt takiej analizy przedstawiony jest na rysunku 3,
na ktérym strzatka miedzy dwiema konfiguracjami wskazuje na prawdopodobnego
zwyciezce, jej brak natomiast oznacza rowne szanse w pojedynku. Zwréémy
uwage, ze konfiguracje OOO i RRR nie wygrywaja z zadna inna, nie moga by¢
zatem czedcia zadnego cyklu. Wynika stad, ze do cyklu nie moga réwniez naleze¢
ORO i ROR, gdyz jedyne, z jakimi wygrywaja, to wykluczone wczesniej OOQO

i RRR. Z pozostalych konfiguracji mozna ultozy¢ wylacznie cykl opisany
wczesniej i dlatego jest on jedyny mozliwy do uzyskania. Warto ponadto
zauwazy¢, ze z kazdego wierzcholka prezentowanego grafu wychodzi strzatka —
oznacza to, ze dla kazdej konfiguracji przeciwnika mozemy znalez¢é taka, ktora
prawdopodobnie da nam zwyciestwo. Niestety, on moze odptaci¢ sie nam

tym samym, i cho¢ przez pewien czas moglibySmy bawié¢ si¢ w zlodliwe zmiany
decyzji, patowa sytuacje zapewne najwygodniej bedzie zakonczyé przy uzyciu
starego i sprawdzonego pojedynczego rzutu monetq.

Rys. 3

m Zadania Redaguje Tomasz TKOCZ
i M 1474. Wykazaé, ze kazdy wielokat wypukly o polu 1 jest zawarty w pewnym

prostokacie o polu 2.
Rozwiazanie na str. 14

M 1475. Niech ¢ bedzie funkcja rézZnowartosciowg odwzorowujaca zbior liczb
catkowitych dodatnich w siebie. Wykazaé, ze dla kazdej liczby catkowitej
dodatniej n zachodzi nier6wnosé

) PFAUES o}
444 k=1 k k:lk

Rozwiazanie na str. 3

M 1476. Na tablicy napisano liczby 11,12, 13. Ruch polega na wybraniu jednej
z liczb napisanych na tablicy (oznaczamy ja przez c) i zastapieniu jej liczba

2a + 2b — ¢, gdzie a i b to dwie pozostale liczby. Rozstrzygnaé, czy za pomoca
takich ruchéw mozemy uzyskaé na tablicy tréjke liczb 20, 21,247 A tréjke

20, 21,237

Rozwiazanie na str. 5

Przygotowat Michat NAWROCKI

F 891. Na satelite o masie m poruszajacego si¢ z predkosdcia v po orbicie
kolowej w poblizu powierzchni Ziemi dziala stala sila hamujaca F'. Znajac
przyspieszenie ziemskie g znalez¢ predkosé v, znizania sie satelity, przyjmujac, ze
zmiana jego orbity zachodzi dostatecznie wolno.

Rozwiazanie na str. 12

F 892. N cylindrycznych naczyn o masach m,2m, ..., Nm i przekrojach

1 poprzecznych S, 2S5, ..., NS umieszczono jedno w drugim jak na rysunku.

- | Do naczyn nalano tyle wody, ze kazde z nich plywa w wiekszym naczyniu
nie dotykajac jego dna i Scianek. Najwieksze naczynie stoi na stole. Do jakiej
wysokosci, w stosunku do powierzchni stotu, jest napetlnione najwicksze
naczynie? Calkowita masa wody wynosi M, a jej gestoéé wynosi p. Scianki
naczyn uznaé za zaniedbywalnie cienkie.

Rozwiazanie na str. 21
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Maia ge

Czerwony Kapturek

Dym zaczal rados$nie buchaé ze starego, ceglanego komina. To znak, ze
Czerwony Kapturek, wtascicielka najbardziej czerwonego kubraczka
w stumilowym lesie, rozpoczela juz swoje wysmienite wypieki. Swiezutkie
buteczki dostang wszyscy ci i tylko ci mieszkancy lasu, ktérzy sami
Czy Kapturek przygotuje wypieki dla nie robig dzis wypiekéw. Poza kulinarnymi umiejetnoéciami Czerwony
siebie? Kapturek jest réwniez znana z niesamowicie sprawnego roweru oraz
umystu, dzieki ktérym swiadczone przez nia ustugi kurierskie zyskaty wielu
statych klientéw. Tego stonecznego poranka dziewczynka ma do wykonania
trzy dostawy, kazda po tyle samo buteczek. Pierwsza to polowa wszystkich
wypiekow z koszyka. Druga to polowa tego, co zostanie. Potem przerwa
pod bujng jabtonig, nalezy mi sie jedna buleczka — tu zamyslita sie nieco —
Wszystko, co zostanie w koszyku, bedzie dla krasnoludkéw — Kapturek

Tle buleczek Kapturek spakowala zanotowala harmonogram w swoim kajecie.
do koszyka, skoro polowa wszystkich

buleczek 1 polowa polowy fo taka sama  Spakowawszy kosz takoci, ruszyta skocznym krokiem w kierunku plantacji
wielko$¢? . . . , . ,
topoli. Zatrzymala sie, zeby ztapa¢ oddech w cieniu starego debu, ktory
, ) tym razem stal dostojnie, nie dajac po sobie poznaé, ze jest najstarszym

Ile czasu zajeloby przygotowanie i . K . i i

dziewieciu Kapturkom szesciu milionéw drzewem w Stumllowym lesie oraz ze wczora) go tu jeszcze nie by}O

buleczek, jezeli péttorej Kapturka robi : : : ’ 21,0 ’

poltora miliona buleezok w ciagu pottora  TvuSzajac w dalszg droge, potkneta si¢ swoim skorzanym trzewikiem, ktérego

dnia? nic nie moze zatrzymac, o kamien, ktérego nic nie moze poruszy¢. Skqd sie
tu wzigl? — pomyslata, a chyba nawet powiedziata, bo spod kamienia
wychylit sie krasnoludek zawsze mowigcy prawde i cichutko odpowiedziat

P

& Ten kamien wzigl sie stamtqd, wskazal palcem, albo skqdingd.
Rozwigzanie zadania F 891. L. . L. . . . .
Réwnanie ruchu satelity po orbicie Kapturek usmiechneta sie zyczliwie, podzickowata za t¢ niekoniecznie
kolowej jest dane w : . . C 1 . ,

olowe) jesh dane worem f pozyteczna, ale rzecz jasna prawdziwag odpowiedZ na pytanie, ktérego

1 mvf? B GmM z B ngZZ . h . } d .. 1 d 1 .

(1) 7 - Rm - Rm nie chclata zadac 1 ruszyia dalej.

dzie vrp — predko$¢ satelity na orbicie . . . , . ,

I%oh)wcjno proxgnicniu R. My — masa Po niespelna godzinnym spacerze, umilonym $wiergotem ptakéw, szumem
Ziemi, Rz — jej promien. Zal6zmy, ze drzew oraz dzwigkami cykad, dotarta do chatupki topologa (plantatora
w ciagu krétkiego czasu At promien N L. ,
orbity zmniejszyl si¢ o AR pod topoli) i zapukata stanowczo ciezka antaba. Po odglosach 34 krokéow

wplywem sity F'. Z zasady zachowania
energii mamy zwigzek

i dtugiej minucie, podczas ktorej Kapturek byta niedyskretnie obserwowana
 med_an med przez judasza, otwarty sie wielkie drzwi. Wtasciciel plantacji przywital
@ 5 3 Kapturka nieco szerszym niz zwykle uémiechem. Wygladal tak, jak kazdego
(, ;QIZQZR N (J”if% >) _ innego z 3123 porankdéw, kiedy to Kapturek raczyta go swoimi wypiekami,
B poza amarantowa hiperbolg namalowang na prawie calej jego twarzy.

= —FvAt. , . . . .
Réwnanic ruchu satelity po orbicic Znowu lesne chochliki platajq figle. Dobrze, ze zamontowatam w oknach
o promieniu R — AR z predkoscia moskitiere — pomyslata dziewczynka, nie dajac z grzecznosci po sobie
VUr—AR ma postaé ;. s . . . PR
) , poznaé, ze topolog wyglada dzi$ niecodziennie. Potowa zawartosci juz
(3 ~ Whoan __mgRj lazta sie w silnych dloniach plantatora i drzwi mialy si¢ zamknag
: R AR — (R_ARE znalazla sie w silnych dloniach plantatora i drzwi mialy sie zamknad,

Znajdujac predkosci v i v3_ A p kiedy to znikad pojawit si¢ krasnoludek zawsze méwiacy prawde i nieco
z zaleznosci (1) i (3) i podstawiajac je piskliwie wychichotat
do zalezno$ci (2) otrzymujemy

2FuR(R— AR) Przynajmniej jedno z was wie, Ze jedna osoba ma namalowang na twarzy

2 . s . .
myky funkcje réznowartosciowq.
Korzystajac z tego, ze AR < R oraz

i~ _tzn‘djd“jﬂﬂy predkosé znizania Cgy znowu jakas prawdziwa, ale niekoniecznie pozyteczna informacja?
S1€¢ satelity . . . . . ... .
AR 2FuvR(R—AR) _ 2Fu Kapturek doktadnie wiedziata, ze przynajmniej jedno z nich ma na twarzy

vV, =

AR =

At mgR% mg ~ funkcje. W koncu widziata jg na twarzy topologa. Po chwili milczacego
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Skad Kapturek wiedziata, ze ma
pomalowang twarz?

Zbiory o wtasnosciach kwiecistej laki
nazywamy gestymi. Przyklady mozna
znalezé w zbiorze liczb rzeczywistych.
W dowolnie malym otoczeniu

przygladania wyjeta snieznobialty reczniczek ze swojego fartuszka i starta
funkcje ze swojej buzi. W tym samym momencie topolog réwniez otart
twarz. Zarumieniona Kapturek pozegnala sie zyczliwie i z 1zejszym
koszykiem, bez funkcji na twarzyczce ruszyta w dalsza droge.

Wybrata sciezke nie najkréotsza, ale za to najbardziej urokliwg. Yaka, przez
ktérg kroczyta, byta tak gesto usiana chabrami i makami, ze gdy wybierata
dowolnie malta ,taczke” dookota chabru, zawsze znalazt sie na tej taczce
inny chaber oraz mak. Tak samo niezwykte byly maki. Kapturek uwielbiata
przygladaé sie temu zjawisku.

Odglosy zab przypomnialy o obowigzkach, dziewczynka ruszyta wiec,

(przedziale) liczby wymiernej znajda sie
réwniez inne liczby wymierne. Inaczej:
nie istnieje takie otoczenie liczby
wymiernej (chabru), zeby nie bylo w nim
zadnej innej liczby wymiernej (chabru),

zastanawiajac sie nad wypiekiem ciasta drozdzowego, w ktorym jagody
i czekolada bytyby upakowane tak, jak kwiaty na tace. Sciezka rozwidlata
sie przy olbrzymim glazie, gdzie na wypieki czekaly juz zniecierpliwione

niewymiernej (maku) zreszta réwniez.

Y v
LY

|\ ®

Jesli cierpisz na chroniczny nadmiar
czasu, sprobuj wykonaé owg trysekcje
kata.

Jezeli zastanawiasz sig, dlaczego
Czerwony Kapturek musiala zadaé
pytanie odnosnie drogi, skoro jest to
trasa prawie co dzien przez nig
uczeszczana — wiedz, ze tak jak lesne
przemeblowanie nie jest niczym
nadzwyczajnym, tak i zmiana le$nych
$ciezek, ktére wygladaja na wydeptane
od lat i zmiana lokalizacji urwisk jest
tutaj codziennoscia.

Jakie pytanie zadala Kapturek wilkom,

zeby dowiedzie¢ sig, ktéra trasa prowadzi

na urwisko?

Matematyczna konstrukcja takiej
»wycinanki” nosi nazwe paradoksu
Banacha—Tarskiego.

wilki blizniacy. Widaé¢ w lesie zarzadzono przemeblowanie, wczoraj glazu
jeszcze tutaj nie bylo.

Dlaczego masz taki czerwony kapturek? — zapytal pierwszy.
Zebys mnie lepiej widzial — odpowiedziata z u$miechem Kapturek.

Pytanie to styszala przynajmniej 104 razy dziennie, odkad babcia
postanowita zainwestowaé w jej bezpieczenstwo i sprawita pelerynke

z fluorescencyjnych muchomoréw. Drugi o nic nie zapytal, tylko wskazat na
napis wyryty dzisiejszego poranka na glazie. A napisane byto:

Dwa wilki strzegg rozwidlenia. Jeden zawsze mowi prawde, drugi zawsze
ktamie. Jedna z drozek prowadzi na urwisko, druga do domku babci. Mozesz
zadac tylko jedno pytanie jednemu wilkowi, na ktore odpowiedZ bedzie
brzmie¢ TAK lub NIE, aby dowiedzie¢ sie, ktéra droga prowadzi dokqd.

Kapturkowi zal zrobito sie wilkow, ktére zarzadca lasu co rusz wyznaczalt
do przedziwnych zadan. Na przyktad przez ostatni miesigc jeden z wilkow
konstruowat katy, a drugi miat sprawdzac, czy przy uzyciu tylko cyrkla

i linijki bez podziatki mozna podzieli¢ je na trzy rowne czedci. Wilki

nie mialy za szczedliwych min, ani wtedy, ani teraz. Kapturek zostawita
porcje buteczek, dorzucita réwniez te zaplanowana na jej drugie $niadanie.
Dowiedziawszy sie, ktora droga prowadzi na urwisko, ruszyta nia.

Po dtugiej i kretej wedréwcee, w czasie ktérej dziewczynka zdazyta wpasé
w mokradta, poméc mréwkom przejsé na drugg strone wstegi Mobiusa,
zdjaé¢ niedzwiedzia z najwyzszej w lesie brzozy, dotarta na sam koniec lasu.
Podeszta ostroznie na skraj urwiska, nad ktérym siedziat krasnal méwigcy
za duzo i majstrowal cos przy wczorajszej buteczce.

Hej Kapturku, dobrze, Ze juz jestes!
Kapturek spojrzata pytajaco na wczorajsza buteczke.

W ,nagrode” za swoje zachowanie — troche mowitem, wtedy kiedy

nie powinienem — moge dzi$ tymi matematycznymi nozyczkamsi ,rozmnazac”
Twoje buteczki! Pamietasz, jak krasnale Banana$ i Tatarski podczas
ozdabiania Swigtecznego drzewka znaleZli sprytny sposob, jak pocigc,

a nastepnie posktadaé bombke, Zeby z jednej otrzymadé dwie identyczne? Tak,
z doktadnie tych samych fragmentéw, bez doktadania czegokolwiek. Dlatego
wygraliSmy w konkursie na najpiekniejszq choinke! Teraz stosugje to

do Twoich buleczek. Dzigki temu bedziesz mogla wypiekaé tylko potowe tego,
co dotychczas!

A nawet jedng czwartq, 6smaq i jak bedzie trzeba, to tylko jedng buleczke
dziennie, a moze i pot, albo okruszek. .. — odparta Kapturek, nieco
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Rozwigzanie zadania M 1474.
Niech IC bedzie wielokatem z tresci
zadania.

Sposéréd wszystkich wierzchotkéw IC
wybierzmy te dwa, ktére sg najdalej

od siebie, i oznaczmy je przez A i B.
Przez te wierzchotki przeprowadzmy
proste ka4 1 kg, prostopadte do odcinka
AB. Woéwczas K jest zawarty w pasie P
ograniczonym prostymi k4 i kp. Po obu
stronach prostej AB znajdzmy te
wierzchotki K, ktére sg najdalej od tej
prostej, i nazwijmy je C' i D (by¢ moze
ktéry$ z nich jest wierzchotkiem

A lub B). Przez C i D poprowadzmy
proste lc i lp, réwnolegle do AB.
Wielokat K jest zawarty w pasie Q
ograniczonym tymi prostymi, jest zatem
zawarty w prostokacie R, bedacym
przecigciem paséow P i Q. Z konstrukcji
wynika, ze pole prostokata R jest dwa
razy wieksze od pola S czworokata
ADBC, ktéry jest zawarty w K. Zatem
Rl =25 <2|K| =2.

Czy gdyby Kapturek zostawita

u krasnoludkéw wszystkie wypieki, to
zgodnie z tym, co powiedzial
krasnoludek zawsze méwigcy prawde,
dziewczynka faktycznie nie mogtaby
rozmawiaé¢ z krasnoludkami?

Ksztalt obrusa.

Plan chatki krasnoludkéw — znajdz taka
$ciezke, ze kazdych drzwi uzyjesz
doktadnie raz. Podpowiedz, jak to
zrobié¢, znajduje si¢ w tekscie. Dokladniej
chodzi o sposéb, w jaki Kapturek
opuscita chatke.

zdegustowana pomystem rozmnazania jej wypiekéw. Spojrzata
zamyslona w dal.

Koniec stumilowego lasu oznaczal réwniez koniec wszechswiata.

Za urwiskiem znajdowato sie nicanic, a w kazdym razie niktanikt to zbadat.
A raczej jezeli ktosaktos to zbadal, to nie podzielil sie tym, co zbadat,

z Kapturkiem, ani nikim, kto ten wynik rozgtositby na tyle, zeby dotart on
do Kapturka. Urwisko zastanawiato dziewczynke juz od dtuzszego czasu.
Okruszki, ktére spadaty krasnalowi, ktory méwi za duzo, za koniec
wszech$wiata trafiaty wiec niewiadomodokad i dziato si¢ z nimi
niewiadomocoidlaczego. Krasnoludek, widzac niezrozumiala dla niego ming
dziewczynki, przerwatl swoje wycinanki i zaprosit Kapturka do domku.
Krasnoludek zawsze méwiacy prawde czekal juz na pienku na przepyszne
wypieki oraz swoja comiesieczng dawke prawdy, Delte — firma Kurierski
Kapturek trudzi sie rowniez kolportazem czasopism popularnonaukowych.
Widzac Kapturka, uraczyt ja dawks szczerosci:

Zaden Czerwony Kapturek przebrany za wilka nie jest bez poczucia humoru.
Zaden Czerwony Kapturek bez koszyczka nie bedzie rozmawial

z krasnoludkiem.
Czerwone Kapturki z warkoczami zawsze przebierajq sie za wilksi.
Zaden Czerwony Kapturek z poczuciem humoru nie ma pustego koszyczka.
Zaden Czerwony Kapturek nie ma koszyczka, jesli nie ma warkoczy.

Wszystko, co powiedzial krasnoludek zawsze méwiacy prawde, byto
oczywiscie prawdg najprawdziwsza. Kapturek zaczeta zastanawiaé sie, czy
po zostawieniu wszystkich wypiekoéw w chatce krasnoludkow, gdy jej koszyk
zostanie pusty, bedzie mogta rozmawiaé¢ z krasnoludkami. Na wszelki
wypadek postanowita nie zostawia¢ wszystkich buteczek, zeby moc
powiedzie¢ ,,Do widzenia”.

Kapturek weszta do kuchni, gdzie krasnoludki konczyty przygotowywacé
wielki debowy stot do porannego biesiadowania. Na biatym zakardowym
obrusie o splocie Kwadratu Sierpinskiego ustawione byty rézne przysmaki
i kolorowe talerze, kazdy o ksztalcie innego forekgta wielomnego. Liczba
katow talerza decydowata o randze krasnoludka. Na stole zdecydowanie
brakowalo pieczywa. Kapturek zwrécita sie do krasnoludka siedzacego przy
talerzu, ktorego ksztalt na oko nierozréznialny byt z kotem i wreczyta mu
prawie wszystkie buteczki ze swojego koszyka. Krasnale Bananas i Tatarski,
siedzacy przy talerzach o ksztattach konstruowanych przy uzyciu cyrkla

i linijki, wycinali w obrusie kolejne oczka. Mimo zachecania krasnoludkéw,
zeby zjadta z nimi, Kapturek grzecznie odmoéwita, tego dnia miata bowiem
jeszcze wiele innych zlecen. Skusita sie jednak na maty spacer po domku,
ktorego zwiedzaniu nigdy oprze¢ sie nie mogta.

Domek krasnoludkéw byt chatg o pieciu pomieszczeniach. Miedzy kazdymi
dwoma majacymi wspélng $ciane znajdowaly sie drzwi. Drzwi wyjsciowe

z domku znajdowaly sie na kazdej zewnetrznej Scianie pokoju. Domek mial
rowniez takg sprytng wtasnosé, ze mozna bylo znalezé spacerows trase
przechodzacg przez wszystkie drzwi doktadnie raz. Kapturek dobrze znata
ten domek i przy kazdej wizycie planowata remont swojej chatki, zeby moc
przechadzaé sie w taki sposob. Po krotkim rekonesansie pozegnata sie

z krasnoludkami i trasg na skréty, prosto z kuchni, bez uzywania drzwi
wyjéciowych wrécita do swojej chatupki. Tak uptynat poranek menadzerowi
jednoosobowej dziatalnosci gospodarczej Kurierski Kapturek.

Maltqg Delte przygotowata Kamila £LYCZEK
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Warto debatowaé... po oksfordzku

Nastata w Polsce era debat oksfordzkich, a ja od kilku lat jestem ich
wielbicielka, poniewaz mam dosy¢ polajanek, ktétni bez elegancji i zawoddw

w ,réownoleglym méwieniu”, w ktore tak obfituja stacje telewizyjne. Debata
oksfordzka to spotkanie zwolennikéw i przeciwnikéw dobrze i jednoznacznie
sformulowanej tezy. Kazdy ,,obéz” reprezentuja trzej méwcy, naprzemienny czas
wystapien jest Scisle przestrzegany, po nich mozliwe sa wypowiedzi z grona
publicznodci, wreszcie krétkie podsumowania i ogdlne gtosowanie.

Debaty oksfordzkie wkroczyly do szkdét, w tym roku odbyty sie nawet III Szkolne
Mistrzostwa Polski, (72 druzyny z 70 szkél z 15 wojewddztw), ktére wygralo

V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie. Tylko w roku, ktéry mija,

300 méweodw w szkolach nauczylo sie, jak wyrazaé swoje poglady tresciwie i. ..
kulturalnie. Nalezy mie¢ nadzieje, ze takie spotkania z mtodzieza znajda swoje
odbicie za kilka lat w tonie i poziomie debat publicznych.

Otwarte debaty oksfordzkie organizuja takze (nieprzypadkowo przeciez) polscy
absolwenci brytyjskich uczelni i tylko w biezacym roku ich tezy brzmiaty:

Bez imigrantow Europe czeka porazka (zwyciezyta w plebiscycie publicznosci
opozycja do tezy), Eutanazja powinna zostaé zalegalizowana (zwyciezyli obroficy
tezy), Nie wolno $miac sie z religii (zwyciezylta opozycja) i Polska szkola dusi
kreatywnosé mlodych ludzi (zwyciezyli obroncy tezy). Jeszcze we wrze$niu
zaplanowano debate Przyjecie uchodZcow bedzie historycznym bledem Polski

i debata ta nie odbyla sie. To takze ciekawy przyczynek do naszych oksfordzkich
debat, poniewaz przyczyna odwotania byl planowany udziat

Janusza Korwin-Mikkego. Dyrekcja gospodarza spotkania (Teatr Powszechny)
nie zgodzila si¢ na tego uczestnika, jako na czlowieka, ktéry w swoich
wypowiedziach dalece przekroczyl zwyczaje i stownictwo ludzi dobrze
wychowanych. Z dyrekcja zgodzilo sie wielu internautéw, jestem wsréd nich.

W Centrum Nauki Kopernik swiadkowatam debacie Ziemia staje si¢ coraz
lepszym Srodowiskiem dla Zycia. I w tej debacie, jak w licznych innych,
okazywalo sie, ze trudno jest precyzyjnie okresli¢ o czym mowié bedziemy?, choé
od tej precyzji zalezy poziom debaty. Wypunktowal to profesor

Bogustaw Pawlowski, antropolog z Wroctawia. Co to znaczy lepszym? Dla kogo
lepszym? O jakim zyciu méwimy? W koiicu wyjasniono wzajemnie, ze dyskusja
odbedzie si¢ woko6l pytan, na ile lepiej (zdrowiej, racjonalniej) zyé bedzie
czlowiek.

Reprezentujacy opozycje redaktor Wojciech Orliniski méwit o kryzysie wodnym,
zmianach klimatu, kleskach tradycyjnego rolnictwa, uchodzcach, i ostrzegat
przed europocentryzmem.

Druga strona argumentowala: srednia dlugo$é¢ zycia ludzi na planecie rosnie,
demokracja umozliwia tatwiejsze zycie réznym grupom, zmniejsza wykluczanie.
Poprawiaja sie osiagniecia medycyny (choé¢ drozeja procedury). Sieci
spolecznosciowe ,sieciuja’, umozliwiajac szybka komunikacje globalna,
przypomniano o lososiach w Tamizie.

Adam Wajrak (opozycja do tezy) cytowal liczby o wymieraniu gatunkéw
prowadzacym do degradacji biosfery. PrzelowiliSmy i zakwasiliSmy oceany,
wycinamy ostatnie pierwotne lasy. . .

Konflikt w Syrii — méwili z przekonaniem przedstawiciele opozycji — to pierwsza
wojna o zasiegu $wiatowym, wywolana zmianami klimatycznymi. A wiele lat
temu to Ryszard Kapuécinski przepowiadal przyszte wojny Pélnoc—Poludnie,
wojny. .. o dostep do pitnej wody.

Razem doszlismy do wniosku, ze dopiero zaczynamy rozumieé, jakie szkody sami
Ziemi wyrzadzamy. Od rozumienia do wlasciwych dzialan droga moze by¢
dtuga. ..

W glosowaniu zwyciezyla opozycja do tezy. Pesymisci.
Magdalena FIKUS
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Rys. 1. Gdy v || k, kolejno$¢ wykonywania
przesunigcia i symetrii jest dowolna.

\
o C

Rys. 2. Gdy v }f k, obrazem punktu A
w przesunieciu i symetrii bedzie punkt C,
a w symetrii i przesunieciu punkt B.

S

Rys. 3. Jesli P jest punktem stalym,
obraz X pozostaje na o1. Gdy réwniez
Q@ jest punktem stalym, obraz X
pozostaje na o2, a zatem nie rusza sig.

Rys. 4. Jedli P, Q, R sa punktami
stalymi, stale sa wszystkie punkty
prostych PQ, QR, RP. Zatem prosta
przechodzaca przez X i przecinajaca dwie
z tych prostych ma dwa punkty stale, stad
stale sg wszystkie jej punkty, a wiec i X.

Rzut butem, czyli twierdzenie Chaslesa
Marek KORDOS

Niedawno podczas rozmowy z kolegami — mtodymi matematykami i fizykami —
zorientowalem sig, ze dla nich informacja o tym, jak wygladaja wszystkie
mozliwe ruchy obiektu materialnego w tréjwymiarowej przestrzeni, jest
zaskakujaca. Chodzi o nastepujacy obrazowy opis.

Zdjglem z nogi but i cisnglem nim byle jak, po czym on upadt byle gdzie i jakos
tam lezy. Istnieje ruch po linii Srubowej, za pomocg ktorego mozna kulturalnie
przeniesc ten but z obecnego potozenia na mojg noge.

Wyrazajac si¢ zargonowo (czyli fachowo), mozna powyzsza anegdote wyrazié
zdaniem

kazda niezmieniajgca orientacyi izometria przestrzeni trojwymiarowe; jest ruchem
srubowym, czyli zloZeniem obrotu z przesunieciem réownolegltym do jego o0si.

Jest to fragment twierdzenia Michela Chaslesa (czyt. Szala), w ktérym
sklasyfikowal on wszelkie izometrie (czyli przeksztalcenia niezmieniajace
odleglosci) na plaszczyznie i w przestrzeni.

Stowo ,orientacja” uzyte wyzej ttumaczy, dlaczego w anegdotce rzucatem butem
— zaden rzut nie zmieni buta prawego na lewy ani lewego na prawy.

Zamiast ubolewaé¢ nad nie$wiadomoscia mlodego pokolenia, przyjrzyjmy sie
temu twierdzeniu.

Oto pelne brzmienie twierdzenia Chaslesa dla plaszczyzny.

Kazda izometria plaszczyzny jest przesunieciem, obrotem lub symetrig
z poslizgiem (czyli zltozeniem symetrii osiowe]j z przesunieciem réwnolegltym do jej
osi). Orientacje zachowujg pierwsze dwa z tych przeksztalcen.

Dla przestrzeni wyglada ono tak.

Kazda izometria przestrzeni to ruch $rubowy, symetria z poslizgiem (czyli
zlozenie symetrii ptaszczyznowej z przesunieciem o wektor rownolegly do tej
plaszczyzny) lub symetria obrotowa (czyli zlozenie symetrii plaszczyznowej
z obrotem wzgledem prostej prostopadlej do tej plaszczyzny).

W obu tych twierdzeniach, obok przesunie¢ i obrotéw, wystepuja raczej
egzotyczne dla ogétu nazwy — czemu Chasles zwrécil uwage akurat na takie
przeksztalcenia? Odpowiedz jest zaskakujaco prosta: w kazdym z nich kolejnos¢
wykonywania ich skladowych przeksztalcenn nie ma wptywu na wynik, czyli ich
sktadanie jest przemienne. Obojetne jest, czy majac w przestrzeni obrét
wzgledem prostej i przesunigcie o wektor réwnolegly do tej prostej, najpierw
wykonamy obrét, a potem przesuniecie, czy tez najpierw przesuniecie, a potem
obrét. Podobnie jest w pozostalych przypadkach. Jeszcze ciekawsze jest to, ze
skladanie przesunieé, obrotéw i symetrii przemienne jest tylko w wymienionych
w twierdzeniach Chaslesa przypadkach. Latwo objaéni¢ to na obrazkach —

w przypadku symetrii z poslizgiem na plaszczyznie demonstruja to rysunki 11 2.

Droga do dowodu twierdzenia Chaslesa wiedzie przez wykazanie, ze kazda
izometrie mozna uzyskaé przez zlozenie symetrii osiowych w przypadku
plaszczyzny czy plaszczyznowych w przypadku przestrzeni.

W tym celu przyjrzyjmy si¢ punktom stalym izometrii. Gdy izometria ma punkt
staly P, to zachowuje ona okregi o srodku w P w przypadku plaszczyzny i sfery
o $srodku w P w przypadku przestrzeni. Gdy staly jest jeszcze inny punkt @, to
w obu przypadkach wszystkie punkty prostej PQ sa stale (rys. 3). Gdy

na dodatek staly jest jeszcze pewien punkt R nielezacy na tej prostej, to state sa
wszystkie punkty plaszczyzny PQR (rys. 4).

Gdy mamy do czynienia z przestrzenia, sa jeszcze punkty poza ta plaszczyzng —
Czytelnik Sprawny w mgnieniu oka przystosuje rozumowanie z rysunku 4
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A, do wykazania, ze gdy istnieje wsrdéd nich punkt staly, to stale sa wszystkie
punkty przestrzeni. Zatem

Jesli izometria ma trzy niewspolliniowe punkty stale na plaszczyznie (cztery
niewspolplaszczyznowe punkty stale w przestrzeni), to jest identycznosciq,
! nazywa sie to malym twierdzeniem o sztywnosci. Ale jest i duze.
Aj Jesli dwie izometrie pokrywajq sie na trzech niewspotliniowych punktach
plaszezyzny (czterech niewspdlplaszczyznowych punktach przestrzeni), to sq
jednakowe.

By

Istotnie, jedli te izometrie to ¢ i 1), to izometria ¥ 'y jest w myél malego
twierdzenia o sztywnoéci identycznodcia, mamy wiec

v o =id, zatem Yy lo=1p, cayli =1
Kolejny krok to twierdzenie o rozktadzie.
Kazda izometria moze byé przedstawiona jako zloZenie co najwyzej trzech
symetrii osiowych w przypadku plaszczyzny (czterech symetrii plaszezyznowych
w przypadku przestrzent).
Oto recepta na ich znalezienie. Zajmijmy si¢ plaszczyzna. W mysl twierdzenia

o sztywnosci wystarczy pokazaé ztozenie trzech symetrii, ktére natozy dane dwa
tréjkaty przystajace, nazwijmy je Ay AsAs i By BsBs. Przepis jest nastepujacy.

(2 By Jesli Ay # B, wykonaj symetrie trajkgta A1 Az As wzgledem symetralnej odcinka
A1 By; otrzymasz trdjkat By AL A%,
Jesli teraz Ay # Ba, wykonaj symetrie tréjkqta B1 Ay AL wzgledem symetralnej
odcinka AL Bs; otrzymasz trdjkqt By Ba AY.
Jesli jeszeze AY # Bs, wykonaj symetrie trojkgta By Ba Ay wzgledem symetralnej

A 4 odcinka A% Bs.
3 (Czytelnik Zinformatyzowany oczywiscie w mgnieniu oka zamieni ten przepis
B,

na kréciutki pseudokod.)

Rys. 5 Drzialanie tego przepisu w przypadku, gdy az trzy razy trzeba zastosowaé
symetrie, przedstawia rysunek 5. To, nad czym trzeba chwile si¢ zastanowié, to
fakt, ze kolejna symetria nie ,rozkleja” juz nalozonych punktéow — gwarantuje to
zalozone przystawanie trojkatow.

Kazdy Czytelnik, ktéry doczytal do tego miejsca, bez trudu poradzi sobie
z podaniem analogicznego przepisu dla przestrzeni (przypominam, ze symetralna
odcinka w przestrzeni jest plaszczyzna).

Warto zwroci¢ uwage na bezposrednie wnioski z twierdzen o sztywnosci, jakie

w szczegdlnych przypadkach wzmacniaja twierdzenie o rozkladzie. Jesli

np. izometria plaszczyzny ma punkt staly, to zawsze da sie rozlozy¢ na

co najwyzej dwie symetrie, a gdy ma dwa punkty stale, to jest symetria lub
identyczno$cia. Podobnie jest w przypadku izometrii przestrzeni — gdy wiemy, ze
sa punkty state, liczba niezbednych symetrii do jej uzyskania zmniejsza sieg.

Przypomnijmy teraz sobie (bo przeciez wszyscy to wiedza lub wiedzieli), ze
zlozenie dwdch symetrii wzgledem przecinajacych sie prostych na plaszczyznie
(plaszczyzn w przestrzeni) to obrét o kat dwukrotnie wiekszy niz miedzy nimi
(rys. 6). Podobnie, zlozenie dwdch symetrii wzgledem prostych réwnolegltych
na plaszczyZnie (plaszczyzn réwnoleglych w przestrzeni) jest przesunieciem
SKQ) . o wektor dwukrotnie wigkszy niz miedzy nimi (rys. 7).

S1Sk(P)

Sk(P) p S1SK(Q)

Qe

Pozwala to na stwierdzenie, ze zlozenie symetrii wzgledem trzech prostych

na plaszczyznie jest zawsze symetria z poslizgiem. Rozpatrzmy przypadek
szczegblny: skladamy symetrie wzgledem prostych k, [, m, przy czym [ i m maja
Rys. 7 punkt wspélny P, przez ktéry prosta k nie przechodzi. Wtedy zastepujemy
proste [ i m tworzacymi ten sam kat prostymi I’ i m’ przechodzacymi przez P,
przy czym [’ jest prostopadia do k. Jesli chodzi o przeksztalcenie, to nic sie

nie zmienito, bo S,/ Sy jest tym samym obrotem co S, S, a wiec

SmS1Sk = S Sy Sk
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Rys. 8

k1

Rys. 9

ks

Oznaczmy punkt przeciecia prostopadlych prostych kil przez Q. Teraz
zastapimy te proste przez inne przechodzace przez () proste prostopadle k' i 1",
takie, ze k' jest prostopadla do m’. I znéw mamy (rys. 8)

SmSlSk: = S’m’Sl’Sk = Sm’Sl”Sk’7

czyli nasze przeksztalcenie okazalo sie zlozeniem symetrii wzgledem k&’
i przesunieciem o podwojony wektor laczacy prostopadle I” i m/, czyli symetrig
z poslizgiem.

Czytelnik Nieufny moze teraz powtérzy¢ podobne operacje w innych mozliwych
przypadkach polozenia trzech prostych na ptaszczyznie. No i oczywiScie natknie
sie na sytuacje, w ktérych jest to niemozliwe — mianowicie wtedy, gdy trzy osie
symetrii majg wspélny kierunek albo tez wspélny punkt. Na szczescie sytuacje te
reguluje twierdzenie o redukc;ji.

Na plaszczyinie zlozZenie symetrii wzgledem trzech prostych majgcych wspolny
punkt (lub kierunek) mozna zastqapic jedng symetrig wzgledem prostej réwniez
przechodzqgcq przez ten punkt (majacq ten kierunek).

W przestrzeni zloZenie symetrii wzgledem trzech plaszczyzn magjgcych wspdlng
prostg (lub parami réwnoleglych) mozna zastapicé jedng symetrig wzgledem
plaszczyzny réwniez przechodzqcej przez te prostq (réwnoleglq do nich).

WeZmy bowiem pod uwage trzy proste ki, ko, ks na plaszczyznie (plaszczyzny
71, T2, T3 W przestrzeni) majace wspdlny punkt P (wspdlna prosta p). Jesli kat
od k; do ks jest réwny «, to zastepujaca je prosta (plaszczyzna) jest taka
prosta k4 (plaszczyzna m4) przechodzaca przez P (p), ze kat od ks do k4 (od 73
do my) jest réwny —a (rys. 9). Wéwczas Sk, Sk, Sk, Sk, jest obrotem o kat

a+ (—a) =0, czyli jest identycznoscia. A wiec mamy

Sk4Sk3Sk25k1 = id, zatem Sk4Sk4Sk3SkZSk1 = Sk4, czyli Skgskzskl = Sk4

i tak samo bedzie dla plaszczyzn.

Zupelnie analogicznie postepujemy w przypadku, gdy proste (plaszczyzny) sa

réwnolegle: gdy wektor laczacy prostopadle ky i ko (czy m 1 m2) to v, jako ky

bierzemy taka prosta (plaszczyzne my) réwnolegla do danych, ktéra z ks (z ms)
taczy wektor —uv.

A wiec w przypadku plaszczyzny ze zlozenia trzech symetrii otrzymujemy
zawsze symetrie z poslizgiem — by¢ moze zerowym.

Gdy chcemy stwierdzi¢ jednak, jak wygladaja izometrie powstate ze zlozenia
symetrii wzgledem trzech plaszczyzn niespelniajacych zalozen twierdzenia
o redukcji, sytuacja nie jest juz tak bezproblemowa.

Jak wiadomo (czy na pewno wiadomo?), dowolne trzy plaszczyzny maja wspdlny
punkt lub wspdlng plaszczyzne prostopadia.

Ten drugi przypadek jest powtdrzeniem sytuacji z plaszezyzny (tak, jak by$my
patrzyli prostopadle do tej wspdlnej prostopadlej). Tak wiec symetrie
z poslizgiem w przestrzeni mamy zalatwione.

Pozostaje zbadac, co sie dzieje, gdy sktadamy trzy symetrie wzgledem plaszczyzn
majacych punkt wspolny O — nazwijmy wynik tego zlozenia x. Dogodnym
chwytem jest tu zlozenie x z symetrig wzgledem O, oznaczmy ja w. Symetria
wzgledem punktu w przestrzeni to ztozenie trzech symetrii ptaszczyznowych
wzgledem plaszczyzn prostopadlych (w ukladzie wspélrzednych byloby to

(x,y, z2) = (—z, —y, —2)). Otrzymujemy zatem zlozenie szeSciu symetrii
plaszczyznowych, co wobec uwag po twierdzeniu o rozkladzie (jest punkt staly!)
oznacza, iz jest to obrét wzgledem jakiejs prostej przez O — oznaczmy ja t, a sam
obrét przez T (istotnie, zlozenie szesciu symetrii da sie przedstawié jako zlozenie
czterech, a punkt staly zmniejsza to do trzech; z kolei fakt, ze szes¢ symetrii
plaszczyznowych nie zmienia orientacji, zmniejsza trzy do dwéch). Mamy wiec
wx =T, a wiec Y = w7 = wr, gdyz symetria wzgledem punktu jest (jak
wszystkie symetrie) inwolucja, czyli jest odwrotna sama do siebie.

18



Trzy symetrie skladajace sie na w mozemy dobra¢ tak, by dwie z nich byty
symetriami wzgledem dowolnych plaszczyzn prostopadtych przechodzacych
przez t — trzecia wobec tego bedzie do ¢ prostopadla. Korzystajac z tych
oznaczen, mamy dwa obroty wzgledem ¢: jeden z nich to 7, a drugi to symetria
o0 osi t — czyli w sumie jeden obrét o kat sumaryczny — oraz symetrie wzgledem
plaszczyzny prostopadlej do t. Zatem x rzeczywiscie jest symetrig obrotows.

I w ten sposob pozostalo nam juz tylko rozpatrzenie sytuacji, gdy izometria
przestrzeni jest ztozeniem czterech symetrii ptaszczyznowych i nie ma punktéow
stalych.

W tym celu wezmy pod uwage jakas izometrie ¢ niezmieniajaca orientacji i niech
ona przeprowadza pewien punkt A na A’ # A. Oznaczmy przez 74 symetralng AA’.
Przeksztalcenie Sy, zmienia orientacje i ma punkt staly (mianowicie A) — jest
zatem symetria obrotowa. Mamy wiec Sy, = pSx,, gdzie p jest obrotem (oznaczmy
jego o przez k), przy czym k L . Przedstawmy p jako zlozenie symetrii wzgledem
zawierajacych k plaszczyzn o 1 w5 — jest tu (jak zawsze przy obrotach) duza
dowolno$é — niech wiec w3 bedzie prostopadla do my (oczywiscie my L mp L 73).

Mamy wiec Sy, ® = SyrySrySrys €zyli © = Sry SaySnySmy = (SrySrs)(Sra S );

sa to — wobec 71 L mo i w3 L my — dwie symetrie osiowe. Oznaczmy ich osie przez
[ im. Zatem ¢ = S,,.5;. Proste k il sa skoéne — gdyby byly réwnolegte,

m 7

Rys. 10

T8 @ byloby przesunieciem, a wiec zlozeniem dwdéch symetrii ptaszczyznowych,
gdyby za$ sie przecinaly, istniatby punkt staty.

prom Dowolne dwie proste skosne leza w pewnych ptaszczyznach réwnoleglych —
przedstawmy wiec symetrie wzgledem [ i m w nastepujacy sposéb (patrz rys. 10):

Sl = STI'G STI'57
6 Zauwazmy, ze wtedy réwniez plaszczyzny mg 1 w7 sa prostopadle, zatem
© = SrgSr:SrgSns = SrgSneSmsSmy = (ST"SST"G)(SW7S775) =79,

I gdzie 9 to obrét o osi w5 N 77, a 7 to przesuniecie wzdiuz tej osi.

S = SrSp, i

e H 8.

Twierdzenie Chaslesa dla przestrzeni zostalo tym samym udowodnione.

Warto wiedzie¢, ze Chasles udowodnit réwniez twierdzenia klasyfikujace

podobienstwa na plaszczyznie i w przestrzeni. Ale moze o tym innym razem. . .

Czekanie na renesans

Wspbélczesna fizyka teoretyczna przypomina troche archipelag
wysp poddany dzialaniu zywioléw, wynoszony w gére ruchami
tektonicznymi, ale réwnoczesnie niszczony bezlitosnym
smaganiem fal. Czesci wewnetrzne wysp, niosace praktycznie
caloksztalt kultury materialnej tego ladu, nie doznaja przy tym
zadnego uszczerbku, mozna wrecz rzec, ze systematycznie sig
powiekszaja. Co innego z nabrzezem, ktore stale si¢ zmienia i to
w dos¢ nieprzewidywalny sposéb. Tu wynurzy sie przesmyk
miedzy dwiema wysepkami, gdzie indziej zas podmyty klif
malowniczo pograzy sie w odmetach. Przypadkowy turysta,
majacy natychmiastowy dostep do wszelkiego rodzaju
informacji i, paradoksalnie, przez to coraz bardziej
nieprzygotowany do poznawania obcych krain, moze tatwo
przedtozy¢ wrazenia dostarczane przez surowe piekno
przybrzeznej kipieli nad zmudne przedzieranie sie przez
zawiloéci ornamentyki miejscowych swiatyn, zwtaszcza gdy

do kazdego rodzaju rozrywek moze bez trudu wynajaé
kompetentnego przewodnika.

Fizycy zajmujacy sie popularyzacja staja nierzadko przed
dylematem, czy lepiej edukowaé wspolobywateli, dostarczajac
im solidnej porcji ugruntowanej wiedzy, czy tez zaciekawiaé
ich, ukazujac burzliwe dyskusje toczace sie na froncie badan,
gdzie nauka znajduje si¢ in statu nascendi, a ugruntowana
wiedza wytoni si¢ dopiero z piany idei $mialych i szalonych.
Wtasnie te druga droge obratl w swej najnowszej ttumaczonej
na jezyk polski ksigzce Lee Smolin.
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Autor rozpoczyna swe rozwazania od stwierdzenia, ze
wszystkie wielkie teorie fizyczne — mechanika klasyczna,
mechanika kwantowa czy ogdlna teoria wzglednosci —

opisujg deterministyczna ewolucje uktadéw fizycznych.

Skoro za$ cata przysztosé okreslona jest przez terazniejszosc,

a ta z kolei przez przeszlo$é, to czy istnieje we wszechswiecie
jakas$ fizycznie istotna zmienno$é niebedaca tylko ztuda
wynikajaca z ludzkiego sposobu doswiadczania rzeczywistosci?
A w szczegdlnym przypadku wszechswiata jako catosci

— czy wartosci opisujacych go parametrow sg wynikiem jakiejs$
deterministycznej ,decyzji”? Dalej za$ skrzy sie szalenistwo

i Smiato$¢ pomystéw przywotywanych przez Smolina,

niestety, bez oczywistego kryterium wyboru. Pomystéw, ktérym
— w przeciwienstwie do innych, konkurencyjnych koncepcji

— czesto nie udalo si¢ zainteresowaé¢ wielu badaczy, czy wrecz
otworzy¢ nowe pola badan. Stan ten niezbyt mnie dziwi, bowiem
przy lekturze wcale obszernych fragmentéw ksiazki nie bytem
sie w stanie zgodzi¢ z niczym, co mialem przed oczami,

moze poza kolejnoscig numeracji stron. Byta to jednak niezgoda
radosna i inspirujaca, ksigzka Smolina jest bowiem $wietnie
napisana, bogata w informacje, wciggajaca i stymulujaca

— to bynajmniej nie ksiazka popularno-naukowa, raczej peten
zaru osobisty manifest. Czytaé¢? Warto. Wierzy¢ Smolinowi,

ze tak wlasnie wyglada fizyka? Na wlasng odpowiedzialnosé.

K. T

Lee Smolin, Czas odrodzony. Od kryzysu w fizyce do przyszlosci
wszechswiata, Prészynski Media, Warszawa 2015.



Informatyczny kacik olimpijski (87): Zliczamy puste prostokaty

Rys. 1. Przykladowy kwadrat rozmiaru
n = 4 z czterema polami zabronionymi
(zaznaczone krzyzykami). Najwigkszy
pusty prostokat ma rozmiar 2 X 3.
Ponizsza tabelka przedstawia liczno$ci
pustych prostokatéw dla wszystkich
rozmiaréw h X w:

h X w Liczba ‘ h X w Liczba
1x1 12 2x1 7
1x2 6 2 X2 3
1x3 3 2x3 1
1x4 1 3x1 3

1 2 3 4 5 6 7 8

0 N O U e W N =

—

s[1]

s[2]  s[3]

Rys. 2. Zacieniono trzy prostokaty, ktore
reprezentujg obszar dla pola (8,7).
Ponizsza tabelka przedstawia zawartosé
stosu dla pdl (8,5), gdy 0 < j < 9.

j d[8,j7] Stos (elementy h X w)
0 0 pusty

1 3 3x1

2 8 3x1, 8x1

3 1 1x3

4 5 1x3, 5x1

5 3 1x3, 3x2

6 8 1x3, 3x2, 8x1
7 7 1x3, 3x2, Tx2
8 2 1x3, 2x5

9 0 pusty

W tym miesigcu zajmiemy sie do$¢ klasycznym zadaniem. Dany jest kwadrat
rozmiaru n x n podzielony na n? pél, przy czym niektére pola sa zabronione.
Dowolny zawarty w tym kwadracie prostokat, ktéry nie zawiera zadnego pola
zabronionego, nazwiemy prostokgtem pustym (rys. 1). Nalezy znalez¢ pusty
prostokat o jak najwiekszym polu.

To zadanie nie powinno by¢ nowoscia ani dla mitosnikéw zadan olimpijskich
(pojawito si¢ m.in. na IX Olimpiadzie Informatycznej jako zadanie pt. Dzialka),
ani dla statych czytelnikéw Delty (omawialidmy jego rozwiazanie w artykule
Prostokat arytmetyczny w numerze 3/2012). Co wiecej, rézne modyfikacje tego
zadania pojawialy sie tez (i nadal pojawiaja) na innych konkursach. Przykladowe
modyfikacje moga polega¢ na tym, ze jesteSmy proszeni o znalezienie pustego
prostokata o najwiekszym obwodzie, liczby pustych prostokatéw czy tez
sumarycznego pola powierzchni wszystkich pustych prostokatéw. I choé gtéwna
idea rozwiazania wszystkich tych wersji zadania jest taka sama, to réznia sie one
w szczegbdlach, ktore kazdorazowo trzeba dopracowaé. Tutaj przedstawimy do$é
ogolna metode, ktéra pozwoli nam bardzo tatwo rozwigzywaé podobne zadania.
A mianowicie pokazemy, jak wyznaczy¢ w sumarycznym czasie O(n?) liczbe
pustych prostokatow rozmiaru h x w dla wszystkich wartoséci 1 < h,w < n.

Pole lezace na przecieciu i-tego wiersza i j-tej kolumny kwadratu bedzie miato
wspolrzedne (i, j). Przede wszystkim dla kazdego pola (i, j) bedziemy chcieli
znaé liczbe niezabronionych pdl lezacych powyzej niego (wlacznie z tym polem);
oznaczymy te warto$é przez d[i, j]. Caly tablice d tatwo obliczyé w czasie O(n?),
gdyz d[i, j] = 0, jesli pole (4, ) jest zabronione oraz d[i, j] = d[i — 1,j] + 1

w przeciwnym przypadku. Dla uproszczenia zaktadamy réwniez, ze wszystkie
pola poza kwadratem sa zabronione i d[z,0] = d[i,n + 1] = 0.

Rozwiazanie podzielimy na n faz; w i-tej fazie bedziemy rozpatrywaé prostokaty,
ktorych dolny bok zawiera pola z i-tego wiersza. Ustalmy pewne pole (4, j)

i rozwazmy wszystkie puste prostokaty, ktérych prawy dolny rég znajduje sie

na tym polu. Zbior wszystkich pél, w ktérych moze znajdowaé sie lewy gérny rog
takiego pustego prostokata, jest obszarem, ktérego gorny obrys sktada sie

z odcinkéw idacych w prawo i do géry. Taki obszar bedziemy reprezentowali jako
sume minimalnej liczby roztacznych prostokatéw o coraz wigkszych wysokosciach,
ktorych dolne boki dotykaja i-tego wiersza (rys. 2). Rozmiary h x w kolejnych
prostokatow bedziemy trzymac na stosie, co umozliwi nam tatwe uaktualnianie
tej reprezentacji, jesli bedziemy przeglada¢ kolumny od lewej do prawej.

Stos bedziemy trzymaé w tablicy s (wysokosci i szerokosci i-tego prostokata

na stosie to odpowiednio s[i].h oraz s[i].w), a liczbe jego elementéw

w zmiennej m. Ponizszy pseudokod pokazuje, jak uaktualni¢ zawarto$é¢ stosu dla
pola (i,j — 1), aby odpowiadata ona polu (¢, j). Dopdki wysoko$é¢ s[m].h
najwyzszego prostokata na stosie jest co najmniej tak duza jak d[, j], to
usuwamy go ze stosu. Nastepnie wrzucamy na stos prostokat rozmiaru d[i, j] X w,
gdzie w jest sumaryczna dlugoscig wszystkich usunietych prostokatow plus 1.

w = 0;
while m > 0 and s[m].h > d[i, j] do
inc(w, sfm].w);

dec(m);
inc(m);
sim]aw == w+1;
s[m].h = d[i, j];

Zauwazmy, ze kazdy prostokat usuwany ze stosu jest kandydatem na najwickszy
pusty prostokat. Co wiecej, wystarczy, ze rozpatrzymy tylko tych kandydatow.
Poniewaz dla ustalonego ¢ liczba operacji wykonanych na stosie jest O(n), gdyz
wrzucamy na niego n elementéw, zatem caty algorytm dziala w czasie O(n?).

Aby wyznaczy¢ liczbe pustych prostokatow wszystkich rozmiaréw, postapimy
nieco sprytniej. Zachowamy nastepujacy niezmiennik: jesli znajdujemy sie
na polu (i, 7), to znaczy, ze policzylidmy juz te puste prostokaty, ktérych prawy

20



1 2 3 4 5 6 7 8

X

O 1 O Ut = W N
X
X

sl s[2]  s[3]

Rys. 3. Rozwazajac pole (8,8), usuwamy
element s[3] ze stosu. Musimy wtedy
policzy¢ 4 - 6 prostokatéw majacych
prawy dolny rég na polu (8,7), a lewy
gbérny w ciemno zacienionym obszarze.
Jest tam 4 — x prostokatéw rozmiaru
yxXxzxdlad<y<7il1<z<3.

Nastepnie usuwamy element s[2]

ze stosu, co powoduje zliczenie

15 prostokatéw z jasno zacienionego
obszaru (6 — x prostokatéw rozmiaru
3xzdlal<gz<b).

L...]

Rozwigzanie zadania F 892.
Rozpatrzmy warunki réwnowagi k-tego
naczynia. Z prawa Archimedesa wynika,
ze jezeli wyjmiemy (w mys$li) wszystkie
naczynia plywajace w k-tym naczyniu

i dolejemy do niego tyle cieczy, aby
zachowadé jej poziom wyjsciowy, to sity
dzialajace na dno i Scianki naczynia

ze strony cieczy w ktérej ono plywa

nie ulegng zmianie. Na k-te naczynie
dziata sila ciezko$ci kmg (km — masa
tego naczynia), ciezar nalanej do niego
wody pkShg (kS — pole powierzchni
dna, h — wysoko$é poziomu wody w tym
naczyniu) i sita wyporu pgV, = pgkSh.,
gdzie V. — objeto$¢ zanurzonej czesci
naczynia, h, — glebokos$¢ zanurzenia.

Z warunku réwnowagi dla tego naczynia
mamy km = pkSAh, gdzie Ah =h, — h
— réznica poziomoéw wody
w rozpatrywanym naczyniu i w naczyniu
w ktérym rozpatrywane naczynie plywa.
Stad Ah =m/(pS). Wynika z tego, ze
réznica pozioméw wody w dwoch
dowolnych, sasiednich naczyniach jest dla
wszystkich naczyn taka sama.
Przyjmijmy, ze poziom wody w naczyniu
stojacym na stole wynosi H.
W nastepnym naczyniu wynosi on
H — Ah, w kolejnym H — 2Ah itd.
Catkowita objeto$¢ wody w naczyniach
wynosi
NSH — (N —1)SAh —

— (N —2)SAh —...— SAh =
=NSH — SAh(1+2+ ...+ (N —1)) =
NSH — SAh((N —1)N/2) =
NSH — (m(N —1)N/(2p)),

a stad catkowita masa wody
M = NSHp — (m(N —1)N/2)
i ostatecznie

H = M/(NpS)+m(N —1)/(2pS).

dolny rég jest na polu (¢,5') dla j/ < j i jednoczesnie nie sa one zawarte
w obszarze dla pola (i, 7).

Zatem zwiekszanie obszaru (poprzez wrzucanie nowych elementéw na stos) nigdy
nie bedzie zmieniaé¢ liczno$ci rozwazonych pustych prostokatéw, natomiast
usuwanie elementéw ze stosu moze powodowaé koniecznosé aktualizacji.
Wszystkie pola usunietego prostokata s[m], ktére znajduja sie w odleglosci

co najmniej h := max(s[m — 1].h, d[i, j]) od wiersza i na pewno zostana usuniete
z obszaru (zakladamy przy tym, ze s[0].h = 0). Musimy zatem policzy¢ puste
prostokaty zawarte w prostokacie s[m], ktére przestana by¢ w tym obszarze
zawarte, czyli ich lewy gorny rog jest jednym z pdl, ktére zostana usuniete

z obszaru. Te prostokaty maja wysokosci od h 4+ 1 do s[m].h oraz szerokosci od 1
do s[m].w, przy czym prostokatéw o rozmiarze y X x jest s[m].w + 1 — z (rys. 3).

Nalezy tez uwaznie rozwazy¢ przypadek, gdy dla danego pola (4, j) usuwamy
wiecej niz jeden element ze stosu. Wtedy szerokos$¢ aktualnie usuwanego
elementu nalezy zwigkszy¢ o szerokosci usunietych poprzednio (wygodnie jest tu
korzystaé z wprowadzonej juz zmiennej w).

Jedli zatem licznosci pustych prostokatéw bedziemy zapisywaé w tablicy ¢ (gdzie
cly, x] oznacza liczbe pustych prostokatéw rozmiaru y X x), to mamy

do rozwiazania nastepujacy problem: dla danych liczb hy, hy i w chcemy szybko
wykonywaé operacje zwiekszania komérek c[y, x] o warto$é w + 1 — x dla

h1 <y < hy oraz 1 < z < w. Nie mozemy, oczywiscie, pozwoli¢ sobie na zrobienie
tego zupelnie naiwnie. Zakladajac, ze poczatkowo w tablicy ¢ sg same zera,
zastosujemy nastepujacy trik: do komérki c[hq, w] wpiszemy 1, a do komorki
clhg + 1, w] wpiszemy —1. Nastepnie niezaleznie w kazdej kolumnie tablicy ¢
obliczymy sumy prefiksowe. To spowoduje, ze jedynki znajda sie w komérkach
cly,w] dla hy <y < hg (a —1 zniknie). Nastepnie w kazdym wierszu obliczymy
stroche lepsze” sumy sufiksowe, ktére kazda jedynke w komorce cly, x] zamienia
na ciag liczb x,xz — 1,...,1 w komérkach c[y, 1], [y, 2], . .., c[y, z]. Po takich
manipulacjach tablica ¢ ma wartosci zgodne z pojedyncza operacja zwigkszania.
Nietrudno sie przekonaé, ze jesli chcemy wykonaé¢ wiecej niz jedna operacje
zwigkszania, to mozemy najpierw zwiekszyé wszystkie komérki c[hy, w] o jeden

i zmniejszy¢ odpowiadajace im komorki cfhs + 1, w] o jeden, a dopiero na sam
koniec jeden raz obliczyé powyzsze sumy. Lacznie zajmie to czas O(n?),

a pseudokod algorytmu moze wygladaé¢ nastepujaco:

for i :=1tondo
for j:=0ton+1do
w = 0;
while m > 0 and s[m].h > d[i, j]
h := max(s[m — 1].h,d][i, j]);
inc(w, sjm].w);
inc(clh + 1,w]);
dec(c[s[m].h + 1, w));
(

dec(m);
inc(m);
sim]aw == w+ 1;
s[m].h = d[i, j];

for : :=1tondo
for j:=1tondo
inc(cli + 1, 5], [i, j]);
c1:=co:=0;
for j :=n downto 1 do
inc(cl, C[ia ]]),
inc(ce, c1);
cli, j] := e9;
Jako ¢wiczenie dla Czytelnika proponujemy modyfikacje tego algorytmu, aby dla
kazdego rozmiaru wyznaczal liczbe maksymalnych pustych prostokatéw, czyli
takich, ktére nie sg zawarte w zadnym wigkszym pustym prostokacie.

Tomasz IDZIASZEK

21



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Przydatno$é poruszonych zdjeé

Obecnie prawie kazdy ma aparat fotograficzny,

np. w smartfonie. Poruszonymi zdjeciami mato kto sie
przejmuje, bo przeciez mozna zrobi¢ nastepne albo
zrezygnowaé po sprawdzeniu, ze nie da sie uzyskaé
zadowalajacego wyniku. Zapominamy (lub w ogdle

nie mamy takich do$wiadczen), jak to bylo (raptem
dekade, dwie temu), gdy zdjeé mozna byto zrobié tylko
36 (bez zmiany kliszy), a wynik obejrzeé

po wywolaniu (ciekawe, ilu naszych Czytelnikéw nigdy
7 tego procesu nie korzystalo lub nawet nie wie, co ten
termin oznacza).

Réwniez wtedy wiekszosé zdjeé byla robiona przy
dobrym oéwietleniu, przy ktérym problem wystepowal
rzadko. Wielu z nas dobrze jednak pamieta TE
Swietne zdjecia, ktére, niestety, wyszty poruszone.

Mogto sie réwniez zdarzy¢, ze zdjecia byly nieostre.
Obecnie wigkszo$¢ aparatéw (poza co najmniej
polprofesjonalnymi lub zabytkowymi)

wykorzystuje autofokus, co niekoniecznie daje
dobre efekty, bo ostrosé moze sie nastawié¢ nie na to,
na co chcemy.

Oprécz ukladéw automatycznie nastawianej ostrosci
w aparatach (niekoniecznie tych w smartfonach)
montuje sie uktady stabilizujace obraz, ktére maja
zapobiegaé poruszeniu zdje¢. Czy i na ile to si¢ udaje,
to osobna sprawa. Mozna jednak zapytaé, jak takie
uktady dziataja — umozliwiajg one ruch soczewki lub
matrycy, ktéry kompensuje drganie reki (efektywnosé
tych rozwigzan jest silnie zalezna od amplitudy
takich drgan).

7 drugiej strony, miedzy innymi w ramach ,kreowania
potrzeb konsumenta”, trwaja prace nad mozliwoscia
wykonywania zdjeé tréjwymiarowych. Sposobow, jak
to mozna by bylo zrobi¢, wymyslono wiele, ale
sukcesem komercyjnym mogtby byé aparat, ktéry

bez jakiejkolwiek zmiany sprzetowej bytby w stanie
takie zdjecia robi¢. Dotychczasowe pomysty,
polegajace na wykorzystaniu tylko jednego obiektywu,
wiazaly sie z pewnymi modyfikacjami (np. maski

w plaszezyZnie ogniskowej) obnizajacymi jakosé
zwyklego zdjecia.

W pracy [1] autorzy proponuja (i testuja) rozwiazanie,
ktore mogloby znalezé zastosowanie w aparatach
z autofokusem i mechanicznym stabilizatorem obrazu.

Dosé prosto mozna zrozumieé o co chodzi bez analizy
réwnan opisujacych zjawisko. Widzimy
tréjwymiarowo, bo kazde z naszych oczu rejestruje
wzajemnie przesunigte obrazy, a mézg nauczyt si¢ je
taczyé. Gdy zamkniemy jedno oko, to obraz traci
glebie (nalezy wzia¢ pod uwage, ze mézg ma pamieé —
nalezy ja swiadomie wyzerowad). Wystarczy jednak
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zaczalé ruszaé glowa, wykonujac ruchy o amplitudzie
rzedu rozstawu oczu, zeby wrazenie tréjwymiarowosci,
przynajmniej czesciowo, powrdcito (zawdzigeczamy to
temu, ze interpretacji takich sygnaléw nasz mozg sie
tez nauczyl). Jezeli $wiadomie obserwujemy, co
widzimy jednym, poruszanym wraz z gtowa, okiem, to
zauwazamy, jak blizszy plan przesuwa sie przeciwnie,
a dalszy (pozornie) zgodnie z kierunkiem ruchu glowy
(widzimy wzgledny ruch planéw).

W analogiczny sposéb mozna odtworzy¢
tréjwymiarowa scene, odwiktujac kilka obrazow
zarejestrowanych przy znanych przesunieciach

w trzech kierunkach. Do takiego przesuwania mozna
wykorzysta¢ uktad stabilizujacy obraz i autofokus.
Trzeba tylko przeprogramowacé elektroniczny mozg
aparatu.

W ten sposéb sprzetowe rozwiazanie problemu
poruszonych zdjeé moze, przy okazji (i opcjonalnie)
dodaé glebi naszym zdjeciom.

Nadprzewodzacy litografen

Jednowarstwowy grafen ma wiele niezwykle
interesujacych wtasnosci, ale do niedawna nie mozna
bylo do nich zaliczyé¢ nadprzewodnictwa. Jakis czas
temu zapostulowano, ze dekoracja grafenu
alkalicznymi atomami, w szczegdlnodci litu, moze
doprowadzi¢ do zwigkszenia sprzezenia miedzy
elektronami i fononami wystarczajacego do pojawienia
sie efektu nadprzewodnictwa. Doswiadczalne
wykazanie tego jednak sie dlugo nie udawato.

W pracy [2] autorzy twierdza, ze, po raz pierwszy
zjawisko to zaobserwowali za pomoca ARPES

(ang. Angle-Resolved PhotoEmission Spectroscopy),
metody, ktéra pozwala na wyznaczenie energii i pedu
elektronéw walencyjnych badanej prébki. Uzyskany
obraz odpowiadal obrazowi oczekiwanemu dla
nadprzewodnika. Wyznaczona temperatura Curie
wyniosta okoto 5,9 K. Badanie przeprowadzono

w wysokiej prézni 10711 tora, w ktérej najpierw
doprowadzano do implantacji atoméw litu
(ustawiajacych si¢ centralnie w szesciokatach siatki
atoméw wegla), a nastepnie przeprowadzano badanie
ARPES.

Zdaniem autoréw, biorac pod uwage zainteresowanie,
jakie budzi grafen, osiagniecie to moze mieé¢ duze
znaczenie miedzydyscyplinarne.

Piotr ZALEWSKI

[1] P.Llull, Xin Yuan, L. Carin oraz D.J. Brady, Image translation for
single-shot focal tomography, Optica, 2 (vol.9) 2015 str.822.

[2] B.M. Ludbrook et al., Evidence for superconductivity in
Li-decorated monolayer graphene,
PNAS doi:10.1073/pnas.1510435112.



Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan: 31 I 2016

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
699 (WT =1,88) i 700 (WT = 2,75)
z numeru 4/2015

Fukasz Garncarek Opole 46,36
Marek Spychata Warszawa 42,75
Pawel Najman Krakéw 38,80
Grzegorz Karpowicz ~ Wroctaw 38,18
Jedrzej Garnek Poznan 37,64
Krzysztof Maziarz Krakéw 35,37
Franciszek S. Sikorski Warszawa 33,31
Janusz Fiett Warszawa 33,19

Pan Lukasz Garncarek — to juz 44
po raz drugi.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koiica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoécig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe o0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdlowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

VE1-44

Zadania z matematyki nr 709, 710
Redaguje Marcin E. KUCZMA

709. Na bokach AB i BC kwadratu ABCD leza (odpowiednio) takie punkty
FE i F, za$ wewnatrz tego kwadratu znajduje sie taki punkt G, ze FG 1L BC,
EF 1 BG, EG L AF, BG L AG. Sporzadzony odrecznie rysunek sugeruje, ze
trapez ABFG pokrywa okolo 40% powierzchni kwadratu ABCD. Czy jest to
réownosé dokltadna?

710. Ciag (a,) jest okreslony wzorem rekurencyjnym: a,1 = a, + Ina,; wyraz
poczatkowy ag jest dowolna liczba wigksza od 1. Udowodnié, ze ciag (a,) jest
asymptotycznie réwny ciagowi (b, ) o wyrazach b, = nlnn; to znaczy,

lim a,/b, = 1.

n—oo

Zadanie 710 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

Zadania z fizyki nr 606, 607
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

606. Klocek o masie M, do ktérego przymocowany jest niewazki, nieruchomy
bloczek, moze $lizgaé sie po poziomej powierzchni. Przez bloczek przerzucona
jest ni¢, ktorej jeden koniec jest poziomy i przymocowany do $ciany, a na drugim
koncu zawieszony jest ciezarek. W chwili poczatkowej ciezarek odchylono

od pionu o kat « i puszczono. Znalezé mase ciezarka, jesli kat odchylenia nici

od pionu nie zmienia sie podczas ruchu klocka. Tarcie zaniedbujemy.

607. Cienki miedziany pierécien o promieniu r moze obracaé¢ sie wokol pionowej
osi, pokrywajacej si¢ z jego srednica. W Srodku pierscienia umieszczono mala
igietke magnetyczna, ktéra moze swobodnie obracaé¢ sie wokol tej samej osi. Gdy
pierdcien jest nieruchomy, igietka ustawia si¢ wzdtuz sktadowej poziomej pola
magnetycznego Ziemi B. Pierscien wprowadzono w bardzo szybki ruch obrotowy
ze stata predkoscia katowsa w. O jaki kat odchylila sie igietka od swego
poczatkowego ustawienia? Opdr pierscienia wynosi R.
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Prosto z nieba: Prawie blysk

Odkrycie poteznych kosmologicznych Pochodzenie bltyskéw ~ wciaz intryguje srodowisko naukowe. W czasie prawie 50 lat
Zrédetl twardego promieniowania od pierwszych obserwacji stworzono niezliczone, czasem niezwykle fantazyjne hipotezy
zawdzieczamy technice wojskowej — .. ., 2 .

blyski ~ zostaly praypadkowo odkryte ttumaczace emisje setek septylionéw J (okoto 1/1000 M c?) w postaci czystego

w latach 60. przez satelity szpiegowskie promieniowania 7. Obecnie preferowanym wyjasnieniem diugich blyskéw, ktére moga

Vela, poszukujace dowodéw na radzieckie

préby jadrowe trwaé¢ nawet 1000 s, jest model kolapsara (hipernowej), czyli zapadniecie si¢ masywnej

gwiazdy o niskiej zawartosci lekkich pierwiastkéw. Podczas kolapsu w jadrze gwiazdy
powstaje czarna dziura otoczona masywnym, szybko rotujacym dyskiem akrecyjnym.
3 = Spadek materii dysku wywotuje powstawanie relatywistycznego dzetu unoszacego energie
@ rotacji w postaci skupionej w waski stozek wiazki promieniowania. Kolapsar jest w istocie
bardzo specjalnym rodzajem supernowej typu II, znanej astronomom od tysiacleci
(przyktadem SN1054, po ktérej zostala mgtawica Krab i gwiazda neutronowa — pulsar).

Naturalnie wiec pojawiaja sie pytania: czym réznig sie z materia miedzygwiazdowa (wykryty przez VLA), ale
szwykte” supernowe od hipernowych? Czy istniejg obiekty nie zarejestrowano pochodzacego z jej kierunku btysku .
posrednie? Jakosciowa réznica pomiedzy kolapsarem Jest wiec przyktadem silnika btysku v z jakiegos powodu

(hipernowa) a supernowg polega na dziataniu (badz nie) wciaz nieudanego i dzialajacego ,na pdt gwizdka”. Gwiazde, ktéra
okrytego tajemnica centralnego ,silnika” btysku, ktéry jest wybuchta jako SN 2012ap, zidentyfikowano jako typ Ic,
odpowiedzialny za produkcje dzetu. W szczegdlnosci dzet ten  charakteryzujacy sie brakiem zewnetrznych warstw

musi by¢ dostatecznie efektywny, by przebié sie przez wodorowych. Gwiazdy tego typu uwaza sie za dobre
zewnetrzne czesci otoczki spadajace na jadro gwiazdy kandydatki do wywotania blysku . Analiza zachowania sig¢

i z predkoscig zblizona do predkosci swiatta wydostaé SN 2012ap jest niezwykle cenna, poniewaz obecnie znamy

na zewnatrz. wiele rodzajéow gwiazd wybuchajacych jako supernowe; réznia

sie znacznie parametrami (metalicznodcia i ogélnie sktadem,
tempem rotacji, masa), zatem obserwacje obiektéow
posrednich pozwalaja na testowanie réznych hipotez
dotyczacych mechanizmu wybuchu.

Niedawne obserwacje radiowe interferometru VLA (Very
Large Array) dostarczaja danych na temat ,brakujacego
ogniwa” pomiedzy wspomnianymi wyzej klasami
obiektéw. Supernowa 2012ap ma szybko tracacy ped,
umiarkowanie relatywistyczny wyplyw oddzialujacy Michat BEJGER

Niebo w listopadzie

Tegoroczne dlugie listopadowe noce zdecydowanie warto wykorzysta¢ na obserwacje
planetoid. Obiekty te, o wdziecznych nazwach pochodzacych z mitologii greckiej

i rzymskiej, najlepiej obserwowaé za pomoca lornetki lub matej lunetki z terenéw stabo
lub w ogdle nieo$wietlonych. 7 XI bedzie najlepsza data na zapoznanie si¢ z planetka,
(39) Laetitia, ktorej jasno$é bedzie wynosilta 9,4™. Planetoide mozna bedzie obserwowad
w gwiazdozbiorze Wieloryba, na wschodnim niebie (RA: 3 h 04, Dec: 1°01’). Kolejnym
obiektem wartym uwagi bedzie (192) Nausikaa, najdogodniejsza do obserwacji 17 XI.
Jej jasno$é bedzie wynosita wtedy 9™ i mozna bedzie ja zaobserwowaé na wschodnim
niebie, pomiedzy gwiazdozbiorami Perseusza, Barana i Byka (RA: 3h 07°, Dec: 30° 33’).
Wsréd planetek polecanych do obserwacji w listopadzie zdecydowanie warto po$wiecié
czas na (15) Eunomig, najjasniejszy sposréd proponowanych przez nas obiektéw.

Te planetke bedzie mozna znalezé na RA: 23h 56’, Dec: 16° 53’ w gwiazdozbiorze
Pegaza na potudniowo-wschodnim niebie, a jej jasnosé bedzie 7 XI wynosita 8,4™

i bedzie sie sukcesywnie zmniejszaé, np. 27 XI wyniesie 8,8™. Dodatkowo pamigtajac, ze

Planetoida (21) Lutetia; na podstawie . o P X . .
zdjeé wykonanych przez sonde Rosetta 25 XI przypada pelnia Ksiezyca, warto decydowac sie na obserwacje w pierwszej

10 lipca 2010 roku (Zrédlo: polowie miesigca. Dla tych, ktérzy pragna zobaczyé, jak mozna odtworzy¢ ksztalt

http: tta.jpl. .gov). . . : . .- .
pi//rosetta.jpl.nasa.gov) planetoid na postawie zarejestrowanych jasnosci, polecamy serwis stworzony przez

poznanskich naukowcéw: http://isam.astro.amu.edu.pl/first.php?lang=pl.

Sympatycy meteoréw moga liczyé na wiele nieprzespanych jego aktywnos$¢ wynosi 5 meteoréw na godzine. Warto jednak
nocy. W listopadzie najlepsze do obserwacji beda dwa roje. pamietaé, iz zdarzaty sie jego aktywnosci wynoszace
W trakcie nocy 6-30 XI, z maksimum przypadajacym 100 meteoréw (w 1925 i 1935 roku).

na 18 XI, beda widoczne znane i lubiane Leonidy,

o wspolrzednych radiantu RA: 152° (10,1h), Dec: +22°. Roj Poczatek listopada to doskonaly czas na obserwacje bliskiego
ten znany byt juz w Egipcie (zaobserwowany w 899 roku n.e.); spotkania Wenus z Marsem na jesiennym niebie. 3 XI nad
charakteryzuje si¢ szybkimi meteorami o zielonkawych $ladach ranem dostrzec bedzie mozna druga planete od Storica

i zwigzany jest z kometa 55P /Tempel-Tuttle o okresie w odleglosci zaledwie 0,6 stopnia w kierunku potudniowym
33,25 lat. Na 33 powroty komety zarejestrowano 22 deszcze, od Marsa. Oba obiekty widoczne beda miedzy

z ktérych najbardziej spektakularny z maksymalng gwiazdozbiorem Panny, Lwa i Hydry, na wschodnim niebie.
aktywnoscia wynoszaca 140 tys. meteoréw na godzing miat Poniewaz jasno$ci Wenus i Marsa to odpowiednio —4,3™
miejsce na obszarze PéInocnej Arktyki w 1966 roku. Drugi i 1,7™, jest to gratka nawet dla tych, ktérzy w duzych
ciekawy rdj listopadowego nieba to a Monocerotydy, i oswietlonych miastach beda tuz przed switem biec do pracy.

widoczne 15-25 XI, z maksimum wypadajacym 22 XI. Jego
wspélrzedne znajdziemy na RA: 117° (7,8h), Dec: +1°,

Karolina BAKOWSKA
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E. ....... xA/

Rys. 1. Gdy wektor przesuniecia jest
zerowy, uzyskujemy symetri¢ osiowa.

Przeksztalcenie figury A;As ... A, na
B1Bs ... B, oznacza przeksztalcenie
A; na B; dlai=1,2,...,n.

Rys. 2. Tréjkaty ABS i CDT sa
(a) przeciwnie i (b) zgodnie zorientowane.

Rys. 3

Rys. 5

Zadanie 4 pochodzi

z 46. Miedzynarodowej Olimpiady
Matematycznej. Wiecej o prostej Simsona
w deltoidzie z numeru 9/2015.

Maly wybér? I dobrze! Joanna JASZUNSKA

Izometrig nazywamy przeksztalcenie, ktére nie zmienia odlegtosci miedzy
punktami. Obrazy trzech niewspéiliniowych punktéw jednoznacznie ja
wyznaczaja. Twierdzenie Chaslesa glosi, ze kazda izometria plaszczyzny jest
przesunieciem, obrotem lub symetrig z poslizgiem.

Z dowodami powyzszych faktéw mozna si¢ zapozna¢ w tym numerze Delty na stronach 16-19.

Symetria z poslizgiem to zlozenie (w dowolnej kolejnodci) symetrii osiowej

z przesunieciem o wektor réwnoleglty do osi (rys. 1). Przeksztalcenie to zmienia
orientacje (rys. 2). Z kolei przesunigcie 1 obrét nie zmieniaja orientacji,

a szczegdlnym przypadkiem kazdego z nich jest identycznosc.

Uwaga () Przy symetrii z poslizgiem srodek odcinka taczacego punkt i jego
obraz lezy na osi symetrii (rys. 1).

Uwaga (#x) Niech punkty K i L naleza odpowiednio do odcinkéw AB i CD,
przy czym AK = CL (rys. 2). Zbudujmy na odcinkach AB i C'D przystajace
tréjkaty ABS i1 CDT o spodkach wysokosci odpowiednio K i L. Mozna zrobié¢ to
dwojako: tak, by trojkaty te byly przeciwnie lub zgodnie zorientowane.

W kazdym z przypadkéw istnieje dokladnie jedna izometria przeprowadzajaca
jeden na drugi. W pierwszym przypadku jest ona symetria z poslizgiem.

W drugim jest to przesuniecie, jesli AB || C'D lub obrét, jesli AB } CD.

1. W czworokacie ABCD punkty E i F sa $rodkami bokéw BC' i DA, ponadto
AB = CD. Wykaz, ze prosta E'F tworzy z prostymi AB i C'D réwne katy.

2. Przystajace kwadraty ABCD i A’B'C’'D’ sg przeciwnie zorientowane.
Udowodnij, ze §rodki odcinkéw AA’, BB', CC’', DD’ sa wspolliniowe.

3. W szesciokacie wypukltym ABC DEF zachodza réwnosci BD = CE, DF = EA,
FB = AC. Wykaz, ze symetralne bokéw BC, DE, F'A przecinaja sie¢ w jednym
punkcie.

4. Dany jest taki czworokat wypukty ABC'D, ze AD = BC oraz boki AD i BC
nie sg rownolegle. Zmienne punkty E i F' naleza odpowiednio do bokow BC

i AD, przy czym BE = DF'. Proste AC i BD przecinaja sie¢ w punkcie P, proste
BD i EF w punkcie @, a proste EF i AC — w punkcie R. Wykaz, ze okregi
opisane na tréjkatach PQ R maja wspolny punkt rézny od P.

Rozwiazania i wskazéwki

R1. Na mocy (*x*) istnieje symetria z poslizgiem, przeprowadzajaca odcinek AB
na DC (rys. 3). Na mocy (x) jej osia jest prosta EF'. Prosta AB i jej obraz
(prosta réwnolegla do C'D) tworza z osia symetrii réwne katy, co konczy dowdd. O

Wskazéwka 2. Warto najpierw uzasadnié, ze istnieje symetria z poslizgiem
przeprowadzajaca ABCD na A’B'C'D’, a nastepnie wykorzysta¢ uwage (x).

R3. Tréjkaty BDF i CEA s przystajace i tak samo zorientowane (rys. 4),
istnieje wiec izometria zachowujaca orientacje, ktora przeprowadza jeden z nich
na drugi. Odcinki BD i C'E przecinaja sie, jako przekatne czworokata wypuklego
BCDE. Stad rozwazana izometria jest obrotem; oznaczmy jego Srodek przez X.

Wéwezas X B = XC, czyli punkt X lezy na symetralnej odcinka BC'.
Analogicznie lezy tez na symetralnych DE i FA, co konczy dowod. O

R4. Na mocy () istnieje obrét przeprowadzajacy tréjke AFD na CEB;
oznaczmy jego $rodek przez Z (rys. 5). Podobnie jak w rozwiazaniu zadania 3,
punkt Z nalezy do symetralnych odcinkéw AC i BD (a wiec nie zalezy

od wyboru punktéw E i F') oraz do symetralnej EF. Stad rzutami punktu Z

na odcinki AC, BD, EF sg ich érodki.

Ponownie na mocy (%) istnieje symetria z poslizgiem, ktéra przeprowadza trojke
AFD na CEB. Na mocy (x), $rodki odcinkéw AC, BD i EF sa wowczas
wspdlliniowe. Wykazalidmy, ze sa to rzuty punktu Z, wiec korzystajac

z twierdzenia o prostej Simsona uzyskujemy wniosek, iz staly punkt Z lezy

na kazdym z okregéw opisanych na zmiennych tréjkatach PQR. [
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