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Strona techniczna: musimy rozwiazaé
réwnanie Schrédingera osobno w obszarze
dodatniego tadunku i poza nim, a potem
te rozwigzania zszy¢. Szukamy przy tym
funkcji falowej catkowalnej w kwadracie.

Gra w kosci atomami
Krzysztof REJMER

Atomizm ma prastare korzenie, wie to przeciez kazdy. Jak rowniez kazdy

wie, ze twércami atomistycznej hipotezy byli Leukip i Demokryt. Nie musi

to by¢ jednak prawda; niektorzy greccy filozofowie jej ojcostwo przypisywali
legendarnemu fenickiemu protofilozofowi, Mochosowi z Sydonu. A juz zapewne
malo kto styszal o atomizmie hinduskim czy (pézniejszym) arabskim.

Grecy, z wyjatkiem epikurejczykéw, atomizmu nie pokochali; obca byla im

idea prézni, w ktorej miaty si¢ poruszaé¢ niezniszczalne atomy. Lukrecjusz

w poemacie De rerum natura porzucil pierwotny demokrytejski determinizm
ruchu, piszac o pedzacych w prézni atomach, ze losowo odchylaja swéj bieg od
prostoliniowego, wskutek czego sie zderzaja; zjawisko to nazwano parenkliza,
(clinamen). Ta my$l musiata budzié zgroze nie mniejsza niz sama idea prézni.
W IV wieku naszej ery brawurowo rozprawil si¢ (metoda reductio ad absurdum)
z atomami wielce uczony Laktancjusz. Ot6z atomy — jak pisal — aby sie taczy¢,
musialyby mieé jakies uszka i haczyki, te za§ moga sie tatwo odlamaé, co
przeczy niezniszczalnoéci atoméw. Ergo, nic takiego istnie¢ nie moze.

Na stulecia wygnane z nauki i btakajace sie po jej peryferiach, uwazane czasem
za — wprawdzie uzyteczna — ale tylko hipoteze, pelni¢ obywatelstwa zyskaty
dopiero dzigki pracy Einsteina o ruchach Browna i do$wiadczeniu Perrina,

a raczej dzieki zgodnosci do$wiadczenia z teoria. Na ruchy Browna spojrzeé
mozna jako na spoznione zwycigstwo lukrecjuszowskiej parenklizy, cho¢ nieco
moze au rebours. Bo to losowe zderzenia zmieniaja prostoliniowy bieg atomow,
a nie na odwrét.

Badania nad zjawiskiem promieniotworczosci doprowadzity do wniosku, ze
atomy musza mie¢ jakas strukture, w dodatku elektryczna, ze zawieraja tadunki
dodatnie i ujemne. Ale skoro istnieje struktura, to jaka?

Pierwszy model zaproponowany przez Thomsona nazwano modelem

ciasta z rodzynkami. Atom mial by¢ rozciaglym obszarem naladowanym
dodatnio (ciasto), w ktérym tkwia ujemne punktowe elektrony (rodzynki).

W wyniku réznych zdarzen elektrony moga zostaé¢ z atomu wybite. Model
ten jednak szybko odrzucono, poniewaz nie wyjasniatl poprawnie rozpraszania
promieniowania alfa przez materie. Marsden i Geiger rozpraszali czastki alfa
na folii ze ztota. Ich wyniki byly zgodne z zalozeniem, ze tadunek dodatni
nie rozlewa sie¢ w atomie w calej jego objetosci, ale jest skoncentrowany

w niewielkim jadrze otoczonym przez krazace wokét elektrony. Tak narodzil
sie model planetarny Rutherforda.

Historycznie rzecz ujmujac, powiemy, ze to wlasnie owo klasyczne (dzi$
zaliczane do dziesiatki najpiekniejszych do$wiadczen w fizyce) doswiadczenie
rozproszeniowe wyeliminowalo model Thomsona. Mato kto jednak wie, ze
mozna go odrzuci¢ réwniez w oparciu o dane spektroskopowe. Model Thomsona
mozna bez trudu skwantowaé (tak samo jak model planetarny) i znalezé jego
rozwiazanie dla najprostszego przypadku: atomu wodoru. Wtedy mozemy
przyjaé, ze elektron (majacy tadunek ujemny) tkwi w $rodku sferycznie
symetrycznej, jednorodnie dodatnio natadowanej kuli, albo wokodt tego $rodka sie
porusza. O ile tylko elektron nie wyskoczy poza kule, atom bedzie przypominal
oscylator harmoniczny.

Jezeli przez R i m oznaczymy odpowiednio promien naladowanej dodatnio

kuli i mase elektronu, to rozwiazujac falowe réwnanie Schrodingera (Henry
Zatzikis, 1958 rok), mozemy wyznaczy¢ poziomy energetyczne. Okazuje sie, ze
sa opisane takim samym wzorem (przyjmijmy uklad cgs), jaki otrzymujemy dla
skwantowanego modelu planetarnego. Numeruje je tylko jedna (naturalna) liczba

kwantowa n:
4
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Cl Cl Cl,
Rys. 1
[

0 0 0,
Rys. 2

gdzie e i i to jak zawsze ladunek elektronu i stata Plancka. Ale uwaga: o ile
w modelu planetarnym n ma dowolng wartosé, to w kwantowym modelu
Thomsona musi spelnia¢ warunek

e |mR
> a2
2RV 3

Mozna jednak tak dobra¢ wartos¢ promienia R, zeby dopuszczalne byly
wszystkie liczby naturalne. Druga réznica jest juz druzgocaca: brak degeneracji.
Stany kwantowe atomu wodoru numerowane sg przez trzy liczby kwantowe

n, l,m, gdzie —l < m < [. Liczby [ i m zwiazane sa z momentem pedu elektronu.
Energia zalezy tylko od n, tak wiec jednej wartosci energii odpowiada kilka
pozioméw energetycznych. To wlasnie nazywamy degeneracja. Okazuje sie, ze
model Thomsona nie dopuszcza rozwiazan o [ # 0. I to falsyfikuje go w réwnym
stopniu, co wspomniane doswiadczenie rozproszeniowe.

Mechanika kwantowa, jak wiadomo, zaczeta sie od prekwantowego modelu
Bohra (1913 rok). Ale nie byla to jedyna préba zbudowania jakiego$ prostego
modelu atomu. Ta, o ktérej teraz opowiemy, dzis zupelnie zapomniana, jest
dzielem amerykanskiego fizykochemika, Gilberta Newtona Lewisa (1875-1946);
byt on réwniez twérca nazwy ,foton”. Model Lewisa zostal opracowany duzo
wczesniej niz model Bohra, jednakze opublikowany dopiero w 1916 roku.

Rzec trzeba od razu, ze byt on nieco dziwaczny, bo atomy mialyby by¢
szeScianami. Czyzby jednak Bog gral w kosci, w co powatpiewal Einstein?
Doktadnie rzecz biorac, szeScianami mialy byé powloki elektronowe; elektrony
(w liczbie od 1 do 8) mialyby znajdowaé sie w wierzchotkach szescianu.

W odroéznieniu od Bohra, Lewis przyjmowal, ze oddziatywanie elektryczne na
subatomowych odlegtosciach nie spelnia prawa Coulomba, choé trzeba od razu
zaznaczy¢, ze jego model mial czysto jakoSciowy charakter i nie pozwalal na
zadne obliczenia.

7 punktu widzenia chemii istotna jest tylko ta najbardziej zewnetrzna powtloka,
czyli powloka walencyjna. Te wewnetrzne, catkowicie wypelnione, wchodza

w sklad jadra, rozumianego tutaj jako nadwyzka tadunku dodatniego. Jak widaé,
jadro atomu Lewisa nie jest dokladnie tym samym, czym jest jadro atomu
Bohra.

Liczba elektronéw na walencyjnej powtoce odpowiadataby grupie uktadu
okresowego. I tak, atomy grupy pierwszej mialyby mie¢ na walencyjnym
szedcianie jeden elektron, atomy grupy drugiej dwa elektrony i tak dalej. ..

PRI

Atomy, dazac do zapekiania powlok, mialyby tez uwspélniaé (uszka i haczykil)
elektrony walencyjne. Byla to pierwsza, w podstawowym zarysie zachowana

do dzis, teoria wigzania kowalencyjnego. Inaczej jednak wyobrazamy sobie
uwspdlnianie. Rysunki 1 i 2 pokazuja pojedyncze oraz podwdjne wigzanie
kowalencyjne.

Li

Model Lewisa obejmowal jedynie osiem grup gtéwnych ukltadu okresowego

i btednie przypisywal powloce walencyjnej helowcow osiem elektronéw, co
zasadniczo jest prawda, ale nie dla helu, ktéry ma tylko dwa elektrony. Lewis
doskonale zdawal sobie sprawe ze stabosci swego modelu, podobnie jak

z trudnosci wyjasnienia powstawania wigzania potrdjnego, ktére wymagato
przyjecia dodatkowe]j hipotezy (psujacej prostote i elegancje) o laczeniu sie
elektronéw w pary wierzchotkowe i wigzanie trzech szeScianéow krawedziami.

Pozostaje jeszcze wyjasnié, skad wzieta sie ta magiczna 6semka. Chodzito tu

o wyjaénienie tak zwanej reguly Abegga dotyczacej wartosciowosci pierwiastkow.
Dzi$§ mozemy sformutowaé ja w jezyku mechaniki kwantowej nastepujaco.
Najtrwalsza konfiguracja jest ta, dla ktérej wypelnione sa walencyjne powtoki:
s (I =0) zawierajaca 2(2] 4+ 1) = 2 elektrony, oraz p (I = 1) zawierajaca
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2(20 + 1) = 6 elektronéw (liczba 21 4+ 1 jest degeneracja ze wzgledu na orbitalny
moment pedu, a dodatkowa dwdéjka uwzglednia degeneracje ze wzgledu na spin
elektronu). A wiec razem 8 elektronéw. Wyjasnienie reguly Abegga Lewisowi
w ramach jego modelu udato sie o tyle, ze byt on do niej po prostu pomystowo
dopasowany. Tak wiec (popu$émy wodze fantazji) w koncu Lewis musial
przyznac:

— Zwyciezyles, Austriaku!

Tym Austriakiem byl, oczywiscie, Schrodinger. W pierwszej chwili chciatem
napisa¢: Dunczyku, ale na szczedcie powstrzymalem sie w pore. Wszak

w odréznieniu od naiwnego modelu Lewisa, na pozér bardziej wyrafinowany
model Bohra zupelnie nie nadawatl si¢ do opisu atoméw wieloelektronowych,
a zatem i wigzan chemicznych!

Dodajmy moze jeszcze, ze urodzony w 1869 roku w Gdansku Richard Wilhelm
Heinrich Abegg w 1899 roku zostal profesorem Politechniki Wroctawskiej.
Wspélpracowal z Ostwaldem, Ahrreniusem i Nernstem. Précz chemii pasjonowatl
sie fotografia i baloniarstwem, byl zalozycielem Schlesischen Vereins fiir
Luftfahrt. Zginal w kwiecie wieku, w 1910 roku, w wyniku katastrofy balonu
Schlesien w pomorskim Cieszynie (Tessin) polozonym w poblizu Koszalina.

Redaguje Lukasz BOZYK

M 1546. Rozwazmy ciag (a,) zadany przez a; = 1 oraz a,,1 = a2 + 1 dlan > 1.

Rozstrzygnad, czy istnieje dodatnia liczba caltkowita n, dla ktérej
n

[1(a? +ax+1)
k=1

jest kwadratem liczby catkowitej.

Rozwiazanie na str. 15

M 1547. Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC, w ktérym AC' = BC' oraz
XACB = 36°. Punkty E i F' sa symetryczne do punktu D odpowiednio wzgledem
prostych BC' i AC. Odcinki AE i BF przecinaja sie w punkcie P. Wykazaé, ze
srodek okregu wpisanego w tréjkat ABC' lezy na prostej DP.

Rozwiazanie na str. 17

M 1548. Znalezé najmniejsza dodatnig liczbe catkowita n o nastepujacej
wlasnosci: dla kazdego pokolorowania dokltadnie n pdl tablicy o wymiarach 7 x 7
na czarno istnieje kwadrat 2 x 2, ktéry zawiera co najmniej trzy czarne pola.
Rozwiazanie na str. 17

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 939. Przed otwarciem spadochronu skoczek czesto stara sie wydtuzyé

czas swobodnego spadania, ustawiajac cialo w pozycji poziomej w celu
zmaksymalizowania oporu powietrza. Oszacuj, jaka maksymalna predkosé
moze w takim locie osiagnaé skoczek o masie m = 80kg i wzroscie 1,8 m.

Dla uproszczenia zaléz, ze podczas calego ,lotu” powietrze ma stata gestosé

w przyblizeniu réwna gestosci przy ziemi i temperature okoto 20°C. Stata
gazowa R = 8,314 J/K, ciénienie atmosferyczne p ~ 10° N/m?, érednia masa
molowa czasteczek powietrza p = 29 g/mol, przyspieszenie ziemskie g ~ 10m/s%.
Rozwiazanie na str. 13

F 940. Cienki, nieprzewodzacy pierscien zostal jednorodnie naelektryzowany
tadunkiem Q. Pierécien spoczywa na poziomej, gtadkiej powierzchni, a caty
uktad znajduje si¢ wewnatrz bardzo dtugiej cewki prostopadtej do ptaszczyzny
pierécienia. Ile wyniesie konicowa predkos$é¢ katowa w pierdcienia, gdy wewnatrz
cewki indukcja pola magnetycznego wzrosnie od zera do wartosci By?
Rozwiazanie na str. 13
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Rys. 1. Budowa mikroskopu:

1 — strzykawka, 2 — tloczek strzykawki,

3 — obcieta igta strzykawki, 4 — gérna
spirala z drutu, 5 — lacznik, 6 — wskaznik
laserowy, 7 — wlacznik wskaznika,

8 — dolna spirala z drutu, 9 — wspornik,
10 — podstawka, 11 — kropla wody,

12 — wiazka swiatla laserowego.

Fot. 1. Wyglad najprostszej wersji
zbudowanego mikroskopu.

Fot. 2. Przyktady obrazéw uzyskanych za
pomoca mikroskopu z kropli wody.

Mikroskop z kropli wody
Stanistaw BEDNAREK

Pierwszy mikroskop optyczny zbudowali Holendrzy Hans i Zachariasz
Janssenowie w 1590 r. Ich prototyp powigkszal zaledwie dziesigciokrotnie, czyli
tyle, ile powigksza obecnie dobrej jakosci lupa. Istotnego postepu dokonat

ich rodak Antoni van Leeuwenhoek, uzyskujac dwustuczterdziestokrotne
powiekszenie. Gdy obserwowal on pod tym mikroskopem krople wody,

mial powiedzie¢, ze odkryl w niej zycie. My wykorzystamy krople wody do
zbudowania niezwykle prostego i interesujacego mikroskopu.

W tym celu potrzebne beda: wskaznik laserowy — najlepiej zielony, drut
miedziany o érednicy okoto 1 mm i dlugoéci okolo 1 m, strzykawka
jednorazowego uzytku o pojemnoéci 2 ml z grubg igta, arkusz biatego papieru,
tasma klejaca, klamerka do przypinania ubran podczas suszenia albo Sciskacz do
papieru, kleszcze uniwersalne (tzw. kombinerki), tréjkatny pilnik do metalu,
nozyczki, woda z réznych Zrédel — instalacji wodociagowej, butelki z woda
mineralng, oczka wodnego itp.

Sposéb wykonania mikroskopu przedstawia rysunek 1. Drut miedziany owijamy
ciasno kilka razy wokoét strzykawki, rozpoczynajac nawijanie od jednego z jego
koncéw. Mozna wykorzystaé zaréwno drut w izolacji plastikowej lub emaliowej,
jak i bez niej. Uzyskujemy w ten sposéb gérna spirale, w ktora mozna bedzie
wsunaé strzykawke i ustali¢ jej potozenie. Drut miedziany jest dosé¢ mickki

i cienki, wigc spirale tatwo jest nawina¢ recznie. Nastepnie odginamy drut
kombinerkami i pozostawiamy jego prostoliniowy odcinek (lacznik) o dlugosci
kilku centymetréw. Postepujac podobnie jak poprzednio, nawijamy dolna
spirale wokél wskaznika laserowego. Znowu odginamy drut i pozostawiamy
kilkucentymetrowy, prostoliniowy odcinek (wspornik). Z pozostalego kawalka
drutu wyginamy podstawke, np. w ksztalcie tréjkata réwnobocznego o boku
10-15 cm. W ten sposéb wykonalismy statyw mikroskopu. Z igly do strzykawki
odpitowujemy ukosnie Sciety koniec, tak zeby otrzymaé wylot prostopadty do
jej osi. Postugujemy sie w tym celu malym, tréjkatnym pilnikiem o drobnych
nacieciach, zwracajac uwage, zeby do igly nie dostaly sie opitki i brzegi jej
konica byty gtadkie. Do strzykawki nabieramy wody, naktadamy na nig iglte

i wsuwamy strzykawke w gérna spirale statywu. W dolna spirale statywu
wsuwamy wskaznik laserowy. Do Sciany przyklejamy arkusz biatego papieru,
uzywajac w tym celu kawatkéow tasmy klejacej. Bedzie on stanowil ekran do
prowadzenia obserwacji. W ten sposéb zakonczyliémy montaz mikroskopu.
Widok jednego z mikroskopéw, wykonanych zgodnie z podanym opisem,
przedstawia fotografia 1.

Teraz przystapimy do uruchomienia i regulacji naszego przyrzadu. Powoli
naciskamy ttoczek strzykawki, zeby utworzy¢ krople wody zwisajaca z dolnego
konca igly. Wlaczamy wskaznik laserowy na pewien czas — mozna w tym

celu postuzy¢ si¢ klamerka do przypinania ubran lub Sciskaczem do papieru,
ktore naktadamy na wlacznik wskaznika. Uzywajac wskaznika laserowego,
nalezy zachowaé ostroznos¢ i nie kierowa¢ wiazki swiatla w strong¢ oczu oraz
lustrzanych powierzchni. Wiazka Swiatta powinna padaé na zwisajaca krople.
Zeby to osiagnaé, zwykle potrzebne jest przesuniecie wskaznika lub strzykawki
w utrzymujacych je spiralach albo wygiecie znajdujacego si¢ miedzy nimi
tacznika. Mikroskop ustawiamy w odleglosci kilkudziesieciu centymetréw

od ekranu, na ktérym obserwujemy obszar w ksztalcie zblizonym do kota,
o$wietlony w kolorze $wiatta wysylanego przez laser. Na tym obszarze pojawiaja
sie male obiekty o nieregularnym ksztalcie i prazkowanych brzegach. Sa one
ciemniejsze niz o$wietlony obszar i wigkszos¢ z nich porusza sie¢ powoli ku goérze.
Dwa przyklady obrazéw, zaobserwowanych przy uzyciu zielonego wskaznika
laserowego, pokazane sa na fotografiach 2.

Sprébujmy teraz w uproszezeniu wyjasnié, skad biora sie te tajemnicze obiekty?
W tym celu postuzymy sie rysunkiem 2. Wskaznik laserowy wysyla rownolegla
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Rys. 2. Uproszczone wyjadnienie
wytwarzania obrazu przez mikroskop;

1 — obciety koniec igly, 2 — kropla wody,
3 — wigzka Swiatla laserowego, 4 — ekran,
AB — przedmiot, A1 B; — obraz
przedmiotu AB.

Fot. 3. Bardziej uniwersalna wersja
mikroskopu zbudowana z zastosowaniem
zawiasu i przystosowana do zamocowania
wskaznikéw laserowych o réznych
rozmiarach. Widoczny jest tutaj niebieski
wskaznik laserowy o mocy okolo 1 W.

Niestety, do naszych czaséw nie dotrwalta
zadna z prac Demokryta, a informacje

o nich mozna jedynie czerpaé

z (najczesciej krytycznych i nie wprost)
wzmianek w pismach m.in. Platona

i Arystotelesa.

wiazke $wiatta, ktéra pada najpierw na powierzchnie kropli znajdujaca sie
blizej jego otworu wyjsciowego. Powierzchnia ta ma bardzo maty promien
krzywizny i dziala jak soczewka o duzej zdolnosci skupiajacej. Wewnatrz

kropli moga znajdowacé si¢ krysztatki nierozpuszczalnych w wodzie tlenkow
zelaza (pochodzacych ze stalowych rur wodociagowych), glony, pytki kurzu

itp. — zalezy to od zrédta, z ktorego zostata pobrana kropla. Obiekty te

sg mniej przezroczyste niz woda, a ich rozmiary wynosza 103-10"" mm.
Mniejsza przezroczystosé¢ powoduje, ze daja one obraz cieniowy. Na ich
brzegach i niejednorodnosciach zachodzi réwniez dyfrakcja, a dalej interferencja
Swiatta. Male rozmiary tych obiektéw i spéjnosé wiazki Swiatla laserowego
ulatwiaja obserwacje powstajacych przy tym prazkéw interferencyjnych. Swiatlo
dochodzace do powierzchni kropli, znajdujacej sie dalej od wskaznika, niesie
informacje o zawartych w niej obiektach. Powierzchnia ta ma réwniez bardzo
maly promien krzywizny i dziala jak lupa o duzym powiekszeniu. Skutkiem
tego na ekranie tworzy sie cieniowo-interferencyjny obraz obiektow zawartych
w kropli. Obraz ten jest powiekszony i odwrocony. Z tego powodu wickszosé
widocznych na ekranie obiektéw porusza si¢ ku gérze, chociaz w kropli one
opadaja. Przedstawiony sposob tworzenia si¢ obrazéw charakteryzuje sie duza
czuloécia. Skutkiem tego widoczne sa tez prazki odpowiadajace zafalowaniu
powierzchni kropli wskutek wstrzasow czy ruchom konwekcyjnym w jej wnetrzu.
Jezeli zmierzymy $rednice kropli i obrazu, to mozemy obliczyé powickszenie
naszego mikroskopu. Im dalej kropla bedzie umieszczona od ekranu, tym to
powiekszenie bedzie wicksze, ale wtedy jasnosé obrazu zmaleje i obserwacja
szczegOlow oraz ich sfotografowanie stang sie trudniejsze.

Mikroskop, w ktérym elementy potaczone sa kawalkiem drutu miedzianego,
jest bardzo tatwy do wykonania, ale podczas dtuzszej pracy wymaga ponownej
regulacji i pasuje tylko do rozmiaréw jednego wskaznika laserowego. Jezeli
chcieliby$émy poeksperymentowac¢ ze wskaznikami o réznych rozmiarach

i dtugosciach fali $wiatta, to mozemy pokusié¢ si¢ o zbudowanie bardziej
uniwersalnej wersji mikroskopu. Mozna wykorzysta¢ w nim tulejki o wiekszych
otworach i duzy zawias, ktory $wietnie nadaje si¢ jako gotowy element mocujacy
i regulacyjny. Wyglad takiej wersji mikroskopu przedstawia fotografia 3. Warto
tez zauwazy¢, ze zjawisko dyfrakcji §wiatta ogranicza mozliwosci rozrézniania
szczegdlow, czyli zdolnosé rozdzielcza tradycyjnych mikroskopéw optycznych. To
wlasnie zjawisko jest réwniez istotnym czynnikiem decydujacym o tworzeniu sie
obrazu i jego interesujacych wlasciwos$ciach w opisanym tu mikroskopie.

Skad sie bierze dlugosé¢ Plancka?
Michat BEJGER

Juz okolo 2500 lat temu Leukip i Demokryt z Abdery wiedza, ze $wiat

sklada sie wylacznie z niepodzielnych elementéw materii (,,atoméw”) oraz

z prézni. Mechanika Newtona (XVII w.) operujaca pojeciami absolutnego
czasu i absolutnej przestrzeni umozliwia po raz pierwszy w historii jako$ciowy
opis zachowania si¢ czastek materii (np. planet, a takze fotonéw uznawanych
wowcezas za korpuskuly). Faraday i Maxwell (XIX w.) dodaja do listy skladnikéw
$wiata pojecie pola (np. pole elektromagnetyczne). Teoria wzglednoéci Einsteina
(XX w.) laczy czas i przestrzen: dzieki temu na poczatku minionego stulecia
Swiat sktada si¢ z czasoprzestrzeni, czastek i pél, przy czym pole grawitacyjne
zostalo powiazane z nieeuklidesowa geometria czasoprzestrzeni. Przetomy
zwiazane z mechanika kwantowa (Planck, Bohr, Born, Jordan, Heisenberg,
Dirac, Feynman. .. ) doprowadzaja do kolejnej unifikacji: czastki sa w istocie
konsekwencja istnienia pél (kwantami pél). W polowie XX wieku do opisu
Swiata potrzeba wiec jedynie kwantowych pél oraz czasoprzestrzeni. Aktualnym
wyzwaniem jest zrozumienie, w jaki spos6b skwantowaé pole grawitacyjne:
dotychczas bylo ono bowiem zawsze opisywane przy uzyciu klasycznej, choé
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Naturalne jednostki miary sa to, stowami
samego Plancka, jednostki dlugosci,
masy t czasu, niezalezne od wlasciwosci
cial lub substancji, zachowujgce swoje
specjalne znaczenie niezaleznie od
czasow 1 kultur, takze pozaziemskich

i pozaludzkich (Planck 1899)

Badaczem, ktoéry jako pierwszy zwrdcit
uwage na fundamentalng ceche
odrézniajacy pole grawitacyjne od innych
pol byl Matvei P. Bronstein (1906-1938).
Obecnie jest uwazany za pioniera teorii
kwantowej grawitacji i to jego argumenty
z prac z roku 1936 przytaczam w tekscie.

Charakterystyczng mase¢ Plancka m,,
mozna dosta¢ poréwnujac dlugosé fali
Comptona czgstki o masie m, Ao = h/mec,
i promien czarnej dziury Schwarzschilda
R = 2G'm/c?. Krytyczna maksymalna
masa kwantowej czastki to m = /7Tm,,.

krzywoliniowej, geometrii. Jesli grawitacja jest kwantowa, powinien istnie¢
charakterystyczny, minimalny rozmiar kwantu przestrzeni, przy ktérym
czasoprzestrzen przestaje wydawacé si¢ ciagla.

Zanim oszacujemy ten rozmiar, przypomnijmy naturalne jednostki miary
zaproponowane przez Maksa Plancka w 1899 roku:

T, = CGPRY,
gdzie ¢ oznacza predko$é $wiatta, G stala grawitacji Newtona, a h zredukowanag
stala Plancka (h = h/2m, gdzie h to stala Plancka). Dobierajac odpowiednie

potegi ¢, B 1 v mozna dosta¢ charakterystyczna dtugosé [, = (hG/c3)1/2 ~

~ 10733 cm, mase my, = (hc/G)"? ~ 1075 g oraz czas t, = (hG/cE’)l/2 ~ 1074 s

Wraz ze sformutowaniem zasady nieoznaczonoéci Heisenberga, AxAp > h,
okreslajacej pary wielkosci (np. polozenie x i ped p), ktérych nie da sie zmierzy¢
jednoczesénie z dowolng doktadnoécia, pojawito sie pytanie, czy w zwiazku z tym
nieoznaczono$é¢ przeszkadza przy pomiarze sktadowych jakiegos interesujacego
nas kwantowego pola. W 1933 roku Bohr i Rosenfeld dostarczyli odpowiedzi
dla pola elektromagnetycznego: mimo kwantowej nieoznaczonosci mozna
mierzy¢ sktadowe tego pola z dowolna dokladnoscia. Czy podobnie jest dla pola
grawitacyjnego? Problem polega na tym, ze w przeciwienstwie do przypadkow
kwantowych pél znajdujecych sie w czasoprzestrzeni, w ktorej dokonujemy
pomiaru, pole grawitacyjne jest czasoprzestrzenia.

W praktyce pomiar oznacza detekcje oddzialywania pola z jakas materialna
czastka, ktéra znajduje sie w polozeniu x z okredlona dokladnoscia I. Stosujac
zasade Heisenberga nieoznaczonos¢ polozenia musi spelniaé nieréwnosé

Az <1, czyli Az > h/Ap, a wiec Ap > h/l. Dla duzych wartosci pedu $rednia
warto$é kwadratu pedu p? jest wigksza od (Ap)?, co daje oszacowanie

p? > (h/1)%. Wynik ten jest oczywista konsekwencja zasady nieoznaczonosci:
duza doktadno$é pomiaru potozenia wymaga duzych pedéw. Z tego powodu

w do$wiadczeniach akceleratorowych, w ktorych bada si¢ coraz mniejsze skale
odleglosci, zderzaja si¢ bardzo szybkie czastki. Energia relatywistycznej czastki
o masie spoczynkowej mg i pedzie p to E = mc? = y/(moc?)2 + (cp)?. Dla duzych
pedéw energia zwigzana z masa spoczynkowa moc? jest zaniedbywalna, wiec
mozna przyjaé, ze E = cp. Dokladny pomiar polozenia wymaga zatem jak
najwiekszej energii w jak najmniejszej objetosci.

Jak duzo energii mozna zgromadzi¢ w jednym miejscu? W teorii wzglednosci
energia jest réwnowazna masie (m = F/c?), wiec podobnie do ,zwyktej”
masy zakrzywia przestrzenn wokél miejsca, w ktérym jest zlokalizowana.
Interesujacym nas ograniczeniem na ilo$¢ masy-energii jest krytyczne
zakrzywienie, przy ktérym powstaje czarna dziura. Rozmiar czarnej dziury
(promient Schwarzschilda) to R = 2G'm/c?. Zmniejszanie I, czyli coraz bardziej
precyzyjna lokalizacja, prowadzi do, jak nakazuje zasada nieoznaczonosci,
zwigkszania masy-energii, jednak jedynie do momentu, w ktérym R = [, poniewaz
dla R > [ nasz system pomiarowy zaczyna znajdowaé sie wewnatrz czarnej
dziury, do ktérej z definicji nie mamy dostepu. Laczac powyzsze oszacowania,
otrzymujemy minimalny rozmiar wyznaczony przez prawa fizyki:
zzﬂz—f:%:i—f:% czyli =1, = %21.61610*3301@,
a wiec (niespodzianka!) minimalnym rozmiarem okazuje si¢ diugo$¢ Plancka .
Mimo, ze przedstawione argumenty opieraja si¢ w zasadzie o klasyczna fizyke,
ich znaczenie jest jasne: dla odleglo$ci poréwnywalnych z I, czasoprzestrzeni nie
mozna juz uwazac za ciagta, a dla dlugosci mniejszych od I, pojecie odlegtosci
w ogdle traci sens.

Ziarnistos¢ czasoprzestrzeni w najmniejszych skalach prowokuje pytania

o mozliwe odstepstwa od uznanych klasycznych teorii (np. czy istnienie
minimalnego rozmiaru wymaga modyfikacji szczegblnej teorii wzglednosci?), ale
z drugiej strony rozwiazuje paradoks Zenona z Elei, o ktérym na pewno wiedzial
Demokryt: na skwantowanej biezni Achilles zawsze dogoni zolwia.
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*Instytut Kosmologii i Grawitacji,
Uniwersytet w Portsmouth

Sam termin too big to fail jest sporo
starszy: zostal spopularyzowany przez
amerykanskiego kongresmena Stewarta
McKinneya w 1984 roku podczas
kongresowych przestuchan w sprawie
ubezpieczen federalnych depozytéw.

Model LCDM przewiduje, ze Kosmos

w okotlo ¢wierci swojej masy sklada sie

z grawitujacej, acz nieSwiecacej ciemnej
materii, a 70% przypada na ciemna
energie, czyli kosmiczny dziwolag
zapewniajacy paliwo do wcigz
przyspieszajacej ekspansji
czasoprzestrzeni. W koricu, pozostale 5%
tego, co istnieje, to tzw. materia
barionowa, czyli znane nam na co dzien
atomy (gléwnie woddr i hel), fotony i cata
menazeria standardowego modelu czastek
elementarnych.

Uktad gromad galaktyk Pocisk
(Copyright NASA, CFA).

Model LCDM glosi, ze kazda galaktyka —
od niepozornych kartéw po olbrzymie
galaktyki eliptyczne — zanurzona jest

w o wiele wigkszym i masywniejszym niz
ona sama halo ciemnej materii.
Grawitacja tej niewidzialnej materii
utrzymuje gwiazdy na orbitach

i powstrzymuje goracy gaz przed ucieczka
z galaktyk. Bez ciemnej materii ani
gwiazdy, ani galaktyki nie moglyby
powstac.

Zbyt wielkie, by zgasngc,
czyli kryzys w sferach niebieskich

Wojciech HELLWING*

Kiedy pare lat temu swiatowa gospodarka wstrzasal kryzys finansowy, termin
,zbyt wielkie, by upasé” (too big to fail) ponownie zyskal na popularnosci.
Twierdzenie to powtarzalo wielu $wiatowych przywédcow i szeféw bankéw
centralnych, a jego gléwne przestanie sprowadza si¢ do tezy, ze niektore
instytucje finansowe sa zbyt duze i maja zbyt wielki wplyw na rynek, by
pozwolié¢ im upasé (zbankrutowad). Nikt oczywiscie wtedy nie przypuszczal, ze
podobny termin zostanie uzyty kilka lat pdzniej do opisania powaznego kryzysu,
ktory nastapit w sferach raczej odlegltych od swiatowej finansjery, bo w sferach
niebieskich.

Historia ta zatoczyla juz kilka kregow, a jej tematyka jest wciaz goraco
dyskutowana w miedzynarodowym srodowisku kosmologéw. Rozpoczeta

sie ona od artykutu naukowego opublikowanego w 2011 roku przez Mike’a
Boylan—Kolchina i wspélpracownikéw pt. Too big to fail? The puzzling
darkness of massive Milky Way subhaloes, czyli Zbyt wielkie, by zgasngcé?
Zagadkowa ciemno$¢ masywnych subhalo Drogi Mlecznej, w ktorym autorzy
przekonywali, ze trudno jest pogodzi¢ liczbe i parametry obserwowanych
galaktyk satelitarnych Drogi Mlecznej (DM) z przewidywaniami standardowego
modelu kosmologicznego.

Standardowy model kosmologiczny, czyli model zimnej ciemnej materii ze
stala kosmologiczna A (Lambda Cold Dark Matter, LCDM) jest najwiekszym
osiagnigciem kosmologii ostatnich trzech dekad: ttumaczy zaskakujaco duza
liczbe obserwacji astronomicznych dotyczacych struktury, historii i innych
wlasnosci naszego Wszech$wiata za pomoca zaledwie szedciu parametrow.

W naszej opowiesci najistotniejszym elementem bedzie ciemna materia,

o ktérej, co prawda, nie wiemy zbyt wiele, ale mamy wiele istotnych obserwacji
potwierdzajacych jej istnienie pochodzacych z obserwacji S$wiecacego gazu,
dynamiki zderzen galaktyk (np. gromady galaktyk Pocisk), soczewkowania
grawitacyjnego i promieniowania reliktowego tta. Model LCDM postuluje, ze
ciemna materia jest zimna. Termin ten nie odnosi sie tutaj do temperatury

w zwyczajowym rozumieniu, a do tego, jak duze sa predkodci resztkowe czastek
ciemnej materii pochodzace z czaséw, kiedy Wszechswiat byt mtody i goracy.
Zimna ciemna materia charakteryzuje sie malymi predkos$ciami resztkowymi,
gromadzi sie wiec w skupiska (zgestki) o rozmiarach i masach od planet
poczawszy az na wielkich gromadach galaktyk skoriczywszy (réznica ponad

20 rzed6éw wielkosci masy!). Standardowa kosmologia postuluje, ze rosnace
zgestki ciemnej materii, ktére kosmologowie nazywaja halami (od stowa halo,
czyli aureola, nie myli¢ z wysokogérskimi takami!), utworzyly domeny, w ktérych
mogly z czasem powstac i urosnaé¢ wszystkie obserwowane obecnie galaktyki.

LCDM postuluje, ze fizyka CM jest prosta, co pozwala oszacowad, ile galaktyk
— 1 jakiej wielkosci — powinno si¢ znajdowaé¢ we Wszechéwiecie. W szczegdlnosci
wobec galaktyk tak sporych jak DM mozemy przewidzieé, ile powinny one mieé¢
satelitéw, takich jak np. Obloki Magellana, oraz jaki powinien by¢ rozklad ich

rozmiaréw i mas.

Model LCDM przewiduje istnienie o wiele wiekszej liczby satelitéw Drogi
Mlecznej, niz rzeczywiscie obserwujemy. Deficyt ten jest znany jako problem
brakujacych satelitéw. Jego rozwiazanie okazalo si¢ jednak dosy¢ proste. Otoz,
o ile rzeczywiscie model LCDM przewiduje, ze w galaktyce o wielkosci Drogi
Mlecznej powinny si¢ znajdowacé setki skupisk ciemnej materii w przedziale
mas galaktyk kartowatych, to wigkszoéé z nich jest zbyt mata, by mogly w nich
kiedykolwiek powsta¢ gwiazdy, a wiec i widzialne galaktyki. W uproszczeniu
jest tak dlatego, ze w przesztosci Wszech$wiat przeszedl dosy¢ burzliwa faze,
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Pierwsze gwiazdy byly o wiele
masywniejsze niz populacja obecnie
obserwowanych gwiazd, byly jednoczes$nie
bardzo gorace, i zgodnie z prawem Wiena
$wiecily mocno w energetycznym
ultrafiolecie. Poniewaz byly bardzo
masywne, konczyly zazwyczaj swéj zywot
w poteznych eksplozjach supernowych,
ktore dodatkowo zapetniaty kosmos
energetycznymi fotonami.

Przy zalozeniu sferycznej symetrii i orbit

kotowych V(R) = v/GM(< R)/R, gdzie
G to stala grawitacji Newtona, R to
odlegtosé od srodka galaktyki, a M (< R)
to calkowita masa zawarta wewnatrz kuli
o promieniu R. Ksztalt krzywej rotacji
bedzie zalezal jedynie od tego, jak
wyglada wewnetrzny rozklad masy

w galaktyce M (R), a zatem od profilu
gestosci ciemnej materii.

7Z uwagi na wymagania obserwacyjne —
potrzeba wielu gwiazd, by méc rzetelnie
wyznaczy¢ usredniong predkosé orbitalng
— pomiaru dokonuje si¢ dla promienia kuli,
z wewnatrz ktérej dochodzi polowa calego
obserwowalnego $wiatta galaktyki (Ry /2
to half light radius).

nazywana epoka rejonizacji, kiedy neutralne od czasu rekombinacji wodér i hel
zostaly ponownie zjonizowane przez ogromna iloé¢ fotonéw UV wyemitowanych
przez pierwsze pokolenie gwiazdowych pionieréw. Duza energia wewnetrzna
goracego zjonizowanego gazu wymaga odpowiednio gltebokiej studni potencjatu
grawitacyjnego, by zatrzymacé go przed ucieczka. Okazuje sie, ze wigkszo$¢
pierwotnych skupisk ciemnej materii byta za mato masywna, by osiagnaé

ten efekt. Na okladce przedstawiona jest wizualizacja symulacji z projektu
APOSTOLE grupy dr Tilla Sawali. Przedstawiony obszar z grubsza obejmuje
rozmiary naszej lokalnej Grupy Galaktyk. Prawa dolna polowa rysunku na
oktadce przedstawia gesto$é ciemnej materii. Widzimy, ze model LCDM
przewiduje istnienie setek tysiecy malych i wiekszych zgestek CM. Dwa
najwieksze skupiska gwiazd i CM odpowiadaja DM i galaktyce Andromedy.
Widzimy tez, ze tylko najwicksze zgestki CM zawieraja gwiazdy, bo tylko

one byly w stanie utrzymaé w sobie wystarczajaco duzo gazu, podstawowego
budulca gwiazd. Bez gazu za$ nie mozna, oczywiscie, utworzy¢ gwiazd. Co
wiecej, nawet jezeli niektore mate hala ciemnej materii utworza galaktyki, to
ich kariera nie trwa dlugo: potezne sily ptywowe wiekszych galaktyk sa w stanie
zaledwie podczas kilku okrazen orbitalnych dostownie rozszarpaé je na strzepy.
Ich resztki obserwujemy jako bardzo blade ogony i pierécienie ptywowe gwiazd
orbitujacych wokot m.in. naszej Galaktyki.

Nie jest zatem latwo zaistnie¢ jako mala galaktyka satelitarna. Jezeli jednak juz
sie przetrwa i epoke rozgrzewania gazu przez pierwsze pokolenie gwiazdowych
olbrzyméw, i grawitacyjne sity ptywowe, to ma sie kilka spokojnych miliardéw
lat na orbitowanie dookota galaktyki centralnej. Tu dochodzimy do sedna
problemu Zbyt wielkie, by zgasngé (ZWBZ). Model LCDM przewiduje, ze
w okolicy DM powinno by¢ sporo duzych i dosyé gestych satelitow, bo przeciez
tylko tacy ,twardziele” mogli przetrwaé¢ kosmiczne zapasy. Jednak jezeli
zestawimy przewidywania komputerowych symulacji LCDM z obserwowana,
gromadka satelitow DM, to okaze sie, ze widzimy ich o wiele za mato.
Wyjaénijmy przy okazji termin gestosé satelitéw. Poniewaz grawitacja ciemnej
materii zdecydowanie dominuje w tych uktadach, to wtasnie ona dyktuje zwyktej
materii, po jakich orbitach sie porusza¢. Badajac ruch gazu i gwiazd w réznych
odleglosciach R od srodka galaktyki, mozemy oszacowaé gleboko$é¢ studni
potencjalu grawitacyjnego oraz krzywa rotacji galaktyki, tzn. predko$é¢ orbitalna
w funkcji odleglosci V(R). Niemalze wszystkie skupiska ciemnej materii bez
wzgledu na ich wielko$é mozna opisa¢ jednym uniwersalnym profilem gestosci
— po
p(R) = = (1

= )2 nazwanym NF VV od nazwisk jego tworcow Julio Navarro,
L +7
Rs Rs

Carlosa Frenka i Simona White’a. Parametr py oznacza gestosé centralna,

za$ R jest promieniem skalowania. Calkujac ten profil wzgledem promienia

i przyrownujac do catkowitej masy halo ciemnej materii, mozna wykazaé, ze

po nie jest niezaleznym parametrem i zalezy od Rs. Dla halo o zadanej masie
catkowitej M profil NF'W jest zatem okreslony przez tylko jeden parametr:
promien R,. Odpowiada on miejscu, w ktérym logarytmiczne nachylenie profilu
gestodci, %g(g) wynosi —2. To oznacza, ze dla R > R, masa rosnie juz wolniej
niz R, a zatem predko$é orbitalna V(R) maleje. Warto$é Rpyax maksimum
krzywej rotacji galaktyki Viyax jest zatem bezposrednio zwiazana z profilem
gestosci p(R) i glebokoscia studni potencjalu skupiska ciemnej materii.

Dla wiekszosci znanych nam galaktyk satelitarnych DM zmierzono wartosci
predkodci orbitalnej V(Ry /2). Symulacje komputerowe zazwyczaj nie dostarczaja
doktadnych wartoéci Ry /o, uzywa si¢ ich jednak do poréwnania przewidywar
modelu z obserwacjami. Wystarczy zauwazy¢, ze jezeli danemu z symulacji
satelicie ma odpowiadaé jakakolwiek rzeczywista obserwowana galaktyka,

to krzywa rotacji V(R) symulowanego halo musi gdzies sie przecinaé ze
zmierzong encja Vi j2(Ry /2) danej galaktyki. To spostrzezenie doprowadzito
Boylan—Kolchina i wspoétpracownikéw do konkluzji, ze jest niezmiernie trudno
uzyska¢ w LCDM halo o masie odpowiadajacej masie Galaktyki, ktére
zawieraloby populacje satelitéw o krzywych V(R) kompatybilna z obserwacjami.
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Masywne hala sg po prostu zbyt wielkie,
by zgasnaé — powinny zachowac
wystarczajaco wiele gwiazd, by ich blask
zarejestrowaly nasze teleskopy.

Oszacowania ustalajg mase halo naszej
Galaktyki w przedziale (1+3) - 10*2 M.
Gdyby masa halo byla mniejsza,

(8+14) - 10 Mg, to przewidywania
dotyczace populacji satelitéw mozna by
tatwo pogodzié¢ z obserwacjami.

Model cieply przewiduje powstawanie
takiej samej jak LCDM liczby duzych

i $rednich galaktyk oraz mniej zgestek

o masach galaktyk kartowatych; powinny
one by¢ takze mniej geste.

W astronomii widmowej las Lymana-alfa
to seria linii absorpcyjnych w widmach
odlegtych galaktyk i kwazaréw. Linie
odpowiadajg przejSciu wzbudzonemu
elektronu w atomie wodoru. Poniewaz
obtoki neutralnego wodoru sa
rozmieszczone na réznych odleglosciach
wzdluz catej linii widzenia, powodujg one
powstanie caltego lasu linii w widmie.

Symulacje komputerowe, z ktérych
Boylan—Kolchin i inni wysnuli
przewidywania LCDM, zawieraly tylko
CM, wigc silg rzeczy nie mogty
uwzgledniaé zmian jej profilu przez
wybuchy supernowych.

Co gorsza, model przewidywal satelity masywne, z krzywymi rotacji o sporych
wartoéciach maksymalnych, ktére nigdzie nie przecinaly si¢ z zadnym punktem
pomiarowym. Gdyby sytuacja ta dotyczyta tylko przypadkéw malych

warto$ci Vinax, mozna by bylo uzyé argumentéw podobnych jak w przypadku
problemu brakujacych satelitéw. Jednak model przewidywat istnienie zbyt
wielu duzych satelitow o profilach gestosci niepasujacych do obserwacji systemu
satelitow DM. Ujmujac sprawe w liczby, w otoczeniu DM powinno znajdowadé
sie co najmniej kilka satelitow o parametrach z przedziatu pomiedzy Obtokami
Magellana a galaktyka karlowata w Strzelcu, jednak nigdzie ich nie widaé. Gdzie
sie podzialy?

Wkrétce po publikacjach grupy Boylan—Kolchina z 2011 i 2012 roku pojawita
sie cala seria artykuléw dyskutujaca mozliwe sposoby rozwiazania zagadki. Po
pierwsze, warto zauwazy¢, ze problem ZWBZ pojawia sie, gdy réwnoczeénie
prébujemy dopasowaé do obserwacji liczebnosé i gestosé satelitow. Rézne
fizyczne wielkosci wplywaja niezaleznie na te dwie statystyki. Liczebno$¢
sporych satelitéw silnie zalezy od catkowitej masy halo centralnej galaktyki,
mozna zatem uzgodni¢ model i obserwacje, postulujac, ze caltkowita masa

DM jest nizsza, niz zakladaliémy. Inne oszacowania oraz obecno$¢ Oblokow
Magellana faworyzuja natomiast duzg mase DM; sugerowaloby to niespotykana
wyjatkowos¢ DM, bo bardzo trudno jest znalezé w symulacjach halo centralne
o matlej masie, ktére réwnoczeénie zawiera tak masywne satelity, jak oba Obtoki
Magellana.

Problem ZWBZ zgle¢bia si¢ réwniez, poszukujac alternatywnego mechanizmu
fizycznego, ktéry sprawitby, ze mate hala CM sa mniej geste. Popularna
alternatywa modelu LCDM, w ktérej taki efekt pojawia sie naturalnie, to model
cieplej ciemnej materii (LWDM — Lambda Warm Dark Matter). W modelach
»cieptych” pierwotne predkosci czastek ciemnej materii sa znaczaco wieksze,

co oznacza, ze ich masy spoczynkowe sa odpowiednio mniejsze niz zimnej

CM. Taka charakterystyka powoduje, ze na skalach kiloparsekow i mniejszych
(czyli poréwnywalnych z rozmiarami galaktyk kartowatych) skupiska CM
zostaja niejako wygladzone. Jest tak dlatego, ze wicksze predkosci czastek CM
pozwalaja im wydostawaé si¢ spod grawitacji matych zaburzen gestosci. Im
cieplejszy model LWDM, tym mniejsze gestosci centralne i mniej matych halo.
W ten sposéb model LWDM w naturalny sposéb rozwiazuje problem ZWBZ.

Czyzby to byl wiec koniec tej historii? Czy mozemy uznaé, ze model LWDM
lepiej pasuje do danych? Niestety, sprawy sa bardziej skomplikowane. Istnieja
mocne ograniczenia obserwacyjne na ,cieptote” modelu LWDM. Obserwacje lasu
linii Lymana-«a informuja nas dokltadnie, ile w przestrzeni miedzy galaktykami
znajduje sie matych oblokéw neutralnego wodoru. Poniewaz takie obtoki
powstaja w niewielkich zageszczeniach CM, obserwacje te daja nam wiedze

o minimalnej dopuszczalnej masie i liczbie matych zgestek CM i sugeruja, ze
CM moze by¢ co najwyzej letnia: dopuszczalne predkoéci resztkowe sa zbyt male,
by rozwiazaé¢ problem ZWBZ.

Trzecia popularng linig ataku na problem ZWBZ jest odwotanie si¢ do

fizyki galaktycznego gazu i gwiazd. Powstawaniu gwiazd towarzysza bardzo
energetyczne procesy, takie jak np. wybuchy supernowych. Gdyby w centrum
malej galaktyki kartowatej wybuchlo w stosunkowo krétkim czasie wiele
supernowych, to rozgrzany i zjonizowany przez te wybuchy gaz ulecialby poza
galaktyke. Zmniejszona w ten sposob energia potencjalna doprowadzitaby

w efekcie do rozrzedzenia si¢ profilu halo CM. Ilosé energii, jaka jest potrzebna
do znaczacego rozrzedzenia halo CM, jest jednak bardzo duza. Galaktyka,

w ktorej dosztoby do takiej niestychanej kanonady, szybko utracitaby caly gaz
i nie mogac wytworzy¢ nowych gwiazd, pozostalaby bardzo blada. Tymczasem
niektére satelity DM maja jasnosci setek milionéw stonc. Przestudiowanie innych
proceséw zwiazanych z barionami, wlaczajac w to aktywne supermasywne
czarne dziury czy galaktyczne pola magnetyczne, dostarczyto dowoddéw, ze nie
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Reprodukcja rysunku 3 z pracy
Boylan—Kolchin i in. 2012 (MNRAS 422,
1203-1218). Sze$é¢ paneli przedstawia
krzywe rotacji V(r) satelitéw
zamieszkujgcych szes¢ réznych hal
centralnych — analogéw DM. U géry
kazdego panelu podana jest catkowita
masa halo DM. Punkty ze stupkami
btedéw oznaczaja pomiary dokonane dla
11 klasycznych satelitow DM. Na kazdym
rysunku grupa linii zaznaczona
pogrubieniem odpowiada duzym i gestym
satelitom, ktére w zadnym punkcie swoich
krzywych rotacji nie sg zgodne z danymi.

Projekt EAGLE (Evolution and
Assembly of GaLazies and their
Environments), czyli ewolucja i montaz
galaktyk i ich srodowisk, to seria
nowoczesnych i doktadnych symulacji
komputerowych, ktérych celem jest
zrozumienie, jak powstaja i ewoluuja
galaktyki. Symulacje wyrézniaja si¢
implementacja (w uproszczeniu rzecz
jasna) niemal wszystkich istotnych
proceséw fizycznych zwigzanych

z galaktykami i obejmujg m.in.
hydrodynamike i ewolucje chemiczng
osrodka migdzygwiezdnego, rejonizacje
i chlodzenie promieniste, czasteczkowe
i atomowe gazu, powstawanie gwiazd,
galaktyczne wiatry powodowane przez
supernowe, powstawanie oraz akrecja na
supermasywne czarne dziury.

n
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sa one w stanie zmniejszy¢ gestosci CM w galaktykach satelitarnych tak, by
rozwigza¢ problem ZWBZ.

Wyglada wiec na to, ze zadne z proponowanych podej$¢ nie oferuje w pelni
satysfakcjonujacego rozwigzania problemu brakujacych gestych satelitéw

w systemie Drogi Mlecznej. Na szczedcie nie potrzebujemy wcale uciekaé

sie do tak radykalnych postulatow, jak mala masa DM lub calkiem nowy
model CM. Rozwiazanie zagadki kryje sie w fizyce barionowej, a raczej w tym,
ze wiekszosé symulacji kosmologicznych jej nie uwzglednia. Grupa badaczy

z Uniwersytetu w Durham pod kierownictwem Tilla Sawali uzyla nowoczesnych
kodéw komputerowych projektu EAGLE do przeprowadzenia szeregu symulacji
(projekt APOSTOLE) zaprojektowanych specjalnie do badania systeméw, takich
jak DM i Lokalna Grupa Galaktyk. Okazalo sie, ze gdy poprawnie uwzglednimy
procesy ogrzewajace gaz galaktyczny, takie jak rejonizacja i supernowe, to
nawet w sporych halach CM chwilowy ubytek masy na skutek ,,wywiania”
goracego gazu powoduje znaczace zmniejszenie sie potencjalu grawitacyjnego.
Mimo ze po jakims czasie rozgrzany gaz ochladza si¢ i powraca do galaktyk

(co do tej pory uwzgledniano teoretycznie w symulacjach bez barionéw), to
czasowe oslabienie grawitacji macierzystej galaktyki zauwazalnie spowalnia
tempo jej wzrostu. Poniewaz ostateczna masa skupiska CM réwna sie danemu
tempu akrecji materii scatkowanemu wzgledem kosmicznego czasu, to te same
hala CM w symulacjach z pelna fizyka barionowa ostatecznie odznaczaly sie
catkowityg masa mniejsza o 10-20%. To za$ od razu przekladalo sie na zmiane
krzywych V(R), a zwlaszcza maksiméw Vinax. Rysunek pokazuje, ze obnizenie
0 10-20% grupy krzywych niepasujacych do danych w naturalny sposéb sprawia,
ze wiekszos¢é z nich staje si¢ zgodna z obserwacjami.

W ten oto sposéb okazalo sie, ze to nie model LCDM mial problemy

z wyjasnieniem obserwacji, tylko kosmologowie zmagali si¢ z uzyskaniem
rozsadnych przewidywan z zalozen teoretycznych modelu. Mimo Ze ostatecznie
wcale nie ma galaktyk zbyt wielkich, by zgasnaé, to nie jest to jeszcze koniec
tej historii. Standardowy model kosmologiczny odnosi swoje gléwne sukcesy na
najwiekszych kosmologicznych skalach rzedu setek milionéw parsekow. Skale
znacznie mniejsze (rozmiaréw galaktyk) weiaz ukrywaja wiele tajemnic i nie jest
pewne, czy LCDM sobie z nimi poradzi. Ciemna materia pozostaje ulotna: dotad
nie udalto sie zidentyfikowaé¢ w naziemnych laboratoriach czastki elementarnej za
nig odpowiedzialnej. Nie wiemy zatem, czy CM jest zimna czy ciepta. Ostatnia
dekada przyniosta wiele ciekawych obserwacji, ktore swiadcza raczej na korzysé
hipotezy cieptej ciemnej materii, ale to juz opowiesé na inng okazje.
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— Lolus, ale on akurat ma krawedz caltkowitej

dhugosci. . .

— No nie zartuj... V8 +42+12=,/81=09...
rzeczywiscie! Patrz, jak mi sie przyfarcito! Ale
chyba widzisz, ze mozna troche poeksperymentowaé
ze wspotrzednymi i przyktad wyjdzie. Poza tym
moralnie to nie moze byé prawda.

— Moralnie?

— Tak, bo na ptaszczyznie to nieprawda. Zdanie
jezeli kwadrat na plaszczyinie ma wszystkie

Maia aelld

Niemozliwe!

— Lolek, chodz, pokaze Ci jedng strone w Internecie. ..

— No, co tam masz? Bolek, wytacz tego Reksia. Mama méwita, ze nie
wolno nam oglada¢ konkurencji!

— Nie, nie to. Tutaj, w drugiej zaktadce. Kto$ na tym forum napisat fajne
zadanie. Czytaj.

— Jezeli szescian w przestrzeni ma wszystkie wierzcholki w punktach
kratowych, to jego krawedz ma catkowitq diugosc.

Zaczaltby$ czytac¢ jakie$ porzadne fora. Przeciez to jest oczywista bzdura.
— Niby czemu?

— Bolek, nie widzisz, skad to sie wzielo? Kto$ pomyslal, ze taki szescian
musi mie¢ krawedzie rownolegte do osi wspotrzednych. I wtedy to prawda.

Ale przeciez mozna wziaé obrécony szescian, o, zaraz Ci taki jeden
narysuje. Prosze! Ma wierzchotki w punktach kratowych? Mal

wierzchotki w punktach kratowych, to jego bok ma
catkowitq diugosé jest falszywe: bez problemu mozna
narysowa¢ taki kwadrat o boku V5 albo nawet /2.
— I jak to sie ma do sze$cianu?

— Tak od razu to nijak. Ale méwitem, ze to moralny
argument: skoro na ptaszczyznie analogiczne
twierdzenie nie zachodzi, to co dopiero w przestrzeni,
gdzie mozna duzo dowolniej manipulowaé
wspéhrzednymi!

— Mnie te moralne argumenty jako$ nie przekonuja.
Na prostej wszystko gra.

— Na prostej?

— No tak, zobacz: jezeli odcinek na prostej ma oba
konce w punktach kratowych, to jego dlugosé jest
liczbg catkowitq.

— Teraz to ale Ameryke odkrytes... Dobra, juz
dobra, skonstruuje Ci precyzyjny kontrprzyktad.
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(1a _4a 8)
e (8,4,1)
(47 _77 _4)

Jaka dtugos$é krawedzi by$ chcial?

— To ja poprosze v/117 = 3v/13.

— Ambitnie! Ale dobra, niech bedzie. Wiec tak: jeden
wierzchotek bedzie w punkcie 0 = (0,0, 0), nastepny
w jakim$ punkcie odlegtym o /117, na przyktad. ..
u = (10,4, 1). Teraz zgadniemy sobie jaki$ wektor v
prostopadty do u i tej samej dtugosci. Powiedzmy,
no... czekaj... mam: v = (2,—7,8).

— Na pewno sg prostopadte?



— Nie wierzysz mi? Odlegto$¢ miedzy ich konicami wynosi

fu—v| = /(10 = 2)2 + (4 + 7) + (1 - 8) = V231

i mamy

[ul? + [o]? = VIIT' + VIIT = V234" = |u—o]?,
wiec kat miedzy u i v jest prosty z twierdzenia Pitagorasa.
— Chyba z twierdzenia odwrotnego do. ..

— Cicho siedz! Pedant si¢ znalazt. Poza tym tatwo sprawdzié, ze Twoje
pytanie sprowadza sie do obliczenia iloczynu skalarnego

(u,v) = ugvy + ugvg + ugvg =10-2+4-(=7)+1-8 = 0.
Skoro wyszto 0, to kat jest prosty. Uczylem si¢ o tym na matematyce.
Wiec podsumujmy: punkty 0, u,v i u+v = (12,—-3,9) wyznaczaja kwadrat
o boku v/117. Zgadza sie?
— Na razie dobrze.

— To bedzie podstawa naszego szeScianu. Teraz wystarczy znalezé trzeci
wektor w, prostopadty do obu w i v. Ugh... to chyba potrwa. Przynies cos
do picia.

— Czekaj, o tym to ja si¢ uczytem na fizyce. To sie nazywa iloczyn
wektorowy u x v. Podstawia si¢ dwa wektory i wychodzi wektor
prostopadty do nich obu, czyli w Twojej notacji (u X v,u) = (u x v,v) = 0.
Chcesz wzor?

— Dawaj!

— Mam go tu w zeszycie. Uwaga: u X v=(ugv3—usva, U1 — U1 V3, U1 V3 — UV1 ).
— Troche dtugi, ale to nic, podstawiamy: u x v = (39, =78, —78). To

juz, bierzemy wektory u, v i u X v i rozpinamy na nich szescian! A nie
moéwitem!

— Za bardzo si¢ rozpedzites. Ten Twdj ,szeScian” to tylko prostopadtoscian.
Trzeci wektor ma diugosé /392 + (—78)2 + (—78)2 = /13689 = 117, a nie
V/117. Zapomniatem Ci powiedzieé: dtugosé wektora u x v jest réwna polu
rownolegtoboku rozpietego przez u i v.

— Czyli w naszym przypadku polu kwadratu: v/117 - /117 = 117. To by
sie¢ nawet zgadzato. Ehhh. .. Ale zaraz, nie wystarczy przeskalowaé ten
wektor? Kierunek jest przeciez dobry, tylko dtugosé sie nie zgadza!

— Bingo! Mamy wektor o dtugoéci 117, a chcieliSmy /117, czyli trzeba
kazda wspéhrzedna podzieli¢ przez +/117! No nie. .. to niedobrze.
Wychodzi (v/13, —2+/13, —24/13). To nie jest punkt o wspétrzednych
catkowitych.

— Widze wtasnie. No trudno. Pierwsze koty za ptoty. Wezmiemy jakie$ inne
uiwv. A jak znowu sie nie uda, to zmienimy ten /117 na /13 albo /257
i na pewno w koncu znajdziemy dobry przyktad. A tak w ogdle, to czemu
ja mam sie meczy¢? Bolek, Ty miates informatyke, wez to zaprogramuj

i niech komputer szuka. W jakim jezyku wy sie tam uczycie?

— W COBOLu. Ale wiesz co, to chyba nie jest najlepszy pomyst. ..

— Bo co? Paru prostych petli w COBOLu nie umiesz napisa¢? Nie badz
cienias!

— Nie no, umiem. Ale to chyba nic nie da, bo ja juz widze jak to sie
skonczy.

— To weZ mnie o$wie¢. . .

— Powiedzmy, ze bedziemy chcieli zrobi¢ taka konstrukcje, biorac za
krawedz /13 albo /257, albo w ogéle /n dla jakiego$ naturalnego n.
Wybierzemy dwa prostopadte wektory w i v dtugosci \/n i catkowitych
wspotrzednych tak jak Ty. ..
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Rozwigzanie zadania F 939.

Sita oporu F,p, z jaka powietrze dziata
na cialo poruszajace sie z predkoscig v
wynosi

1 L2
Fop = 5CpS°,

gdzie p jest gestoscia powietrza, S polem
powierzchni przekroju ciata
(prostopadtego do kierunku ruchu),
a C wspélczynnikiem zaleznym od
ksztaltu ciala o wartoéci rzedu 1
(od 0,1 do 1). W dobrym przyblizeniu
powietrze spelnia rownanie stanu gazu
doskonalego. Korzystajac z tego rownania
dla danych zadania, otrzymujemy (dla
temperatury w skali Kelvina T' = 293 K):
P
P = 5=
RT
Przyjmijmy, ze szerokosé¢ ciata skoczka
wynosi é§rednio 30 cm — w ramionach na
pewno wiecej, ale za to dla nég mniej, co
dla wzrostu 1,8 m daje S =~ 0,54 m?2.
Maksymalna predkoéé¢ odpowiada
sytuacji, gdy sita oporu F,, = mg. Po
podstawieniu powyzszych oszacowan do
réwnania otrzymujemy

2mg m km
~ 50 — = 180 —.
CpS s h

Podczas zawodéw, przy skokach

z wysokosci okoto 2000 m po okolo 12s
skoczkowie osiggaja state predkosci okoto
190 km /h bliskie otrzymanej

w rozwigzaniu.

~ 1,2kg/m".

v =

@

Rozwigzanie zadania F 940.
Podczas narastania indukcji pola
magnetycznego w pierécieniu pojawia sie
sita elektromotoryczna £. Zgodnie
z prawem indukcji Faradaya mamy

ad

dt’
gdzie ® oznacza strumien indukcji przez
powierzchni¢ cewki. Oznacza to, ze
w kazdym punkcie pierscienia, stycznie do
niego, na tadunki dziala pole elektryczne
o wartosci E = £/(2nr), gdzie r jest
promieniem pierscienia. Liniowa gestos$é
tadunku na pier$cieniu wynosi
p = Q/(27r), a wiec na odcinek dl
pierscienia dziala sita dF = pE dl
i moment sity wzgledem jego $rodka to
dM = rdF = rpE dl. Catkowity moment
sily ,,obracajacy” pierscienn wynosi
M = 27r?pE. Ten moment sily nadaje
pierécieniowi przyspieszenie katowe
dw/dt = M/I, gdzie I = mr? jest
momentem bezwtadnosci pierscienia.
Otrzymujemy wigc

dw 2 Q 1 dd
— = =27r" — — =
dt 27r 2wr3m dt
5 Q 1 «r?dB
= —27mr° — .

2rr3m dt
Ostatnia rownos$é wynika z definicji
strumienia jednorodnego pola B przez
pole kota. Po uproszczeniu
powtarzajacych sie czynnikéw dostajemy:
dw Q dB
dt 2m dt
i ze wzgledu na poczatkowe wartosci
w = 0 oraz B = 0, ostatecznie
otrzymujemy w = QBg/(2m).

27r

— Wybierzemy albo i nie. Skad wiesz, ze zawsze sie da?

— Niewazne, jak sie nie da, to i tak nici z konstrukeji, wiec powiedzmy,

ze sie udato. Teraz obliczasz wektor u x v i tak jak poprzednio, on ma
wspoétrzedne catkowite i dtugo$é \/n - v/n = n. Czyli jest za dtugi, bo miato
by¢ v/n. Wiec musimy go skréci¢ \/n razy, bo tylko tam moze by¢ trzeci
wierzchotek szescianu. . .

— Nie tylko tam, jeszcze po przeciwnej stronie!

— Teraz to Ty jeste$ pedantem. Znak nic nie zmieni, bo tak czy inaczej
wektor (u x v)/4/n nie ma wspétrzednych catkowitych, tylko niewymierne,
bo wszedzie sie kreci ten nieszczesny /n!

— Chyba ze. ..

— Ze co?

— ...ze \/n jest catkowity. Na przyklad /25 albo /36!

— Czyli juz! No bo tak jakby pokazalismy, ze nie da sie skonstruowaé
kontrprzyktadu. A to chyba to samo, co udowodni¢ twierdzenie?

— Tak mysle. Wez, zapiszmy to jakos zgrabnie i mozemy opublikowaé na
tym forum.

— Nie ma sensu, tam juz jest jedno rozwigzanie.

— Tam juz jest... Co? Bolek, Ty mnie zapedzasz w kozi rég, a tam juz
czeka gotowe rozwiazanie?! Czekaj, jak ja cie dorwe. . .

— Lolek, czekaj, atal To nie tak! Bo ja tego rozwigzania z forum tak do
konca nie rozumiem! Ono jest jakie$ magiczne. Twoje jest duzo lepsze.

— Dobra, przeczytajmy razem, co oni tam pisza. Objetosé szeScianu

o krawedzi /n wynosi V = \/ﬁ?’. Na razie chyba wszystko jasne?

— Tak, tak. Ale patrz dalej: Poniewaz wszystkie wierzcholki majg
wspotrzedne catkowite, wiec objetosé V' jest liczbg catkowitq. Tego do konca
nie rozumiem. Dalej juz jest tatwo: Z réwnosci V? = n3 wynika, e n jest
kwadratem liczby calkowitej, czyli krawedZ /n jest calkowita.

— Faktycznie magia. To jak to jest z ta objetoscia? Jest jakis oczywisty
powdd, ze szescian o wierzchotkach w punktach kratowych musi mieé
catkowita objeto$¢?

— Troche o tym myélalem i wydaje mi sie, ze to moze by¢ prawda nawet
dla dowolnego réwnolegtoscianu. Bo, na przyktad, na ptaszczyznie
wszystko dziata: wzér na pole réwnolegltoboku rozpigtego przez wektory
u = (ug,uz) iv=(v1,v2) to |ugve — ugvy|, wiec dla wspdtrzednych
catkowitych wynik jest liczba catkowita. W przestrzeni tez powinien by¢
podobny wzér na objetosé. Prawda?

— Wiesz co, Bolek?
— No co?

— Myslatem, ze Ciebie nie ruszajg takie moralne argumenty.

1. Zapisz zgrabnie rozwiazanie Bolka i Lolka.

2. Czy Bolek méglby wybraé takie y/n, zeby Lolek potknal sie juz przy prébie
znalezienia wektora u?

3. Czy Bolek méglby wybraé takie \/n, zeby Lolek nie mégl dobraé¢ do u
zadnego wektora v?

4. Znajdz wzér na objeto$é¢ réwnolegloscianu rozpietego przez trzy wektory.
Podpowiedz: wyznacznik. Korzystajac z niego, uzasadnij ostatnia obserwacje
Bolka.

5. Czy rozwiazanie Bolka i Lolka i rozwiazanie znalezione na forum sa istotnie
rozne, czy moze to tylko dwa wcielenia tego samego pomyshu?

Malqg Delte przygotowat Michat ADAMASZEK
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Dlaczego problem P Z NP jest tak trudny?

Réwnowaznie definiuje si¢ P jako zbiér
probleméw rozpoznawalnych przez
deterministyczne maszyny Turinga

w czasie wielomianowym, a NP jako zbiér
probleméw rozpoznawalnych przez
niedeterministyczne maszyny Turinga

w czasie wielomianowym.

Wojciech CZERWINSKI

24 maja 2000 roku Instytut Matematyczny Claya oglosil liste siedmiu
Probleméw Milenijnych, czyli zagadnien, ktore zostaly uznane za najwazniejsze
otwarte problemy matematyczne opierajace si¢ rozwiazaniom od lat. Wsréd
nich byl jeden problem zaliczany do informatyki teoretycznej, o ktérym

wielu Czytelnikéw zapewne styszalo. Chodzi oczywiscie o tytulowy problem:
,Czy P = NP”? Jest on powszechnie uznawany za najwazniejsze pytanie
informatyki teoretyczne;j.

Problem nazywamy decyzyjnym, jesli odpowiedZ to ,tak” lub ,nie” (a nie np.
liczba). Klasa P (od Polynomial time) zawiera te problemy, ktére dadza sie
rozwiaza¢ w czasie wielomianowym. Definicja klasy NP (od Nondeterministic
Polynomial time) jest nieco bardziej zlozona. Powiemy, ze problem L nalezy

do NP, o ile dla kazdego mozliwego wejscia w, na ktére odpowiedz jest ,,tak”,
istnieje swiadek tej pozytywnej odpowiedzi v, co najwyzej wielomianowo wigkszy
niz w, taki, ze gdy dostaniemy pare (w,v), to mozemy w czasie wielomianowym
potwierdzi¢, ze istotnie odpowiedZ na w to ,tak” Intuicyjnie wiec P NP pyta
mniej wiecej, czy kazdy problem, dla ktérego mozna sprawdzi¢ poprawnoscé
odpowiedzi szybko (w czasie wielomianowym), mozna réwniez rozwiazaé
szybko (w czasie wielomianowym). Juz w latach 50. problem ten pojawial sie

w dyskusjach, ale precyzyjnie zdefiniowal go w 1971 roku Stephen Cook. Od tej
pory jest otwarty, mimo ze naprawde wiele osob prébowalo go rozwiazac.

Dlaczego jednak uwazamy ten problem za az tak wazny i ciekawy? Przeciez
jest wiele starych problemow, ktérych nikt jeszcze nie rozwiazat. Mozna na

to pytanie odpowiedzie¢ na kilka sposobéw. Po pierwsze, jest bardzo wiele
praktycznych probleméw, o ktérych wiemy, ze naleza do klasy NP, jednak

nie znamy dla nich zadnego algorytmu wielomianowego. Czesto rozwazanym
przykladem jest tzw. problem komiwojazera, w ktérym mamy dany graf

o n wierzcholkach (reprezentujacych miasta), a na kazdej krawedzi liczbe, ktéra
oznacza, ile czasu potrzebuje komiwojazer, aby przejecha¢ miedzy tymi wlaénie
miastami. Pytanie brzmi, czy moze on objecha¢ wszystkie miasta i wréci¢ do
domu w zadanym czasie (lub szybciej). Latwo zauwazy¢, ze istotnie nalezy on
do NP, swiadkiem jest tutaj samo rozwiazanie, czyli cykl o wystarczajaco
malym czasie przejazdu. Innym przykladem, waznym w dalszej czesci artykutu,
jest problem spelnialnosci formul (znany jako SAT od angielskiego satisfiability
— spelnialnosé). Rozwazamy w tym przypadku formuly logiczne zawierajace

n zmiennych: x1,...,x,. Mozemy zatozy¢, ze formula jest zawsze koniunkcja
klauzul C;, czyli postaci C1 A ... A C). Kazda klauzula natomiast jest alternatywa
zmiennych x; lub ich negacji —z;. Przykladowa formula wyglada wiec tak:

(mx1 Vg VazVay) A(xa VgV oxg) A(z V-oae) A (e Vg Vay). Pytanie
brzmi, czy istnieja takie wartodci z1,...,x, € {0, 1}, dla ktérych formula jest
prawdziwa. W naszym przykladzie istnieja: sa to, na przyklad, z; =23 =1
oraz 9 = x4 = 0. SAT nalezy do NP, bo swiadkiem spelnialnosci jest tu po
prostu takie warto$ciowanie zmiennych, ktére spelnia formute. A wiec, tak

jak i wezedniej, $wiadkiem jest obiekt, o ktérego istnienie pytamy. Jest to
czeste zjawisko, ale wcale nie zawsze Swiadek musi by¢ takiej postaci. Wiele
praktycznych probleméw da sie przepisaé jako problem spelnialnosci formuty
powyzszej postaci, wiec bardzo przydatne byloby umieé rozwiazywac je

szybko, najlepiej w czasie wielomianowym. Niestety, nie znamy takich metod,

a najlepsze znane algorytmy dzialaja w czasie wykladniczym. Znaczy to, ze

nie sa istotnie lepsze od bezmys$lnego podstawiania wszystkich mozliwych

2™ wartosci na zmienne x;. Co ciekawe, oba powyzsze problemy sa NP-zupelne,
co oznacza, ze kazdy inny problem z klasy NP da si¢ przeformulowaé na SAT
albo na problem komiwojazera niewiele (co najwyzej wielomianowo) wiekszej
wielkosci. Oznacza to, ze gdybysmy umieli rozwiazaé jakis problem NP-zupelny
(np. SAT), to wszystkie inne problemy z klasy NP rozwiazaliby$my réwniez
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Wiecej o zwigzkach problemu P = NP
z kryptologia mozna przeczytac

w artykule Tomasza Kazany,

w poprzednim numerze Delty.

Rozwigzanie zadania M 1546.
Udowodnimy, ze taka liczba n nie istnieje.

Przyjmijmy oznaczenie f(z) = z? +x+1.
Bezposrednio sprawdzamy, ze dla
dowolnego = zachodzi rownosé
2

F@)f(w—1) = f(z7).
Ponadto, jezeli x jest liczbg catkowity
rézng od 0, to

2% < f(z) < (xz +1)%,
wige f(x) nie jest kwadratem liczby
catkowitej.

Udowodnimy, ze dla kazdego n > 1
zachodzi réwnosé

[T @0 = s,
k=1

co w polaczeniu z obserwacja
z poprzedniego akapitu zakonczy dowdd.

()

Przeprowadzimy dowéd indukcyjny. Dla
n = 1 réwnosé (x) jest spelniona.
Przypusémy, ze zachodzi ona dla pewnego
n > 1; wéwczas

n+1 n

[T @0 = s@nn ] st =
k=1 k=1

= f(ant1)f(al) =
= flant1)f(antr —1) =
= f(ani1),

co oznacza, ze (k) zachodzi réwniez dla
n + 1. To konczy rozwigzanie.

w czasie wielomianowym (poprzez sformulowanie w postaci SATa, a potem
rozwiazanie go). A to oznaczaloby, ze P = NP. Ta wlaénie cecha probleméw
NP-zupelnych $wiadczy o ich znaczeniu: wystarczy rozwiazac¢ jeden z nich,
a wiemy, ze P = NP, z drugiej strony, oczywiscie, jesli tylko jeden z nich nie
nalezy do P, to P # NP.

Gdybysmy umieli rozwiazywaé SAT w czasie wielomianowym, to wiele
probleméw rozwiazaliby$Smy duzo szybciej. To dobrze. Jednak bytyby tez zle
strony tej sytuacji. Wiekszoé¢ szyfréw opiera sie na tym, ze pewne obliczenia
wymagajg duzo czasu i nie sa znane metody istotnie lepsze od sprawdzania
wszystkich mozliwych wartosci (jak wyzej dla wartodei zmiennych x;).

Gdyby jednak P = NP, to te obliczenia juz nie potrzebowalyby tyle czasu

i wiekszos¢ szyfréw przestalaby by¢ bezpieczna. To Zle. To kolejna motywacja
do zrozumienia, czy P = NP, czy tez nie. I to troche innego rodzaju, bo

w tym przypadku, jesli zrozumiemy, ze P # NP, to tez mamy zysk: wiemy, ze
niektére szyfry sa chociaz troche bezpieczne. Te dwie motywacje nie sa jedynymi
powodami, dla ktérych chcemy znaé odpowiedz. To tylko poszlaki, ze problem
jest naprawde wazny i fundamentalny. By¢é moze najwazniejsza przyczyna

jest przekonanie, ktore stoi u zrodel nauk podstawowych, Ze zrozumienie tak
istotnego problemu, niezaleznie od wyniku, moze skutkowaé nieprzewidywalnymi
wrecz korzy$ciami. Tak jak to bylo z odkryciem przez Watsona i Cricka, ze DNA
ma strukture podwdjnej helisy.

Dochodzimy teraz do pytania, o ktérym tak naprawde chce opowiedzieé, czyli:
skoro uwazamy ten problem za tak wazny i tylu ludzi bardzo sie stara, to
dlaczego wciaz jest nierozwiazany? Mozna by uznadé, ze jest to pytanie glupie:
jak to dlaczego — jest po prostu trudny. Nie pozostawajmy jednak na tym
poziomie odpowiedzi, bo historia jest duzo bardziej subtelna. Juz przez ponad
45 lat ludzie probowali rozwiazaé¢ problem, pewne metody rozwijaly sie, ale nie

udawalo sie nimi rozwiazaé¢ P Z NP. Wiec zadawali sobie pytanie: ,,dlaczego
nam sie nie udaje?”. I czesto tym sposobem dochodzili do wniosku, ze pewne
metody po prostu nie moga dziataé¢. Historia tych badan jest fascynujaca

i moze nam bardzo wiele powiedzie¢ o teorii zlozonosci, a takze chociaz troche
wyttumaczy¢, dlaczego P Z NP jest az tak trudny i jakie bariery stoja na
drodze.

Wszystko zaczelo sie w latach 70. Po tym, jak Cook zadal pytanie, matematycy
prébowali je rozwiazaé¢. Naturalng technika byla wtedy tak zwana metoda
diagonalizacji. Wiele pierwszych rezultatéw z teorii zlozonosci (czyli dziedziny
zajmujacej sie klasyfikacja probleméw na bardziej zlozone i mniej zlozone)
uzywa wlasnie tej metody. Uzyta jest np. w dowodach nierozstrzygalnosci
problemu stopu, twierdzenia (duzo starszego) o tym, ze liczb rzeczywistych

jest wiecej niz naturalnych, albo mniej znanych twierdzen o hierarchii czasowej
i pamieciowej. Niech jezyk bedzie zbiorem stéw nad pewnym ustalonym
alfabetem, czyli ciagow liter z tego alfabetu. Rozwazmy maszyny, ktére dostaja
stowo, wykonuja jakie$ obliczenie i odpowiadaja ,tak” lub ,nie”, typowy
przyklad to maszyny Turinga, by¢ moze z jakimi$§ ograniczeniami (jak dzialanie
w czasie wielomianowym). Zbiér stéw, dla ktérych maszyna M odpowie ,tak”,
nazywamy jezykiem tej maszyny, oznaczamy go L(M). Rozwazmy teraz

dwie klasy maszyn C; i Co. Aby wykazaé, ze maszyny z Cy opisuja pewne
jezyki, ktore nie sa opisywane przez maszyny z Cy, wystarczy wskazac¢ taka
maszyne M € Cs, ze dla dowolnej maszyny M’ € C; istnieje takie stowo w,

iz maszyny M i M’ potraktuja je inaczej (jedna z nich powie ,tak”, a druga
yhie”). Te wladnie metode nazywamy diagonalizacja. Okazuje sie, ze wigkszos$¢
dowodow, ktére uzywaja tej metody, podlega relatywizacji. Aby powiedzieé, co
to oznacza, opowiemy najpierw o wyroczni. Rozwazmy jakas wyrocznie O, ktéra
odpowiada ,,tak” lub ,nie” na pewne pytania poprawnie i za darmo. Mozemy
doda¢ maszynie mozliwos¢ zadawania pytan do takiej wyroczni. Przyktadowo
wyrocznia mogtaby odpowiadaé na pytanie, czy dana liczba jest potega liczby
pierwszej. Wida¢ wtedy, ze maszyna, ktéra miataby za zadanie stwierdzié, czy
dana liczba jest pierwsza, miataby, byé¢ moze, utatwione zadanie, gdyby mogta
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[AND]

[AND]

[AND]

[AND]

pytaé¢ taka wyroczni¢. Klase maszyn C z mozliwoscig korzystania z wyroczni O
oznaczmy przez C°. Powiemy, ze dowéd, iz maszyny z Co rozpoznaja wiccej
jezykéw niz maszyny z Cq, sie relatywizuje, jesli dla dowolnej wyroczni O ten
dowéd pokazuje réwniez, ze maszyny z CS rozpoznaja wiecej jezykéw niz
maszyny z CO. Jak powiedzieliémy, zasadniczo dowody uzywajace diagonalizacji
sie relatywizuja. I dlatego przetomem bylo twierdzenie, ktore w roku 1975
udowodnili Baker, Gill i Solovay. Pokazali oni, Ze istnieje taka wyrocznia A,

ze PA = NP4 oraz taka wyrocznia B, ze PP # NPP. Oznacza to, ze zaden dowdd,
ktory sie relatywizuje, na pewno nie pokaze, ze P # NP (bo jest wyrocznia A)
ani ze P = NP (bo jest wyrocznia B). Jesli chcemy rozwiazaé P = NP, to
musimy i$¢ inna droga.

Ten wynik spowodowal, ze spoteczno$é badaczy teorii ztozonoéci zarzucita

metody diagonalizacji przy rozwiazywaniu problemu P Z NP. W zasadzie
stusznie, ale ruch ten byl, by¢ moze, zbyt radykalny. Mozna bowiem wyobrazié
sobie, ze diagonalizacja jest tylko jednym z argumentéw w dowodzie i wowczas
caly dowdd sig¢ nie relatywizuje. W kazdym razie mniej wiecej w tamtym czasie
popularne zaczely byé obwody logiczne, to z nimi wiazano teraz nadzieje na

postep w kwestii problemu P Z NP. Obwéd logiczny o n wejéciach i jednym
wyjéciu oblicza funkcje f : {0,1}™ — {0, 1}. Wszystko mozna zakodowaé jako
ciag zer i jedynek, natomiast jedynke na wyjséciu traktowaé jako odpowiedz
Ltak” a zero jako odpowiedz ,nie”. A zatem obwdd logiczny jest dobra
alternatywa dla maszyn i mozna tez uzywaé go do opisu jezykéw. Pomiedzy
n wejéciami a wyjsciem obwdd ma bramki jednego z trzech typow: AND, OR
oraz NOT. Bramki AND i OR moga mieé¢ wiele wejsé¢, a wyjscie maja jedno,
na ktérym zwracaja koniunkcje (AND) lub alternatywe (OR) wej$¢. Bramka
NOT ma jedno wejscie i jedno wyjscie, na ktéorym wypuszcza zanegowane
wejscie. Mozna sktadaé¢ z tych bramek dowolnie skomplikowane funkcje, na
rysunku przedstawiono obwéd dla funkeji xor : {0,1}% — {0, 1}, ktéra zwraca
sume wejsé modulo dwa. Co prawda, kazda funkcje mozna opisaé pewnym
obwodem (Ambitnego Czytelnika zachecamy do wykazania tego faktu), ale
juz gdy ograniczymy pewne parametry obwoddw, to nie wszystkie funkcje
dadza si¢ opisaé i sytuacja staje si¢ znacznie ciekawsza. Przykladowo jeden

z wazniejszych wynikéw tamtego okresu (1983 rok) to dowdd, ze ciag funkceji
xor : {0,1}" — {0, 1}, ktére zwracaja sume wej$é modulo dwa, nie moze by¢
opisany ciggiem obwodéw (dla coraz wiekszej liczby zmiennych) o stalej
glebokosci, czyli dlugosci najdiuzszej Sciezki od wejécia do wyjscia (czyli xor
nie nalezy do klasy AC?). Tego typu rezultatéw niemozliwosci dowodzono
wtedy wiecej i wierzono, ze postep w tych technikach moze doprowadzi¢ do
wykazania, ze P # NP. Oczekiwany dow6d mialby podazaé mniej wiecej

po nastepujacej linii: 1) definiujemy jaka$ sprytna miare skomplikowania
funkcji boolowskiej, 2) wykazujemy, ze miara funkcji SAT (czyli przypisujace]
kodowaniom zero-jedynkowym spelnialnych formul jedynke, a reszcie zero)
lub jakiej$ innej funkeji z klasy NP jest duza, 3) pokazujemy, ze wszystkie
obwody wielomianowej wielkosci opisuja funkcje o malej mierze. Poniewaz
wiemy, ze kazda funkcje z P mozna zapisa¢ wielomianowym obwodem (w takim
obwodzie mozna zakodowaé algorytm wielomianowy, ktory jest wykonywany
przez bramki), to punkty 1)-3) pokazywalyby, ze P # NP.

Niestety, (a moze raczej na szczescie) i tu pojawila sie nieoczekiwana trudnosé.
W roku 1994 Razborov i Rudich przedstawili swoja prace na temat ,,dowodow
naturalnych”, w ktérej pokazywali, ze takiej miary nie mozna zdefiniowac,

o ile tylko prawdziwa jest powszechnie uznawana za prawdziwg hipoteza

na temat istnienia pseudolosowych funkcji. Gtéwne idee ich dowodu, mimo,

ze przetomowego i bardzo pomystowego, dadza sie pokrétce naszkicowaé.
Autorzy pokazali tez, ze wszystkie wczesniejsze dowody réznoéci klas zlozonosci
korzystaly z pewnych wlasnoéci funkcji, ktore to wlasnosci nazwali naturalnymi.
Powiemy, ze wlasnos$é ¢ funkcji jest naturalna, jesli spelnia trzy warunki:

i) co najmniej 1/2" funkeji f : {0,1}" — {0,1} spelnia ¢, ii) jesli f spelnia ¢,
to nie ma obwodu wielomianowej wielkosci, ktéry ja opisuje, iii) spelnianie ¢
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Rozwigzanie zadania M 1547.
Oznaczmy s$rodek okregu wpisanego

w tréjkat ABC przez I, a punkt
symetryczny do niego wzgledem prostej
AB przez J — wéwczas czworokat AIB.J
jest rombem. Niech ponadto

K = AENBI oraz L = BF N AI.

Zauwazmy, ze

XJBD + ¥xDBE = ¥xABI + 2 - xABC =
=36° +2-72° =180°,

wobec czego punkty J, B, E sa

wspoétliniowe. Analogicznie dochodzimy

do wniosku, ze punkty J, A, F sa
wspélliniowe.

C

Z réwnoleglosci par prostych AI i BE
oraz Bl i AF wynika, ze
IL 1B BK BE
— = — oraz —— = —.
AL AF IK IA
W polagczeniu z AD = AF, BD = BE
oraz 1A = IB otrzymujemy wiec
AD BK IL
BD IK AL
a zatem z twierdzenia odwrotnego do
twierdzenia Cevy dla tréjkata ABI
wynika, ze proste AK, BL, ID przecinaja
sie w jednym punkcie. Tym samym
punkt P lezy na prostej I D, co jest
réwnowazne tezie zadania.

L...]

Rozwigzanie zadania M 1548.
OdpowiedZz: n = 29.

Przypusémy, ze pola tablicy
pokolorowano tak, ze kazdy kwadrat 2 x 2
zawiera co najwyzej dwa czarne pola.
Wowczas kazdy z 9 bialych kwadratéw

2 X 2 oraz kazda z 3 szarych figur

o polu 3 na rysunku z lewej zawiera co
najwyzej 2 czarne pola, a ponadto kazdy
z 4 kolorowych kwadratéw jednostkowych
moze by¢ czarny. To oznacza, ze ltacznie
w tablicy jest co najwyzej

9-243-2+44 = 28 czarnych pél.

Z kolei kolorowanie 28 pdl przedstawione
na drugim rysunku ma te wlasnoécé, ze
kazdy kwadrat 2 x 2 zawiera dokladnie
dwa czarne pola. To oznacza, ze szukana
najmniejsza warto$¢ n jest réwna 29.

daje sie obliczy¢ w czasie 2°(™) . Gwoli écistosci, definicja naturalnosci zalezy
jeszcze od tego, jakie klasy zlozonosci chcemy rozrézniaé, ale my tu skupimy
sie na powyzszej definicji. Gdyby$my chcieli realizowaé¢ plan naszkicowany

w poprzednim akapicie, to funkcja spelnialaby @, gdyby miata duza miare
skomplikowania — autorzy przedstawili przekonujace argumenty, ze dla

kazdej rozsadnej miary rzeczywiscie spelnione bylyby punkty i), ii), iii).
Niemniej jednak, co bylo gléwnym wynikiem pracy, o ile tylko istnieja funkcje
pseudolosowe, to nie istnieje zadna naturalna wlasnosé ¢ (a wiec nie uzyjemy
jej w dowodzie). Funkcje pseudolosowe to takie, ktére wygladaja jak losowe

z punktu widzenia obserwatora o ograniczonej mocy obliczeniowej. Idea
dowodu jest nastepujaca. Wezmy dowolna funkcje, kandydata na funkcje
pseudolosowa. Losowa funkcja spelnia wlasnoéé ¢ z prawdopodobienstwem

co najwyzej 1/2", co wynika z i). Natomiast funkcja pseudolosowa musi by¢
prosta w opisie, wiec ma obwéd wielomianowej wielkosci (z ii)), czyli spelnia ¢
z prawdopodobieristwem 0. A zatem z prawdopodobieristwem co najmniej 1/2"
wlasnos$é ¢ rozréznia funkcje losowa od naszej, a to, czy funkcja spelnia ¢,
mozna obliczy¢ w czasie 20" (z iii)). Wiec nasza funkcja nie jest pseudolosowa,
bo mozna ja odrézni¢ od losowej z sensownym prawdopodobienistwem

i w odpowiednio ograniczonym czasie. Nie ma wiec zadnej takiej — sprzecznosé
z powszechnie uznawana hipoteza. Razborov i Rudich w 2007 roku otrzymali
nagrode Godla za ten rezultat, przez wielu uznawany za najwazniejszy wynik

dotyczacy problemu P Z NP.

Roéwniez i ten wynik istotnie zmienit spotecznos$é¢ informatykow. Ludzie
odwrdcili sie od obwodoéw logicznych, przestali dowodzi¢ dolne ograniczenia

dla nich, bo jak pokazuje powyzszy wynik — nie tedy droga. By¢ moze znéw
zrobiono to zbyt pochopnie, a bariere nalezy raczej traktowaé jako drogowskaz,
ktoredy nie iS¢, tzn. zeby nie definiowaé naturalnych wlasnosci w swoich
dowodach. Niedawno zaczeto stosowaé pewne techniki omijajace powyzsze
bariery i uzywajace algebry. Zeby zrozumieé idee, przyjrzyjmy sie szkicowi
dowodu wspomnianego wyzej faktu, ze xor nie nalezy do klasy AC’. Dow6d
bada, jak dobrze mozna przyblizy¢ funkcje f : {0,1}" — {0, 1} wielomianem
wielu zmiennych nad cialem F3 o stopniu co najwyzej /n. Przez przyblizenie
mamy na my$li zwrdcenie takiego samego wyniku w wiekszosci przypadkow.
Okazuje sie, ze kazda funkcje nalezaca do klasy ACY mozna przyblizy¢ calkiem
niezle, natomiast funkcji xor nie da si¢ przyblizyé dobrze. Akurat ten dowdd nie
omija bariery dowodéw naturalnych, ale stosujac podobne techniki uzywajace
wielomianéw niskich stopni nad skoniczonymi cialami lub pierscieniami,

mozna ominaé obie wspomniane bariery. Ale i ta technika ma ograniczenia;
niedawna praca Aaronsona i Widgersona z roku 2009 wprowadza nowa bariere
zwana algebraizacja. Jest to uogdlnienie relatywizacji. Inkluzja Cy C C; sie
algebraizuje, jesli C4' C O}, dla pewnej wyroczni A oraz wyroczni A, ktéra
powstala z A poprzez rozszerzenie z funkcji boolowskich do wielomianéw
niskich stopni nad skoficzonym ciatem (dla pierScieni to tez dziala). Jesli sie
algebraizuje, to pewnymi technikami bazujacymi na wielomianach niskich stopni
(tzw. algebraizujacymi si¢) nie da sie jej obali¢, podobnie jak fakt, iz NP4 = p4
pokazuje, ze technikami, ktére sie relatywizuja, nie da si¢ obali¢ inkluzji NP C P.
Autorzy wykazali tez, ze inkluzja NP C P si¢ algebraizuje, czyli techniki, ktére sie
algebraizuja, nie pozwola na jej obalenie. Oznacza to, ze pileczka poszukiwaczy
dowodu P # NP po raz kolejny zostata odbita.

Jaka jest przysztos¢ problemu P Z NP? Nie wiadomo. Wiekszos¢ badaczy
twierdzi, ze P # NP, ale sa tez powazani naukowcy, ktérzy twierdza, ze wrecz
przeciwnie, P = NP. Najprawdopodobniej niepredko si¢ to wyjasni, bo, jak
widaé, nie bez przyczyny problem ten trzyma sie dlugo, kolejne bariery rzucaja
nam ktody pod nogi. Musimy uzbroié¢ si¢ w cierpliwosé. Albo sami ruszy¢

do starcia z niedostepnym do tej pory problemem. Tylko pamigtajmy, ze

jesli zdecydujemy sie na to ostatnie, to nalezy wczesniej madrze i gruntownie
przygotowaé sie do ataku!
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Migawka informatyczna

Paradoks Russella

W miejscowoéci M jest fryzjer, nazwijmy go superfryzjerem,
ktory strzyze tych i tylko tych mieszkancéw miejscowosci,
ktorzy nie strzyga siebie samych. Czy superfryzjer strzyze
siebie samego? Chwila namystu pokazuje, ze obie mozliwosci
sq wykluczone: nie moze on strzyc siebie samego, bo strzyze
tylko tych, ktorzy siebie sami nie strzyga; gdyby zas$ sam
sie nie strzygt, to musialby sie strzyc, bo strzyze wszystkich
tych, ktorzy sami sie nie strzyga. A zatem, superfryzjer nie
moze istnieé¢! Pokazemy jak z powyzszego faktu otrzymac
rézne twierdzenia matematyczne, odpowiednio definiujac
mieszkancéw miejscowosci M oraz to, kto kogo strzyze.
Czesé¢ tych wynikow byla opisana w artykule Wojciecha
Czerwinskiego (Delta 10/2016) poswigconym metodzie
przekatniowej, bardzo blisko zwigzanej z paradoksem
Russella.

Paradoks Russella. Bertrand Russell uzywal historii

o fryzjerze, by ilustrowaé nastepujacy problem dotyczacy
podstaw matematyki, odkryty przez niego w 1901 roku,

i majacy wielki wplyw na rozwdj tej dziedziny. Czym jest
zbiér? Chcielibyémy, by elementami zbioréw mogty byé inne
zbiory; na przyktad, okrag to zbiér punktow na ptlaszczyznie,
i mozna rozwazaé zbiér wszystkich tych zbioréw, ktére sa
na plaszczyznie okregami o promieniu 1. Ogélniej, mozna by
oczekiwac, ze dowolne okreslenie postaci ,,zbior wszystkich
zbioréw o wlasnosci P”, gdzie P jest precyzyjnie okreslona
wlasnoscia zbioréw, definiuje pewien zbiér. Pokazemy, ze
tak by¢ nie moze. Mieszkanicami M niech beda wszystkie
zbiory, 1 powiemy, ze zbiér x strzyze zbidr y, jezeli y nalezy
do z. Brak superfryzjera oznacza tyle, ze okreslenie ,,zbior
wszystkich zbioréw, ktére nie naleza do siebie samych” nie
moze okresla¢ zadnego zbioru.

Twierdzenie Cantora. Paradoks Russella byl zainspirowany
dziesieé lat starsza metoda przekatniowa Georga

Cantora. Cantor zastanawial si¢, ktére zbiory sg
przeliczalne, tzn. wszystkie ich elementy mozna wypisaé

w nieskonczonym ciggu x1, 2, x3, ... Oczywiscie, zbior

liczb naturalnych {1,2,3,...} jest przeliczalny, ale tez zbiér
liczb wymiernych w przedziale (0, 1) tez jest przeliczalny:
11213123415 123435613257

2139394942 5757575262 67 70 7 7Y 7Y TITIRI QI QI 8y
réwniez zbior wszystkich liczb wymiernych jest przeliczalny
(éwiczenie dla Czytelnika). Z kolei, zbiér wszystkich liczb
rzeczywistych, nawet tych w przedziale (0, 1), nie jest
przeliczalny, co wlasnie wykazal Cantor, i my teraz znowu
wykazemy. Kazda liczba rzeczywista z przedziatu (0,1) jest
okresdlona przez nieskonczony ciag cyfr, np. 0,14451323...
(przy czym nie rozwazamy zapiséw, ktére od pewnego
momentu maja same cyfry 9).

Niech c1,c2, c3, ... bedzie ciggiem liczb rzeczywistych

z przedziatu (0,1). Zdefiniujmy liczbe x € (0, 1) nastepujaco:
jej n-ta cyfra to 1, jesli n-ta cyfra liczby ¢, jest réwna 0,

i 0 w przeciwnym przypadku. Wykazemy, ze x nie pojawia
sie w ciagu: gdyby = = ¢ dla pewnego k, to k byloby
superfryzjerem w miejscowosci M zamieszkalej przez liczby
naturalne, w ktorej m strzyze n wtedy, i tylko wtedy, gdy
n-ta cyfra liczby ¢, to 1. Sprzecznosé.

Twierdzenie Turinga. Wybierzmy swoj ulubiony jezyk
programowania, np. Java, C+-+, Pascal czy Python

(w oryginalnym dowodzie z 1936 r. Alan Turing uzyt
bardzo prostego ,jezyka”, zwanego dzi§ maszyng Turinga).
Kod Zrédlowy programu jest to napis (uzywajacy znakéw
dostepnych na klawiaturze komputera), ktory jest zgodny
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ze skladnia wybranego jezyka. Rozwazmy programy,
ktérych kod zrédlowy jest szczegdlnej postaci (x): pierwsza
wykonywana instrukcja jest ,,wczytaj napis N wprowadzony
przez uzytkownika”, potem nastepuje ciag instrukcji

bez interakcji z uzytkownikiem, a ostatnig instrukcja
programu jest wypisanie stowa ,koniec”. Z punktu widzenia
nie$miertelnego uzytkownika, ktéry uruchamia taki program
i wprowadza napis N, sa dwa mozliwe scenariusze: albo
program po pewnym czasie napisze ,koniec” — méwimy
wtedy, ze program akceptuje napis N — albo nigdy nic nie
napisze, tzn. ,zawiesi si¢”. Dla wielu programow, wynik
dziatania na danym napisie N bardzo tatwo przewidziec.
Mozna by pokusi¢ si¢ o napisanie programu @, ktory dostaje
na wejéciu kod Zrédtowy dowolnego programu P postaci ()
oraz napis IV, po czym napisze ,wiesza si¢”, jezeli program P
sie wiesza dostawszy na wejéciu N, oraz napisze ,,akceptuje”
w przeciwnym przypadku. Twierdzenie Turinga, ktére teraz
udowodnimy, mowi, ze taki program () nie moze istniec.
Gdyby istnial, to skonstruowalibysmy program F ktéry,
dostawszy kod dowolnego programu P, akceptuje go wtedy,
i tylko wtedy, gdy program P uruchomiony na wejéciu P si¢
wiesza, co mozna stwierdzi¢, uruchamiajac program @ na
parze P, P. Wtedy F' byltby superfryzjerem w miejscowosci
M zamieszkalej przez kody zrédtowe postaci (), w ktérej P
strzyze K jedli program P akceptuje K. Sprzeczno$c.

Twierdzenie Godla o niezupelnos$ci. W uproszczeniu,
ten wynik z 1931 r. mowi, ze istnieje zdanie, ktoérego

ani nie da sie dowies¢, ani dowies¢ jego zaprzeczenia.
Wywnioskujemy to z twierdzenia Turinga. Przez zdanie
rozumiemy napis spetniajacy pewne proste wymagania
sktadniowe. O dowodach zakladamy jedynie tyle, ze istnieje
program komputerowy, ktéry dostawszy napis K oraz
napis Z odpowiada w skonczonym czasie ,,poprawny” badz
»hiepoprawny”, w zaleznosci od tego, czy K jest poprawnym
dowodem zdania Z. Dodatkowo, kazde zdanie, ktére ma
dowdd, jest prawdziwe.

Przypu$émy, ze dla kazdego zdania Z albo istnieje

jego dowdd, albo dowdd zdania ,nieprawda, ze 27,
oznaczanego —Z. Napiszemy program @, ktéry dziata
nastepujaco. Rozwazmy zdanie Z ,program P akceptuje
napis N” oraz jego negacje —Z. Wezytaj na wejéciu kod
zrédlowy programu P oraz napis N. Jezeli Z ma dowdd,

to napisz ,akceptuje”, a jezeli =Z ma dowdd, to napisz
,Wwiesza sie”. Zeby stwierdzié¢, ktéry przypadek zachodzi,
program @ przeszukuje wszystkie (coraz dluzsze) napisy,

i dla kazdego z nich sprawdza, czy jest dowodem Z badz —Z.
7 naszych zatozen wynika, ze w skonczonym czasie znajdzie
dowdd albo Z, albo =Z, i ze opisany program () poprawnie
przewiduje zachowanie programu P na wejéciu N, przeczac
twierdzeniu Turinga. Musi wiec istnie¢ zdanie, ktére nie

ma dowodu, ani ktérego zaprzeczenie nie posiada dowodu.
7 kolei, z twierdzenia Godla o pelnosci z 1929 roku, takie
zdanie nie jest ani prawdziwe, ani nieprawdziwe — jest
niezalezne od przyjetych aksjomatéw. Wiecej o tym mozna
znalezé w moim artykule w Delcie 1/2017.

Inne zastosowanie w informatyce. W zloZonosci
obliczeniowej mierzy sig, jak ,,skomplikowana” jest wlasnosé
liczb naturalnych, tj. ile krokéw musi wykonaé program, by
stwierdzi¢, czy dana liczba ma te wtasnoéé. Przyktadowo,
wlasnosé ,liczba parzysta” jest mniej skomplikowana niz
wlasnosé ,liczba pierwsza”. Metoda przekatniowa pozwala
wszystko znacznie bardziej skomplikowaé.

Szymon TORUNCZYK



Informatyczny kacik olimpijski (109): Gra w karty

W tym odcinku IKO oméwimy zadanie Gra w karty, ktore pojawilo sie podczas
pierwszej rundy konkursu ,,Potyczki Algorytmiczne 20167

Zadanie ma bardzo atrakcyjna warstwe fabularna, gdyz pojawia sie w niej nie
tylko popularny Bajtek, ale i inny amator gry w karty: Bitek. Obaj panowie
pragna rozstrzygnaé, kto jest lepszy w karciana gre Magiczne Stwory. Co ciekawe,
dla ostatecznego wyniku wazniejsze od samej rozgrywki bedzie to, co dzieje sie
jeszcze przed jej rozpoczeciem, a mianowicie wybér talii kart.

Zakladamy, ze Bajtek dysponuje zestawem n talii kart do gry w Magiczne Stwory,
konkretnie taliami Aq,..., A,. Podobnie Bitek ma talie By, ..., B,. Do gry
potrzebne sa dwie talie, a wiec umdwiono sie, ze jedna z talii pochodzié¢ bedzie

od Bajtka, a druga — od Bitka. Gdy juz ustalimy wybor kart, to sama rozgrywka
bedzie deterministyczna i latwo potrafimy z géry powiedzieé (tzn: te informacje
podane sa jako dane wejSciowe), kto wygra, ewentualnie, ze bedzie remis.

Metoda wyboru talii do gry jest nastepujaca. Naprzemiennie, poczynajac od
Bajtka, kazdy z graczy odrzuca jedng z talii przeciwnika. Prawdziwg rozgrywke
zaczynamy, gdy kazdy z graczy ma juz tylko po jednej talii. Celem zadania jest
stwierdzenie, czy Bajtek ma strategie wygrywajaca. Jesli nie — to, czy chociaz
potrafi zapewni¢ sobie remis.

Zanim przejdziemy do rozwiazania tego zadania, sprébujemy sie pokusi¢ o jego
redukcje do problemu prostszego. Twierdze, ze jesli wybor talii bylby inny
(prostszy), to nie wplyneloby to na szanse Bajtka. Rozwazmy wiec taka wersje
wyboru talii, gdzie najpierw Bajtek po prostu wybiera pewng talie¢ B; z zestawu
Bitka, po czym Bitek dowolnie dobiera do niej jaka$ talie A; z zestawu Bajtka

i obaj zaczynaja grac¢ kartami A; U B;.

Dlaczego taki wybor talii nie jest istotnie rézny od oryginalnego?

Po pierwsze: w obu wersjach to Bajtek decyduje, ktéra z talii Bitka (oznaczmy
ja przez Bj) wezmie udzial w rozgrywece. Istotnie, w wersji uproszczonej jest to
wprost powiedziane, natomiast w oryginalnej: to Bajtek kolejno odrzuca talie
Bitka, a wiec to wlasnie on kontroluje, ktora na koncu zostanie.

Nieco trudniej dowies¢ drugiej wlasnosci, to znaczy tej, ze Bitek moze dowolnie
dobraé talie A; do Bj. W wersji uproszczonej dostajemy to wprost z definicji,

ale w oryginalnej nie jest to wcale jasne. Oczywiscie, to Bitek odrzuca kolejno
talie Bajtka, ale nie wie przeciez z gory, jakie bedzie Bj, co niesie ryzyko
odrzucenia A; na jakim$ wezesnym etapie procesu wyboru. Wykazemy przez
indukcje, ze Bitek jest w stanie — mimo wszystko — zachowaé nalezyta ostroznosé.

Dla n = 1 nie mamy zadnego wyboru, wigc baza indukcji jest trywialna. Zatézmy
wiec, ze n > 1 oraz ze Bajtek zglasza odrzucenie talii By. Dodatkowo oznaczmy
jako A, te talig, ktora dobratby Bitek do Bj. Mamy teraz dwa przypadki.
Pierwszy jest wtedy, gdy A, nie bylaby dobrana dla zZadnego innego B;

poza Byj,. Woéwczas bez zalu Bitek moze odrzuci¢ A,,. W przeciwnym przypadku
zakladamy, ze A,, jest dobrana do wiecej niz jednego B;. Oznacza to, ze

funkcja dobierajgca talie A; do B; nie jest réznowartosciowa, a wiec istnieje

talia A., ktéra nigdy nie bytaby dobrana. Tym razem to z ta talia Bitek moze
sie pozegna¢ i przej$¢ indukcyjnie do problemu rozmiaru (n — 1).

Skoro juz uzasadniliSmy réwnowaznos¢ zadania dla znacznie prostszego modelu,
mozemy bardzo latwo je rozwigza¢. Po pierwsze: jesli dla kazdej talii B; istnieje
taka talia A;, ze karty A; U B; daja zwyciestwo Bitkowi, to Bitek ma strategie
wygrywajaca. Po drugie: jesli dla kazdej talii B; istnieje taka talia A;, ze karty
A; U B; oznaczaja remis, to Bitek moze zapewni¢ sobie remis. Okazuje sie wiec,
ze Bajtek wygrywa tylko wtedy, gdy istnieje taka talia Bj, ktéra w polgczeniu
z dowolnym A; daje zwyciestwo Bajtkowi.

Sprawdzenie, w ktérym z powyzszych przypadkéw sig¢ znajdujemy, jesteSmy
w stanie wykonaé bardzo prosto, po prostu analizujac bezposrednio (w czasie
liniowym) wezytywane dane.

Tomasz KAZANA
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Owce rasy:

Texel

skrzyzowana

Owcze tajemnice

Dawno, dawno temu — w jezyku wspodlczesnych genetykéw oznacza to nieomal
30 lat temu, kiedy realnie myslano o sekwencjonowaniu genomu czlowieka —
powstala w umysle naukowca z National Institutes of Health, Craiga Ventera,
my$l, zeby szukaé¢ produktow ekspresji genéw, zamiast oznaczaé¢ po kolei
nukleotydy w DNA. Ciekawiej i moze nawet prosciej byloby zabraé sie za
oznaczanie czasteczek powstajacych na matrycy DNA, stanowiacych produkt
posredni w syntezie bialek, czyli za RNA. Proces syntezy RNA w komorce
nazywa sie transkrypcjq, zestaw wszystkich RNA transkrybowanych w danym
gatunku — transkryptomem. Transkryptom to kopie DNA w dzialaniu,
dynamiczny i ciekawy, bo cho¢ w kazdej koméree ciatla danego organizmu
znajduje sie taki sam DNA, to jego transkrypcja, aktywno$é, zalezy od tkanki,
etapu zycia, plci.

Genom czlowieka opisaly w 2000 roku dwie grupy badaczy. Pomyst badania
transkryptomu, wielokrotnie potem zastosowany dla wielu innych gatunkéw,
pozostal. Bardzo wspélczesnie: dla owcy! Genetycy molekularni czesto
wymawiaja to stowo wraz z imieniem — Dolly, pierwszego ssaka z klonu. Owce
interesuja tez bardziej realistycznie rolnikow na calym swiecie. Daja migso,
mleko, welneg, sa waznym modelem w badaniach biomedycznych. Wiedza o ich
genomie jest oczywiscie przydatna, gdy mysli si¢ o poprawie cech produkcyjnych
i o charakterystyce odpornosci na choroby. Ogdélny szkic genomu owcy powstal
w 2014 r., jednak ponad polowie genéw (jest ich w sumie ponad 25 tysiecy) nie
umiano przypisaé funkcji i rodzaju aktywnosci. Takich danych dostarczyé moze
jedynie badanie transkryptomu w réznych warunkach, wieku i ptci dawcy. Jezeli
np. nieznany z funkcji gen transkrybowany jest w makrofagach i znajduje si¢ na
genomie w sasiedztwie znanych genéw makrofagdéw, jest wielce prawdopodobne,
ze 1 ten gen zwiazany jest z funkcjami immunologicznymi. Transkryptomem
owiec zajeli sie naukowcy szkoccy i australijscy (nietrudno zgadnaé, dlaczego

w tych krajach owce interesuja naukowcéw i. .. rolnikéw) [*]. Wezesniej poznano
genomy kury, $wini, kozy, bydla, ale ich transkryptomy — tylko wyrywkowo,
podobnie jak transkrypcyjne atlasy myszy, ludzi i koni.

Opublikowany obecnie atlas RNA dla owcy jest najbardziej szczegdlowy

z uzyskiwanych dla zwierzat gospodarskich, zawiera dane dla gtéwnych
narzadow dorostej owcy, zarodka i mlodych osobnikéw. Tysiace dotychczas
nierozpoznanych genéw zgrupowano i poréwnano miedzy tkankami (wspélne
procesy komorkowe, trawienie, odpornosé, reprodukcja, rozwdj zarodka,
zréznicowanie plciowe, poréwnanie z innymi ssakami, w tym z czlowiekiem).

Uwaza sie tez, ze te dane sa bardzo wazne z medycznego punktu widzenia
(dotychczas za najwazniejszy model medyczny uznaje sie myszy), ze wzgledu
na znaczne podobienstwa duzych ssakéw do czltowieka w rozmiarach i regulacji
fizjologicznej i genetyczne;j.

Nawet na niespecjaliécie atlas robi ogromne wrazenie liczba wykonanych
pomiaréw i ich doglebng charakterystyka. Korzystajac z geograficznej separacji
miedzy badawczymi laboratoriami (Edynburg i Queensland), wykonano
poréwnanie transkryptoméw dwu bardzo odleglych i réznych ras — Texel

i szkocka Blackface i ich krzyzowki, co pozwolito na ocene przydatnosci
krzyzowania ras w poszukiwaniu zadanych cech produkcyjnych.

Céz, mozna tylko powiedzie¢ z uznaniem: meeee.
)
[*] E.L. Clark, S.J. Bush, M.E.B. McCulloch, I.L. Farquhar, R. Young, L. Lefevre, et al. (2017)

A high resolution atlas of gene expression in the domestic sheep (Ovis aries). PLoS Genet
13(9): €1006997. https://doi.org/10.1371/journal.pgen.1006997

Magdalena FIKUS
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Klub 44

VE1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 31 I 2018

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
739 (WT = 1,55) i 740 (WT = 2,72)
z numeru 4/2017

Jerzy Cisto Wroctaw 43,94
Janusz Olszewski Warszawa 43,42
Adam Dzedzej Gdansk 43,22
Roksana Stowik Knuréw 41,91
Patryk Jasniewski Gdansk 40,94

Marcin Matogrosz Warszawa 40,86
Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,71
Marcin Kasperski Warszawa 39,22
Krzysztof Maziarz Krakow 37,45

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytut
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 749, 750
Redaguje Marcin E. KUCZMA

749. Tréjkat ABC jest opisany na okregu o srodku I, stycznym do bokéw AB
i AC' w punktach S i T'. Na boku AC lezy taki punkt P, ze IP||ST. Proste ST
i BP przecinaja sie w punkcie ). Dowiesé, ze QC||AB.

750. Znalez¢ wszystkie pary liczb pierwszych p,g (p > q), dla ktérych takze
liczby (p? + ¢%)/2 oraz (p* — ¢*)/24 sa pierwsze.

Zadanie 750 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

Zadania z fizyki nr 646, 647
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA s

646. Dwie kulki o jednakowych masach i promieniach R leza
jedna na drugiej na poziomej powierzchni stykajac sie ze $ciana.
Po zaktéceniu rownowagi kulka gorna §lizga sie¢ wzdtuz $ciany,
kulka dolna §lizga si¢ po poziomej powierzchni, a ich predkosci
poczatkowe sg zerowe. Nie ma tarcia. Znalezé predko$é kulki ‘
dolnej po utracie kontaktu miedzy kulkami. 7,

647. Nienaladowany, metalowy walec obraca si¢ z predkoscia katowa w wokdt
swojej osi. Walec umieszczony jest w jednorodnym polu magnetycznym, ktérego
wektor indukcji B jest réwnolegly do osi walca. Znalez¢ gestosé tadunku
wewnatrz walca.

Dowolne cztery proste, z ktérych zadne dwie nie sg réwnolegte,

a zadne trzy nie maja punktu wspdlnego. ..
... tworza cztery trojkaty — to kazdy widzi i nikt sie nie dziwi.

Ale gdy narysujemy ortocentra tych tréjkatéw (czyli punkty
przeciecia wysokosci kazdego z nich — to te czarne kropki na
rysunku), to okaze sie, ze punkty te leza na jednej prostej —
kto umie to udowodni¢?

A gdy z kolei narysujemy okregi opisane na tych tréjkatach,
okaze sie, ze wszystkie one maja punkt wspolny — czy to
ma zwiazek z poprzednim spostrzezeniem? No i jak to
udowodni¢?

To teraz co$ jeszcze. Gdy narysujemy kilka (lepiej kilkanascie)
punktow jednakowo odlegltych od prostej taczacej ortocentra

i od wspdlnego punktu okregéw, to moze nam przyjsé¢ do
glowy, ze punkty te leza na paraboli, dla ktérej kolorowa
prosta jest kierownica, a kolorowy punkt ogniskiem.

To wyglada juz na kompletne szalenstwo, ale jest prawda.
Co wiecej, parabola ta jest styczna do kazdej z wyjsciowych
czterech prostych.

Céz — trzeba przemysleé, jak by i to udowodni¢. Taka rozrywka na jesienne dzdzyste wieczory. M. K.
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Misja nosi nazwiska wielkich astronoméw
XVII w., Giovanniego Cassiniego
(1625-1712) i Christiaana Huygensa
(1629-1695). Pierwszy z nich byt
odkrywcag wielu ksiezycéw Saturna oraz
badaczem struktury pierécieni (jego imie
nosi najwigksza przerwa w dysku), drugi
jest odkrywca najwickszego ksigzyca

w uktadzie, Tytana.

Podstawowa misja Cassini trwata od 2004
do 2008 roku. Sonda dotarta do Saturna
w momencie przesilenia zimowego na
péinocnej pétkuli (nachylenie osi obrotu
planety jest podobne do ziemskiego,

26, 73°, a rok trwa prawie 29,5 ziemskich
lat). W czasie 13 lat misji Cassini krazy!
wokét Saturna obserwujac go w réznym
o$wietleniu w trakcie réwnonocy (sierpien
2009, misja Equinox w latach 2008-2010),
oraz obecnie w trakcie przesilenia letniego
(misja Solstice, 2010-2017).

Prosto z nieba: Wielki Final misji Cassini

Od chwili wystrzelenia w 1997 roku do spektakularnego Wielkiego Finalu

15 wrzesnia 2017 roku misja Cassini—-Huygens (NASA /ESA/ASI) dostarczyla
przelomowych informacji o Saturnie i jego ksiezycach. Przed misja Cassini
bliskie, lecz pobiezne obserwacje Saturna wykonaly jedynie sondy Pioneer 11
oraz Voyager 11 2 w trakcie ich podrézy poza granice Ukladu Stonecznego.
Cuassini zostal specjalnie zaprojektowany do przestudiowania uktadu Saturna,

a w szczegdblnosei, do zrzucenia ladownika Huygens na powierzchnie Tytana, co
nastapito w 2005 roku. Huygens wykonal pierwsze w historii zdjecia metanowych
jezior i powierzchni Tytana, ukrytych do tej pory pod gestymi (1,45 atmosfery!)
chmurami. Niebagatelnym odkryciem byta aktywnos¢ Enceladusa, ktorego
lodowe fontanny zasilaja jeden z zewnetrznych pierScieni (pierscieni E).

Pod powierzchnia Enceladusa znajduje si¢ rozlegly ocean, w ktérym moga
wystepowaé warunki sprzyjajace zyciu. Cassini wykonal wiele zdjeé¢ Saturna
m.in. tajemniczego heksagonu znajdujacego sie na jednym z biegunéw (wiecej
informacji w saturn. jpl.nasa.gov).

Misja zakonczyla sie spektakularnie. Zestaw coraz bardziej karkotomnych
trajektorii Cassiniego — przelotow przez pierécienie prowadzacych do
ostatecznego upadku na Saturna — pozwolity na zgromadzenie unikalnych
danych niemozliwych do zebrania wczesniej ze wzgledu na ryzyko zwiazane

z tego typu manewrami. Detektory satelity bardzo doktadnie zmierzylty pola
magnetyczne i grawitacyjne Saturna co, by¢ moze, pomoze ujawni¢ strukture
wewnetrzna planety i umozliwi pomiar tempa rotacji jej jadra. Przeloty przez
lodowe pierscienie utatwia z kolei oszacowanie iloéci tworzacej je materii.

W trakcie przelotow rejestratory czastek na pokladzie Cassiniego zbieraly
informacje o sktadzie pierscieni i atmosfery planety, a kamery do ostatniej chwili
wykonywaty bardzo dokladne zdjecia pierscieni i chmur.

Dlaczego podjeto decyzje o zakoriczeniu misji? Do 2017 roku, po siedmiu latach
podrézy z Ziemi Cassini spedzit 13 lat na orbicie wokét Saturna. Poziom paliwa,
ktory mu pozostal jest niski, wiec operatorom misji pozostawalo do dyspozycji
coraz mniejsze pole manewru. Aby uniknaé¢ prawdopodobnej przyszlej

kolizji niekontrolowanego juz z Ziemi Cassiniego z jednym z interesujacych
ksiezycéw Saturna, Enceladusa lub Tytana, na ktérych byé moze znajduja

sie¢ prymitywne formy zycia, NASA zdecydowala si¢ na bezpieczne zniszczenie
sondy w atmosferze Saturna gwarantujac, ze Cassini nie zanieczysci atmosfer

i powierzchni ksiezycow. Aktualnie nie wiadomo, jaka misja bedzie wyslana jako
kolejna, ale z pewnoscia po sukcesach Cassiniego nie bedziemy dlugo czekaé na
kontynuacje badan uktadu Saturna.

Michat BEJGER

Niebo w listopadzie

W listopadzie noce sg juz bardzo dlugie, zwtaszcza pod koniec miesiaca, gdy
Stonice przekroczy —20° deklinacji w drodze na potudnie, co dzieje si¢ corocznie
okoto 20 listopada, czyli miesiac przed przesileniem zimowym (w tym roku

21 grudnia). Od tego momentu polozenie Storica w poludnie zmieni sie juz tylko
o 3,5 stopnia, osiggajac minimum pierwszego dnia zimy. W trakcie miesiaca
ubywa dnia o ponad 1,5 godziny, jednoczeénie zwigksza si¢ coraz bardziej
kontrast miedzy dtugoécia dnia w Polsce péinocnej i potudniowej. 30 listopada
w miejscowo$ci Wolosate w Bieszczadach od wschodu do zachodu Stonca

mija 8 godzin i 34 minuty, natomiast na Przyladku Rozewie nad Baltykiem —

7 godzin i 40 minut. Do pierwszego dnia zimy réznica ta zwigkszy sie do ponad
godziny.

7Z jasnych planet Ukladu Stonecznego w listopadzie tylko Mars jest widoczny
dobrze, zwlaszcza pod koniec miesiagca, gdy na poczatku $witu zeglarskiego —
okoto godz. 5 — zajmie on pozycje na wysokosci 17° nad wschodnim
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widnokregiem. Do konca listopada jasnosé Czerwonej
Planety uroénie z +1,8 do +1,7 magnitudo, jednak
przez caly czas $rednica marsjanskiej tarczy bedzie
miala warto$é 4", za$ faza spadnie z 97 do 96%.

Mars wedruje przez gwiazdozbior Panny. 1 listopada
planeta znajdzie si¢ niecaly 1° od gwiazdy 4. wielkosci
Zaniah (B Vir), 8 listopada — 100" na potudnie od
jasniejszej o 0,5 magnitudo Porrimy (v Vir), 15 listopada
w odleglosci niecalych 3° Marsa minie Ksigzyc

w fazie 10%, natomiast 30 listopada planeta przejdzie 3°
na pélnoc od Spiki, czyli najjasniejszej gwiazdy Panny.

Bardzo dobrze widoczne sa planety Neptun i Uran,
jednak do ich obserwacji potrzebna jest przynajmniej
lornetka. Neptun przebywa mniej niz 40’ od $wiecacej
blaskiem +3,7 magnitudo gwiazdy A Aquarii.

22 listopada planeta zmieni kierunek ruchu z wstecznego
na prosty, co oznacza koniec jej najlepszej widocznosci
w tym sezonie obserwacyjnym. Neptun swieci blaskiem
+7,8 wielkosci gwiazdowej. 27 listopada planete
ponownie zakryje Ksiezyc w fazie 56%. Bedzie to
ostatnie z serii zakry¢ Neptuna przez Ksiezyc w tym
roku, nastepna wystapi w latach 2023-24. Tym razem
zjawisko ominie obszary zamieszkane przez ludzi.
Bedzie widoczne tylko z Antarktydy. Planeta Uran
wedruje na tle gwiazdozbioru Ryb, poruszajac sie
ruchem wstecznym. W ciaggu miesiaca oddali si¢ ona od
gwiazdy o Psc na 3°. Jasno$¢ planety to +5,7 magnitudo.
3 listopada rano 4,5 stopnia na poludnie od Urana
przejdzie Ksiezye w fazie 98%.

Pozostale jasne planety widoczne sa stabo, choé

np. Merkury 24 listopada osiggnie swoja maksymalna
elongacje wschodnia i to calkiem duza, jak na te
planete, bo prawie 22°. Jednak nickorzystne nachylenie
ekliptyki do zachodniego wieczornego widnokregu

i dodatkowo potozenie planety pod ekliptyka spowoduje,
ze zniknie ona z niebosklonu niecata godzine po

Stoncu i z duzych szerokosci geograficznych bedzie
niewidoczna. Znajdujaca sie réwniez na wieczornym
niebie planete Saturn jeszcze w pierwszej polowie
listopada mozna préobowaé dostrzec nisko nad
potudniowo-zachodnim widnokregiem tuz po zmierzchu,
lecz do konca miesiaca zniknie ona w zorzy wieczornej.
Jednak w tym przypadku nie mozna liczy¢ na nic

poza wzrokowym stwierdzeniem obecnoéci planety na
niebie, ewentualnie sfotografowanie jej, jako punktu

na niebie wraz z otaczajacymi ja gwiazdami i/lub
Ksiezycem. W teleskopie obraz planety bedzie zaburzany
silnym falowaniem atmosfery. Bardzo cienki sierp
Ksiezyca spotka sie z Saturnem w dniach 20 i 21
listopada. 20 listopada Srebrny Glob bedzie 2 dni

po nowiu, w fazie 4%. Godzing po zachodzie Storica
oba ciala niebieskie znajda sie na wysoko$ci 4° nad
potudniowo-zachodnim widnokregiem, w odlegtosci 5°.
Dobe pézniej Ksiezyc zwigkszy faze do 9% 1 o tej samej
porze Saturn znajdzie si¢ na godzinie 5. wzgledem
Ksigzyca, 7° od niego.

Nad ranem w pierwszej czeSci miesiaca oprocz Marsa
Swieci coraz bardziej zblizajaca sie do Stonca planeta,
Wenus, a w drugiej potowie listopada zastapi ja
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powracajacy na poranne niebo po pazdziernikowej
koniunkcji ze Stonicem Jowisz. Poczatkowo godzing przed
Switem Wenus wzniesie sie na wysokos¢ okoto 5° nad
wschodnim widnokregiem, lecz kazdej kolejnej doby

jej pozycja bedzie coraz nizsza: w potowie miesiaca

o tej samej porze juz tylko 2°, a w trzeciej dekadzie
miesiaca — pod horyzontem. Wenus dazy do koniunkcji
gbérnej ze Stoncem 9 stycznia przysztego roku, a na
niebie wieczornym pojawi sie dopiero pod koniec lutego.
Obecnie jasnosé planety wynosi —3,9 magnitudo,

przy tarczy o $rednicy 10" i fazie 98%. Zupelnie

inaczej sprawa ma si¢ z Jowiszem. 26 pazdziernika
spotkal sie on ze Stoncem i dzieki wciaz korzystnemu
nachyleniu ekliptyki do porannego widnokregu juz

w drugiej dekadzie listopada zacznie sie on pojawiac
nad wschodnim widnokregiem tuz przed $witem. Przez
caly miesiac planeta Swieci blaskiem —1,7 magnitudo,

7z tarczg o $rednicy 31”. 13 listopada Jowisz spotka

sie w bliskiej koniunkcji z Wenus. Tego ranka planety
oddzieli dystans zaledwie 18'; lecz obie planety godzine
przed Switem zajma pozycje na wysokosci jedynie

2° nad widnokregiem, stad obserwacja tego spotkania
nie bedzie tatwa. Kilka dni pdzniej, 16 i 17 listopada

z obiema planetami spotka sie Ksiezyc tuz przed nowiem.
16 listopada Srebrny Glob pokaze tarcze w fazie 5%

i o godzinie 6:00 znajdzie si¢ na wysokosci 13°. Planety
bedzie mozna dostrzec na godzinie 7 wzgledem Ksiezyca,
w odleglosei 9° (Jowisz) i 12° (Wenus). Do tego czasu
dystans miedzy planetami urosnie do 3°. Dobe pdzniej
Jowisza 1 Wenus oddzieli juz 4°, zas$ Ksiezyc w fazie 2%
znajdzie si¢ na lewo od pary planet, odpowiednio

4,5 stopnia od pierwszej i 3° od drugiej z nich. Tego
ranka Ksiezycowi do nowiu zabraknie jedyne 30 godzin.

Oczywiscie, oprécz planet Ksiezyc minie réwniez kilka
jasnych gwiazd. Dla nas szczegdlnie warte polecenia

jest przejscie Srebrnego Globu przez Hiady w nocy

z 5 na 6 listopada. Z Polski bedzie mozna zobaczy¢ m.in.
zakrycie gwiazdy v Tauri (od okolo 19:57 do 20:49) oraz
Aldebarana (od okolo 4:00 do 4:46). Niestety, obserwacje
znacznie utrudni faza Ksiezyca, wynoszaca 95%. Drugim
ciekawym zakryciem, lecz widocznym tylko w poinocnej
czesci Polski, jest zakrycie gwiazdy 4. wielkosci o Leonis
13 listopada. Faza Ksiezyca bedzie znacznie mniejsza,
27%, stad choé¢ gwiazda slabsza, to latwiej zjawisko
zaobserwowac, zwlaszcza odkrycie przy ciemnym brzegu
po godz. 2:30. Gwiazda zniknie za Ksiezycem na pdinoc
od linii mniej wiecej Zgorzelec—Radom—Wtodawa. Z tym,
ze w pierwszych dwdéch miastach do zakrycia nie dojdzie.

W listopadzie co roku przez prawie caly miesiac
promieniuja meteory ze stynnego roju Leonidéw,

z maksimum aktywnoéci w okolicach 17 listopada.

W tym roku, niestety, nie prognozuje si¢ deszczu
meteorow. Radiant roju wschodzi okoto godz. 23, a nad
ranem mozna spodziewa¢é si¢ okoto 10 meteoréw na
godzine. Za to Ksiezyc bedzie wtedy bliski nowiu, zatem
— o ile tylko pozwoli na to kaprys$na polska pogoda —
warunki obserwacyjne Leonidéw beda w tym roku

znakomite. Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nieparzystos¢ kombinowana neutrin?

Naruszenie parzystosci kombinowanej CP, czyli
niezmienniczosci procesoéw przy jednoczesnej zmianie
parzystosci P (zamiana orientacji uktadu odniesienia

na przeciwna) i sprzezeniu ladunkowym C (od ang.
charge; zamiana czastek na ich antyczastki) w rozpadach
neutralnych kaonéw, odkryte w 1964 roku, byto wielkim
zaskoczeniem. Trzy lata pdzniej, czyli réowno pot wieku
temu, Andriej Sacharow zauwazyl, ze jest to jeden

z koniecznych warunkéw wygenerowania przewagi
materii nad antymateria w ewolucji Wszechswiata

(w wyniku tzw. bariogenezy), czyli warunkiem istnienia
nas jako bytow materialnych.

Okazalo sie, ze takie naruszenie jest mozliwe, o ile
istnieja co najmniej trzy generacje czastek materii,

bo wtedy przeksztalcenia miedzy generacjami musza
by¢ opisywane nie tylko za pomoca trzech tzw. katéw
mieszania (oddajacych to, jak trudne jest przejscie
miedzy poszczegdlnymi parami generacji), ale réwniez
tzw. zespolonej fazy (wynika to z warunku unitarnosci
macierzy 3 x 3). Naruszenie wystepuje, o ile faza ta
nie jest wielokrotnoscia 7 (czyli jej cze$¢ urojona jest
niezerowa).

W latach szesédziesigtych nie wiedziano nawet, ze
istnieja dwie generacje (np. wiedziano tylko o trzech

z szesciu kwarkéw). Skompletowanie trzech, rozpoczete
w latach siedemdziesiatych, a zakonczone tuz przed
przetomem tysiacleci, wraz z uzyskaniem dowodu, ze nie
ma ich wiecej (przynajmniej takich, w ktorych neutrina
sa prawie bezmasowe) jest bardzo ciekawe.

Okazalo sie jednak, ze poziom naruszenia CP w sektorze
kwarkowym jest niewystarczajacy do wyjasnienia
procesu bariogenezy. Dlatego powinno istnie¢ dodatkowe
zrodlo tego naruszenia w sektorze leptonowym lub

w ogdble poza Modelem Standardowym.

Jezeli chodzi o sektor leptonowy, to faza jest
umieszczana w macierzy mieszania neutrin, bo wynika
to z historii odkrywania Modelu Standardowego
(niektérzy upieraja sig, ze samo mieszanie, mozliwe

do zdefiniowania dzigki niezerowym i réznym masom
neutrin, jest juz wyjsciem poza Model Standardowy),
pojeciowo jest przystepniejsze, rachunkowo prostsze
oraz, co chyba najwazniejsze, pomiar jest mozliwy tylko
poprzez precyzyjne badanie oscylacji neutrin.

Najczulsza procedura doswiadczalna jest poszukiwanie
neutrin (antyneutrin) elektronowych w wiazce
powstajacej z produkcji par antymion-neutrino
(mion-antyneutrino) w rozpadach dodatnich
(ujemnych) pionéw i kaonéw produkowanych w wyniku
bombardowania tzw. tarczy protonami. Wiazki

takie poczatkowo skladaja sie prawie wylacznie

z neutrin (antyneutrin) mionowych, ale zanim doleca
do oddalonego o setki kilometrow detektora, ich sktad
zmienia sie w wyniku oscylacji. Poniewaz tempo
oscylacji zalezy od parametréw macierzy mieszania
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i r6znic mas oraz stosunku odleglosci do energii neutrin,
to te ostatnie dwie wielkosci mozna dobraé tak, zeby
maksimum interesujacej nas oscylacji przypadato

w miejscu, gdzie umieszczony jest tzw. daleki detektor.
Wtedy zliczanie pojawiajacych sie neutrin (antyneutrin)
elektronowych pozwala na wyznaczanie tych parametréw
sektora neutrin, od ktorych tempo danej oscylacji zalezy.

Jezeli CP jest naruszone, to prawdopodobienistwa
oscylacji dla neutrin i antyneutrin beda sie réznic.

W praktyce przeprowadza si¢ dopasowanie do wszystkich
dostepnych danych, a faze naruszenia CP mozna
wyluska¢ nawet z oscylacji samych neutrin, ktorych
produkuje sie wiecej (bo protony wiazki i tarczy sa

z materii, czyli sa dodatnie — produkuje sie wiecej
mezondéw dodatnich, a w konsekwencji antymionéw).
Dane jednak zbiera si¢ na zmiane, raz dla neutrin, raz
dla antyneutrin.

Obecnie dzialaja dwa takie eksperymenty, T2K

w Japonii oraz NOvA w Stanach Zjednoczonych.
Pierwszy z nich oglosil latem [1], Ze hipoteze o braku
naruszenia CP mozna odrzucié¢ na poziomie istotnosci
statystycznej 0,05. Kolokwialnie méwiac, oznacza

to, ze wyniki na tyle niezgodne z taka hipoteza, co

te obserwowane, maja szans¢ pojawi¢ sie¢ w wyniku
fluktuacji statystycznej nie wicksza niz raz na
dwadziescia. Dane wskazuja jednoczesnie na maksymalne
naruszenie, co (po potwierdzeniu i przy sprzyjajacych
wiatrach) wystarcza do wyjasnienia bariogenezy.

Wyniki drugiego z eksperymentéw [2] tez sugeruja,
ze CP jest w sektorze leptonowym naruszone, cho¢
odnajdywane najbardziej prawdopodobne wartosci
parametrow nie sa takie same. Z wiarygodnego
7rédla (w eksperymencie T2K bierze udzial silna
grupa naukowcéw z Polski) wiem, ze przedstawiciele
obu eksperymentéw wlasnie zamierzaja rozmawiac
o przeprowadzeniu wspolnej statystycznej analizy
danych.

Zaplanowane naswietlenia moga w ciagu kilku lat
doprowadzié¢ do polepszenia istotnosci statystycznej

do poziomu 3o (prawdopodobiefistwo fluktuacji
mniejsze od dwéch na tysiac), odpowiadajacej tzw.
ewidencji obserwowania czegos$ nowego w fizyce czastek.
Oczywiscie przy zalozeniu, ze CP jest rzeczywiscie
naruszone w sposdéb maksymalny. Szans na uzyskanie
poziomu ,odkrycia” (50: 3 na 10 milionéw) na razie nie
ma. A gra toczy sie o kolejna, juz szésta Nagrode Nobla
z Fizyki ,za neutrina”.

Piotr ZALEWSKI

[1] T2K prezentuje dane wskazujace na mozliwodé lamania symetrii
CP przez neulrina, http://neutrino.fuw.edu.pl/pl/node/754

[2] The NOvA Collaboration, Constraints on Oscillation
Parameters from v, Appearance and v, Disappearance in NOvA,
arXiv:1703.03328v2
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Rys. 3. Turysta moégt zmieniaé¢ tempo
marszu, robié¢ postoje, a nawet si¢ cofaé.

Elipsoida obrotowa o ogniskach F, G

i stalej d to zbiér takich punktéw X
przestrzeni, dla ktérych X F 4+ XG = d.
Punkty X, dla ktérych XF 4+ XG < d,
tworza wnetrze elipsoidy. Elipsoida jest
figura wypukla.

Literatura:
Peter Winkler, Mathematical
Mind—Benders, A K Peters 2007

Krzywe i polamane Joanna JASZUNSKA

Oto kilka zadan zwiazanych z istnieniem i wlasnosciami pewnych krzywych lub
tamanych na plaszczyZnie i w przestrzeni tréjwymiarowej.

1. Mamy dwa ziemniaki. Wykaz, ze istnieje taka krzywa zamknigta w przestrzeni
tréjwymiarowej, ktora da sie narysowa¢ na powierzchni kazdego z tych ziemniakéw.

2. Danych jest 9 punktow rozmieszczonych w wierzchotkach, srodkach bokéw
i srodku kwadratu 2 x 2, jak na rysunku 1. Polacz wszystkie te punkty za pomoca
tamanej ztozonej z czterech odcinkéw.

3. Czy istnieje w przestrzeni taka tamana zwyczajna zamknigta, ktérej zaden
z rzutéw na plaszezyzny w ustalonych trzech wzajemnie prostopadlych kierunkach
nie zawiera lamanej zamknigtej?

4. Pewnego poranka o godzinie 8°° turysta wyruszyt z domu u podnéza géry i o 20%0
dotart do schroniska na szczycie. O 8% nastepnego dnia wyruszyt ze szczytu ta sama
trasa i o 20°° wrécit do domu. Udowodnij, ze istnieje taki punkt, w ktérym turysta
byt w oba dni doktadnie o tej samej godzinie.

5. W przestrzeni dana jest lamana zwyczajna zamknieta zltozona z szedciu réwnej
dtugosci odcinkéw, przy czym odcinki pierwszy i czwarty, drugi i piaty oraz trzeci

i szésty sg parami réwnolegle. Ponadto kazde dwie proste zawierajace kolejne odcinki
tamanej tworza katy plaskie rowne 120°. Czy lamana ta musi by¢ szeéciokatem
foremnym?

6. Robaczek wgryzl si¢ w idealnie kuliste jabtko o srednicy 1, wydrazyl w nim
cieniutki tunelik o dlugosci 0,9 i o sobie tylko znanym ksztalcie i wyszedl

na powierzchni¢ w innym punkcie. Wykaz, ze mozna to jabtko tak przecia¢ na pot,
by w jednej z potowek nie bylo sladéw bytnosci robaczka.

Rozwigzania

R1. Zamiast ziemniakéw rozwazmy ich duchy o dokladnie tym samym ksztalcie
i rozmiarze. Wystarczy teraz, by jeden duch czesciowo przeniknat przez drugiego.
Przeciecie ich powierzchni wyznacza szukana krzywa. [

R2. Startujac ze $rodka lewego boku rysujemy w gére odcinek o dlugosci 2 (wystaje
on wigc poza kwadrat); nastepnie w prawo w dét odcinek przechodzacy przez

srodki gérnego i prawego boku i koniczacy sie na poziomie dotu kwadratu; potem

w lewo poziomy odcinek o dtugosci 3, konczacy sie w lewym dolnym rogu kwadratu;
i wreszcie czwarty odcinek lamanej — przekatna kwadratu (w prawo w gére). O

R3. Tak, przyktad takiej tamanej zaprezentowano na rysunku 2. Znajduje sie
ona na powierzchni pewnego sze$cianu, a przedstawione jej rzuty sa w kierunkach
zgodnych z krawedziami tego szedcianu. [J

R4. Narysujmy wykresy obu wedréwek turysty (rys. 3). Jedna z nich to krzywa
taczaca dwa przeciwlegle wierzchotki prostokata, druga zas taczy pozostate dwa
wierzcholki. Takie dwie krzywe musza si¢ gdzie$ przeciaé, co koniczy dowdd. [

Aby nieco $ciélej uzasadnié¢ przecinanie sie krzywych, mozna wykorzystaé¢ np. wlasnosé
Darboux i zadanie 1 z deltoidu 12/2010. Inne rozwigzanie opisano w deltoidzie 11/2014.

R5. Nie musi. Rozwazmy o$mio$cian foremny o parach przeciwleglych wierzchotkéw
Ai A", BiB,CiC' Lamana ABCA' B'C’'A spelnia warunki zadania.
Odpowiednie odcinki sg réwne, bo oémioscian jest foremny i réwnolegle, bo
ABA'B’, ACA'C’, BCB'C" sy kwadratami. Sciany tego o$mioscianu sa tréjkatami
rownobocznymi, wiec wszystkie pary kolejnych prostych tworza katy 120°. O

R6. Rozwazmy elipsoide obrotowa o ogniskach w punktach wejécia i wyjscia
robaczka oraz o stalej rownej 0,9. Kazdy punkt tuneliku odleglty jest od jego koncéw
w sumie o najwyzej 0,9, wiec caly tunelik miesci sie¢ w elipsoidzie. Z kolei srodek
jablka jest poza nia, gdyz suma jego odleglosci od ognisk réwna jest 0,5 4 0,5 =

1> 0,9. Istnieje wiec taka plaszczyzna przechodzaca przez srodek, ze cala elipsoida
jest po jednej jej stronie. Wtedy po drugiej stronie otrzymujemy nietknieta przez
robaczka potowke jabtka. [
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Matematyka postrzegana jest jako
dyscyplina specyficznie europejska.
| w istocie dominujacy obecnie
sposob jej uprawiania ma - poza
algebra i teorig liczb

- konsekwentnie europejskie
korzenie. Nie nalezy jednak
wpadac w swoisty euroszowinizm.
Szanowny Czytelniku, jesli nie
umiesz skojarzyc postaci i sytuagji
przedstawionych tutaj, zajrzyj na
naszg strone www.deltami.edu.pl,
aby obejrze¢ wiecej znaczkow

z niewyczerpywalnej kolekcji Jana
Swadzby, tym razem
prezentujacych nieeuropejska
matematyke.
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