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Na wydziale Matematyki, Informatyki

i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego
co roku odbywa sie konkurs na projekt
stworzony w Mathematice. W roku 2017
nagrodzono program, o ktérym pisz¢

w tym artykule. Pliki zrédtowe do tego

i innych programéw mozna pobraé ze
strony: http://mathematica.mimuw.edu.pl/
competition.html

Mathematica jest programem platnym,
lecz niektore jej funkcjonalnosci dostepne
sg za darmo. Za pomocg darmowego
programu Wolfram CDF Player mozna
przegladaé programy zapisane

w rozszerzeniu .cdf. Istnieje dedykowana
strona, na ktérej mozna znalezé wiele
ciekawych demonstracji. Pod tym
adresem znalez¢ mozna wersje
demonstracyjng mojego programu

o fraktalach:
http://demonstrations.wolfram.com/
FractalsAndTheirHausdorffDimension/

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Mathematica i fraktale

Dawid DABKOWSKI*

Wolfram Mathematica to popularny, nie tylko wéréd studentéw matematyki,
system obliczeniowy, ktory umozliwia rozwiazywanie zadan z dziedzin, takich jak
matematyka, fizyka czy ekonomia. Mamy tu oczywiscie rachunek rézniczkowy

i calkowy, algebre i statystyke, lecz takze najrézniejsze metody z zakresu

od matematyki czysto teoretycznej az po zastosowania w data science, biznesie,
inzynierii czy medycynie. Lacznie mamy prawie 5000 wzajemnie zintegrowanych,
wbudowanych funkcji. Mathematica uzywa wlasnego jezyka programowania
Wolfram Language, ktory cechuje sie wydajnym operowaniem na listach.

Zaleta systemu Mathematica jest takze przyjazny interfejs z rozbudowana,
dokumentacja kazdej z funkcji, a takze szerokie mozliwosci interaktywnej
wizualizacji obliczen.

Cho¢ zastosowania Mathematici sa bardzo szerokie, tutaj skupie sie na

tych czysto teoretycznych. Pokaze bowiem, jak Mathematice zastosowaé do
elementarnej teorii fraktali. Opisze zalozenia teoretyczne oraz pokaze funkcje,
dzigki ktérym uzytkownik moze sprawdzaé¢ poprawnosé¢ danych wejsciowych,
obliczaé¢ analitycznie i numerycznie wymiar Hausdorffa i wreszcie generowaé
pickne wizualizacje fraktali!

Rys. 1. Wizualizacja kolejnych iteracji fraktala, stworzona w Mathematice
Fraktale na kartce

Zanim zaczniemy programowad, przyblizmy nieco temat fraktali. R6zne
sa definicje fraktali. Méwiac o fraktalach, mamy zwykle na my$li zbiory
w przestrzeni R”, ktére sa samopodobne, a wiec sktadaja sie z wielu
przeskalowanych kopii samych siebie.

Matematyk zwykle powie, ze fraktal to zbiér, ktorego wymiar Hausdorffa jest
wiekszy od jego wymiaru topologicznego. O wymiarze Hausdorffa mozna myg$le¢
jako o uogdélnieniu wymiaru topologicznego dla zbioréw, ktorych nie da si¢
latwo sparametryzowaé. O fraktalach mozemy my$leé jako o zbiorach (zwykle)
niecalkowitego wymiaru!

Formalnie, dla zbioru F C R" i s > 0 definiujemy s-wymiarowa miare Hausdorffa:
H*(F) = i 'f{ 15 {US, Sest 6-pokryci F}
(F) Jim in lzzl |Ui|* : {U;}52, jest 6-pokryciem

gdzie |V| oznacza $rednice zbioru v. Méwiac prosciej, ustalamy ¢ i s

i pokrywamy zbiér F' zbiorami o érednicy nie wigkszej niz . Ze wszystkich
takich pokry¢ wybieramy to, ktére minimalizuje wyrazenie ., |U;|*. Nastepnie
zmniejszamy 0. Klasa mozliwych pokryé zbioru bedzie sie zmniejszaé, zatem
infimum bedzie rosnaé. Okazuje sie, ze zbiegajac z § do zera, otrzymamy
konkretna granice H*(F) € [0, 00]. O mierze tej wiemy, ze przyjmuje stale
warto$¢ oo az do pewnego s, powyzej ktorego jest stale réwna 0. Wtlasnie to s,
dla ktérego nastepuje swoista ,,nieciaglosé” miary, to nasz wymiar Hausdorffa:

dimpy (F') :=inf{s : H*(F) = 0} = sup{s : H*(F) = oo}.
Wyznaczanie wymiaru Hausdorffa z tej definicji jest zwykle bardzo trudne.

W naszym programie rozpatrywacé bedziemy jednak tylko szczegdlna klase
fraktali, dla ktérych szczedliwie zachodzi pewne dogodne twierdzenie.
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Fraktale powstawa¢ beda rekurencyjnie wewnatrz
kwadratu podzielonego na réwna siatke. W pierwszym
kroku wezytywana jest lista wspélrzednych i wielkosci
kwadratow, ktore zaznaczane sa na siatce. Kwadraty
moga mie¢ wspélna co najwyzej krawedz lub wierzchotek
i nie moga wystawaé poza linie siatki. Caly obraz

jest nastepnie skalowany i rysowany w kazdym

z zaznaczonych kwadratéw. Procedure te¢ powtarza

si¢ kilka razy, az do okreslonej liczby rekurencji.

Mamy wiec funkcje podobienstw Sy, ..., Sy, : R? — R2,
ktore przeksztalcaja caty zbiér na jeden z mniejszych
kwadratow, ze skalami podobienstw cq, ..., ¢,,. Formalnie
nasz fraktal jest tzw. atraktorem ukladu iterowanych
odwzorowan. Zachodzi woéwczas nastepujace twierdzenie:

Zaléimy, zZe podobieristwa S; ze skalami ¢; (dla 1<i<m)
spelniajq warunek otwartego zbioru™. Wdéwczas, jesli

F jest zbiorem niezmienniczym ze wzgledu na S; (tzn.
spelniajgcym F = UM S;(F)), to wymiar Hausdorffa
dimy F' jest skoriczony i zadany rozwigzaniem réownania
S et =1 ze wzgledu na parametr t.

1=1"1
*Warunek otwartego zbioru zapewnia, ze obrazy
podobienstw S; nie pokrywaja si¢ zanadto. Dokladnie méwi
on, ze istnieje taki niepusty ograniczony zbior otwarty V', ze
Vo U:r;l Si(V), przy czym suma ta jest rozlaczna. U nas
jako V wystarczy wziaé wnetrze duzego kwadratu. Obrazy
podobienstw zbioru poczatkowego leza wéwczas we wnetrzach
malych kwadratéw, ktore sa roztaczne i zawieraja sie we
wnetrzu duzego kwadratu.

Fraktale w Mathematice

Majac juz zaplecze teoretyczne, przejdzmy do
Mathematici. Na rysunku 2 widzimy trzy przykladowe
okna koncowego wyniku programu, ktéry napisatem

w Mathematice.

Parameters

preset | Sierpinski triangle ~
division (2124567891011 12
iterations [1123 456729
initial st
Animation
grid (1
zo0med square 12 3
zoom value ]
1 EbE

Coloring
mverse 0
fracalcolor | |

background

Caleulations
inputlength 3

Hausdorff dimension

aact Logi3]
Logi2]

approc 15849

Rys. 2. Interaktywne okna programu

Mamy tutaj okno z interaktywnym interfejsem oraz
parametrami (po lewej) i wizualizacja (po prawej).

Z rozwijanej listy preset mozemy wybraé¢ domyslny zbiér
poczatkowy, taki jak sierpinski triangle, lub wybraé
custom i wpisa¢ wlasny. Robimy to, ustalajac parametr
division (rozdzielczo$é kwadratu) i wpisujac wspoirzedne
i wielkosci kwadratéw w liste w obszarze initial set.
Kolejne iteracje zbioru mozemy potem generowac,
zwigkszajac parametr iteration. Za pomoca przycisku
grid mozemy wys$wietli¢ siatke, a za pomoca zoomed
square i zoom value uruchomi¢ animacje przyblizania
wybranego fragmentu fraktala. Ponizej znajduje sie
przycisk inverse do inwersji koloréw i suwaki koloréw:
fractal i background. Dalej mamy pokazane parametry
fraktala: dlugosé danych wejsciowych input length i limit
iteracji iterations (obliczany za pomoca prostej funkeji
ze wzgledéw wydajnosciowych). Wreszcie, na samym
dole mamy wyswietlony wymiar Hausdorffa: doktadny —
ezact (o ile analityczne wyznaczenie jest mozliwe) oraz
przyblizony — approz.

Widaé, ze oprocz obszaru wyswietlania mamy tu
kontrole najrézniejszych typow: listy rozwijane, pola
wyboru, pola tekstowe, suwaki i palety koloréw.

W Mathematice taki interfejs mozna tatwo stworzy¢ za
pomoca funkcji Manipulate, ktéra opisuje dynamiczne
$rodowisko do obliczen. Pierwszym argumentem
funkcji jest wyrazenie, ktére ma byé dynamicznie
aktualizowane. W naszym przypadku sa to wszystkie
niezbedne obliczenia i rekurencyjna formuta generujaca
grafike. Drugim argumentem jest lista kontrolowalnych
parametrow i ich ustawienia. Oprécz tego mozemy tez
podaé opcje, ktore pomoga nam dostosowaé zachowanie
i wyglad $rodowiska. Wszystkie te trzy elementy
wystepuja na schemacie 1.

Manipulate [[...]

setNorm = normalize [set
size = 540;

len = Max[1, Length[setNorm]];

div |;

zoomAt = If[zoomAt > len, 1, zoomAt];
lim = iterations [len];
iter = If[iter > lim, 1, iter];
haus = dimension [setNorm | ;
nhaus = ndimension [setNorm |;
]] )

Graphics [{[...], fractal[setNorm, iter]}, [...

{{div, 2, "division"}, 2, 12, 1},

{{iter , 1, "iterations"},

Thread [Range[lim| —> Range[lim]]},

{{set, "", "initial set"}},

ControlType —> {Automatic, PopupMenu, Setter ,
Setter , InputField , Automatic, Automatic, Setter,
Automatic, Automatic, Automatic, ColorSlider ,

ColorSlider , Automatic},
ControlPlacement —> Left]

Schemat 1. Fragment gtéwnej funkcji programu.

Omowimy teraz funkcje obliczajaca wspdlrzedne
kwadratéw do wyswietlenia przedstawiona na
schemacie 2. Funkcja ta podzielona jest na cztery
mniejsze funkcje. Pierwsza z nich, nazwana shift,



bierze liste kwadratéw i numer jednego z nich. Za
pomoca obliczen algebraicznych zwraca liste kwadratow
o wspolrzednych zaczepionych w danym kwadracie.
Nastepna funkcja to scor, ktora zwraca wspotrzedne
wszystkich kwadratéw w nastepnej iteracji, a wigc
zwraca dluga liste kwadratow potraktowanych funkcja
shift. Korzystamy tutaj ze wbudowanej instrukcji Table
tworzacej liste oraz wbudowanej funkcji Flatten, ktora
liste list splaszcza do jednej dlugiej listy. Ostatnia

z naszych funkcji to fscor, ktora zagniezdza funkcje scor
az do limitu iteracji. Zagniezdzanie funkcji robimy za
pomoca wbudowanej funkcji Nest. Otrzymujemy wiec
bardzo dtuga liste wspotrzednych malych kwadratow.
Na koniec zamieniamy ja na obiekty graficzne typu
Rectangle za pomoca funkcji square. Ostatecznie
przyktadamy funkcje square do wszystkich elementéw
listy, za pomoca operatora /@Q. Na wyjSciu mamy wiec
liste kwadratow, ktore wyswietlamy potem w gléwnej
funkcji wewnatrz srodowiska Graphics.

fractal [setNorm__, iter | :=
Module [{ inputSet = setNorm},

shift [s_, i ] := Table[{
s[[i, 1]] T inputSet [[k, 1]]*s[[i, 3]],
s[[i, 2]] + inputSet [[k, 2]]s[[i, 3]].
s[[i, 3]]xinputSet[[k, 3]]},
{k, 1, Length[inputSet]}];
scor [list__ ]| :=
Flatten [Table[shift [list , i],
{i, 1, Length[list]}], 1];
fcor[list__, it_] := Nest[scor, list, it — 1];

square [{(x vy r }] =
Rectangle [{x, y}, {x + r, y + r}]
square /@ fcor [inputSet, iter]]
Schemat 2. Funkcja liczaca wspélrzedne kwadratow.

Mamy juz wizualizacje, oméwmy zatem funkcje
obliczajace wymiar Hausdorffa przedstawione na
schemacie 3. Sa to funkcje dimension oraz ndimension,
ktore obliczaja odpowiednio dokladny i przyblizony
wymiar. Pierwsza z nich korzysta ze wbhudowanej
funkcji Solve, ktéra w analityczny sposéb probuje
rozwiazaé¢ uktad réwnan. Funkcja ta nie zawsze
prowadzi do rozwigzania. W takim przypadku za
pomocy instrukeji If powodujemy, aby zwrocita
odpowiedni napis. Druga funkcja uzywa bardzo
podobnej wbudowanej funkcji NSolve. Réznica jest taka,
ze wynik wyznaczony jest numerycznie z odpowiednig,
precyzja. Zawsze otrzymamy wynik jako przyblizona
liczbe wymierna w zapisie dziesietnym. W Mathematice
wystepuje wiele funkcji z dodana w nazwie litera N.

W szczegdlnosei sama funkcja N zwraca zaokraglona
warto$é w systemie dziesietnym. Takie funkcje sa
szczegolnie przydatne, gdy nie mamy pewnoéci, ze
rozwigzanie analityczne nie istnieje, tak jak w naszym
przypadku.

dimension [s_] := Module[{sl = s},

alt_] := Sum[s1[[j, 3]]"t, {j, 1, Length[sl]}];
b= (t /. Solve[a[t] = 1, t, Reals])[[1]];

If [MatchQ[b, Root[_]] == True,

Text [t Simplify [a[t] = 1]], b]]
ndimension [s_| := (t /.NSolve[Sum[s[[]j, 3]] " t,
{j, 1, Length[s]}] = 1, t, Reals])[[1]]

Schemat 3. Funkcje liczace wymiar Hausdorffa.

W programie mamy takze kilka funkcji sprawdzajacych
poprawno$é¢ danych wprowadzonych przez uzytkownika
(aby zapobiec nieprzewidzianym zachowaniom
programu). Jedna z nich jest funkcja checkPattern,
ktora sprawdza, czy wejscie spelnia podstawowe
zalozenia, tzn. jest lista tréjek ztozonych z liczb
catkowitych. W funkcji tej wykorzystywane sa tzw.
wzorce, czyli zapytania dotyczace liczby i rodzaju
argumentéw. Przykladowo wzorzec List[ ] oznacza
liste z dowolna liczba argumentéw, a List/ Integer,

_ Integer, __Integer] oznacza liste zlozona z trzech

liczb calkowitych. Wzorce sa sprawdzane za pomoca
wbudowanej funkcji Match@. U nas sprawdzamy
najpierw, czy na wejéciu otrzymali$my liste (jesli nie,
to zwracamy domys$lny zbiér). Nastepnie, za pomoca
petli For, przechodzimy po catej lidcie, sprawdzajac, czy
sa to tréjki liczb calkowitych. Elementy niepasujace do
tego wzorca sa usuwane za pomoca wbudowanej funkcji
Delete.

checkPattern[s | := Module[{s]l = s},

sl = If[MatchQ[sl, List[__]], sl, point];

For[i = 1, i <= Length[sl], i++,
If [MatchQ[s1[[i]],
List [ _Integer, _Integer, _Integer]] = False,
sl = Delete[sl, i]; i——, Nothing]

]5 s1]

Schemat 4. Jedna z funkcji sprawdzajaca poprawnos$é¢ danych
wejsSciowych.

Program sklada sie jeszcze z kilku elementow,
ktoérych nie pokazalidémy. Przedstawione tu funkcje
pokazuja jednak gtéwna idee dzialania programu

w Mathematice. Wykorzystaliémy wbudowane
funkcjonalno$ci Mathematici, takie jak srodowisko
Dynamic (funkcja Manipulate), funkcje operujace
na listach (Flatten, Table, operatory), zagniezdzanie
funkcji (funkcja Nest), analityczne i numeryczne
obliczanie réwnan (funkcje Solve i NSolve) oraz
rozne funkcje operujace na wzorcach. Uzylidmy takze
konstrukcji typowych dla jezykow programowania,
takich jak If czy For. Za pomoca kilku éredniej
dlugosci funkcji stworzyliémy rozbudowane
narzedzie do wizualizacji fraktali i obliczenia
wymiaru Hausdorffa, co jest przeciez zadaniem dosé
nietrywialnym.
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clawno, dawno temu (-\
spccjacja
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Drzewo gatunkéw dla kréla Kraka, owcy
domowej i smoka wawelskiego. Poziome
kreski to specjacje.

temu

wsPélnﬂ > c{uPM(acja

P rzo Cl (o l( , g(i nu
Gen Gen Gen 1 Gen 2
krola owcy smoka smoka

2} s Sy

Drzewo latwej rodziny genéw, gdzie smok
ma dwie kopie genu. Szybko zauwazamy,
ze wystarczy jedna duplikacja genu, by
uzgodnié to drzewo genéw do drzewa
gatunkéw smoka i jego ewolucyjnych
kuzynéw. Poziome kreski oznaczajg wezly
pasujace do specjacji z drzewa gatunkéw.

P
a2} L =y

J

Uzgadnianie: wbudowanie drzewa tatwej
rodziny genéw w drzewo gatunkow.

Drzewo genéw jest ,rozciggane” tak by
umiesci¢ je wewnatrz drzewa gatunkdw.

P

Gen 1 Gen 1 Gen Gen 2 Gen 2
smoka owcy kréla owcy smoka

Sy x2Sy

Drzewo trudnej rodziny genéw, gdzie
jeden gen pochodzi od kréla, a po 2 od
smoka i owcy. Dopasowanie tego drzewa
genéw do drzewa gatunkéw jest
trudniejsze niz w poprzednim przypadku.
Ile potrzeba duplikacji i gdzie je
umiesci¢? Czy potrzebujemy innych
zdarzen (np. strat genéw)?

O uzgadnianiu drzew
Pawel GORECKI*

Dawno, dawno temu zyt sobie w Polsce smok. Chciatbym dopisaé¢ — pod
Wawelem — jak donosil Jan Dlugosz, ale my wiemy od kilku lat, ze smokiem
wawelskim zostaly nazwane drapiezne dinozaury zyjace okoto 200 milionéw lat
temu. W tych czasach zyty tez male prassaki, wiec nawiazujac do legendy,
mozna z pewnoscia powiedzieé, ze smoki wawelskie czasem polykaly (pra)barana,
a wlasciwie wspolnego przodka kréla Kraka i owcy, ktéra szewczyk nafaszerowalt
siarka. Z uplywem czasu smok wawelski zmienial sie, a za te zmiany byty
odpowiedzialne niewidzialne cegietki nazywane genami, ktére przekazywal swoim
potomkom. Geny zmienialy sie — niektore byly powielane, a niektére stawaty
sie bezuzyteczne i byly tracone. W tych czasach Ziemia miata tylko jeden
kontynent, ktory z czasem ulegt rozpadowi, dzielac organizmy na nim zyjace.
Czes¢ z organizméw wygineta, a pozostate powoli ewoluowaly, dostosowujac

sie do warunkow panujacych na nowych kontynentach. Te drobne zmiany,
kumulowane przez tysiace rozdzielonych pokoleri, spowodowaly, ze gatunki
niegdy$ majace tych samych przodkéw stawaly sie zupelnie odmienne na
roznych kontynentach. To zjawisko wyksztalcania sie nowych gatunkéw nazywaé
bedziemy specjacjg.

W tej historii mamy gatunek i gen, ktére zwiazane sa relacja gatunek ma geny,
oraz kilka zjawisk takich jak duplikacja genu, strata genu oraz specjacja gatunku.
Ich wtasnoéci przedstawimy dokladniej na kilku przykladach.

Zwiazki miedzy gatunkami przedstawia si¢ za pomoca ukorzenionego drzewa,
nazywanego drzewem gatunkoéw, ktérego wezlty wewnetrzne sa specjacjami,

a liscie to gatunki. Zilustrujemy to na przyktadzie. Naszym drzewem gatunkéw
bedzie drzewo z reprezentantami trzech gatunkéw: krélem Krakiem, owca

i smokiem wawelskim. Krél i owca, jako blizej spokrewnione, beda w naszym
drzewie gatunkéw umieszczone obok siebie. Inaczej mozna powiedzieé, ze ich
rozdzielenie (specjacja) nastapilo p67niej niz rozdzielenie np. smoka i owcy.

Podobnie mozna reprezentowaé relacje migdzy genami. Klasycznym przykladem
sa biatka nazywane globinami, ktére m.in. wchodza w sktad czasteczki
hemoglobiny odpowiedzialnej za transport tlenu w naszych organizmach.
Globiny wystepuja w wielu organizmach, a ich sekwencje sa zapisane w genach
zazwyczaj wystepujacych w kilku wariantach. Zaklada sie, ze globiny pochodza
od wspdlnego przodka (genu). To zalozenie pozwala zgrupowaé geny globin

w rodzine i wizualizowaé relacje miedzy nimi za pomoca drzewa genow, ktére
mozna obliczy¢ z sekwencji za pomoca programéw komputerowych. Dla
ustalonego zbioru gatunkéw liczba réznych rodzin gendéw majacych wspdlnego
przodka moze wynosi¢ nawet kilkanascie tysiecy.

Zjawiska ewolucyjne takie jak duplikacje gendw, straty i specjacje (a takze
kilka innych, o ktérych tutaj nie bedziemy opowiadac), powoduja, ze drzewa
rodzin genéw i drzewa ich gatunkéw moga sie rézni¢. Niektére przypadki sa doéé
proste, tak jak tatwa rodzina genéw z naszego przykltadu. Tutaj wystarczy uzyé
jednej duplikacji genu i drzewo gendéw zostanie uzgodnione z drzewem gatunkow.
Mozna powiedzieé, ze uzgadnianie drzew polega na narysowaniu drzewa gendéw
wewnatrz drzewa gatunkéw, tak by zachowa¢ poprawnosé biologiczng i tak by
minimalizowaé liczbe duplikacji genéw.

W trudnej rodzinie genéw podobnie obserwujemy réznice w iloéci kopii gendéw
wystepujacych w gatunkach. Mozna je wyjasni¢ duplikacjami, ale to drzewo
gendéw ma tak wymieszane etykiety, ze uzgadnianie nie jest tak oczywiste

jak w poprzednim przypadku. Stosujac zasade wbudowywania drzewa gendéw
w drzewo gatunkdéw, najpierw dla kazdego wezla z drzewa gendéw okresdlimy,
gdzie ma by¢ umieszczony w drzewie gatunkéw. Oczywiscie, liscie (geny)

z drzewa genéw musza by¢ umieszczone w odpowiednich lisciach drzewa
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Uzgadnianie: wbudowanie drzewa trudnej
rodziny genéw w drzewo gatunkdéw.
Miejsca duplikacji genéw sa oznaczone
gwiazdka. Dodatkowo mozna wyznaczyé
liczbe strat genéw (tutaj 3), ktore sg
konieczne do uzgodnienia drzew.

s ok os k o s

Mapowanie najnizszego wspdlnego
przodka (lca) pomiedzy drzewem trudne;j
rodziny genéw i drzewem gatunkéw (dla
czytelnosci narysowane tylko dla wezléw
wewnetrznych). Tutaj k to krél, o to
owca, a s to smok. W drzewie genéw
mamy dwa wezly duplikacyjne, ktore
wyznaczamy za pomocyg lca-mapowania
zgodnie z zasada: wezel jest duplikacja
jesli jego mapowanie jest rowne
mapowaniu jego syna.

gatunkéw. Nastepnie mamy 4 wezly wewnetrzne: korzeri, prawy syn korzenia

i dwoch wnuezkéw korzenia, czyli srodkowy wnuczek (ojciec genu pierwszej
owcy i genu kréla) oraz prawy wnuczek (ojciec gendéw drugiej owcy i smoka).

7 korzenia drzewa genéw widoczne sa wszystkie trzy gatunki, dlatego powinien
on by¢ umieszczony w korzeniu drzewa gatunkéw. To samo mozemy powiedzieé
0 jego prawym synu. Srodkowy wnuczek jest ojcem genéw owcy i kréla, dlatego
umiescimy go na specjacji owey i kréla w drzewie gatunkow. Ostatni wezel,
czyli prawy wnuczek korzenia, jest ojcem genéw owcy i smoka. Z tego powodu
nie mozemy go umiesci¢ w specjacji owcy i kréla, bo brakuje tam smoka.
Ostatecznym wyborem dla niego jest korzen drzewa gatunkéw. Widzimy, ze
trzy wezly drzewa gendéw: korzen, prawy syn i prawy wnuczek muszg by¢
umieszczone w tym samym miejscu. To jednak nie jest mozliwe, bo istnieje
miedzy nimi zaleznos$¢ czasowa: ojciec jest starszy od syna i w drzewie musi by¢
umieszczony powyzej syna. Ten konflikt jest rozwiazywany przez ,rozciagniecie”
tego fragmentu drzewa genéw. W konsekwencji tylko prawy wnuczek zostanie
umieszczony na wezle specjacji (korzen drzewa gatunkéw), a jego ojciec

i dziadek jako wezly duplikacji znajda sie nad nim, czyli nad specjacja. W tym
przykladzie jest to jedyna konfliktowa sytuacja, dlatego wnioskujemy, ze do
uzgodnienia potrzeba dwoch duplikacji. Obrazek z uzgodnieniem tej trudnej
rodziny genow drzew jest umieszczony obok.

7 powyzszego przykladu widzimy, ze wezly duplikacji mozna wyznaczy¢

za pomoca mapowan najnizszego wspdlnego przodka (lca). Formalnie,
lca-mapowanie to funkcja, ktéra kazdemu wezlowi g z drzewa genéw
przyporzadkowuje najnizszy wezel s z drzewa gatunkéw, tak by zbior
gatunkéw widoczny z g byt widoczny z s. Zwréémy uwage, ze jest to

zgodne z postepowaniem, ktore zastosowaliSmy w poprzednim przykladzie.
Teraz mozemy powiedzieé, ze wezel z drzewa gendw jest duplikacja, jesli
jego mapowanie jest rowne mapowaniu jednego z jego synéw. Przyktad
lca-mapowania dla trudnej rodziny gendéw wraz z oznaczeniem duplikacji jest
zilustrowany na obrazku.

Oprécz duplikacji mozna takze policzy¢ straty gendéw. W uzgadnianiu straty
gendéw wystepuja, gdy po specjacji jeden z gatunkoéw traci gen. Latwo je
wyznaczymy, jesli narysujemy wbudowanie drzewa genéw w drzewo gatunkow.
W takim przypadku strata genu wystepuje, gdy krawedz drzewa gendéw
przecina specjacje. Zauwazmy, ze latwa rodzina genéw nie generuje strat, bo

na specjacjach we wbudowaniu znajduja si¢ wylacznie wezty wewnetrzne drzewa
genow. W przypadku trudnej rodziny mamy 3 straty genéw.

Interesujacym zastosowaniem uzgadniania moze by¢ zagadnienie obliczenia
Drzewa Zycia, czyli drzewa wszystkich zyjacych gatunkéw na Ziemi.

Ten problem jest instancja problemu superdrzewa, ktéry w kontekscie
uzgadniania definiujemy tak: dla kolekcji drzew genéw znajdz drzewo gatunkéw
minimalizujace catkowity liczbe duplikacji. Zatem, by obliczy¢ Drzewo Zycia,
nalezy najpierw obliczy¢ drzewa rodzin genéw pokrywajace mozliwie duza liczbe
gatunkéw. To samo w sobie jest dosé skomplikowanym zadaniem, bo obecnie nie
wszystkie gatunki sa calkowicie zsekwencjonowane. Co wiecej, w przeciwienstwie
do uzgadniania, ktére mozna wykonaé¢ w czasie liniowym, problem superdrzewa
jest zlozony obliczeniowo (wersja decyzyjna jest w klasie NPC). Z tego powodu
programy komputerowe rozwiazujace ten problem zwykle uzywaja przyblizonych
metod, ktore nie gwarantuja znalezienia optymalnego drzewa. Mimo tych wad
uzgadnianie, jako model biologicznie dobrze umotywowany, jest czesto stosowane
m.in. do obliczania drzewa gatunkéw, w tym réwniez Drzewa Zycia.

Cwiczenie dla Czytelnikéw. Drzewa rodzin, ktére analizowali$my, mozemy
zapisa¢ w notacji nawiasowej jako: G1 = ((k,0), (s,s)) i Ga = (s, ((0, k), (0, k))).
Dodajmy do tego zestawu drzewo Gz = (((0,$), (0,5)), k). Znajdz drzewo gatunkéw
S, ktére minimalizuje catkowita liczbe duplikacji miedzy G, G2 i G3 a S.
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Rys. 1

@

Rozwigzanie zadania F 954.
Dtlugofalowa granica zjawiska
fotoelektrycznego okreslasprace

wyjécia W elektronu, charakterystyczna
dla metalu, z ktérego zrobiona jest
fotokatoda: W = hvy,., gdzie h to stata
Plancka. W rozpatrywanym przypadku
Vpr =6+ 10'* Hz. Skoro siatka, majaca
potencjal U = 3V zatrzymuje wszystkie
fotoelektrony, to ich energia kinetyczna
mv2/2 < eU, gdzie m i e to masa

i tadunek elektronu, a v — jego predkosé,
przy czym znak réwnosci odpowiada
elektronom o maksymalnej

predkosci vmax. Energia, potrzebna do
wykonania pracy wyjscia i nadania
elektronowi predkoéci, pochodzi od fotonu
o czestosci v, wigc zgodnie z prawem
zachowania energii mamy

MV

hy =W +
(réwnanie Einsteina). Stad, korzystajac
z otrzymanych zaleznosci, mamy
hv = hvp, + eU i ostatecznie
v = (hvp, + eU)/h, a po podstawieniu
danych liczbowych v = 13,2 - 10 Hz.

W sieci Bayesa
tukasz RAJKOWSKI

Rozpoczniemy od zartobliwej, acz pouczajacej historyjki: podczas rozmowy
dwoch statych bywalcow lokalnego baru jeden z nich méwi do drugiego
»Noszenie kaloszy jest bardzo niezdrowe; ilekro¢ budze si¢ rano i mam
je na nogach, boli mnie glowa”. Latwo wskazaé luke w przedstawionym
rozumowaniu (psujac odrobine dowcip, ale czegdz nie robi sie dla dobra nauki):
cho¢ niewatpliwie spedzenie nocy w kaloszach i poranny bol glowy czesto
wystepowaly wspélnie, nie mozna na tej podstawie powiedzie¢, ze to pierwsze
jest przyczyna drugiego. Oba maja po prostu wspélna praprzyczyne, jaka
jest niechlubne zamilowanie autora uwagi do wysokoprocentowych trunkéw.
Zalezno$¢ te mozna przedstawié¢ graficznie, tak jak na rysunku 1, na ktérym
X, Y i Z zwiazane sa odpowiednio z kaloszami na nogach, porannym boélem
glowy i przesadna konsumpcja poprzedniego wieczora. Zwroé¢my uwage, ze
(1) nie kazdy wieczér spedzony jest w barze (na szczescie), (2) nie kazdy
wieczor spedzony w barze skutkuje bolaca glowa (kaloszami na nogach)
nastepnego ranka i (3) nie zawsze bolaca glowa (kalosze) sa dowodem
na wieczér spedzony w barze. Sugeruje to, aby na X, Y, Z patrzeé¢ jak na
zmienne losowe, ktére okreslone wartoéci (powiedzmy 0 i 1) przyjmuja
z okreslonym prawdopodobienstwem. Jest zatem sensowne pytanie na przyktad
o prawdopodobienstwo obudzenia sie z kaloszami na nogach bez bélu glowy oraz
gdy nie byliSmy poprzedniego dnia w barze, czyli

pX’yvz(].,0,0) = P(X = ].,Y = 0, Z = 0)

Funkcja px y,z ma kilka funkcji ,,pochodnych”, mozna z niej, na przyktad,
odczytaé¢ prawdopodobienstwo obudzenia si¢ z kaloszami

px (1) :=pxv,z(1,0,0) + pxv,z(1,0,1) + px v, z(1,1,0) + px v, z(1, 1, 1).
Podobnie mozemy zdefiniowaé py,pz, a takze pxy,py,z i px,z — za kazdym
razem sumujemy px,y,z dla wszystkich mozliwych wartoéci zmiennych, ktére nie
wystepuja w dolnym indeksie (otrzymujemy w ten sposob rozklady brzegowe).
Jestedmy tez w stanie obliczy¢ prawdopodobienistwo obudzenia si¢ bez kaloszy
pod warunkiem spedzenia wieczoru w barze, czyli

px1z(1]1) = px,z(1,1)/pz(1).
Analogicznie mozemy okresli¢ funkcje pa\ g, pa,Bjc ¢zy pa|B,c, gdzie pod A, B,C
mozna dowolnie wstawi¢ X, Y, Z; otrzymamy w ten sposéb rozklady warunkowe.
Zwroémy uwage na oczywista algebraicznie rownosé

(*) PX)y,z =Pz DPy|z PX|v,Z-

Wspomniany na poczatku bywalec baru zaobserwowal zalezno$é miedzy
kaloszami i bélem glowy, mozemy jednak podejrzewaé, ze zjawiska te sa
niezalezne pod warunkiem pobytu w barze. Oznacza to, ze jedli dysponujemy
informacja o sposobie spedzenia poprzedniego wieczoru, to wiedza o kaloszach
na nogach o poranku nie wplynie na nasza oceng szansy na boél glowy.
Wykorzystujac wprowadzone przez nas oznaczenia, mozemy to zapisaé¢ na trzy
algebraicznie réwnowazne sposoby

Py|x,z =Pv|z, PX|v,z =DPx|z, PX)Y|z =Px|zDPv|z
(wszystkie te réwnosci mozna szybko sprowadzi¢ do px y,zpz = px,zpy,z)-
Ro6wnosé (x) mozemy wéwezas zapisaé jako
(%) Px\y,z =Pz Pvy|z PX|Z-
W takiej sytuacji méwimy, ze funkcja px,y,z faktoryzuje si¢ wzgledem grafu
przedstawionego na rysunku 1 — przedstawia si¢ bowiem jako iloczyn, w ktérym
kazdy czynnik jest postaci p,miennaljej rodzice w grafie- JeSli W kazdym z czynnikéw
ze zmiennych, po ktérych warunkujemy, nie da sie niczego uszczknaé (tak, jak
przechodzac z zawsze prawdziwego (*) do szczegdlnego (xx)), to méwimy, ze
dany graf jest siecig bayesowskq dla funkcji px,y, 7. Jedli graf z rysunku 1 jest
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Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

Rozwigzanie zadania F 953.
Poniewaz oag = enag pag,

a ocu = encu HCu to
OAg  MAgHAg
TCu NCu KCu
Korzystajac z tego, ze n = pN/M,
gdzie p to gestosé, M — ciezar atomowy,
a N — liczba Avogadro, otrzymujemy:
oag  PAg Mcu pag
oCcu Mag pcu HCu
a stad

HAag  OAg Mag pcu

HCu ocu Mcu pag

Podstawiajac tablicowe wartosci gestosci
i ciezaréw atomowych, dostajemy
HAg/phcu = 1,5.

siecia bayesowska dla naszych zmiennych, to polaczenie (%) (zawsze prawdziwe!)
i (x#) (zalozenie o faktoryzacji) daje nam px|y,z = px|z, czyli warunkowa
niezalezno$é X i Y (oznaczang jako X 1 Y'|Z). Z drugiej strony mamy

pxy (@, y) = pz(0)py 2 (y|0)px|2(2[0) + pz(1)py |2 (y[1)PX| 2 (2[1),
czego bez dodatkowych zalozen nie mogliby$Smy zapisaé jako iloczynu dwéch
funkcji, z ktérych jedna jest zalezna tylko od x, a druga tylko od y. W ogdlnosci
nie wystepuje zatem niezaleznosé¢ X od Y, co zostalo zaobserwowane przez
bywalca baru.

Zastanowmy sie, jakie jeszcze dwukrawedziowe sieci bayesowskie moga rzadzié
zachowaniem trzech zmiennych. Gdyby px v,z faktoryzowalto si¢ wedle grafu
na rysunku 2, mielibySmy px v,z = pxpz|xpy|z- Odpowiadaloby to sytuacji,
w ktérej X jest ocena ze sprawdzianu z trygonometrii, Z oceng roczna

z matematyki, a Y — $rednig na Swiadectwie. Wéwcezas X i Y sg zalezne

(choé delikatnie), przestaje to jednak mieé miejsce, jesli rozpatrzymy sytuacje
pod warunkiem oceny z matematyki (nie myli¢ z warunkiem z matematyki).
Odpowiada to prostej do sprawdzenia (wykorzystujac px,y,z = pxPz|xPy|x,z)
réwnosci Py|z = Pv|X,z-

Ostatnia mozliwosé jest przedstawiona na rysunku 3. Wéwczas ma miejsce
zaleznos¢ px.y,z = PxPyPz|x,y- Zmienne X,Y sa niezalezne (zachodzi bowiem
Py = Py|x), zaleznosé ta nie wystepuje jednak w ogélnosci po ,,zwarunkowaniu”
po Z. Ta sie¢ znajduje odzwierciedlenie w sytuacji, gdy Z oznacza uruchomienie
sie alarmu przeciwpozarowego, X — ¢wiczenia ewakuacji, a Y — faktyczny
pozar. Nie ma powodéw, aby sadzi¢, ze szansa na wystapienie pozaru budynku
byta zalezna od planu przeprowadzania w nim ¢wiczen przeciwpozarowych,

jesli jednak styszymy alarm i wiemy, ze na dany dzien nie byly zapowiadane
¢wiczenia, powinni$my jak najszybciej (ale bez panikil!) wziaé¢ nogi za pas.

Grafy przedstawione na rysunkach 1, 2, 3 zwyklo sie nazywaé
w specjalistycznym zargonie odpowiednio ,widelcem” (fork), ,tanicuchem”
(chain) i ,zderzaczem” (collider).

7 powyzszych rozwazan wynika, ze znajomos¢ sieci bayesowskiej odpowiadajacej
funkcji px,y,z pozwala na sformulowanie wnioskéw o (warunkowej) niezaleznosci.
Oczywiscie, rozpatrywaliSmy trywialny przypadek trzech zmiennych — co sie
dzieje, kiedy jest ich wiecej? Kandydat na sie¢ bayesowska dla zmiennych
X1,..., X, musi byé grafem skierowanym, i to nie byle jakim: wymagamy od
niego, aby nie mial zadnych cykli (Directed Acyclic Graph, czyli DAG). Dla
przykladu, DAG przedstawiony na rysunku 4 jest siecia bayesowska dla funkcji
prawdopodobienstwa px, x, x,, x4, X5, X, jeSli zachodzi

PX1,X2,X3,X4,X5,X6 — PXo " PX5|Xs " PX1|X5 " PX4|X: " PXg|X5,Xs " PX3|Xs
i nie mozna usunaé z powyzszego napisu zadnej ze zmiennych ,,warunkowych”.
Jakie (warunkowe) niezaleznosci spelniaja woéwczas zmienne Xy, ..., Xg?
Okazuje sie (i jest to jedno z podstawowych twierdzen teorii sieci bayesowskich;
jego dowdd jest bardziej skomplikowany, niz moze si¢ na pierwszy rzut oka
wydawad), ze (warunkowa) niezalezno$¢ wynika wéwczas z wystepujacych
w sieci bayesowskiej d-rozdzielnosci. Mowimy, ze wierzchotki X i Y w grafie G sa
d-polgczone przez zbiér wierzchotkow Z| jesli istnieje pomiedzy nimi $ciezka
X=Wy—W;—...— W — Wiy =Y (nie bierzemy pod uwage kierunku
krawedzi) taka, ze dla dowolnego 1 < i < k zachodzi

o jesli W,y — W; + W11, to W; lub ktérys z jego potomkéw (dzieci, wnukdw,
prawnukéw. . . ) nalezy do Z
e w przeciwnym przypadku W; nie nalezy do Z.

Jedli X, Y nie sa d-polaczone przez Z, to méwimy, ze sa przez Z d-rozdzielone.
W sieci przedstawionej na rysunku 4 wierzcholki X5 i X, sa d-rozdzielone
przez X1, nie sa jednak d-rozdzielone przez { X1, X3}. Zgodnie ze wspomnianym
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Podpowiedz do rysunku 2 z Malej Delty

1N

A\\—/
Czworokat AHCC' jest
réwnoleglobokiem |HC| = |AC|,

|*AC’B| = |XxACB| = 7, bo sa to katy
oparte na tym samym tuku.

TN

Podpowiedz do rysunku 4 z Malej Delty

B

Z NHDB: —— = cos a.
cosﬂ

Jesli. ..

Drogi Czytelniku, narysuj takie cztery okregi, ze

I przecina si¢ z 11, II z III, I1I z IV i IV z I. Powstanie
osiem punktéw — wspélne punkty I i II nazwij Ao i Bio
i podobnie pozostale. Jesli trafi Ci sie tak, ze — jak na
rysunku — punkty Ajo, Aoz, Asq, Ay leza na jednym
okregu, to wowczas punkty Bia, Bas, Bss, Ba1 tez beda
lezaly na jednym okregu (jak tutaj) lub na jednej proste;j.

Udowodnij to!

Podobnie gdyby punkty A1, Bia, Ass4, Bsgq lezaly na
jednej prostej lub jednym okregu, to wowczas pozostate
punkty tez lezalyby na jednej prostej lub na jednym

okregu.

A czy te prawidlowosci beda mialy miejsce, gdy niektére
punkty A;; zamienisz z punktami B;;?

twierdzeniem oznacza to, ze w tej sytuacji, jesli znamy warto$¢ X, to wiedza
o X5 nie dostarcza nam informacji o Xy; bytoby jednak inaczej, gdyby$my

na poczatku poznali jeszcze X3. Odpowiada to ,,przeptywowi informacji”

w sieci: miedzy X5 a Xy sa dwie Sciezki: S = Xo — X5 — X1 — X4 oraz

Sy = Xo = X5 — X + X4. Informacja nie przeplywa przez S,, przeplywa
jednak przez S1. Zmieni sie to, kiedy dowiemy sie czegos o X1 — wéwczas obie
Sciezki sa zablokowane. Gdy jednak uzyskamy réwniez informacje na temat X3,
to dowiemy sie czegos$ o X, przez co ,odblokujemy” $ciezke Sy (na tej samej
zasadzie, jak w przykladzie o alarmie przeciwpozarowym).

Nalezy podkresli¢, ze choé z sieci bayesowskiej mozemy odczytaé wystepujace
miedzy zmiennymi warunkowe niezaleznosci, nie mozemy na jej podstawie
wnioskowadé o ich braku. Przykladem moze by¢ sytuacja, w ktérej X, Y to wyniki
dwéch niezaleznych rzutéw symetryczna moneta (gdzie orzel kodowany jest
przez 0, a reszka przez 1), natomiast Z to odpowiedZ na pytanie o réwnosé¢ X
iY (0 falsz, 1 — prawda). Sie¢ bayesowska odpowiadajaca tym zmiennym
byta przedstawiona na rysunku 3. Pomimo tego, ze wierzchotki X i Z sa
d-potaczone, sa one niezalezne. Wedle tej zasady dziata kazdy godny szacunku
kryminal: pojedyncza wskazéwka nic nie méwi o przestepcy, ale uwzglednienie
ich wszystkich pozwala na doprowadzenie go przed oblicze sprawiedliwosci.

Czytelnik Pragmatyczny zapewne zaczal sie juz niecierpliwi¢ — wprowadziliSmy
mnoéstwo nowych pojeé, a sformutowalismy tylko jedno twierdzenie, ktorego
nawet nie udowodnilidémy; po co wiec caly ten ambaras? Otz sieci bayesowskie
sg bardzo porecznym matematycznym wynalazkiem, pozwalajacym w czytelny
sposob przedstawiaé zaleznosci miedzy zmiennymi losowymi. Sa one uzyteczne
zwlaszcza wtedy, gdy chcemy zilustrowaé bezposrednie zwiazki miedzy nimi.
Dziata to réwniez w druga strone — cho¢ na podstawie samych obserwacji nigdy
nie jesteSmy w stanie zidentyfikowaé zwiazkéw przyczynowo-skutkowych (jest to
zasada, ktéra kazda osoba przeprowadzajaca analize statystyczng powinna miec
na uwadze), zidentyfikowanie najprostszej sieci bayesowskiej mozna traktowaé
jako krok w dobrym kierunku. Zauwazmy bowiem, na przyklad, ze jesli wérod
zmiennych XY, Z zaobserwujemy niezalezno$¢ X od Y, jednak zmienne te

sa zalezne pod warunkiem Z, to wiemy, ze mamy wowczas do czynienia ze
szderzaczem”. Stanowi to pewng mglista przestanke (nie zawsze stuszna), ze

X iY skladaja sie” na Z; wiemy jednak z calg pewnoscia, ze Z nie moze

by¢ przyczyna ani X, ani Y (wéwcezas bowiem mieliby$my do czynienia z inna
struktura niezaleznosci). Sprawe czesto komplikuja tutaj tak zwane ,ukryte
zmienne” — jak, na przyktad, wizyta w barze ostatniej nocy, ktora nie zostata
uwzgledniona podczas analizy. . .

M. K.
8



* Instytut Informatyki, Wydzial
Matematyki Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Podpowiedz do rysunku 1 z Malej Delty
C

=

[N

s

Podpowiedz do rysunku 5 z Malej Delty
c

b
<
s}

siny = sin(m — (a 4 f)) = sin(a + B).

Internet Rzeczy
Konrad IWANICKI*

W latach czterdziestych ubieglego wieku rzad w Londynie doszed! do
wniosku, ze do zaspokojenia potrzeb obliczeniowych catego Zjednoczonego
Krolestwa wystarcza jedynie dwa lub trzy komputery. Nieco ponad trzy dekady
pdzniej, po niespelna pieciu latach oficjalnej dziatalnosci, firma z jabluszkiem
w logo zanotowala sprzedaz dwustutysiecznego komputera osobistego, co
stanowito jedynie kilkanascie procent 6wczesnego rynku. Innymi stowy, postep
technologiczny sprawil, ze w relatywnie kréotkim czasie komputery zajmujace
cale hale i wazace kilkadziesiat ton ulegly miniaturyzacji do skali pudetka na
buty, przy jednoczesnym spadku ich ceny o kilka rzedéw wielkosci i wzroscie
mocy obliczeniowej. Tym samym urzadzenia obliczeniowe zaczely szturmem
wdzieraé si¢ w rézne aspekty naszego zycia.

Ich rozprzestrzenianie stato si¢ takze jednym z katalizatoréw stworzenia
globalnej platformy wymiany informacji. Technologie sieciowe opracowywane

w ramach projektu badawczego ARPANET, finansowanego od konca lat
szesédziesiatych z budzetu obronnego Stanéw Zjednoczonych, zostaly w latach
siedemdziesiatych czeSciowo ujawnione, a instytucje akademickie dostaty
wzielone swiatto” na podlaczenie si¢ do prototypowej sieci. Miedzy innymi

w wyniku efektownych, aczkolwiek niekoniecznie przykladnych dzialan nowych
uzytkownikow, na poczatku lat osiemdziesiatych cywilna czes¢ sieci ARPANET
zostala oddzielona od czeséci wojskowej. Tak powstal zalazek globalnej sieci —
Internetu.

Sukcesywne podlaczanie nowych uzytkownikow, dalszy rozwdj technologiczny

i decyzja o zezwoleniu na wykorzystywanie sieci do dziatalnosci komercyjnej
doprowadzily do prawdziwej eksplozji Internetu w latach dziewieédziesiatych.
Rzesza firm zauwazyta ogromny potencjal globalnej tacznosci do zwickszenia
sprzedazy swoich produktéw i ustug, niejednokrotnie na niespotykana wczesniej
skale. Nie tylko wptyneto to na kompletna transformacje istniejacych modeli
biznesowych, lecz takze dalo poczatek spétkom oferujacym zupelnie nowe ustugi.
Internet stal sie tym samym fundamentem rodzacej sie cyfrowej gospodarki,
rzadzace]j si¢ jednak podobnymi prawami co tradycyjna, czego boleénie
doswiadczyto wiele firm probujacych poprzez globalna sie¢ ,,rewolucjonizowac”
rozne galtezie handlu.

Dalsza miniaturyzacja urzadzen obliczeniowych i rozwdéj technologii
komunikacji bezprzewodowej doprowadzity w pierwszej dekadzie XXI wieku

do powstania i upowszechnienia si¢ smartfonéw, dajacych wlascicielom

dostep do zasobéw Internetu praktycznie w dowolnym miejscu na Ziemi.
Jednoczesnie ogromna popularnosé¢ zyskaly serwisy spotecznosciowe pozwalajace
w prosty sposéb dzieli¢ si¢ informacjami z zainteresowanymi ludZzmi. Mozliwosé
natychmiastowego pochwalenia sie kazda ,ztota mysla”, wygladem aktualnie
spozywanego positku, czy tez zdjeciem z miejsca, w ktérym sie znalezliémy oraz
obserwowania, co w tym samym czasie robig nasi znajomi, zmienita komunikacje
miedzyludzka, przenoszac znaczna jej czesé ze Swiata rzeczywistego do cyfrowego
Swiata Internetu. O tym, jak wazny stat si¢ ten cyfrowy $wiat, $wiadczy choéby
uchwala Organizacji Narodéw Zjednoczonych z poczatku lipca 2016 r., ktéra
mozna interpretowadé jako uczynienie z dostepu do Internetu podstawowego
prawa czlowieka.

Obecnie wielu z nas wykorzystuje Internet przez znaczna czesé¢ doby, zaréwno
prywatnie, jak i w ramach obowiazkéw zawodowych. Podobnie wiele firm

i instytucji nie mogtoby prowadzi¢ swojej dziatalnosci bez globalnej sieci.
Potwierdzeniem tych faktéw jest chocby liczba uzytkownikéw Internetu, ktéra
pod koniec czerwca ubieglego roku szacowana byla na niemal cztery miliardy,
a zatem ponad polowe ziemskiej populacji. Wydawac¢ by sie¢ wiec mogtlo, ze
istotnie wigkszy sukces moze by¢ trudny do osiagniecia.
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Podpowiedz do rysunku 6 z Malej Delty
|HC| = cosvy = cos(m — (e + B)) =
= —cos(a + ).

Podpowiedz do rysunku 7 z Malej Delty
C

|*<xCAB| = |<xCEB| = a, bo sa to katy
oparte na tym samym tuku, zatem

|DH| = |DE|. Wéwczas:
|XEBC| =+ (5 ) = 5 — (a — ),
|EC| =sin xEBC =sin(5 — (o — B)) =
= cos(a — B3).

Too
HoT

Jedli jednak oderwiemy na chwile wzrok od tego teksu i rozejrzymy sie dookota,
zauwazymy, ze cyfrowy Swiat Internetu jeszcze nie w pelni przenika otaczajacy
nas swiat fizyczny. O ile globalna sie¢ laczy ludzi, firmy i inne instytucje,

o tyle, na przyktad, przedmioty codziennego uzytku nie sa jej czescia. Kubek
stojacy na biurku, doniczka z kwiatkiem na parapecie czy cho¢by lodowka

z jedzeniem nie s prawdopodobnie podlaczone do Internetu (aczkolwiek,
zwlaszcza w ostatnim przypadku, moze to juz nie byé prawda). Wizja, w ktorej
takie i podobne, otaczajace nas obiekty fizyczne, sa pelnoprawnymi cztonkami
globalnej sieci, to wlasnie Internet Rzeczy.

Technologie, ktore sprawity, iz realizacja tej wizji w ogdle stala si¢ mozliwa, to
niskomocowa komunikacja bezprzewodowa, energooszczedne mikroprocesory
oraz rozmaite miniaturowe czujniki i aktywatory. Technologie te pozwalaja
dzi$ budowaé¢ mikrourzadzenia o wielkosci monety lub nawet milimetrowego
sze$cianu, ktére, pracujac autonomicznie latami, czy to na bateriach, czy

tez dzieki energii pobieranej z otoczenia, sg w stanie wykonywacé obliczenia

o podobnej ztozonosci, co pierwsze komputery osobiste, i komunikowad

sie z innymi urzadzeniami w Internecie. Dzieki tym wladciwosciom oraz
odpowiednim czujnikom i aktywatorom mikrourzadzenia moga by¢
wbudowywane nawet w niewielkie obiekty fizyczne, co pozwala im obserwowaé
te obiekty lub przestrzen wokoél, analizowaé obserwacje, wymienia¢ wyniki
analiz z innymi urzadzeniami w globalnej sieci i na tej podstawie wyzwalaé
rozne funkcje obiektéw fizycznych, wlasnych badz kontrolowanych przez inne
(mikro)urzadzenia podlaczone do Internetu. Innymi stowy, wbudowywanie

w otaczajace nas rzeczy ,inteligentnych” mikrourzadzen ma umozliwié
obserwacje i wplywanie na otaczajacy nas Swiat fizyczny poprzez cyfrowy swiat
globalnej sieci — potencjalnie bez zadnego bezposredniego udziatu czltowieka.

Naturalnie nasuwajaca sie watpliwoscia zwiazana z ta wizja jest cel podlaczania
rzeczy do Internetu — po co naszemu przykladowemu kubkowi, doniczce czy
lodéwece ,inteligencja” i dostep do globalnej sieci? Jak w przypadku znacznej
czesci wynalazkéw, czynnikami napedzajacymi rozwéj Internetu Rzeczy

sa, miedzy innymi, wygoda, zdrowie i szeroko rozumiane bezpieczenstwo,

w tym ekologia. I tak, na przyktad, monitorujac napoje, ktére spozywamy,
yinteligentny” kubek moéglby sugerowaé¢ zmiany przyzwyczajen, rekomendowad
nowe smaki, czy tez, we wspdlpracy z réznymi gadzetami sportowymi
wladciciela, pomagaé utrzymac zdrowie i idealng sylwetke; mierzac temperature
otoczenia, wilgotnoéé gleby i nastonecznienie oraz majac informacje, jaka
roslina si¢ w niej znajduje, ,inteligentna” doniczka mogtaby powiadamiac

nas, kiedy i ile wody nalezy uzy¢ do podlewania lub nawet automatycznie
przeprowadzi¢ takie podlewanie; wreszcie, monitorujac, jakie produkty sa w niej
przechowywane, kiedy uplywa termin ich przydatnosci do spozycia oraz jak
czesto poszezegdlne produkty sa przez nas wybierane, ,inteligentna” lodowka
mogtaby uczy¢ sie naszych przyzwyczajen, ostrzegaé o bliskich terminach
waznosci czy tez automatycznie uzupelniaé zapasy w internetowych sklepach
spozywczych, z jednej strony wykorzystujac rozmaite promocje, ale jednoczesnie
unikajac marnowania jedzenia. O ile powyzsze przyklady mozna potraktowaé

z lekkim przymruzeniem oka, o tyle zastosowania wizji Internetu Rzeczy

w przemy$le, rolnictwie, medycynie, transporcie oraz zarzadzaniu infrastruktura
sg tak liczne, iz czolowy Swiatowy dostawca technologii sieciowych szacuje, ze
ponad 99% otaczajacych nas rzeczy nie jest jeszcze czeScia globalnej sieci, choé
ich podlaczenie mogloby byé¢ uzasadnione ekonomicznie.

Jednym z powodéw takiej sytuacji jest fakt, iz pomimo znacznego postepu
technologicznego realizacja wizji Internetu Rzeczy wymaga, poki co, uprzedniego
rozwiazania szeregu otwartych probleméw badawczych. Jesli chodzi o problemy
czysto informatyczne, to wiele z nich jest spowodowanych brakiem algorytméw
odpowiednich dla tej wizji, w szczegblnosci algorytmoéw sieciowych, ktore

z jednej strony wymagaja niewielkiej ilosSci zasobow obliczeniowych, a z drugiej
strony sa w stanie obstuzyé¢ ogromna liczbe mikrourzadzen — takie algorytmy
dotychczas po prostu nie byly potrzebne. Dobrym przyktadem jest tu efektywne
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Patrz, na przyktad, artykul Marcina
Peczarskiego Sied, Alé.

Projekt HENI finansowany przez
Narodowe Centrum Badan i Rozwoju
(NCBR) w ramach programu LIDER VI
(www.mimuw.edu.pl/~iwanicki/projects/
heni).

i Zadania

i skalowane wyznaczanie tras dla pakietow, ktory to problem jest centralnym
problemem Internetu, a wigc takze tematem dziesiatek ksiazek oraz tysiecy
artykutéow naukowych, i z ktérym to problemem — w nowym wariancie, to

jest dla bezprzewodowych sieci mikrourzadzen — walczy, miedzy innymi, moja
grupa badawcza. Jednakze, obok podobnych probleméw natury informatycznej,
nie mniej istotne sa takze kwestie w innych dyscyplinach naukowych: chemii
(np. pojemne baterie pozwalajace wydluzyé okres autonomicznej pracy
mikrourzadzen), fizyce (np. bezprzewodowa komunikacja niskomocowa o jak
najwiekszym zasiegu i przepustowosci), socjologii (np. wplyw technologii na
rynek pracy) czy prawie (np. prywatno$é wobec wszechobecnych czujnikéw).

Niezaleznie od powyzszych probleméw, biorac pod uwage dotychczasowy
sukces globalnej sieci oraz mozliwa jej ekspansje do bilionéw otaczajacych nas
obiektéw fizycznych, potencjal wizji Internetu Rzeczy wydaje sie ogromny. Nie
jest wiec zaskakujace, iz technologie wpisujace sie w te wizje sa w centrum
zainteresowania wielu firm, instytucji publicznych oraz inwestoréw. Podobnie
nie dziwi fakt, ze na rynku pojawiaja sie juz produkty i systemy w mniejszym
lub wiekszym stopniu wpisujace sie w te wizje — w konicu dzisiejszy Internet
takze rozpoczynal sie jedynie od kilku komputeréw. By¢ moze Ty réowniez —
Czytelniku — korzystasz z takich nowatorskich rozwiazan na co dzien, a jesli
nie, to zapewne wkrétce zaczniesz, by¢ moze nawet nieswiadomie. . .

Redaguje Lukasz BOZYK

M 1567. Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n > 2 wyznaczy¢ taki
wielomian W, (z) o wspélezynnikach wymiernych, ze

1
W,{2) = ———.
W)= s
Rozwiazanie na str. 15
W kolejnych dwdch zadaniach rozwazmy zbior S = {:E + %: T € Q+} , gdzie QT
to zbiér dodatnich liczb wymiernych.

M 1568. Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita. Wykazaé¢, ze n jest suma
dwdéch elementéw zbioru S wtedy i tylko wtedy, gdy n jest iloczynem dwdéch
elementéw zbioru S.

Rozwiazanie na str. 15

M 1569. Wykazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb catkowitych,
ktérych nie mozna zapisaé w postaci sumy dwéch elementéw zbioru S oraz
nieskonczenie wiele dodatnich liczb catkowitych, ktére mozna zapisaé¢ w takiej
postaci.

Rozwiazanie na str. 14

Przygotowal Michal NAWROCKI

F 953. Przewodnictwo elektryczne metalu mozna zapisa¢ wzorem o = enpu,
gdzie n to koncentracja elektronéw swobodnych, e — tadunek elektronu

a p — ruchliwos$é, bedaca wspotezynnikiem proporcjonalnosci miedzy
zewnetrznym polem elektrycznym i dodatkowa predkodcia uzyskiwana przez
elektrony, zaleznym od rozpraszania elektronéw na domieszkach i drganiach sieci
krystalicznej.

Stosunek przewodnictwa elektrycznego srebra do przewodnictwa elektrycznego
miedzi wynosi 1,06. Obliczy¢ stosunek ruchliwoéci elektronéw w tych metalach,
przyjmujac, ze-kazdy atom dostarcza jeden elektron przewodnictwa.
Rozwiazanie na str. 7

F 954. Dla pewnego metalu zjawisko fotoelektryczne wystepuje, gdy czestosé
$wiatla padajacego wynosi co najmniej 6 - 1014 Hz. Znalezé czestoéé $wiatta
padajacego na wykonang z tego metalu fotokatode, jezeli emitowane z jej
powierzchni fotoelektrony mozna catkowicie zatrzymadé, umieszczajac przed nia
siatke, majaca w stosunku do niej potencjal U = 3 V.

Rozwiazanie na str. 6
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Maia aelld

O mierzeniu tréojkatow
,Nie bedziemy gada¢ niepotrzebnych rzeczy.”
St.I. Witkiewicz, Szewcy, 1934

Oznaczenia na rysunkach sa standardowe, a srednica okregu d = 1.

C

H
cosa | cosa - cos B
N

g
Rys. 1 Rys. 4

C C
cosy
os o sin(a + 3)
N D [
A B B
sa - sin 8 sina - cos
Rys. 2 Rys. 5
c

cos(a +/8)

sin «v - sin 3
sin 3 .
B

Rys. 3 Rys. 6. cos(a + 3) = cosa - cos 3 — sina - sin 3
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cos(or — )

cos(a +/8)

cog - cos 3

S

A

COS

- cos B

E

Rys. 7. cos(a — 8) = cosa - cos f + sina - sin 3

T+ s=v=0
+s=v=1/8

v<1/4, wigct > 1/2
+s=v=1/4

v <1/2, wiect >1/2

+s=v=1/2
v <1, wiec t>1/2
s=v=1

Pomyst, by twierdzenia po prostu
oglaszaé i uznawaé je za prawdziwe dotad,
az ktos ich nie obali, jest pociggajacy, ale
nawet informatycy nie w pelni go
podzielajg.

cos & cos 3

E
Rys. 8. cos(av — ) + cos(a + ) = 2cosa - cos B

‘Whioski

1. Jezeli AABC jest wpisany w okrag o $rednicy d, to
|AB| |BC| |AC|
~ sinf

|AH| |BH| |CH| _

= d (nowe prawo kosinuséw).

g = = = d (prawo sinuséw),
siny  sina

(b)

2. Pole AABC wpisanego w okrag o srednicy d = 1 jest réwne

cosa  cosfB  cosy

Paapc = % -sina -sin B - sin .

Malg Delte przygotowal Jarostaw GORNICKI

Jak Galileusz Arystotelesa oSmieszyt

Gdy Galileusz trafil na studia (zreszta medyczne), obowiazkowym przedmiotem
na pierwszych latach byla znajomos$é (dostownal) dziel Arystotelesa, ktéry
wszystko, réwniez problemy kinematyki, objasnial filozoficznie. Gniewalo to
Galileusza i postanowil sie zemscié. Co ciekawe — udato mu sie to zrealizowac:
wskazal teze Arystotelesa w oczywisty sposéb bledna.

Arystoteles uwazal, ze w swobodnym spadku predkosé jest proporcjonalna do
drogi, v(t) = A - s(t). Oto sprowadzenie tego do absurdu. Dobierzmy jednostki
tak, by bylo A =1, czyli v(t) = s(t) i podzielmy odcinek o dlugosci 1 tak, jak
na rysunku na marginesie. Wéwczas pomiedzy punktem s = 1/2 a punktem

s = 1 predkos¢ spadajacego ciala bedzie caly czas mniejsza od 1, a wiec na
przebycie tego odcinka cialo potrzebowaé bedzie wiecej czasu niz 1/2. Z kolei
w odcinku od s = 1/4 do s = 1/2 predko$é bedzie mniejsza od 1/2, a wiec i na
przebycie tego odcinka potrzeba bedzie wiecej czasu niz 1/2. Nie trzeba chyba
doprecyzowywac kolejnych krokéw tego rozumowania, z ktérego tacznie wynika,
ze ciato na przebycie drogi o dtugosci 1 potrzebowaé¢ by musialo nieskoriczenie
wiele razy co najmniej po 1/2 jednostek czasu.

Po tak blyskotliwym obaleniu wzoru podanego przez Arystotelesa Galileusz
podal wlasny wzér, a mianowicie v(t) = A - ¢, czyli predkosé ma byé
proporcjonalna do czasu spadania. I wtedy zauwazyt, ze bez sensu jest czekanie,
czy nie znajdzie sie jakis kolejny mtody gniewny, ktéry ten wzér obali — trzeba
dowiesc, ze tak jest naprawde.

To proste spostrzezenie uchodzi za poczatek fizyki. Dzielo Arystotelesa, noszace
nazwe Fizyka, bylo filozoficznym traktatem o zjawiskach (greckie physis —
oblicze,wyglad; physika — zjawiska). Dowéd Galileusza, uzasadniajacy jego
poglad na swobodny spadek, byt doswiadczalny i tak fizyka przestata by¢
fragmentem spekulatywnej filozofii, a stala sie empiryczna science.

Ale ten dowdd to juz inna historia.
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*student, Wydzial Fizyki, Uniwersytet
Warszawski

Znany matematyk i filozof angielski, Lord Bertrand
Russell, jest autorem ksiazeczki ABC teorii wzglednosci.
Napisal w niej jak to bardzo wielu ludzi wie, ze Einstein
zrobil co$ wielkiego — a jednoczesnie malo kto wie, co to
konkretnie jest. To samo mozna powiedzie¢ o teoriach
eteru i o doswiadczeniu Michelsona—Morleya — historycznie
poprzedzajacych szczegdlna teorie wzglednosci. Bardzo
wielu ludzi zainteresowanych fizyka o nich styszalo,

ale zwykle nie po$wieca si¢ im tyle uwagi, ile potrzeba,
aby zrozumie¢ historyczne korzenie szczegdlnej teorii
wzglednosci (STW) i co zadecydowalo o jej sukcesie.

Rozwigzanie zadania M 1569.
Udowodnimy, ze jezeli n jest liczbg
podzielng przez 8, to n nie mozna zapisac
w postaci sumy dwéch elementéw

zbioru S albo — w my$l tezy poprzedniego
zadania — w postaci iloczynu dwéch
elementéw zbioru S. Przypusémy, ze

a b c d
"= <b - (1,) ((1, * (:)
(a® + %) (c* + d?)
N abed ’
gdzie NWD(a,b) = NWD(c,d) = 1. Skoro
8|n, to co najmniej jeden z czynnikéw
w liczniku powyzszego utamka jest
podzielny przez 4; bez straty ogdlnosci
zalézmy, ze 4\0,2 + b2, Stad wynika, ze
liczby a i b sg tej samej parzystosci, skad
wobec NWD(a, b) = 1 — obie sq
nieparzyste. Jednak wéwezas a® + b2 daje
reszte 2 przy dzieleniu przez 4 —
sprzecznosc.

Aby wskazaé¢ nieskonczenie wiele liczb
naturalnych bedacych iloczynami dwéch
elementéw zbioru S, rozwazymy ciag
Fibonacciego
Fy=Fy=1, Fpi2
i wykorzystamy tozsamosé

2
Fypy1 +1=Fop_1Fopqs.

Foi1+F,,dlan>1

Dla (z,y) = (Fany1, Fony3) mamy wiec

1 1 2 +1 Y241
x Y

y x
2 2
 Fy s+ 1 ) Fipp +1

Fopga

= FanysFan—1,
Fonts 2n+542n—1
co jest liczbg caltkowity dla kazdego n > 1.
To konczy dowdd, gdyz dla réznych n
otrzymujemy rézne liczby.

Przez eter do teorii wzglednosci

Michat TARNOWSKI*

Historia poprzedzajaca sformutowanie STW jest

dluga i dotyka optyki, astronomii, mechaniki

i elektrodynamiki. Ma kilka niuanséw, ktére moga
prowadzié¢ — i, niestety, czesto prowadzag — do kilku
powaznych nieporozumien. By¢ moze ten artykut
pomoze je wyjasni¢. Forma kalendarium moze wydawaé
sie sucha, ale jest przejrzysta. Skonczymy je tam, gdzie
zaczyna sie wiele historycznych wstepéw do STW — na
doswiadczeniu Michelsona—Morleya z konca XIX wieku.
Wyjasnienie, co si¢ stalo miedzy nim a opublikowaniem
STW w 1905 r., wymagaloby osobnego artykutu.

1676 — dunski astronom Ole Rgmer publikuje astronomiczne dowody, ze
predkosé swiatta w prézni (od XX w. oznaczana przez c) jest ograniczona.
Whrew powszechnemu przekonaniu Rgmer nie podat liczbowej wartosci c,

a jedynie czas przelotu $wiatla przez orbite ziemska. Pierwsze znane szacunki c
naleza do Christiaana Huygensa. Whrew innemu przekonaniu — Rgmer znal
promien orbity ziemskiej (tzw. jednostke astronomiczna), ale nie uwazal
liczbowej wartosci ¢ za szczegdlnie istotna.

Rgmer pracowal nad wyznaczaniem dlugosci geograficznej. To mialo wielkie
znaczenie dla floty, a Francja Scigala sie wtedy z Wielka Brytania o kolonie

i o dominacje na morzu. Wyznaczenie dlugosci geograficznej wymagalo uzycia
zegara, a dostepne wtedy czasomierze sloneczne, klepsydry i zegar wahadlowy
Huygensa byly za malo dokladne dla zeglugi. Galileusz zaproponowal
wykorzystanie swojego odkrycia: ksiezycéw Jowisza, a konkretniej ich za¢mien
przez tego gazowego olbrzyma. Okres obiegu lo wokél Jowisza to niecale dwa
dni, dlatego z obserwacjami nie trzeba czekaé¢ na wyjatkowy czas w roku.
Metoda okazala sie nie do zrealizowania na morzu — statki byly za malo stabilne
do obserwacji astronomicznych. Mimo to byta uzyteczna na ladzie.

Remer uczestniczyl w wyznaczeniu réznicy dlugosci geograficznej miedzy
Paryzem a Uraniborgiem pod Kopenhaga, gdzie miescito si¢ dawne
obserwatorium Tychona Brahego. Przy doktadnych obserwacjach zauwazyt
efekt podobny do efektu Dopplera przewidzianego i odkrytego w XIX wieku.
Kiedy Jowisz zblizal sie do Ziemi, okres kolejnych odstonieé lub zniknieé To byt
krotszy niz przy oddalaniu si¢ tych dwdch planet. Swiatlo odbijane przez To
miato miedzy kolejnymi za¢mieniami skracana lub wydtuzana droge do Ziemi
dzigki wzajemnemu ruchowi. Znajac predkos$¢ orbitalna Ziemi i elementarna
algebre, mozna stad wyznaczy¢ ¢ lub czas przelotu $wiatta przez dana odlegtosc.

Wyniki Rgmera i Huygensa byly ciepto przyjete przez Newtona. Od II wydania
Principiow pisze w nich, ze Stonce jest oddalone od Ziemi o okoto 8 minut
Swietlnych. Mimo to znalezli sie krytycy: Robert Hooke oraz wspotpracownicy
Rgmera z paryskiego obserwatorium krélewskiego, jak Cassini i Picard.
Wskazywali np. na brak podobnych efektéw dla innych ksiezycéw. Alternatywne
wyjadnienia obserwacji Rgmera zostaly wykluczone dopiero w XVIII wieku przez
Laplace’a.

1728 — James Bradley obserwuje aberracje gwiazdowa i wyjaénia ja przez
ograniczona predkosé $wiatta. Skoniczona wartosé ¢ zostaje powszechnie przyjeta.
Jego obserwacje dowodza tez ruchu Ziemi wzgledem gwiazd stalych — to
pierwszy bezposredni dowod heliocentryzmu Kopernika. Geocentryzm jest do
uratowania tylko przez groteskowe zalozenie, ze wszystkie gwiazdy kraza wokot
Stonca.
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Najwigksze réznice w polozeniu gwiazd sg
miedzy réwnonocami wiosennymi

a jesiennymi, a to dlatego, ze wtedy
predkosé orbitalna Ziemi jest najwigksza.
To odwrotnie niz przy paralaksie rocznej.
Wywoluje ona skrajnie rézne polozenia
cial na niebie miedzy przesileniami (lato
i zima), bo odlegto$¢ miedzy tymi
punktami orbity jest najwieksza, zgodnie
z 1 prawem Keplera. Po stuleciach
nieudanych préb paralakse roczng
wreszcie zaobserwowal Bessell w XIX w.
Byta jeszcze jednym koronnym dowodem
heliocentryzmu.

@

Rozwigzanie zadania M 1567.

Podstawiajac a = — V/2 oraz k = 2n do
tozsamogci
k—1
k
l1—a i
= E a’,
1—a
i=0

uzyskujemy
s 2n—1
- /o
1+ V2 Z< vay",
i=0
czyli
2n—1

1 7} il /oy
1+Q/§732( DTVR)"

i=0

Wobec tego wystarczy przyjaé

2n—1

W, (z) = Z ﬁx'
i=0

Rozwigzanie zadania M 1568.

R LT 14/, 1
Zauwazmy, ze jezeli n = (z + +)(y + y)
dla pewnych z,y € QT, to

1 T Yy
n=xzy+ —+ —+ —,
ry Yy oz

przy czym xvy, % € Q*. To dowodzi, 7e
jezeli n jest iloczynem dwéch elementéw
zbioru S, to jest réwniez sumag dwdch
elementéw zbioru S.

Przypusémy, ze n = x + % +y+ % dla
pewnych z,y € QT oraz niech z = s
y = § beda zapisami liczb x, y w postaci
utamkoéw nieskracalnych, czyli
NWD(a,b) = NWD(c¢,d) = 1. Wéwcezas
(a? +b*)ed + (% 4 d?)ab

" abed ’
Poniewaz n jest liczba catkowita, wiec ab
musi byé dzielnikiem licznika powyzszego
ulamka. Stad wniosek, ze ab dzieli
(a? 4+ b?)ed, skad wobec NWD(a, b) = 1
mamy, ze ab dzieli cd. Analogicznie
uzasadniamy, ze cd dzieli ab. Zatem
ab = cd, czyli d = ‘f—b i w konsekwencji

n =

Il
~~/—/—~ ol2

Skoro %, 2 € QT, to n jest iloczynem
dwéch elementéw zbioru S.

Aberracja gwiazdowa to przesuwanie sie w ciagu roku gwiazd na niebie o kat
okolo 20” (sekund). (Réwnowaznie: to 1/3 minuty katowej albo 1/180 stopnia.)
Pierwszy raz byla zaobserwowana przez Cassiniego i Picarda, a Hooke blednie
interpretowal ja jako paralakse. Bradley wyjaénil ja poprawnie przez zlozenie
prostopadtych predkosci swiatta oraz Ziemi wzgledem gwiazd. To zjawisko bywa
porownywane do spadajacego pionowo deszczu: kiedy obserwator si¢ porusza
poziomo wzgledem powierzchni Ziemi i chmur, tj. prostopadle do deszczu, krople
spadaja na niego z ukosa. Jesli porusza sie w przeciwnym kierunku, kat opadow
zmienia kierunek. Najwyrazniej wida¢ to na szybach pojazdéw. Znajac kat
przesuniecia, mozna obliczy¢ stosunek dwoch predkosci.

1810 — Francois Arago, tak jak wiekszo$¢ owcezesnych fizykéw, wierzy

w newtonowskie czastki Swiatla. Szuka réznicy w predkosciach promieni
pochodzacych z réznych gwiazd. Spodziewane réznice w aberracji gwiazdowej
bylyby za male. Dlatego probuje znalezé réznice w predkosci przez dyspersje
— rézne katy zalamania dla promieni o réznej predkosci. Obserwuje gwiazdy
przez teleskop i pryzmat, ale nie znajduje zadnych réznic w predkosci Swiatta,
mimo ruchu obiegowego Ziemi. Konkluduje, ze widocznie kazda gwiazda wysyla
promienie o réznych predkosciach, ale tylko jedna predkosé jest widoczna dla
ludzkiego oka. Pozostate mialyby by¢ np. niedawno odkrytymi promieniami
cieplnymi Herschela (podczerwienia) i promieniami chemicznymi Rittera
(nadfioletem).

1818 — Augustin Fresnel wyjasnia doswiadczenie Arago przez falowa teorie
$wiatla oraz hipoteze czesciowego wleczenia eteru. Arago wykazuje sie wielka,
uczciwoscia intelektualna i zostaje przekonany. Hipoteza ma wiele stabych
punktéw. Stopien wleczenia eteru ma zaleze¢ od wspolczynnika zalamania.
Biorac pod uwage dyspersje — eter powinien by¢ wleczony w réznym stopniu
przez rézne dhugosci fal albo kazda dlugo$é powinna mieé swéj wlasny eter.
Podobny problem dotyczyl dwéjlomnosci.

Podtuzne fale swietlne nie potrafily wyjasni¢ doswiadczenia Malusa

z polaryzacja przez odbicie. Za to fale poprzeczne moga sie rozchodzié tylko

w ciele stalym. Dlatego eter byl traktowany przez Fresnela jako cialo state,

a nie jako ptyn. Plyny z definicji nie wytrzymuja tzw. momentéw Scinajacych,
czyli przesuwania sie rownolegltych ptaszczyzn w przeciwnych kierunkach. Jesli
sasiednie obszary fali, np. po réznych stronach grzbietu, przesuwalyby sie
poprzecznie w rézne strony, to nie wrocityby do wyjsciowego stanu i ich ruch
nie bylby okresowy. Dzigki badaniu podtuznych i poprzecznych fal sejsmicznych
wiadomo, jaka cze$¢ wnetrza Ziemi jest stala, a jaka — ptynna.

1845 — George Stokes proponuje bardziej spojna teorie catkowitego wleczenia
eteru. Jak sie potem okaze — réwniez ona jest szyta bardzo grubymi ni¢mi.

1851 — Hippolyte Fizeau mierzy predkosé $wiatta w plynacej wodzie. Jego
wyniki wydaja sie potwierdzaé fresnelowska hipoteze czesciowego wleczenia.
Podobne do$wiadczenie wykonuje w Holandii Martinus Van Hoek w 1868.

1871 — George Airy sprawdza hipotezy Fresnela i Stokesa, obserwujac aberracje
gwiazdowa przez teleskop wypelniony woda. Wbrew przewidywaniom Stokesa —
nie ma zadnych odstepstw od aberracji obserwowanej przez zwykly teleskop.

1881 — Albert Michelson w Poczdamie pod Berlinem, przy wspélpracy

z laboratorium Helmholtza, uzywa swojego interferometru do szukania wiatru
eteru. Otrzymuje negatywny wynik. Uwaza to za potwierdzenie teorii Stokesa
i obalenie teorii Fresnela. Inni naukowcy wytykaja mu btedy.

Doswiadczenie polegalo na szukaniu réznicy faz dla prostopadtych wiazek
Swiatla, pokonujacych taka sama odlegltosé. Ta poruszajaca sie wzdtuz eteru
razem z Ziemia mialaby krétszy czas przelotu niz ta poprzeczna. Po obrocie
interferometru i zamianie ramion mozna by sie spodziewaé innej réznicy

faz i przez to przesuniecia prazkéw interferencyjnych na ekranie. To byto
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tego stosunku.

pierwsze doswiadczenie drugiego rzedu, tzn. w ktérym oczekiwany efekt byt
proporcjonalny do kwadratu v/c (tzw. stalej aberracji), a nie tylko wprost do

1886 — Michelson i Edward Morley powtarzaja doswiadczenie Fizeau z wigksza
doktadnoscia. Wynik wydaje si¢ potwierdzaé teori¢ Fresnela, a wczesniejsze
doswiadczenie Michelsona okazuje si¢ niedoktadne.

1887, wiosna — Woldemar Voigt w Getyndze publikuje prace matematyczna
o efekcie Dopplera i o wlasnoéciach réwnania falowego. Znajduje transformacje
wspdlrzednych, wzgledem ktorych to réwnanie jest niezmiennicze. Voigt nie
odnosi si¢ wcale do doswiadczen zwiazanych z eterem. Jego praca jest osobnym

watkiem, zwiazanym z STW w inny sposob.

1887, lato — Michelson i Morley w Cleveland w stanie Ohio wykonuja swoje
stynne do$wiadczenie, znane po prostu jako do$wiadczenie Michelsona—Morleya.
Byto powtoérzeniem doswiadczenia Michelsona z 1881 z wigksza doktadnodcia.
Dlugo$ci ramion powiekszono przez wielokrotne odbicia wigzek. Ewentualne
drgania, np. przy obrocie, mialy by¢ niwelowane przez rteé, na ktérej ptywalo
urzadzenie. Mimo to nie znajduja zadnego wiatru eteru. Wyniki zdaja sie znowu
potwierdza¢ catkowite wleczenie i negowaé wyniki sprzed roku.

Jak wspomniano na wstepie, tatwo o kilka
nieporozumien na temat tych jedenastu wydarzen.
Niektore z nich sa duzo powazniejsze niz te dotyczace
obserwacji Rgmera.

1. Wprowadzenie eteru rzekomo przez teorie
elektromagnetyczna Maxwella. Eter mial dluga
historie, siegajaca korzeniami starozytnosci. Zostat
powszechnie uznany razem z falowa teoria $wiatta na
poczatku XIX w. Cale dekady pdzniej powstata teoria
Maxwella, ktora pomogta eter wyeliminowaé. Pole
elektromagnetyczne nie potrzebuje osrodka, tak jak nie
potrzebuje go pole grawitacyjne.

Dla jasnodci trzeba przyznaé, ze owszem, rownania

Maxwella sugeruja pewien wyrézniony uktad odniesienia.

W swojej pelnej postaci, z tzw. pradem przesunigcia

w prawie Ampere’a, te réwnania nie maja symetrii
Galileusza. Wyrézniony uktad utozsamiano z eterem,
ale to nie jest logiczna konieczno$é. Przyktadowo

Emil Cohn uwazal, ze réwnania elektrodynamiki sa
spelnione w idealnie inercjalnym uktadzie gwiazd
stalych. Jak sie jednak okazalo, teoria Maxwella zamiast
symetrii Galileusza ma symetri¢ Lorentza. Ta ostatnia
jest w pelni fizyczna i nie ma wyréznionego uktadu
odniesienia.

Tak wiec teoria Maxwella poczatkowo utrwalita stara

wiare w eter, ale potem przyczynila sie do jej odrzucenia.

Czasami rozroznia sie eter w silniejszym sensie, fizyczny
— osrodek fal $wiatta — oraz eter w slabszym sensie,
geometryczny — wyrézniony uktad odniesienia. Rownania
Maxwella zabily ten pierwszy i poczatkowo sugerowaty
drugi, ktory réwniez upadt.

2. Obalenie eteru rzekomo przez do$wiadczenie
Michelsona—Morleya. Michelson i Morley uwazali swdj
wynik za dowdd jednego wariantu tej teorii — mianowicie
hipotezy Stokesa (o calkowitym wleczeniu eteru). Jej
niestusznos¢ byta wskazana przez inne doswiadczenia,
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np. Fizeau. Morley i jego wspdlpracownicy, np.
Dayton C. Miller, szukali wleczenia eteru jeszcze
w latach 20.

W odpowiedzi na doswiadczenie M—M zaproponowano
bardzo wyrafinowane teorie eteru. Ich epigoni, czyli
ostatni obroncy, byli aktywni jeszcze w latach 30.,

a nawet zdarzaja sie do dzis. Nic dziwnego, ze na
poczatku XX w. Bertrand Russell w swojej ksiazce
Problemy filozofii pisze o eterze bez zawahania. Do teorii
eteru Lorentza odwolywal si¢ jeszcze Ernest Rutherford
w latach 20.

3. Rzekome udowodnienie przez do$wiadczenie M—M,
ze predkosé swiatta ¢ w prézni jest nieprzekraczalna.
Jak wspomniano — to doswiadczenie mozna wyjasdnic¢
przez teori¢ catkowitego wleczenia. Nie daje ono zadnych
ograniczen na predkosé cial wzgledem eteru. Innym
wyjasnieniem jest teoria emisyjna Walthera Ritza

z 1908 roku, w ktorej predkosé swiatla wzgledem
7rédla jest stala i wynosi ¢, eter nie istnieje (albo kazde
7rédlo ma wlasny eter), a predkosci transformuja sie
galileuszowsko. W szczegdlnosci: predkoséé swiatta

i zrodla w tej teorii mogtly sie dodawacé. Obydwa
wyjasnienia — catkowite wleczenie i teorie emisyjne

— okazaly si¢ falszywe, ale rozstrzygnely o tym inne
do$wiadczenia niz to M—M.

To kalendarium konczy sie w momencie, kiedy
optyka i fizyka eteru cierpialy na rozdwojenie jazni.
Dos$wiadczenia typu Fizeau wydawaly sie potwierdzad
hipoteze Fresnela cze$ciowego wleczenia eteru. Za

to dodwiadczenie Michelsona—Morleya zdawato sie
potwierdza¢ hipoteze Stokesa wleczenia calkowitego.
Potrzebny byl geniusz, ktéry potrafil wyjaénié oba
rodzaje dodwiadczen. Znalazl sie juz po kilku latach —
byt nim Hendrik Antoon Lorentz, a jego prace nawet
przerosty potrzeby optyki. Mimo to i one mialy stabe
punkty. Musialy ustapi¢ miejsca dzielu Einsteina — ale to
temat na oddzielna opowiesc.



Dobble

Wielu Czytelnikéw z pewnoécia zna gre Dobble. Zestaw do gry sklada sie z wielu
okraglych kart, na kazdej z nich jest 8 réznych rysunkow. Kazde dwie karty
zawierajg doktadnie jeden wspélny symbol. Gra, w skrocie, polega na tym, zeby
jak najszybciej dostrzec ten wspdlny symbol.

Ostatnio znajomy zapytal mnie, jak wywnioskowad, ile jest kart w grze z dwoch
nastepujacych wlasnosci: 1) kazda karta ma 8 symboli, 2) kazde dwie karty maja
doktadnie jeden wspélny symbol. Sprobujmy na nie odpowiedzie¢. Zauwazmy
najpierw, ze jesli zgubimy ktoras z kart, to nadal bedziemy mogli gra¢, czyli nadal
spelnione beda dwa powyzsze warunki. W zwiazku z tym nie mozemy dokladnie
okredli¢, ile musi by¢ kart, bo zawsze moze by¢ ich mniej. Ciekawe natomiast jest
pytanie, ile moze by¢ maksymalnie kart w talii.

Na tak sformutowane pytanie mozemy odpowiedzie¢ w sposéb wykretny.
Mianowicie mozemy wybra¢ pewien symbol, powiedzmy sfonia, i na kazdej karcie
narysowaé stonia, a oprécz tego umiesci¢ na réznych kartach rézne symbole, ktore
nigdy sie nie powtarzaja. Nietrudno zauwazyé¢, ze mozemy stworzy¢ dowolnie wiele
kart, uzywajac tego schematu. W takiej talii kart rzeczywiscie kazde dwie karty
beda mialy jeden wspolny symbol, ale zawsze bedzie to stoni, gra nie bedzie zbyt
ciekawa. Dodajmy wiec dodatkowe zalozenie, ktore spowoduje, ze gra bedzie nieco
bardziej grywalna: 3) nie istnieje symbol, ktéry wystepuje na wszystkich kartach.
Zadajmy wiec ponownie pytanie: ile kart moze by¢ maksymalnie w takiej talii?

Pokazemy, ze taka talia ma co najwyzej 57 kart. Wybierzmy pewna karte,
nazwijmy ja wyrozniong. Powiedzmy, ze narysowane sa na niej rézne psy, bedziemy
je nazywad: pies numer 1, pies numer 2, ..., pies numer 8. Kazda z pozostatych
kart zawiera jakiego$ psa, i to doktadnie jednego, bo musi mie¢ dokladnie

jeden wspolny symbol z karta wyrézniona. Udowodnimy teraz, ze dla kazdego
i€{1,...,8} poza karta wyrdzniona jest co najwyzej 7 kart, ktére zawieraja

psa numer ¢. Zalézmy bez straty ogdlnosci, ze i = 1, dla innych ¢ dowdd jest
analogiczny. Poniewaz zaden symbol nie wystepuje na wszystkich kartach, wiec
musi istnie¢ karta, ktoéra nie zawiera psa numer 1, nazwijmy ja specjalng. Musi ona
jednak zawieraé jakiegos psa, gdyz musi mie¢ wspolny symbol z karta wyrézniona.
Zalozmy bez straty ogdélnosci, ze karta specjalna zawiera psa numer 2, a oprocz
tego 7 kotow: kota numer 1, ..., kota numer 7. Zauwazmy teraz, ze kazda

karta, ktora zawiera psa numer 1, musi mie¢ wspolny symbol z karta specjalna.
Nie zawiera psa numer 2, a wigc musi zawiera¢ jakiego$ kota. 7 drugiej strony
zadne dwie karty, zawierajace psa numer 1, nie moga mie¢ tego samego kota,

bo zawieralyby wtedy dwa wspolne rysunki. Kotéw na karcie specjalnej jest 7,

a to oznacza, ze oprocz karty wyrdznionej jest co najwyzej 7 kart zawierajacych
psa numer 1. W ten sam sposéb pokazujemy, ze dla dowolnego i € {1,...,8}
oprocz karty wyrdznionej jest co najwyzej 7 kart zawierajacych psa numer .

A wiec w sumie kart w talii jest co najwyzej 7 razy 8 plus 1 wyrézniona, czyli co
najwyzej 57.

Na powyzsze rozwazania mozna rowniez spojrze¢, uzywajac nieco bardziej
zaawansowanych narzedzi geometrii i algebry. Rysunki utozsamiamy wtedy

z punktami, a karty beda prostymi, tyle ze w przestrzeni rzutowej. Jesli przestrzen
ta bedzie miata wymiar 2 (czyli bedzie plaszczyzna) i bedzie nad cialem
skoniczonym wielkosci 7, to spelnione beda warunki 1) kazda prosta ma 8 punktéw
oraz 2) kazde dwie proste przecinaja si¢ w jednym punkcie. Dodatkowo spelniony
bedzie warunek nawet ogdlniejszy niz 3), czyli dla kazdego punktu istniejg dwie
proste, ktore przecinajg sie¢ w tym doktadnie punkcie. Mozna nietrudno wykazac,
ze prostych tych bedzie 72 4+ 7 + 1 = 57, co pokazuje, ze ograniczenie 57 istotnie da
sie osiagnac! Co ciekawe, w grze Dobble jest tylko 55 kart, nie wiadomo zupelnie,
dlaczego producenci zdecydowali sie usunaé 2 karty.

Podobna konstrukcje kart, zawierajacych k symboli kazda, mozna wykonaé dla
dowolnego k takiego, ze k — 1 jest potega liczby pierwszej. Wynika to z faktu, ze
istnieje ciato skonczone o mocy n € N wtedy i tylko wtedy, gdy n jest potega liczby
pierwszej. Wigcej o grze Dobble, skoniczonych ciatach i ptaszczyznach rzutowych
mozna przeczytaé¢ w artykule Naprawde ciekawa gra w AJ%.

Wojciech CZERWINSKI
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Zycle na
ZY \~u® 39

Wedtug badan CBOS w 2017 r.

73% Polakéw uznawalo, ze szczepienia sg
bezpieczne. Liczba odmawiajacych
szczepien dziecka wynosita 4 tys. w latach
2006-2010, 6 tys. w latach 20112015,

a tylko w 2016 roku 23 tys.

Ufac¢? By¢ ,,anty”?

Od dluzszego czasu neka mnie problem stosunku spoleczenistwa do szczepien
ochronnych, czastka problemu duzo bardziej obszernego — zmniejszania sie
spolecznego zaufania do nauki i jej osiagnieé. Zdaje sobie sprawe, ze temat

jest niefelietonowy. Niemniej jednak zaczne od tych szczepionek, odktadajac

na bok podobne debaty i ,debaty” ostatnich lat, odnoszace sie¢ do GMO, energii
jadrowej czy tez zmian klimatycznych, na ktorych si¢ nie znam. O co chodzi

w sprawie szczepionek — rozumiem. Z zadziwieniem, ale i uznaniem przeczytatam
informacje¢ o lekarzu pediatrze z Tychéw: Dawid Ciemigega postanowil pozwaé
do sadu antyszczepionkowcéw, ktérzy byli szczegdlnie aktywnymi hejterami

w stosunku do jego o$wiadczen o skutecznosci szczepionek; doktor Ciemigga
chce w trakcie procesu sadowego, zachowujac jego zasady, pokaza¢ absurdalnosé
walki z procedurami immunologicznymi. Nie do wiary — méwi reporterowi
»Newsweeka’—zZe w XXI wieku mozna organizowac ,konferencje”, na ktorych
ludzie z tytutami opowiadajq, jak to szczepionki wprowadzajg metal do neurondw,
przez co dzieci stajg sie cyborgami, ktorymi mozna zdalnie sterowaé. Mozna mieé
nadzieje, ze takimi procesami zainteresuja sie media. . . .

Niedowierzanie w stosunku do szczepionek i podobnych procedur nie pojawito
sie¢ w XXI wieku. Pierwsze tego typu zjawiska miaty miejsce ponad 200 lat temu
i przebiegaly w nastepujacym cyklu.

1. Zostaje wytworzona szczepionka uodporniajaca na grozna, Smiertelng chorobe.
Pierwszy zabieg, ktoremu mozna nadac¢ taka nazwe, to procedura Edwarda
Jennera, polegajaca na wcieraniu w zadrapanie czlowieka wydzielin krowiej ospy
(1796), skutkujace uodpornieniem na ludzka czarna ospe. Podobnie odwaznym
i pionierskim postepowaniem byl pomyst Ludwika Pasteura w stosunku do
Smiertelnego zakazenia wécieklizna. O wstepie do przygotowania szczepionki
pisano w piSmie ,,Biesiada Literacka” w sierpniu 1884 r.: Psu przytwierdzonemu
do stotu w laboratorium i usSpionemu chloroformem nacina sie skére na czole,
potem go sie trepanuje, za pomocq szprycki szklanej z zakrzywionym koricem
zapuszcza mu sie w mozg krople jadu wzietego ze zwierzecia zdechiego. A dwa
lata pdzniej szczegbdltowo o tej procedurze pisano w pismie ,Prawda” z 1886 r.

(szczepienia.wybudzeni.com/2017/09/29/metoda—pasteura—leczenia—wscieklizny/)

2. W miare spadku liczby zachorowan w wyniku zaszczepien w spoteczenstwie
maleje Swiadomos¢ zagrozenia.

3. Réznorodne $rodki masowego przekazu (przegladarki internetowe odegraly
tu w ostatnich latach zasadnicza role) dodatkowo i przystepnie kwestionuja
celowo$é szczepien. Liczba szczepien spada.

4. Wraz z obnizeniem liczby szczepionych, a wigc wzrostem wrazliwoéci na dana
chorobe, w populacji pojawia si¢ od nowa zagrozenie epidemia. W przypadku
choro6b dzieci epidemia grozi przy spadku liczby zaszczepionych ponizej

95% populacji.

Problemem ruchéw antyszczepionkowych mozna, jak to stwierdzaja dokumenty
w nowomowie biurokratycznej, zarzgdzaé. I przede wszystkim nie uznawacé

z gory, ze wyznawcy tych pogladéw sa bezmyslnymi, zlodliwymi ignorantami.
Taki apel dotyczy w pierwszym rzedzie przedstawicieli ochrony zdrowia,
zaréwno ludzi nauki, jak urzednikow. Poniewaz w Polsce juz stajemy wobec
takiego wyzwania, a jak stwierdzilam uprzednio, problem nie moze by¢
wyczerpany w felietonie, proponuje zainteresowanym na poczatek zapoznanie
sie z dajacym do my$lenia tematem numeru 12/2018 , Tygodnika Powszechnego”
(Racje przegrywajq z emocjami i Raport przed epidemiq), a takze waznym

i dajacym nadzieje opracowaniem Joanny Grabowskiej dla Biura Analiz
Senatu RP z marca 2018 ,,Kontrowersje wokoél szczepienn obowiazkowych”

(www .senat.gov.pl/gfx/senat/pl/senatopracowania/158/plik/ot-660_do_internetu-1 .pdf).

Magdalena FIKUS
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Informatyczny kacik olimpijski (116):
Ciagi i lancuchy

Tym razem omoéwimy dwa zadania z IX International Autumn Tournament
in Informatics, ktéry odbyl sie w listopadzie 2017 roku w Szumem w Bulgarii.

Zadanie Ciagi: Dane sq trzy dodatnie liczby
catkowite n, m i k. Nalezy obliczyc liczbe
niemalejgcych ciggow diugosci n o wartosciach
bedgcych liczbami calkowitymi z przedzialu [1;m],
w ktorych Zadna wartosé nie wystepuje wiecej

niz k razy. Przyklad: dlan =4, m=3 ik =2
poprawng odpowiedziq jest 6. Poprawnymi ciggami
sq: (1,1,2,2), (1,1,2,3), (1,1,3,3), (1,2,2,3),
(1,2,3,3) oraz (2,2,3,3).

Rozwigzanie O(n - m - min(n, k))

W rozwiazaniu skorzystamy z techniki
programowania dynamicznego. Niech D P[i][]
oznacza liczbe niemalejacych ciaggdéw dlugosci 4,
zlozonych z liczb catkowitych z przedziatu [1; 5],
w ktérych zadna warto$é nie wystepuje wigcej niz
k razy. Latwo zauwazy¢, ze:

e DP[0][j] =1 dla j € [1;m], jest tylko jeden

pusty ciag;
e DP[i|[1] =1 dlai € [1;k];
e DPi|[l]=0dla i€ [k+ 1;n].
Zastanowmy sie teraz, jak obliczy¢
warto$¢ DP[i][j] dla pozostalych par i, .
W ciggach niemalejacych elementy o tych
samych wartosciach tworza spdjny przedzial.
W szczegdlnosci wartosci j tworza spojny
przedzial dltugosci [ € [0, min(é, k)]. Zatem,
otrzymujemy ogdlny wzér:
min(é,k)
DP[lj]= Y DP[i—1[j-1].
1=0
Odpowiedzia w zadaniu jest warto$¢ DP[n|[m].
Rozwiazanie dziala w czasie O(n - m - min(n, k)).

Rozwigzanie O(n - m)
Powyzszy wzoér mozemy zapisaé réwnowaznie jako:
e dlai <k,

DPi][j] = X _, DP[i—1][j—1] =

= DPli|[j—1+Y_, DP[i—1][j—1] =
-1+ s DPli—1-1)[j—1] =
]

= DP|
= DP[i][j—1]+DP[i—1][j]
o dlai>k,

DP[i|[j] = Y- DPli—1[j—1] =

= DP[i|[j— 1]+ Y, DPli—-{)[j—1] =

= DPi][j—1]+¥5, DPli—1-][j-1] =

= DP[i][j—1+DP[i—1][j]-DPli—1—k|[j —1]

Zauwazmy, ze obliczenie wartodci D[i][j] dla
dowolnych 4, j zajmuje czas staly. Zatem cale
rozwigzanie dziala w czasie O(n - m).
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Zadanie Lancuchy: Dany jest cigg liczb catkowitych
a=ay,as,...,a,. Lancuch rozpoczynajgcy sie na k-tej pozycji
powstaje w nizej opisany sposob. Znajdujemy pierwszy
wickszy element na prawo od aj, 1 oznaczamy go przez ay, .
Nastepnie znajdujemy pierwszy wiekszy element na prawo
od apy+1 1 oznaczmy go przez ay,, itd. W ten sposob,

dla ustalonego k otrzymujemy lancuch ay,,ag,,...,a,, -

W zadaniu nalezy dla kazdego k € {1,2,...,n} znaleZ¢ dlugosé
tancucha rozpoczynajgcego sie na k-tej pozycji. Przyklad: dla
a =3,5,4,5,6 wynikiem jest (2,1,2,1,0).

Rozwigzanie O(n?)

Najprostsze rozwiazanie polega na wygenerowaniu

dla kazdego k € {1,2,...,n} laicucha rozpoczynajacego sie
na k-tej pozycji (zgodnie z opisem w tresci zadania)

i wypisaniu jego dlugosci. Wyznaczenie tancucha

dla kazdej pozycji zajmuje O(n) operacji (musimy
przeiterowaé sie po calym ciagu). Zatem cale rozwiazanie
dziata w czasie O(n?).

Rozwigzanie O(n)

Niech F[k] oznacza dlugos$¢ lanicucha rozpoczynajacego sie
na k-tej pozycji. W tym rozwiazaniu bedziemy wyznaczali
F[k] dla kolejnych k od n do 1 (od prawej do lewej).
Zalézmy, ze obliczyliSmy juz F[k + 1], Flk + 2], ..., F[n]

i chcemy obliczy¢ F[k]. Jesli pierwszym wigkszym elementem
na prawo od ay jest a;, wtedy F[k] = F[l] + 1 (korzystamy
z wezedniej obliczonego wyniku dla ). Jesli zas wszystkie
elementy na prawo sa nie wieksze niz ay, wtedy F[k] = 0.

Zastanowmy sie teraz, jak dla kazdego aj wyznaczyé¢
pierwszy wiekszy element na prawo od niego. Oczywiscie,
mozemy to zrobi¢ naiwnie (przegladajac kolejne elementy).
Wéwezas jednak otrzymamy rozwiazanie O(n?).

Zauwazmy, ze dla pary indekséw 1 <1 <m < n, jesli

a; = Qpm, t0 amy nie bedzie kolejnym elementem w tancuchu
dla zadnego elementu na pozycji [1;1] (mozemy mysleé

0 tym w ten sposéb, ze a; przystania a,,). Zatem kandydaci
na kolejny element w tancuchu tworza ciag rosnacy.
Przegladajac ciag a od prawej do lewej, przechowujemy
kandydatéw na stosie. Na szczycie stosu znajduje sie
najmniejszy element, na dole za$ najwigkszy. Kiedy

chcemy znalezé kolejny element w tancuchu dla ag,
wowcezas tak dlugo zdejmujemy elementy ze stosu, az

na szczycie stosu pojawi si¢ element wigkszy niz ag. Jesli
taki element nie pojawi sig, oznacza to, ze taki element

nie istnieje. Po wyznaczeniu kolejnego elementu w tancuchu
odktadamy aj na szczyt stosu.

Powyzszy algorytm dziala w zamortyzowanym czasie
liniowym. Wynika to bezposrednio z wlasnosci stosu (kazdy
z n elementéw zostal doktadnie raz odtozony na stos i raz

z niego zdjety). Powyzsze rozwiazanie dziala w czasie O(n).

Bartosz LtUKASIEWICZ



Klub 44

Skrét regulaminu

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi

V44

Termin nadsylania rozwigzan: 31 VIII 2018

na stronie deltami.edu.pl

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
749 (WT = 3,05) i 750 (WT = 1,49)
z numeru 11/2017

Roksana Stowik Knuréw 44,30
Marcin Kasperski Warszawa 43,83
Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,86
Tomasz Choczewski  Szczecin  34.83

Michatl Kozlik Gliwice 32,23 rekurencyjny

Niewiele Pan bierze udzial w naszej Lidze
— co zauwazamy z nieukrywanym zalem.
Od startu Ligi tylko pie¢ uczestniczek
przekroczyto prég 44 p. Pani Roksana
Stowik jest jedyna, ktéra te bariere
pokonata dwukrotnie!

Rozwigzania zadan z numeru 2/2018

Przypominamy tre$¢ zadan:
755. Niech P(z) bedzie takim wielomianem o wspdélezynnikach
rzeczywistych, ze

P(x) + P"(z) > 2P (2)
Dowiesé, ze P(z) > 0 dla = € R.

dla x € R.

756. Dana jest liczba catkowita n > 2. Wykazaé, ze dla kazdego

uktadu dodatnich liczb catkowitych ai, ..., a, zachodzi nieréwnosé
NWD(a1,...,an) - NWW(ai,...,an) < ay-...-an.
Scharakteryzowa¢ (dla ustalonego n) te uklady ai,...,a, (dodatnich

liczb catkowitych), dla ktérych napisana nieréwnosé staje sie
réwnoscig.

755. Gdy P(z) jest funkcja stala, implikacja jest oczywista.

Dalej przyjmijmy, ze P jest wielomianem stopnia dodatniego.

Wielomian P — 2P’ 4+ P"” ma taki sam stopien, a przy tym
przyjmuje — zgodnie z zalozeniem — wylacznie wartoéci
nieujemne. Jest to wiec wielomian stopnia parzystego. Ten
sam stopien ma zaréwno wielomian P, jak i wielomian

Q(z) = P(z) — P'(z). Kazdy z tych wielomianéw, jako
funkcja ciaglta zmiennej rzeczywistej, majaca granice oo przy
|x] — oo, przyjmuje w pewnym punkcie osi liczbowej swoja
warto$¢ minimalng. Niech wiec

min P(z) = P(a), minQ(z) = Q(b);
z€R z€R

W punkcie, realizujacym minimum, pochodna jest rowna
zeru: P'(a) =0, Q'(b) =0. Zauwazmy, ze, w my$l zalozenia
zadania,
Qx)—Q'(z)= (P(:c)—P’(m)) — (P'(ac)—P”(:C)) >0dlazeR.
Podstawiajac © = b dostajemy Q(b) > 0. Jest to wartosé
minimalna wielomianu @, zatem

Q(z) = P(z) — P'(x) >0 dla wszystkich = € R.
Podstawiamy x = a i mamy P(a) > 0. To warto$¢ minimalna
wielomianu P. Zatem P(z) > 0 dla z € R.

a,beR.

756. Przyjmijmy oznaczenia: m = NWD(aq, .
M =NWW(ai,...,an), P=ai-... an.
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cyan),
Wystarczy

generuje ciag x1, T2, s, ..

przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyla¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
0s6b, ktére nadestaty rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytutl
Weterana. Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

Zadania z matematyki nr 763, 764
Redaguje Marcin E. KUCZMA

763. Dany jest wielomian P(z) stopnia 2, o wspélczynnikach rzeczywistych,
oraz liczba naturalna n > 1. Udowodnié, ze moze istnie¢ co najwyzej jeden
wielomian Q(z) stopnia n, spelniajacy réwnanie P(Q(x)) = Q(P(x)) dla = € R.

764. Czy istnieja liczby naturalne a,b > 1, wzglednie pierwsze i takie, ze wzér

n
Tpp1 =b+ [] ok
k=1

., ktorego wszystkie wyrazy sa liczbami zlozonymi?

Ir1 = a,

Zadanie 764 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

wykazaé, ze kazda liczba pierwsza, ktéra dzieli iloczyn mM,
wchodzi do iloczynu P w co najmniej takiej samej potedze.
Niech wiec p bedzie liczbg pierwszg i niech (dlai=1,...,n)
k; bedzie takim wykltadnikiem, ze p*|la; (ten napis oznacza,
ze a; dzieli sie przez p*i, ale nie przez p**1). Wéwczas p®||m,
|| M, gdzie a = min{k1,...,kn}, 8 = max{ki,..., kn},

i wobec tego p®™?||mM. Oczywiscie p*t+Fn || P,
Poréwnanie wyktadnikéw nie pozostawia watpliwosci:

(1) knt+max{ki, ... kn} <ki+...+kn.

Wobec dowolnoéci wyboru p, uzasadnia to zadana nieréwnosé
mM < P.

Kiedy zachodzi rowno$é mM = P 7?7 Wtedy, gdy kazda
liczba pierwsza dzieli mM w dokladnie tej samej potedze,
w jakiej dzieli P. Czyli gdy dla kazdej liczby pierwszej p
nieréwnosé (1) (z wyktadnikami k;, wyznaczonymi przez p)
staje sie réwnoscia.

min{ky, ..

Dla n = 2 jest tak zawsze; dostajemy znang tozsamosé:

NWD(a,b) - NWW(a,b) = ab.

Dla n > 3 réwnosé¢ w relacji (1) oznacza, ze gdy po jej prawej
stronie usuniemy jeden najwiekszy i jeden najmniejszy
sktadnik, pozostana jakie$ nieskreslone sktadniki, o zerowej
sumie — czyli wszystkie réwne zeru. Sktadnik najmniejszy
automatycznie takze jest zerem. Tylko jeden sktadnik po
prawej stronie (1) moze by¢ dodatni. To znaczy, ze tylko
jedna z liczb a1, ..., a, moze dzieli¢ si¢ przez p. Wobec
dowolnosci p, znaczy to, ze liczby a1,...,a, sa parami
wzglednie pierwsze.

I na odwrét, gdy tak jest, wéwcezas dla kazdej liczby
pierwszej p mamy w ciagu (k1,...,k,) co najwyzej jeden
wyraz niezerowy; nieréwnsé (1) przechodzi w réwnosé,

i w konsekwencji mM = P.

Podsumowujac: dla n > 3, réwnos¢ mM = P zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy liczby a1, ..., an, sa parami wzglednie
pierwsze; dla n = 2, ta rownos$¢ jest tozsamoscia.



Termin nadsytania rozwigzan: 31 VIII 2018

Zadania z fizyki nr 660, 661
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

660. Soczewka plaskowypukla wykonana jest ze szkta o wspdlezynniku
zalamania n = 1,6. Promien powierzchni wypuklej wynosi R = 10 cm, grubosé
soczewki d = 0,2 cm. Na powierzchnie ptaska soczewki pada réwnolegle do jej
osi optycznej wiazka $wiatla. Gdy odslonieta jest tylko niewielka czesé soczewki
0 wokol osi optycznej, promienie ogniskuja sie na ekranie. Znalez¢ Srednice plamki
na ekranie po odstonieciu calej soczewki.

v 661. Podstawa walca przytwierdzona jest do gladkiej powierzchni poziomej.

Rys. 1 Rys. 2

Rozwigzania zadann z numeru 2/2018

Przypominamy tres¢ zadan:

652. Znalezé przyspieszenie, z jakim spada pionowo w dét okragta
metalowa plytka o masie m w jednorodnym polu magnetycznym
o indukcji B, rownolegtym do powierzchni Ziemi. Plaszczyzna
plytki jest réwnolegta do linii pola magnetycznego i prostopadia
do powierzchni Ziemi. Grubosé ptytki d jest duzo mniejsza od jej
promienia R, przyspieszenie ziemskie ma warto$é¢ g.

653. Do waskiego, prostopadlosciennego naczynia nalano pewna ilo$é
cieczy (rys. 2). Nastepnie naczynie zaczeto obraca¢ wokoél pionowej osi
symetrii. Przy pewnej predkosci katowej odstonieta zostala k-ta czesc
powierzchni dna. Jak zmienita si¢ w wyniku tego sita parcia na dno

i waskie $cianki boczne (w poréwnaniu z przypadkiem nieruchomego
naczynia)? Ciecz nie wylewa si¢ z naczynia. Napiecie powierzchniowe
mozna zaniedbad.

E ®sB y

Fp «—&—F— Fg

—1 ~

Rys. 3 Rys. 4

652. Na poczatku rozwazmy przypadek, gdy plytka
porusza si¢ pionowo w dét ze stala predkoscia v. Na
swobodne elektrony w plytce dziala w polu magnetycznym
sita Lorentza (rys. 3) F, = evB, gdzie e jest wartoscia
bezwzgledna tadunku elektronu. W wyniku tego elektrony
przemieszczaja si¢ na lewa strone ptytki. Powoduje to
powstanie pola elektrycznego E skierowanego jak na
rysunku. Elektrony przestaja sie przemieszczaé, gdy sita
Lorentza zostaje zréwnowazona przez site elektryczna

Frp = ek, czyli zachodzi zwiazek F = vB. Poniewaz,
grubosé plytki jest duzo mniejsza od jej promienia,
mozemy ja traktowaé jako kondensator plaski, w ktérym
napiecie miedzy powierzchniami wynosi U = Fd, a tadunek
na powierzchniach Q = CU = BuveyS, gdzie S = mR? jest
powierzchnia ptytki. Gdy predkosé ptytki rosnie, zmieniaja
sie tadunki na jej powierzchniach, czyli przez plytke plynie
prad o natezeniu I = AA—? = % = 95 Ba, gdzie a

jest przyspieszeniem plytki. Na przewodnik z pradem
w polu magnetycznym dziata sita elektrodynamiczna,
ktéra w naszym przypadku ma zwrot pionowo w gore
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D Nitke przymocowano jednym koncem do powierzchni bocznej walca przy
jego podstawie o promieniu r i owinigto wokdét walca k razy (k jest liczba

| calkowita). Do swobodnego kotica nitki przyczepiono kulke i nadano jej

0 predkosé v skierowana wzdluz promienia walca (rys. 1). Po jakim czasie cala
nitka ponownie nawinie si¢ na walec?

i warto$¢ F' = IdB. Réwnanie ruchu plytki ma postaé
ma = mg — £0SB%da. Stad szukane przyspieszenie jest

, - mg
r6Wne @ = ="y

653. Oznaczmy wysokosé stupa cieczy w nieruchomym
naczyniu przez h, a rozmiary podstawy naczynia przez 2l

i a. Zgodnie z trescia zadania a < 2, mozemy wiec przyjac,
ze powierzchnia cieczy w obracajacym si¢ naczyniu ma
ksztalt jak na rysunku 4.

OdpowiedZ na pierwsze pytanie jest oczywista. Sita parcia
na dno réwna jest ciezarowi cieczy niezaleznie od tego, czy
naczynie obraca sie, czy pozostaje w spoczynku.

Rozwazmy maly element cieczy o masie m na jej
powierzchni w obracajacym sie naczyniu. Dziala na niego
sita ciezkodci mg i sita reakcji N ze strony pozostalej
cieczy, prostopadla do jej powierzchni (rys. 4). Wypadkowa
tych dwéch sil jest sita dosrodkows o wartosci F' = mw?z,
gdzie w jest predkoscia katowa, a x odlegloscia elementu
cieczy od osi obrotu. Styczna do powierzchni cieczy

w badanym punkcie nachylona jest do pc;ziomu pod

katem « i spelnione s zwigzki: tgor = “.* = Y (x),

gdzie funkcja y () opisuje ksztalt powierzchni cieczy.

Stad y (z) = “;gz + ¢, a stala ¢ mozemy wyznaczy¢
7 warunkow bgzggzowych. Gdyy=0,z2=kl,0< k<1,
zatem ¢ = f%. Poniewaz ciecz jest niescisliwa i jej
objetosé stata, mozemy wyznaczy¢ predko$é katowa
obracajacego sie naczynia, przyrownujac objetosé cieczy
w poldéwce naczynia spoczywajacego i obracajacego sie:
l
alh = a/y(x)dw = 2 (1 - 3k2 4 2k%),

Kl
stad
_ 6gh
= P—3k242k3)

Wysokosé cienkiego stupka cieczy stykajacego si¢ z waska

w2

4o : . 1—k?
$cianka naczynia wynosi H = y (1) = w?[? (A-k7) % ) —
= 30Kk 7o0dnie 7 prawem Pascala cignienie ciecz
= T-3%z1255 - Zgodnie z prawem Pascala ci$nienie cieczy
na waska Scianke boczna zmienia si¢ liniowo z wysokoscia,
a jego warto$¢ srednia wynosi p, = %, gdzie p jest
gestoscia cieczy. Szukany stosunek paré¢ na Scianke boczna
w obracajacym si¢ i nieruchomym naczyniu réowny jest
_(H\2 _ [ 3(1-k* \2 R . .
n —'( 5 ) = (7173k2+2k3’) : Wynik nie zalezy od ro'dza‘]u’
i objetosci cieczy, rozmiaréw naczynia oraz przyspieszenia

grawitacyjnego. Gdy k = 0, otrzymujemy n = 9.



Gwiazda, a przede wszystkim dr Boyajian,
zyskaly status celebrytek. Zamiast
nieciekawego numeru katalogowego KIC
8462852, najczesciej méwi sie o gwiezdzie
Tabby lub gwiezdzie WTF (od tytutu
pracy ,,Planet Hunters IX. KIC 8462852 —
Where’s The Flux?”).

Wigcej o zjawisku tuku
okotohoryzontalnego na
angielskojezycznej stronie:
www.atoptics.co.uk/halo/cha2.htm

Prosto z nieba: WTF, KIC 84628527

Dwa lata temu spolecznosé profesjonalnych astronomoéw, a takze réznego
rodzaju tropicieli tajemnic, zelektryzowata wiadomosé o obserwacjach

bardzo dziwnie zachowujacej sie gwiazdy. Odkrycia obiektu KIC 8462852
dokonal projekt Planet Hunters, skupiajacy wolontariuszy przegladajacych

i katalogujacych dane satelity Kepler. Zespot kierowany przez dr Tabethe
Boyajian, opisal gwiazde typu F, okolo dwukrotnie wieksza od Storica, goretsza
0 10000 K i znajdujaca sie na niebie w gwiazdozbiorze Labedzia w odleglosci
1000 lat $wietlnych od Ziemi. Jej jasnos¢ nie jest stala — wrecz przeciwnie,
zmienia si¢, i to w sposéb, jaki nigdy wczeéniej nie byl obserwowany. Chaotyczne
i nieprzewidywalne zachowanie si¢ krzywej blasku nie daje si¢ pogodzi¢ ze
standardowymi modelami pulsacji gwiazd, obecnoscig plam na powierzchni itd.
Wsréd wielu proponowanych alternatywnych wyjasnien nie moglo oczywiscie
zabrakna¢ udziatu Obcych — nieregularne za¢mienia blasku miatyby by¢
wywolywane przez orbitujaca wokél gwiazdy, zaprojektowana w niewiadomym
celu, mega-strukture.

W minionym roku w kierunku gwiazdy Tabby skierowano wiele naziemnych
teleskopéw, w tym dziesigciometrowy Gran Telescopio Canarias (GTC),
Mercator Telescope i Nordic Optical Telescope (NOT) z obserwatorium w La
Palma na Kanarach, a takze sieé¢ teleskopow z obserwatorium Las Cumbres

w Chile. Dane opracowalo wiele grup, w tym zespél dr Boyajian i dr Hansa
Degga. Regularne i czeste obserwacje zaowocowaly rejestracjami pojaénien

i pociemnien $wiatla gwiazdy, nastepujacych w skali czasowej paru dni. Zjawiska
zbadano réwniez spektroskopowo. Pomiary swiatla w réznych dlugosciach fali
(réznych kolorach) wskazuja na to, ze stopiefi zmiany jasnosci jest zwiazany

z kolorem $wiatla. Najprawdopodobniej zatem przyczyna niestandardowego
zachowania si¢ gwiazdy nie sg wytwory obcych cywilizacji, a otaczajacy gwiazde
obtok pylu, ktéry oddzialuje z fotonami w sposéb zalezny od ich energii (ciala
calkowicie nieprzejrzyste, np. planety, nie wykazuja tego efektu). Planowana

na 2018 rok kolejna kampania obserwacyjna, w trakcie ktérej badane beda
przyémienia o réznych glebokosciach, powinna ostatecznie rozwiaé wszelkie
watpliwosci.

Michal BEJGER

Niebo w czerwcu

21 czerwca Storice osiagnie najbardziej na péinoc wysunigty punkt ekliptyki

i tym samym rozpocznie si¢ astronomiczne lato. Jednoczednie zacznie si¢
polroczny proces skracania sie dnia i wydtuzania nocy. Czerwiec to érodek
sezonu wystepowania bialych nocy astronomicznych. Zjawisko szczegdélnie dobrze
widoczne jest nad morzem, ale w calej pélnocnej czesci kraju nawet podczas
najciemniejszej pory nocy péinocny widnokrag jest wyraznie rozswietlony.
Miesiac ten jest rowniez srodkiem sezonu na obserwacje zjawiska tuku
okolohoryzontalnego, czyli rzadko u nas widocznej na zasnutym cienkimi
chmurami niebie malej, lecz intensywnej teczy kilkanascie stopni nad
horyzontem oraz oblokéw srebrzystych, czyli wysoko zawieszonych w atmosferze
cienkich chmur, o$wietlanych Stoncem, znajdujacym sie pod horyzontem.

Czerwiec to kolejny miesiac dobrej widocznosci wszystkich znanych od
starozytnosci planet Ukladu Stonecznego poza Merkurym. Pierwsza planeta od
Stonica 12 lipca osiagnie maksymalna elongacje wschodnia, a do konca czerwca
oddali sie od niego na ponad 23°, ale latem nachylenie ekliptyki do wieczornego
horyzontu zmienia si¢ na niekorzystne. I cho¢ Merkury zacznie przebijaé sie
przez zorz¢ wieczorng w trzeciej dekadzie miesiaca, to jego dostrzezenie jest
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trudne, gdyz planeta godzing po zmierzchu

zajmie pozycje na wysokosci zaledwie 2° nad
péinocno-zachodnim widnokregiem. W tym czasie jej
jasno$é¢ spadnie z —0,7 do 0™, faza — z 80 do 60%, przy
tarczy wielkosci 6.

Bardzo dobra wskazéwka do odszukania Merkurego
jest Wenus oraz dwie najjasniejsze gwiazdy Blizniat

— Kastor i Polluks, ktére o tej samej porze znajda sie

na wysokosci okoto 10°, a Merkury — kilka stopni

pod nimi. 24 czerwca Merkury minie Polluksa

w odleglosci niecatych 5°. Do konca miesiaca planeta
zblizy sie do Wenus na okolo 17°, ustawiajac sie¢ na
godzinie 4. wzgledem niej. Wenus caly czas oddala si¢
od Stonca (pod koniec czerwca na ponad 40°), dazac do
maksymalnej elongacji wschodniej w potowie sierpnia.
Jednak tutaj da sie¢ we znaki pogarszajace sie nachylenie
ekliptyki do widnokregu i mimo wzrastajacej elongacji
planeta bedzie widoczna coraz gorzej. W trakcie
miesiaca, godzine po zachodzie Storica, Wenus zblizy sie
do horyzontu na 9°. W tym samym czasie jej jasnosé
utrzyma sie na poziomie —4™ faza spadnie z 80 do
70%, zacznie za to wreszcie wyrazniej rosnaé jej tarcza
(z 13 do 16").

Widocznosé Wenus zmienia si¢ w 8-letnich cyklach

(8 lat ziemskich jest réwne niemal dokladnie pieciu
okresom synodycznym Wenus). Co tyle lat koniunkcje
i maksymalne elongacje planety powtarzaja si¢ prawie
w tych samych dniach, z niewielkim dryfem wstecz.
Akurat w tym roku wieczorna widoczno$é planety

jest najgorsza w calym 8-letnim cyklu i w polowie
sierpnia planeta — mimo elongacji prawie 46° — zniknie
z niebosklonu niewiele po Storicu. Stad trudno ja wtedy
bedzie dostrzec. Tak samo Zle, jak w tym roku, Wenus
bedzie widoczna w latach 2026 i 2034.

W czerwcu bardzo dobrze widoczne sa trzy najblizsze
zewnetrzne sasiadki Ziemi, czyli planety Mars, Jowisz

i Saturn, a takze najjasniejsza planetoida na naszym
niebie (4) Westa. Jowisz jest juz po opozycji i §wieci

na niebie wieczornym. Do korica czerwca jego blask
spadnie do —2,3™, tarcza za$ zmniejszy sie do 41”.

Na poczatku miesiaca planeta przejdzie niecaty 1° od
gwiazdy Zuben Elgenubi, ale do lipca oddali si¢ od

niej na 2°. Planetoida (4) Westa 20 czerwca przejdzie
przez opozycje do Stonica, planeta Saturn za$ uczyni

to tydzien po6zniej. Stad oba ciala Ukladu Stonecznego
kresla petle niedaleko od siebie w pdétnocno-zachodniej
czesci gwiazdozbioru Strzelca. Do konca czerwca Westa
zwiekszy dystans do Saturna do 10°. Przez caly miesiac
Weste da si¢ dostrzec gotym okiem, cho¢ na pewno w jej
obserwacjach przyda sie lornetka. W opozycji jej jasnosé
uro$nie do +5,3"™. Saturn osiagnie blask 0", a jego
tarcza uro$nie do 18”.

Westa z Saturnem wedruja przez Droge Mleczna,
niedaleko jej centrum, zatem blisko nich znajduje sie
wiele jasnych mgtawic i gromad gwiazd ze stynnego
katalogu Messiera. Saturn w trakcie miesiaca zwigkszy
dystans od gromady kulistej M22 z 2 do 3,5 stopnia,
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a w potowie czerwca przejdzie 3° na pdéinoc od gwiazdy
Kaus Borealis (A Sgr, jasno$¢ +2,8™). Westa zacznie
miesiac jakie$ 1,5 stopnia na zachdéd od mglawicy

M24, w jego polowie zas§ minie gromade otwartg M23

w odlegtoéci mniejszej niz 0,5 stopnia. Jednoczesnie
planetoida zblizy sie do pary znanych mglawic M8 i M20
na mniej niz 4°.

Planeta Mars réwniez zbliza sie do opozycji, przez ktora
przejdzie pod koniec lipca. W czerwcu Mars zmieni
kierunek swojego ruchu na wsteczny, rozpoczynajac
trwajacy dwa miesiace okres najlepszej widocznosci

w tym sezonie obserwacyjnym. Do konca czerwca blask
Marsa zwigkszy sie z —1,2 do —2,1™, a jego tarcza
urosnie z 15 do 21”. Planeta przez caly miesigc kresli
petle w poludniowo-zachodniej czegdci Koziorozca.

W drugiej czesci czerwca niesmialo z zorzy porannej
zaczyna wylaniaé¢ sie planeta Neptun. Okotlo godziny 1
planeta wznosi si¢ juz na 12° ponad widnokrag
poludniowo-wschodni. 19 czerwca planeta zmieni
kierunek swojego ruchu na wsteczny, stad w tym
miesiacu pozostanie prawie nieruchoma wzgledem gwiazd
tla. Obecnie lepsza wskazdéwka na odszukanie Neptuna
jest stabsza o0 0,5™ od A Aqr gwiazda ¢ Aqr. Planeta
zblizy sie do niej na niecaly stopienn. W czerwcu Neptun
$wieci blaskiem +7,9™.

Ksiezyc zacznie czerwiec po pelni spotkaniem

z Saturnem i Westa. 1 czerwca o swicie tarcza Ksiezyca
w fazie 94% znajdzie sie mniej niz 1° od planety

i jednoczesnie 6° od Westy. 3 i 4 czerwca Srebrny Glob
w fazie odpowiednio 83 i 76% minie Marsa. 2 dni pdzniej
przejdzie przez ostatnia kwadre, a nastepnie znajdzie
sie niecale 5° od Neptuna. 13 czerwca Ksiezyc przejdzie
przez néw i potem na niebo wieczorne, gdzie 151 16
czerwca minie Wenus. Najpierw Ksiezyc w fazie 6%
znajdzie si¢ 10° od Wenus na godzinie 5, dobe pdzniej

— w fazie 13% — zblizy sie do Wenus na 5°. 20 czerwca
Srebrny Glob przejdzie przez I kwadre, a 23 czerweca,

w fazie 83%, bedzie 3° na péinoc od Jowisza. 27 czerwca
Ksiezyc w pelni przejdzie miedzy Westa a Saturnem,
zblizajac sie na niecate 2° do planety, a 1 lipca minie
Marsa w odlegtosci o 1° wigkszej. W tym miesiacu

z zakry¢ jasniejszych gwiazd w Polsce da si¢ obserwowaéd
zakrycie gwiazdy 4. wielkosci o Sgr 28 czerwca. Zakrycie
zacznie si¢ kilka minut po 23, skonczy — okoto godzine
pézniej. Niestety, obserwacji nie utatwi pelnia Ksiezyca.

Czerwiec tez ma swoj coroczny roj meteoréw. Sa nim
Bootydy Czerwcowe, promieniujace od 22 czerwca do

2 lipca, z maksimum 27 czerwca. Radiant roju znajduje
sie w potnocnej czedci Wolarza i w dniu maksimum
okoto 1 w nocy wznosi sie na okolo 55° nad zachodni
widnokrag. Bootydy wyrdzniaja sie bardzo mata
predkoscia zderzenia z atmosfera: zaledwie 18 km/s,
stad przelot kazdego meteoru trwa kilka sekund.

W maksimum mozna liczy¢ nawet na ponad 100 zjawisk
na godzine. Niestety, w tym roku w obserwacjach roju
przeszkodzi Ksiezyc w pelni.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Zagadka tongcych babelkéw

Wsréd Czytelnikéw Delty jest niewatpliwie wielu
nieletnich, ktorzy, sita rzeczy, nie mieli okazji kosztowac
napojéw wyskokowych, totez musieli ogranicza¢ sie do
ich obserwacji. Przygladanie si¢ trunkom takim jak wino

lub wodka pozwala na zglebianie zjawiska Marangoniego.

Podgladacze piwa stawiali sobie za$ do niedawna pytanie,
dlaczego babelki widoczne w kuflu wypelionym jasnym
piwem poruszaja sie zgodnie z intuicja, czyli w gore,

a w przypadku piw ciemnych, takich jak Guinness, przy
Sciankach zawierajacych je naczyn obserwuje si¢ ruch
babelkéw w dét. To ostatnie moze si¢ wyda¢ dziwne, bo
ostatecznie babelki sa 1zejsze od otaczajacej je cieczy. Co
zatem ,Sciaga” babelki w do61?

Cho¢ moze to sie wydaé zaskakujace, naukowcy do
niedawna nie znali pelnej odpowiedzi na to pytanie.
Dopiero niedawna praca brytyjsko-irlandzkiego

zespohu badaczy pozwolita zrozumieé fizyczna istote
nieoczywistego ruchu babelkéw. W opublikowanym

w kwietniu tego roku w American Journal of Physics,
W.T. Lee ze wspélpracownikami sformulowali model
matematyczny, ktéry pozwolil potaczyé odwieczne
obserwacje piwoszy z wynikami symulacji numerycznych.

Ciemne piwa réznia sie od jasnych sktadem chemicznym
rozpuszczonych w nich gazow. Te pierwsze zawieraja
znacznie wiecej azotu i mniej dwutlenku wegla, co
nadaje im charakterystyczny, malo kwasny smak.
Poniewaz jednak azot jest znacznie stabiej rozpuszczalny
w wodzie od dwutlenku wegla, wigc, cho¢ ci$nienie
rozpuszczonych gazéw jest wyzsze w ciemnych piwach,
to ich masa molowa jest istotnie mniejsza. Mata

ilosé rozpuszczonych gazdéw przeklada si¢ na rozmiar
babelkéw, ktory wynosi typowo okoto dziesiatej czesci
milimetra — o rzad wielko$ci mniej niz w przypadku piw
jasnych.

Matly rozmiar babelkéw wplywa na ich ruch. Sita
wyporu jest proporcjonalna do objetosci babelkow,

a zatem do sze$cianu promienia. Natomiast sily oporu
hydrodynamicznego sa proporcjonalne do przekroju
babelkéw, czyli do kwadratu promienia. Oznacza to,

ze dla odpowiednio malych babelkéw decydujacy wplyw
na ich ruch bedzie miat ruch cieczy, w ktorej sie one
znajduja. Jesli zatem w poblizu $cianek kufla piwo
bedzie ptynaé w doél, to w te sama strone beda poruszaé
sie zawieszone w nim babelki. Skad jednak mialby sie
braé taki przeplyw?

Okazuje sie, ze nie bez znaczenia jest ksztalt naczynia,
w ktérym znajduje sie¢ rozwazane piwo. Typowy kufel do
Guinnessa rozszerza sie ku gorze. Jezeli zatem w $wiezo
wlanym do kufla piwie babelki beda rozmieszczone
jednorodnie, wszystkie one, wskutek dzialania sit
wyporu, zaczng sie rownoczesnie poruszaé ku gérze,
pociagajac za soba plyn. Stanowiaca zasadnicza czesé
piwa woda jest wszakze z dobrym przyblizeniem ciecza
niedcisliwa, wiec w zamknietym od dolu naczyniu nie
moze cala poruszac sie razem z babelkami w goére.
Jednak w typowym kuflu do Guinnessa ruch babelka
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ku goérze powoduje jego oddalanie si¢ od $cianek

kufla. W rezultacie juz po chwili ruchu babelkéw przy
$ciankach kufla powinna pojawié¢ sie cienka warstwa bez
babelkéw.

Tym samym rozklad cieczy w kuflu nie bylby juz
jednorodny — w centralnej czeséci kufla wystepowataby
mieszanina babelkéw i piwa unoszona ku gérze sitami
wyporu. Natomiast przy Sciankach kufla, gdzie nie
byloby babelkow, taka sita dzialajaca na ciecz nie
wystepowalaby. Tym samym piwo wyniesione ku
gbérze w centralnej czedci kufla wracaloby na dét

przy $ciankach, pociagajac za soba czes¢ babelkow.
Jezeli predko$é tego ruchu przekraczataby predkosé
wyplywania babelkéw, obserwowaliby$my wtasnie
wypadkowy ruch babelkéw w dét. Mata przezroczystosé
ciemnych piw powoduje bowiem, ze obserwacje
przepltywéw w kuflu ograniczaja sie w zasadzie do
obszaru przysciankowego.

Zaproponowany model przewiduje, ze w przypadku
kufli zwezajacych sie ku gérze powinno wystepowac
zjawisko odwrotne — zwigkszona koncentracja

babelkéw przy Sciankach naczynia powoduje unoszenie
babelkéw w gore przy $ciankach, piwo zas wraca

do dolnej czesci kufla w centralnej czesci naczynia.
Doswiadczenia, zaréwno codzienne, jak i przeprowadzane
w kontrolowanych, laboratoryjnych warunkach,
potwierdzaja te przewidywania.

Mozna zapytaé, czy zrozumienie ruchu babelkéw w piwie
jest w jakikolwiek sposéb poréwnywalne z wielkimi
odkryciami fizyki ostatnich lat, takimi jak detekcja
czastki Higgsa czy zaobserwowanie fal grawitacyjnych.
Piszacy te stowa uwaza, ze odpowiedz jest twierdzaca.
Po pierwsze, zagadnienie genezy babelkéw w cieczy

i ruchu cieczy z babelkami jest wazne z uwagi na jego
przemystowe zastosowania. Po drugie, fakt, ze potrafimy
opisa¢ wezesny Wszech$wiat czy oddzialywania
fundamentalne przy niespotykanych na co dzien skalach
energii, a rozkladamy rece w przypadku wielu zjawisk,
jakie mozemy zaobserwowaé w kuchni (lub w pubie), jest
zwyczajnie denerwujacy.

Jezeli wsréd Czytelnikow tego tekstu znajduja sie
studenci podzielajacy te ostatnig opinie, zachecam do
sprébowania swoich sit w Miedzynarodowym Turnieju
Fizykow, gdzie druzynowo rozwiazuje si¢ pozornie
proste, ,kuchenne” problemy fizyczne. To nie tylko
wielka przygoda, ale i satysfakcja plynaca z mozliwosci
lepszego poznania oraz zrozumienia otaczajacego nas
Swiata. Wiecej informacji na https://iptnet.info.

Krzysztof TURZYNSKI

W. T. Lee, S. Kaar, S. B. G. O’Brien, Sinking bubbles in stout beers,
Am. J. Phys. 86 (2018) 250

E. S. Benilov, C. P. Cummins, W. T. Lee, Why do bubbles in
Guinness sink?, arXiv:1205.5233



Rys. 3. O — dowolnie wybrany okrag

Dla m L k na mocy faktu istnieja punkty
paraboli po obu stronach m, wiec m nie
jest styczna. Dla m || k i P nie na osi
symetrii istnieje drugi punkt paraboli

na m, czyli m tez nie jest styczng.

Dla m || ki P na osi symetrii dowéd jest
analogiczny do opisanego (m =1).

Rys. 5

Dzigkuje Jerzemu Bednarczukowi
za pomoc w przygotowaniu tego artykutu.

Odbicia w paraboli Joanna JASZUNSKA

Parabola to zbiér punktow plaszczyzny réwno odleglych od ustalonego punktu F,
zwanego ogniskiem, i od ustalonej nieprzechodzacej przez F' prostej k, zwanej
kierownicq (rys. 1). Z definicji tej wynika, ze parabola ma o$ symetrii przechodzaca
przez ognisko i prostopadla do kierownicy oraz ze wszystkie punkty paraboli leza w tej
polplaszczyznie wyznaczonej przez kierownice, do ktérej nalezy ognisko.

Styczna do paraboli to taka prosta, ktéra ma z nig doktadnie jeden punkt wspdlny,
a wszystkie inne punkty paraboli znajduja si¢ po jednej stronie tej proste;j.

Fakt. Kazdy punkt P’ z kierownicy jest rzutem dok}adnie jednego punktu P paraboli
(nalezacego do symetralnej odcinka FP’, wéwczas PF = PP').

Rozwazmy dowolny punkt P paraboli, jego rzut P’ na kierownice k oraz prosta [
zawierajaca dwusieczng kata FPP' (rys. 1). Z definicji paraboli PF = PP’ wiec
prosta [ jest tez symetralng odcinka F'P’. Wykazemy, ze [ jest styczna.

Twierdzenie 1. Prosta [ nie ma z parabola punktéw wspélnych innych niz P.

Dowdd. Przypu$émy, ze do prostej [ nalezy jeszcze jaki$ punkt paraboli @ # P, niech
Q' bedzie jego rzutem na k (rys. 2). Wowczas QF = QP’, bo Q lezy na symetralne;j
odcinka FP’, a takze QF = QQ’, bo Q nalezy do paraboli. Zatem QP’' = QQ’, czyli
P’ = @Q', sprzecznie z faktem powyzej. [

Twierdzenie 2. Punkty paraboli inne niz P lezg po tej stronie [, co ognisko F'.

Dowdéd. Przypus$émy, ze jakis punkt @Q paraboli lezy po przeciwnej stronie [ niz F,
niech Q" bedzie jego rzutem na k. Wéwcezas, kolejno z wlasnoéci symetralnej i rzutu,
uzyskujemy QF > QP’ > QQ', sprzecznie z definicja paraboli. [

Twierdzenie 3. Prosta [ jest jedyng styczng do paraboli w punkcie P.

Dowdéd. Rozwazmy prosta m przez P dla m [ k oraz m }f k. Niech k' — obraz k
w symetrii wzgledem m. Oznaczmy przez o ten z katéw utworzonych przez k i k',
ktory zawiera P (m jest jego dwusieczng), wierzchotek o nazwijmy A.

Wtedy P lezy na dwusiecznej o i PF = PP’ wiec F nie moze lezeé¢ na zewnatrz a.

Jesli F' lezy wewnatrz o, to pétprosta AF ™ przecina okrag O wpisany w kat «

w dwdch punktach X i Y (rys. 3). Jednokladnosci o srodku A przeksztalcajace X na F
i Y na F przeprowadzaja O na dwa rézne okregi wpisane w « i przechodzace przez F.
Ich s$rodki leza na m i sa tak samo odleglte od F jak od k, wiec leza tez na paraboli.
Wobec tego m nie jest do niej styczna.

Jedli F lezy na k', to istnieje jedyny okrag wpisany w «, przechodzacy przez F,
wiec jego $rodek P to jedyny punkt m nalezacy do paraboli. Wéwczas m zawiera
dwusieczng kata FPP’ (rys. 4), czyli m = [, co koticzy dow6d. [

Whiosek. Z réwnosci katéw przy dwusiecznej [ (rys. 5) wynika, iz promienie $wiatla
wychodzace z ogniska i odbijajace si¢ od lustrzanej paraboli wedle reguly kqt padania
rowny jest kqtowi odbicia wedruja dalej jako wiazka réwnolegla do osi symetrii.
Roéwniez na odwrét, wigzka promieni rownoleglych do osi symetrii po odbiciu skupia
sie w ognisku. Tak samo jest dla trojwymiarowej paraboloidy otrzymanej przez
obrécenie paraboli wokét jej osi symetrii.

Korzystajac z opisanej wlasno$ci rozpala sie ogien olimpijski (ilustracja 3 na tylnej
oktadce), gotuje (9) i topi metale w temperaturze 3500°C (2). Ksztalt wycinka
paraboloidy maja anteny satelitarne, moga one by¢ ustawiane pionowo, a ognisko

nie musi by¢ nad $rodkiem talerza (4). Sa tez teleskopy z ptynnym lustrem z rteci,
przybierajacym ksztalt paraboloidy wskutek krecenia si¢ ze stata predkoscia wokot
swej osi — te z kolei moga by¢ tylko skierowane w goére (5). Wlasnosci paraboloid
stosuje sie¢ w mikrofonach szpiegowskich i ornitologicznych (1), konstrukcje o zblizonym
ksztalcie stuzyly tez w Anglii w czasie I Wojny Swiatowej do nastuchiwania, czy
nadlatuja niemieckie sterowce z bombami (7). Dwa paraboloidalne talerze ustawione
naprzeciw siebie umozliwiaja szeptanie na odlegtoéé¢ (6). Na podobnej zasadzie
powstaje iluzja monety lezacej na gérze ,,ufo” (10) — w rzeczywistosci moneta ta lezy
na dnie paraboloidalnej lustrzanej miseczki (8).
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Piec stoneczny w Odeillo (Francja). wym. 54x48 m,
moc 1 MYW. Lustra na zhoczu sasiednieqo wzgorza
kierujg do niego promienie stoneczne.

Dkolice Kilnsea NASA Orbital Debris Observatory w Clouderoft
(Wielka Brytania). (Nowy Meksyk, TISA).
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