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Przyjmujemy, ze alfabet ma 26 liter.
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Rozwigzanie zadania M 1581.

(a) Odpowiedz: Nie.

Przypusémy, ze taki zbiér S istnieje. Aby
liczby 0 oraz 1 mialy przedstawienia

w postaci odpowiednich sum, musimy
mie¢ 0,1 € S. Gdyby 2 € S, to
mieliby$my dwa przedstawienia tej liczby
jako sumy elementow S:
2=14+1=0+2, azatem 2 ¢ S.
Podobne rozwazania prowadza kolejno do
wnioskéw, ze 3€ S,4¢ S,5€ 5. Ale

6 =3+ 3 =5+ 1, sprzecznosé.

(b) Odpowiedz: Tak.

Niech S = 2No U {1} = {0,1,2,4,6,...}.
Woéwcezas kazda liczba nieparzysta wigksza
od 1 (czyli kazdy element zbioru Ny \ S)
postaci 2n + 1 ma doktadnie jedno
przedstawienie w postaci sumy dwéch
elementow S, mianowicie 2n oraz 1.

Wigcej o samej zasadzie Kerckhoffsa oraz
motywacji jej przyjecia pisaliSmy
w Migawce w Ajg.

A jednak sie da (I),

czyli saga kryptologiczna w odcinkach.
Tym razem: o kryptografii klucza publicznego i podpisie cyfrowym.

Tomasz KAZANA

Problem szyfrowania przesytanych wiadomosci siega jeszcze czasow
starozytnych, wiec naszego nowego deltowego cyklu artykutéow o kryptologii
nie mozemy nie zacza¢ od przypomnienia najstarszego znanego systemu
szyfrowania, mianowicie szyfru Cezara. Szyfr ten nie jest specjalnie
wyrafinowany. Po prostu umawiamy sie, ze (na przyklad) zamiast litery A
bedziemy pisa¢ G; zamiast B — litere H; zamiast C — litere 1 i tak dalej,
to znaczy: zamiast n-tej litery alfabetu bedziemy pisaé (n + 6)-ta litere.
(Tak naprawde (((n + 5) mod 26) + 1)-ta litere, gdyz pod koniec musimy
alfabet cyklicznie zawina¢ do poczatku.) Réwnie dobrze mogliby$my
alfabet przesuwadé nie o 6 pozycji, a o 3 pozycje, o 17 pozycji, czy ogdlnie:
o KCezar POZiji'

Nieco bardziej skomplikowany jest szyfr permutacyjny. Tutaj dwie strony
ustalaja zawczasu permutacje literek

Kperm 1 {A,B, ..., Z} = {A,B,..., Z},
a nastepnie — aby zaszyfrowac tekst — przykladaja te permutacje do
kolejnych literek wiadomosci, uzyskujac szyfrogram, czyli tekst zaszyfrowany.
Odszyfrowanie wyglada podobnie, tylko przyktadamy kolejno permutacje
odwrotng do Kperm.

Oba powyzsze przyklady wpisuja sie w pewien bardzo ogdlny schemat
szyfrowania. Mianowicie, na poczatku, jeszcze przed jakimkolwiek
szyfrowaniem, dwie strony (ochrzcijmy je imionami Aldona i Bogumit)
musza sie spotkaé i ustali¢ co$ sekretnego, czyli tak zwany klucz
kryptograficzny K, w naszym przykladach, odpowiednio: Kceyar 0raz Kperm.
Nastepnie, gdy Aldona chce przekaza¢ Bogumilowi wiadomosé m, musi
ona najpierw obliczy¢ wartosé ¢ = Enc(K, m) (gdzie Enc jest specyficznym
opisem wybranego szyfru) i wyslaé¢ wlasnie ja do Bogumita. Bogumit
otrzymawszy szyfrogram ¢, dokonuje obliczenia m’ = Dec(K, ¢), gdzie

Dec oznacza funkcje deszyfrujaca. Oczywiscie, zeby wszystko miato rece

i nogi, musi zawsze (dla kazdego wyboru K) zachodzi¢ m’ = m oraz — ze
wzgledow bezpieczenstwa — podstuchanie szyfrogramu ¢ przez niecna Helge
nie moze ujawni¢ wlasciwego komunikatu, czyli m. Ten ostatni wymog

nie jest wcale banalny do sformalizowania, ale my pozostaniemy przy
nieformalnym okresleniu — chcemy po prostu, aby dla Helgi bylto bardzo
trudno wywnioskowaé cokolwiek na temat m z wartosci c¢. Dodatkowo

w Srodowisku kryptologicznym przyjmuje sie, ze Helga zawsze wie, jakiego
systemu uzywaja Aldona z Bogumilem — innymi stowy zna definicje Enc,

a jedyne czego nie zna, to klucz K (to zalozenie to tre$é tak zwanej zasady
Kerckhoffsa).

Przez setki lat rozwdéj kryptologii przebiegal doktadnie wedtug powyzszego
schematu. Wymyélano przerézne szyfry, po czym probowano sie upewnié, czy
aby na pewno znajomo$é¢ Enc(K,m) (oraz definicji Enc) nic nie méwi o m.
Okazatlo sie dosé szybko, ze zaréwno szyfr Cezara, jak i permutacyjny, nie

sa bezpiecznymi szyframi, ale za to inne wspélczesne szyfry, np. AES czy
Triple-DES, uchodza za bezpieczne i sa stosowane powszechnie do dzis.

Wszystko picknie, ale widaé, gdzie znajduje sie spora niewygoda. Zeby
szyfrowaé, trzeba bezpiecznie ustali¢ wspélny tajny klucz. Zadanie to
wcale nie wydaje sie banalne (szczegdlnie, gdy Aldona i Bogumil mieszkaja
na réznych kontynentach, trwa wojna etc.), wiec mozna by sformulowaé
nastepujace naiwne marzycielskie pytanie:
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Rozwigzanie zadania F 961.

W wyniku zjawiska fotoelektrycznego na
kulce zbiera sie¢ ladunek dodatni,

a pochodzace od niego pole hamuje
fotoelektrony. Wielko$é¢ tadunku zalezy od
pojemnosci kulki i jej potencjalu

¢ : q = Admwegre. Maksymalny potencjal
kulki ¢max zalezy od poczatkowej energii
kinetycznej fotoelektronéw. Poniewaz
przyrost energii kinetycznej elektronéw
jest réwny pracy sil pola kulki, wiec
przyjmujac, ze potencjal pola kulki

i predkosc¢ elektronéw w nieskonczonoéci
wynoszg zero, dostajemy:

AWKIN = —edmax (gdzie e tadunek

9 S y2 — X0
elektronu). Stad muv; . /2 = —€dmax
(gdzie vmax maksymalna energia
- 1 2 ;
fotoelektronu) a ¢uax = muy . /2e.
Zgodnie ze wzorem Einsteina dla zjawiska

0 e Y a2 9 — _
fotoelektryczn mu; /2 =hy — A

(gdzie v czestosé Swiatla). Ostatecznie

5 hv —A  (he/X)—A
Pmax = - = - =

=44 V.

Wspomniany Czytelnik Logiczny proszony
jest o poszukanie na marginesach tego
numeru tréjkata o trzech katach
prostych.

Samo wyliczanie funkcji Enc musi by¢
szybkie, zeby szyfrowanie bylo efektywne.

Co ciekawe, wcigz pozostaje pytanie
otwarte, czy zalozenie o trudnosci
problemu faktoryzacji wystarcza, aby
udowodnié¢ §cidle bezpieczenstwo RSA.
Teoretycznie mogloby sie zdarzy¢, ze ktos
ztamie RSA, ale w jaki§ bardzo dziwny
spos6b, niewymagajacy po drodze
rozkladu n na czynniki.

Czy da sie¢ skonstruowadé szyfr taki, ktéry nie wymaga ustalania
wspdlnego tajnego klucza, to znaczy, aby po prostu ¢ = Enc(m)?

FLatwo wykazaé, ze postulat powyzszy nie jest mozliwy do zrealizowania.
Dowdd. Zalézmy przeciwnie, a wiec, ze takie Enc istnieje. Wowczas:

1. Oczywiscie Bogumit musi by¢ w stanie deszyfrowa¢ przychodzace do niego

szyfrogramy, a wiec:

Istnieje taka funkcja Dec, ze Dec(Enc(m)) = m; oznacza to, ze:

Dec jest funkcja odwrotng do Enc; pamietajmy, ze:

Helga zna definicje Enc (zasada Kerckhoffsa).

Wystarczy wiec, ze Helga obliczy funkcje odwrotna do (znanej jej!)

funkcji Enc i juz jest w stanie robi¢ to, co Bogumil, czyli deszyfrowaé.

6. Niestety, oznacza to, ze szyfrowanie Enc nie jest bezpieczne, co konczy
dowdd.

CU 0N

Pomimo znajomosci powyzszego rozumowania w roku 1976 dwéch
dzentelmenow — Whitfield Diffie oraz Martin Hellman — postanowito

(w pracy New Directions in Cryptography) bezczelnie zapytaé: a moze
jednak sie da? Wiecej, juz rok pézniej panowie Ron Rivest, Adi Shamir
oraz Leonard Adleman (korzystajac ze wskazéwek z pracy D-H) wykazali,
ze faktycznie: da sie! Czytelnik Logiczny powinien w tym momencie poczué
co najmniej niesmak. Akapit wyzej pokazaliémy dowdd, ze czegos sie nie da,
a dalej co$ tam jeszcze dywagujemy? Haczyk — jak zwykle w matematyce

— tkwi w zalozeniach. Diffie i Hellman nie wykazali, ze powyzszy dowdd

jest bledny. Zaproponowali tylko pewne dodatkowe zatozenie, przy ktérym
ten dowéd przestaje by¢ poprawny! Konkretnie chodzi o punkt 5. tego
dowodu. Jesli zalozymy (jak proponuja D-H), ze Helga ma ograniczona moc
obliczeniowa, to wcale nie jest jasne, ze bedzie potrafita szybko odwrdcié
znang sobie funkcje Enc. Tym tropem poszli Rivest, Shamir i Adleman,
proponujac swoj szyfr, znany dzi$ jako szyfrowanie RSA.

Zanim przejdziemy do szczegotow, sprobujmy naswietli¢ sama esencje
pomystu. Idea opiera sie na spostrzezeniu, ze (generalnie) mnozenie jest
szybkie, ale juz jego odwracanie (czyli rozklad na czynniki pierwsze) —
bardzo trudne. Innymi stowy, chodzi o znalezienie takich funkcji Enc oraz
Dec, aby do wyliczania Enc wystarczala znajomos¢ p - ¢, ale juz do szybkiego
obliczania Dec — konieczne byly zaréwno p, jak i ¢. Wéwczas Bogumil moze
wszystkim (i Aldonie, i Heldze, i Kamili, i Markowi, i Szymonowi i kazdemu,
kto tylko bedzie chcial) bez skrepowania ujawniaé opis Enc, ALE zachowujac
dla siebie czynniki p oraz ¢ (czyli w istocie opis Dec). Naprawde jest to
troszke bardziej skomplikowane i wyglada tak.

Rzeczywiscie Bogumil wybiera dwie duze (rzedu setek cyfr) liczby pierwsze p
i ¢ oraz oblicza ich iloczyn n = p - q. Nastepnie oblicza ¢(n) = (p—1) - (¢ — 1)
oraz losuje dowolna liczbe e wzglednie pierwsza z ¢(n). Teraz znajduje taka
liczbe d, ze

(%) e-d=1mod ¢(n).

Okazuje sie, ze powyzsza operacja (wyznaczenie d) da sie wykonaé bardzo
szybko (np. za pomoca rozszerzonego algorytmu Euklidesa), gdy znamy p, g
oraz e, natomiast wierzymy, ze jest bardzo trudna, gdy znamy tylko n oraz e.
Pozostaje opisa¢ funkcje szyfrujaca i deszyfrujaca (m,c € {0,1,2,...,n—1}):
m® mod n

d

Enc(m) :=
Dec(c) := ¢® mod n.

Aby uznaé szyfrowanie RSA za poprawne i bezpieczne, nalezy sprawdzié, ze:

(a) Dec(Enc(m)) = m, czyli, ze m®® = m! mod n. Dowdd tego faktu

pominiemy, pozostawiajac tylko uwage, ze — korzystajac z kilku faktow

z teorii liczb — da sie go wyprowadzi¢ wprost z réwnania ().
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RSA jest przyktadem szyfru z kluczem
publicznym

Dzi$ chyba kazdy wie, ze T' to true,
a F to false.

@

Rozwigzanie zadania F 962.

Energia fotonu wyraza sie wzorem

E = hv, a jego ped p = hr/c. Jezeli na
powierzchnie folii w ciagu sekundy pada
N fotonéw, to moc Swiatta padajacego
wynosi W = Nhv. Cisnienie wytwarzane
przez padajace fotony wynosi P = NAp,
gdzie Ap — zmiana pedu fotonu przy
odbiciu. Stad

v 2W

P =N2p=2Nh— = —.
c c

Zgodnie z drugg zasadg dynamiki

Pt = mu, gdzie u — predkos¢ uzyskana

przez folie. Stad )

u=2Wt/mec=5-10"% m/s.

(b) Znajomo$é opisu Enc (czyli liczb n i e) nie pomoze odtworzy¢ funkeji Dec,
gdyz — jak juz wspomnieliSmy — wierzymy, ze z n i e nie da si¢ tatwo
obliczy¢ d, ktére jest niezbednym elementem opisu Dec.

Jak to wyglada w praktyce?

Szyfrowanie RSA jest niezwykle popularne i wygodne. Aby z niego korzystac,
nalezy postapi¢ doktadnie tak, jak Bogumil w opisie wyzej. Nastepnie

pare (n,e) (tak zwany klucz publiczny) nalezy rozglaszaé wszem i wobec,
poniewaz jej znajomos$é¢ umozliwia $wiatu bezpieczne wysyltanie komunikatow
przeznaczonych tylko dla nas. Z drugiej strony — liczbe d (osobisty klucz
prywatny) oraz rozklad p i ¢ nalezy trzymaé¢ w wielkiej tajemnicy i nigdy
nikomu nie zdradzac.

Jaki to ma zwiazek z podpisem cyfrowym?
Podpis cyfrowy Bogumita to taka para funkcji (Sign, Check), ze:

e tylko Bogumil potrafi oblicza¢ wartosci s = Sign(m)
(czyli podpisywaé m);

e kazdy potrafi oblicza¢ wartosci Check(m, s) € {1, F'}
(czyli sprawdzaé autentycznos$é podpisu s pod dokumentem m);

e funkcja Check zachowuje sie dobrze, to znaczy Check(m,Sign(m)) =T
oraz Check(m,z) = F, jedli tylko x # Sign(m).

Powyzsza definicja wydaje si¢ zupelnie intuicyjna i nie wymaga szerszego
komentarza. Wyzwaniem jest jednak znalezé odpowiednie Sign oraz Check.
Okazuje sig, ze znajomos$¢é RSA bardzo nam pomoze. Przyjmijmy bowiem:

Sign(m) = m? mod n
Check(m,s) = T wtedy i tylko wtedy, gdy s® = m mod n,

gdzie n, e oraz d sa takie same jak w RSA (w szczegdlnosci: n i e sa
publiczne, a d — znane tylko Bogumitowi).

Innymi stowy: podpis Sign zachowuje si¢ jak Dec, a weryfikacja podpisu s
dokumentu m sprowadza si¢ do sprawdzenia, czy Enc(s) = m.

Teraz widac, ze bezpieczenstwo takiego podpisu jest takie samo, jak
bezpieczenistwo RSA. Jesli bowiem (w RSA) tylko Bogumil mogt
deszyfrowaé, to u nas tylko on moze podpisywac. Skoro wczesniej kazdy
mogl szyfrowaé (Enc jest publiczna), to teraz kazdy moze obliczaé funkcje
Check. Wreszcie — funkcja Check zachowuje sie zgodnie z oczekiwaniami, co
wynika wprost z faktu, ze Dec jest odwrotna do Enc.

Postscriptum

Na zakonczenie jeszcze mala obserwacja, ktéra na razie pewnie wyda

sie malo uzyteczna (choé zaryzykujemy stwierdzenie, ze jest elegancka

i zaskakujaca), ale bedziemy jej potrzebowaé w kolejnych czesciach cyklu
A jednak sie da. Ot6z chcemy zdefiniowaé protokédt tak zwanego sSlepego
podpisu. To znaczy: chcielibySmy, aby Bogumil mégt (jesli tylko ma taka
fantazje) pozwoli¢ Aldonie na podpisanie czego$, czego sam nigdy nie
zobaczy na oczy. Mozemy zrobié to tak:

1. Aldona wybiera dokument do podpisu m oraz losowa liczbe
xe{l,2,...,n};

Aldona wysyta do Bogumita liczbe ¢ = m - £ mod n;
Bogumil oblicza a = ¢ mod n i odsyla wynik Aldonie;
Aldona oblicza s = a/x mod n.

e

Jako ¢wiczenie pozostawiamy sprawdzenie, ze w protokole powyzej:
(1) Bogumil nie jest w stanie odtworzy¢ dokumentu m
oraz (2) liczba s jest poprawnym podpisem Bogumila pod dokumentem m.
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Rys. 1

Rys. 2. Zachgcam Czytelnika do préby
samodzielnego znalezienia sprawiedliwego
podzialu na 4 czesci, a takze
uzasadnienia, ze 3 czedci to za mato.

Wigcej o twierdzeniu Borsuka—Ulama
mozna przeczytaé¢ w artykule Michata
Miskiewicza w Delcie 09/2018.

Twierdzenie o naszyjniku
tukasz RAJKOWSKI

Uczciwi zlodzieje powinni umieé sie dzieli¢. Oczywiscie, dzieli¢ sie tlupami

z innymi uczciwymi zlodziejami, ktorzy pomagali w dokonaniu kradziezy.
Mozna sobie wyobrazié, ze taka uczciwo$é powoduje czasem pewne trudnosci,
gdyz niektére precjoza moga by¢ nieskore do podziatu. Dla przyktadu
wyobrazmy sobie, ze dwoje uczciwych ztodziei (powiedzmy, Bonnie i Clyde)
skradto naszyjnik wysadzany diamentami i rubinami i chca miedzy soba

po réowno rozdzieli¢ zawarte w nim szlachetne kamienie. Oczywiscie, aby

to bylo mozliwe, liczba diamentéw oraz liczba rubinéw na naszyjniku

musza by¢ parzyste. Zalézmy dodatkowo, ze ztodzieje — ceniacy sztuke

i misterng konstrukcje naszyjnika — chca go przecia¢ w jak najmniejszej
liczbie miejsc, tak aby powstale w ten sposéb fragmenty mogli miedzy

siebie rozdzieli¢ w sposéb sprawiedliwy wzgledem liczby diamentéw oraz
rubinéw (zapiecie naszyjnika nie musi by¢ zamkniete). Rysunek 1 pokazuje
sposob podziatlu naszyjnika z 10 diamentami i 4 rubinami przy uzyciu dwéch
cie¢ w taki sposéb, by kazdy zlodziej otrzymal 5 diamentéw i 2 rubiny.
Oczywiscie, mniejsza liczba cieé¢ nie jest mozliwa. Moze jednak istnieje inny
diamentowo-rubinowy naszyjnik, ktérego nie da sie sprawiedliwie podzieli¢
przy uzyciu dwoch cie¢? Okazuje sie, ze nie, co nietrudno jest udowodnic.

Rozwazmy naszyjnik z 2k diamentami i 2/ rubinami. Dla ¢ < k+1+1
rozwazmy podzial II;, w ktérym kamienie o numerach ¢,s +1,...,i+k+1—1
przygarnia Bonnie, a pozostate Clyde. Oczywiscie, kazdy taki podzial jest
mozliwy do zrealizowania przy uzyciu dwoch cie¢. Zaldézmy, ze przy podziale
IT; Bonnie dostat d diamentéw i bez straty ogélnosci przyjmijmy d < k.
Wéwezas Clyde musi mie¢ 2k — d diamentéw, zatem tyle samo ma Bonnie
przy podziale Iy ;4. Ponadto, gdy zmieniamy podzial z II; na II,;;, liczba
diamentéw przyznanych Bonniemu zmienia sie o co najwyzej 1. W tej sytuacji,
zmieniajac si¢ od d < k (przy II;) do 2k — d > k (przy Igy41), liczba
diamentow w posiadaniu Bonniego przy pewnym podziale bedzie musiata
wynosi¢ k. OczywiScie, wéwcezas bedzie on mieé¢ [ rubinéw (gdyz zawsze
otrzymuje k + [ kamieni), a zatem uzasadniliSmy istnienie sprawiedliwego
podzialu uzyskiwanego przy uzyciu dwéch cieé.

Powstaje naturalne pytanie: co moga zrobi¢ zlodzieje, jesli rodzajéw kamieni
jest wiecej? Rysunek 2 przedstawia naszyjnik wysadzany diamentami,
rubinami i szmaragdami, ktérego nie da si¢ sprawiedliwie podzieli¢, uzywajac
dwoch cieé, cho¢ jest to mozliwe przy uzyciu trzech cigé. Czy zatem

w przypadku 3 rodzajow kamieni zawsze wystarcza 3 ciecia? A jesli tak, to
czy przy naszyjniku z n réznymi rodzajami kamieni zawsze mozemy wykonaé
tylko n cieé, aby uzyskaé¢ sprawiedliwy podzial? Twierdzacej odpowiedzi na
to pytanie udzielili Noga Alon i Douglas West ( The Borsuk—Ulam theorem
and bisection of necklaces, Proceedings of the American Mathematical Society,
1986). Przedstawione przez nich rozumowanie jest niezwykle pickne, miedzy
innymi dlatego, ze opiera si¢ na twierdzeniu Borsuka—Ulama, kojarzonym

z topologia, a nie z problemami natury tak dyskretnej, jak podzial tupdw.
Twierdzenie to brzmi nastepujaco.

Twierdzenie. Niech S™ bedzie n-wymiarowsa sfera jednostkowa, tzn.
S — {(Zl,...,$n+1) GRﬂJrl ;x%+...+xi+1 = ]_}

i niech f: S™ — R" bedzie dowolng funkcja ciagla. Wéwczas istnieje punkt
x € 5™, dla ktérego f(x) = f(—x).

Przyjrzyjmy sie, jak przedstawiony wynik ,pracuje” w rozwazanym
zagadnieniu. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze mamy do czynienia z trzema
rodzajami kamieni, dowéd w ogdélnym przypadku jest w pelni analogiczny.
Rozwazmy naszyjnik z 2k diamentami, 2/ rubinami i 2m szmaragdami.
Zal6zmy, ze naszyjnik ma dlugosé 2(k + 1+ m), a po jego rozprostowaniu
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(A) (B) (©) (D)

(A) roztozony naszyjnik,

(B) ,rozsmarowanie” kamieni,

(C) podzial naszyjnika wynikajacy

z twierdzenia Borsuka—Ulama,

(D) poprawka poprzedniego podziatu, aby
ciecia wypadly w zaznaczonych punktach

Artykul powstal na podstawie §wietnego
filmiku Who (else) cares about topology?
Stolen necklaces and Borsuk—Ulam
autorstwa uzytkownika 3BluelBrown,
dostepnego na stronie youtube.com.

i-ty kamien znajduje sie w odleglosci (2 — 1)/2 od gérnego zapiecia. Dla
ulatwienia opisu niech A; bedzie punktem na naszyjniku w odleglosci i
od gbrnego zapiecia (tzn. i-ty kamienn znajduje siec w $rodku odcinka A;_14;).

Wyobrazmy sobie, ze dla kazdego i < 2(k + [ +m) ,rozsmarowujemy”

-ty kamien réwnomiernie po calym odcinku A;_1A;. Dopuszczamy w ten
spos6b niecatkowitoliczbowe podzialy naszych skarbéw (tzn. mozna, na
przyklad, przecia¢ diamentowy odcinek w polowie). Zastanéwmy sie,

w jaki spos6b mozna matematycznie opisa¢ podziat tego naszyjnika na
cztery czesci, rozdzielone miedzy dwoch zlodziei. Po pierwsze, musimy
okresli¢ punkty ciecia. Sa one jednoznacznie wyznaczone przez dlugosci
kolejnych fragmentéw naszyjnika, czyli cztery dodatnie liczby rzeczywiste,
sumujace sie do 2(k 4+ 1 + m). Dla wygody podzielmy je przez 2(k + 1+ m),
otrzymujac dodatnie liczby dy, ds, ds, d4, sumujace si¢ do 1. Nastepnie
musimy rozdzieli¢ tak otrzymane czesci miedzy ztodziei. W tym celu kazdej
czesci mozemy przyporzadkowaé liczbe +1, w zaleznosci od tego, ktoremu
rabusiowi chcemy ja wreczy¢ (powiedzmy, 1 dla Bonniego i —1 dla Clyde).
Niech o; bedzie znakiem przynaleznosci i-tej czedci. Wowcezas czwérka
(01V/d1, 09V/d2, 03\/d3,04+/dy) jest punktem na sferze S3. Z drugiej strony,
kazdy punkt x = (21, 29,73, 74) € S* definiuje podziat naszyjnika poprzez
wzigcie d; = 22 oraz o; = sgn(z;).

Widzimy juz, ze twierdzenie Borsuka—Ulama ma coraz wieksza szanse okazac

sie pomocne. Aby z niego skorzystaé¢, musimy jeszcze okresli¢ funkcje ciagla

z 8% w R?, w jakié sposéb zwigzana z naszym podziatem tupéw. Naturalnym

kandydatem jest funkcja F: S% — R? okreélona ,wzorem”

F(x) = suma diugosci (diamentowych, rubinowych, szmaragdowych)
fragmentow naszyjnika, przypadlych Bonniemu przy podziale
zdefiniowanym przez X.

Rozwazana funkcja jest ciagta dzieki temu, Ze ,rozsmarowaliSmy” wczesniej
nasze kamienie. Na mocy twierdzenia Borsuka-Ulama istnieje zatem x € S3,
dla ktérego F(x) = F(—x). Zauwazmy jednak, ze F'(—x) okresla sumy
odpowiednich fragmentéw przynaleznych Clyde przy podziale zdefiniowanym
przez x. Istnieje zatem podzial naszyjnika przy uzyciu trzech cig¢ w taki
sposob, ze kazde ze zlodziei otrzyma taka sama sumaryczna diugosé
fragmentow poszczegdlnych rodzajéw.

Pozostaje nam teraz wréci¢ z ,,uciaglonej” wersji problemu do twardej
rzeczywistosci diamentow twardych jak diamenty, niemozliwych do
,rozsmarowywania” na naszyjniku. Aby zakorniczyé¢ dowod, wystarczy
uzasadnié, ze otrzymane w poprzednim akapicie punkty ciecia mozemy
przesunaé (nie zmieniajac sprawiedliwosci podzialu) tak, aby wypadly

w punktach A;. Nie jest to jednak trudne. Rozwazmy wszystkie punkty
ciecia, ktére wypadly wewnatrz pewnego diamentowego odcinka o koncach
w kolejnych punktach A;. Jesli fragmenty po obu stronach ciecia naleza do
jednego zlodzieja, to, oczywiscie, bez uszczerbku sprawiedliwo$ci mozemy
przesunaé ciecie do najblizszego punktu A;. Wszystkie pozostate sposéréd
rozwazanych punktéw ciecia przesunmy ,,na korzysé¢” Bonniego. Wéwczas
Bonnie zyska ,diamentowa” dtugos$é bedaca pewna liczba catkowita a (gdyz
suma ,,ulamkowych” diamentowych fragmentéw Clyde musiala by¢ catkowita).
Wystarczy zatem, ze Bonnie odda teraz a diamentéw poprzez odpowiednie
przesuniecie o 1 pewnych a punktéw ciecia. To samo mozna zrobi¢ dla
pozostalych rodzajow kamieni, otrzymujac w ten sposéb ,dyskretny”,
sprawiedliwy podzial naszyjnika.

Kolejnym rozszerzeniem naszyjnikowej zagwozdki jest wziecie pod uwage
wiekszej liczby ztodziei. Jaka jest zatem najmniejsza mozliwa liczba cie¢
potrzebnych do podzialu naszyjnika z n rodzajami kamieni miedzy m zlodziei
(zakladajac, ze jest to mozliwe)? Odpowiedz jest znana, zachecam jednak
Czytelnika do préby samodzielnego sformutowania hipotezy na ten temat.
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Rozwigzanie zadania M 1579.

Odpowiedz: ¥ ACB = 20°.

Niech A’ i B’ beda punktami

symetrycznymi do punktéw A i B

odpowiednio wzgledem prostych BC

i AC. Z danych w tresci zadania réwnosci

katéw wynika, ze punkty A’, D, E, B’

leza na jednej prostej, a zatem
A'B'"=A'D+ DE+ EB' =

=AD+ DE + EB = AC.

W polaczeniu z AC = A'C = B'C
oznacza to, ze tréjkat A’ B'C jest
réwnoboczny. W konsekwencji, wobec
réwnosci katéw

XA'CB = XxACB = ¥ ACB’, uzyskujemy

xA'CB’
3

XACB = =20°.

-]

Rozwigzanie zadania M 1580.
OdpowiedZz: —23.
Zauwazmy, ze dla kazdego x € R

:1:5+1‘2+l:

=(z—z1)(z—z2)(z—z3)(x —24) (T —5).

W szczegblnosci dla = = V2 oraz
T = 7\&:

(V2 — 1) (V2 — 22) (V2 — x3) -

(V2 —x4)(V2 - x5) = 3+ 4V2,

(V2 —21)(—V2 — 22)(—V2 — z3) -

(V2 —24)(—V2 —25) =3 — 4V2.

Wymnazajac stronami powyzsze dwie
réwnosci, uzyskujemy po lewej stronie
zadany iloczyn, a po prawej liczbe

(34+4v2)(3-4v2) =9-32=-23.

Kiedy uksztaltowaly sie galaktyki?
Matgorzata SIUDEK*

Na poczatku XX wieku obserwacje przeprowadzone przez E.P. Hubble’a
doprowadzily do odkrycia, ze Droga Mleczna jest tylko jedng z miliardoéw
galaktyk. Niektére, jak nasza rodzima Galaktyka, przypominaja ksztaltem plaski
dysk ze spiralnymi ramionami, inne zas sa niemal kuliste. Jednak galaktyki
obok wielu réznic wykazuja réwniez istotne podobienistwa, ktore staja sie
podstawa systeméw klasyfikacji. Powszechnie przyjetym i stosowanym systemem
jest klasyfikacja oparta na réznicach morfologicznych, zaprezentowana przez
E.P. Hubble’a w 1936 roku i wyrdzniajaca galaktyki (1) eliptyczne, (2) spiralne
i (3) nieregularne, czyli te, ktére nie pasuja do zadnej z pierwszych dwéch grup.
Galaktyki eliptyczne to obiekty niemal kulistego ksztaltu wypelnione niewielka
iloscia pytu i gazu, zawierajace stare gwiazdy, ktére nadaja im czerwong

barwe. Ich przeciwienstwem sg galaktyki spiralne zbudowane z dysku i ramion
wypelnionych mlodymi, goracymi, a zatem niebieskimi gwiazdami. Cho¢

o galaktykach wiemy juz catkiem duzo, historia ich powstawania nadal skrywa
wiele tajemnic. Astronomowie wciaz poszukuja szczegbélowego i wyczerpujacego
wyjasnienia mechanizmu prowadzacego do formowania si¢ galaktyk spiralnych

i eliptycznych wsréd radykalnie réznych $ciezek ewolucyjnych. Jednym

z gléwnych czynnikéw uniemozliwiajacym opisanie tego procesu sa niezwykle
ztozone mechanizmy fizyczne regulujace ten cykl.

Podstawowsg idea narodzin galaktyk sa niewielkie fluktuacje gesto$ci materii
wypelniajacej wezesny Wszechéwiat. Na skutek grawitacyjnej niestabilnosci
lokalne fluktuacje wzrastaly, doprowadzajac do powstawania gestych oblokéw
(protogalaktyk), w ktorych zaczely sie tworzy¢ gwiazdy. W protogalaktykach
eliptycznych potencjal grawitacyjny byl na tyle silny, ze bardzo szybko Sciagnal
wiekszosé materii, z ktérej powstaly gwiazdy. Niemalze caly gaz zostal zuzyty
w tym procesie, a jego resztki byly wymiatane przez silne wiatry galaktyczne,
blokujac dalsza aktywnos$¢ gwiazdotworcza. W protogalaktykach spiralnych

o duzym momencie pedu sita odsrodkowa przeciwdzialala przyciaganiu
grawitacyjnemu i materia skupiala sie wolniej. Gwiazdy poczatkowo powstawaly
tylko w centralnej czedci obloku, pozostawiajac zapasy gazu do produkcji
kolejnych pokolen gwiazd, a na skutek wirowania materia skupita si¢ w jednej
plaszczyznie, tworzac dysk. Jednak ten scenariusz nie uwzglednia oddzialywan
miedzy galaktykami. Tak jak u ludzi inteligencja zostaje uksztaltowana nie tylko
przez geny, ale i przez otoczenie, tak i na proces formowania sie galaktyk procz
opisanego w scenariuszu ma réowniez wplyw $rodowisko, w jakim sie znajduja.
Galaktyki moga wystepowaé na tyle blisko, ze ich sily grawitacyjne zaburzaja
wzajemnie swoje struktury, prowadzac nawet do zderzen i powstania jednej,
wigkszej galaktyki. Obserwacje galaktyk eliptycznych gléwnie w centralnych
obszarach gromad, zas galaktyk spiralnych na zewnatrz, potwierdzaja, ze
otoczenie moglto mie¢ znaczacy wplyw na powstawanie galaktyk.

Prawdopodobnie oba mechanizmy mialy wplyw na uksztaltowanie sie galaktyk
(jak réwniez inne czynniki, tj. aktywne jadra galaktyk), jednak do tej pory nie
powstal pelny obraz ich formowania sie. Jedna z mozliwosci poznania tego
procesu jest poréwnanie wlasciwosci galaktyk starszych z mtodszymi. Dorastanie
galaktyk, czyli ich zmiany ewolucyjne, trwaja miliardy lat, wiec musimy spojrze¢
daleko w przeszlo$é, by uzyskaé¢ odpowiednie informacje. Niedawno zakonczony
przeglad VIMOS Public Extragalactic Redshift Survey (VIPERS, vipers.inaf.it),
ktory dostarczyl astronomii unikalna mape Wszechswiata z czasow, gdy byt

on dwa razy mlodszy, zmienit odrobing te sytuacje. Dzigki niemu wiemy,

ze kilka miliardéw lat temu galaktyki eliptyczne byly juz uksztaltowane

i wystepowaly, podobnie jak te obserwowane w lokalnym Wszech$wiecie, gtéwnie
w gromadach galaktyk. Unikatowe obserwacje VIPERS-a udowodnily, ze
podzial na galaktyki eliptyczne i spiralne uksztaltowal sie znacznie wczesniej niz
7-8 miliardéw lat temu. Miejmy nadzieje, ze kolejne, jeszcze glebsze przeglady,
pozwola zaobserwowac ich przemiang i opisaé proces ich powstania.
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Rys. 1. Zbiory homeomorficzne, dyski
topologiczne

Nieuchwytny punkt staty
Jarostaw GORNICKI*

Jezeli I = [a, ] jest domknietym, ograniczonym przedzialem prostej
euklidesowej R, to kazde przeksztalcenie ciggle f: I — I ma punkt staly, tj. taki
punkt p € I, ze f(p) = p.

Istotnie, rozwazmy funkcje g : I — R okre§lona wzorem g(x) = f(z) — x dla
kazdego = € I. Poniewaz g(a) > 01 ¢(b) < 0, wiec z twierdzenia o przyjmowaniu
wartosci posrednich istnieje punkt p € I, dla ktérego g(p) = 0, czyli f(p) = p.

Mozna tez rozumowaé inaczej: niech f : I — I bedzie przeksztalceniem cigglym,
A={zel:z< f(x)} i B={zel: x> f(x)}.

Oczywiscie, [ = AU B, A, B sa zbiorami domknietymi w I, a € A, b € B.

Poniewaz I jest zbiorem spéjnym, wiec istnieje punkt p € AN B. Wtedy f(p) = p.

Swietnie, ale gdzie (jak) tego punktu p szukaé¢? To jest problem!

W 1912 roku Luitzen Brouwer opublikowal niezwykle zaskakujacy wynik:

na plaszczysnie euklidesowej R? kazde przeksztalcenie ciggle kota domknictego
B = {(z,y) : 2> + y? < 1} w siebie ma punkt staly. Uzasadnienie tego rezultatu
nie jest tatwe, intuicja nam w tym nie pomaga. Wezmy papierowa kopie kota B,
zgnie¢my ja dowolnie (ale jej nie rozerwijmy), to, co otrzymali$my, zdepczmy
tak, by stato si¢ czescia kota B. Wtedy co najmniej jeden punkt kopii bedzie
lezal doktadnie nad swoim pierwowzorem. Zadziwiajace!

I w tym przypadku nie mamy zadnych precyzyjnych informacji o iloéci punktéw
statych i ich lokalizacji (aproksymacji).

Odkryta przez Brouwera wlasno$¢ kola pozostaje prawdziwa dla szerszej

klasy zbioréw. Méwimy, ze dwa zbiory X i Y sa homeomorficzne, jedli istnieje
takie wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie h zbioru X na zbior Y, ze
przeksztalcenia h i h~!, do niego odwrotne, sa ciggle. Takie przeksztalcenie h
nazywamy homeomorfizmem. Zbiér homeomorficzny z kolem B nazywamy
dyskiem topologicznym (rys. 1).

Moéwimy, ze zbiér X ma wlasno$é punktu stalego, gdy kazde przeksztalcenie
ciagte f : X — X ma punkt staly.

Twierdzenie 1. Niech X ¢ Y beda zbiorami homeomorficznymi. Jezeli zbior X
ma wilasnos¢ punktu stalego, to zbior Y tez ma wlasnosé punktu stalego.

Istotnie, niech g : Y — Y bedzie przeksztalceniem ciaglym. Okreslamy
przeksztalcenie ciagle f =h ™l ogoh: X — X, czyli f(x) = h™(g(h(z))) dla
kazdego x € X. Poniewaz zbiér X ma wlasnos¢ punktu stalego, wiec istnieje
p € X, ze f(p) =p. Wtedy h™'(g(h(p))) = p, wiec g(h(p)) = h(p). Oznacza to,
ze h(p) € Y jest punktem stalym przeksztalcenia g. Zbiér Y ma wiec wlasnosé
punktu stalego.

Twierdzenie Brouwera zapewnia wiec, ze na plaszczyinie euklidesowej dysk
topologiczny ma wlasno$é punktu statego. Dyski topologiczne nalezg do szerszej
klasy zbioréw, tzw. continuéw. Continuum to zbiér zwarty i spéjny.

Nie wszystkie continua (na plaszczyznie euklidesowej) maja wlasnosé punktu
statego. Dla okregu, czy pierscienia niewielki obrét lub przeksztalcenie
antypodyczne rusza wszystkie punkty figury. Z drugiej strony wiele continuéw
ma wlasno$¢ punktu statego.

Przyklad 1. Luk sin %, czyli wykres funkcji sin %, x € (0,1], w sumie z odcinkiem
S={(x,y): x =0AJy| <1} (rys. 2) ma wlasno$é¢ punktu stalego.

Oznaczmy tuk sin% przez A. Niech &(a) oznacza wspélrzedna z-owa punktu

a € A. Dla dowolnego przeksztalcenia ciagltego f: A — A funkcja g : A — R dana
wzorem g(a) = &(a) — &(f(a)) jest ciagla i nieujemna w punkcie ¢ = (1,sin1). Na
odcinku S funkcja g jest niedodatnia. Jezeli funkcja g przyjmuje warto$é¢ zero
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Rys. 3. Okrag sin

Rys. 4

w pewnym punkcie zbioru A \ S, to jest to punkt staly przeksztalcenia f. Jesli
g(a) > 0 we wszystkich punktach a € A\ S, to g(a) = 0 na zbiorze S. Oznacza
to jednak, ze f przeksztalca zbior S w S, a takie przeksztalcenie ma punkt staly
w zbiorze S.

Przyktad 2. Okrag sin% (rys. 3) ma wlasno$é punktu statego.

Oznaczmy okrag sin% przez W. Niech v = (0, —1) i dla kazdego punktu

a € W niech A(a) bedzie dlugoscia tuku, wzdtuz okregu W, od punktu u do
punktu a (np. A(u) = 0, A(v) = 2). Dla dowolnego przeksztalcenia ciagltego

f: W — W funkcja g : W — R dana wzorem g(a) = A(a) — A(f(a)) jest ciagla
oraz g(u) < 0. Jedli w zbiorze W jest punkt, dla ktérego funkcja g jest nieujemna,
to w pewnym punkcie p € W, g(p) = 0. Wtedy f(p) = p.

Warunek g(a) < 0 dla kazdego punktu a € W oznacza, ze punkt f(a) znajduje
sie na wykresie funkcji sin% zawsze przed punktem a (w tym sensie, ze a jest
punktem tuku taczacego u i f(a)). Kazdy punkt ¢ € S jest granica ciggu punktéw
q1,4q2, - .. z wykresu funkcji sin % Poniewaz punkt f(g;) lezy przed punktem ¢; na
wykresie funkcji sin 2, wiec z ciaglosci przeksztalcenia f, f(g) € S. Oznacza to, ze
f:8 =S, wkonsekwencji f ma punkt staly w zbiorze S.

W badaniu wlasnoséci punktu stalego bardzo uzyteczny jest nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 2. Niech X bedzie zbiorem z wlasnoscig punktu stalego, Y jego
podzbiorem i r: X — 'Y takim przeksztalceniem cigglym, Ze r(y) =y dla kaidego
y €Y. Wtedy zbior Y tez ma wlasnosé punktu statego.

Uzasadnienie jest proste. Niech g : Y — Y bedzie przeksztalceniem ciaglym.
Wtedy przeksztalcenie f =gor: X — Y C X jest ciaglte. Poniewaz zbiér X
ma wlasno$é punktu stalego, wiec istnieje takie p € X, ze f(p) = g(r(p)) = p.
Poniewaz p € Y, wiec z warunku r(p) = p wynika, ze g(p) = p.

Zbiér Y C X, dla ktérego istnieje takie przeksztaltcenie ciagle r: X — Y, ze
r(y) = y dla kazdego y € Y, nazywamy retraktem zbioru X, a przeksztalcenie r
nazywamy retrakcjg. Pojecia te wprowadzit w 1931 roku Karol Borsuk.

Odcinek i litera Y sa retraktami kota B, wiec maja wtasno$é punktu
stalego (rys. 4). Continua z rysunku 5 tez sa retraktami kota B i zgodnie
z twierdzeniem 2 maja wlasno$¢ punktu stalego.

Oczywiscie, aby wykazaé, ze zbiér nie ma wlasnosci punktu stalego, wystarczy
wskaza¢ przyklad jednego przeksztalcenia ciagtego, ktore rusza wszystkie punkty
zbioru (lub jego retraktu). Sprawdz, ktére litery alfabetu lacifiskiego maja
wlasnos$é punktu stalego (a innych alfabetéw?). Dla przyktadu rozpatrzmy
pierwsze dwie litery (rys. 6), jak widaé, obie nie maja wlasnosci punktu stalego.

Drogi Czytelniku, w ponizszych zadaniach, zanim przeczytasz rozwiazania, sam
zmierz si¢ z pytaniami.

Zadanie 1. Czy ,balwanek”, gdzie kola domkniete X i Y sa styczne
zewnetrznie, ma wlasno$é punktu statego?

Rozwigzanie: Wystarczy zauwazy¢, ze ,balwanek” jest retraktem kota, ktére
zgodnie z twierdzeniem Brouwera ma wtasnos¢ punktu statego. Wniosek:
wbalwanek” X UY ma wlasnosé punktu statego.

A jak wyglada sytuacja, gdy zbiory X i Y sa dyskami topologicznymi i maja
wiecej punktéw wspdlnych?

Zadanie 2. Czy kolo domknigte B z nawijajaca si¢ asymptotycznie na jego
brzeg spiraly S = {£ (cost,sint) : ¢t > 1} (rys. 7) ma wlasno$¢ punktu stalego?

Rozwigzanie: Jezeli f: BUS — B US jest przeksztalceniem ciaglym, to albo
f(B) C B, albo f(B) C S (zbiér BU S nie jest lukowo spdjny, a jedynie jest suma
zbioréw tukowo spdjnych). Analogicznie, f(S) C B albo f(S) C S.

Jezeli f(B) C B, to na podstawie twierdzenia Brouwera f ma punkt staly.
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O egzotycznych kontinuach pisat w Agl
Jerzy Mioduszewski: Z geometrii
glebokiego interioru: kontinua
nierozkladalne.

Jezeli f(B) C S, to réwniez f(BUS) C S (f(S) nie moze wtedy zawieraé sig

w zbiorze B, bo f jest ciagle). Poniewaz zbiér B U S jest zwarty, wiec zbidr
f(BUYS) C S jest punktem albo domknietym lukiem skoniczonej dlugosci

J C S. Jezeli f(BUS) jest punktem, to jest to punkt staly przeksztalcenia f.
W przeciwnym przypadku f : J — J, a to przeksztalcenie ma punkt staly. Zatem
continuum B U S ma wlasno$¢ punktu stalego.

Opisane zagadnienia prowadza do wielu otwartych pytan. Jedno
z najwazniejszych, postawione okoto 1930 r., jest nastepujace:

Problem. Czy kazde continuum, ktore nie rozcina plaszczyzny, ma wilasnosé
punktu statego?

Niestety, nie znamy na nie odpowiedzi. Jednym z powodéw takiego stanu rzeczy
jest niezwykle bogaty i réznorodny ogréd anomalii jaki stanowia continua.
Przykladem niech bedzie pytanie: czy na plaszczyznie istnieja linie bedace
wspélnym brzegiem trzech (lub wiecej) obszaréw? OdpowiedZ podal Brouwer

w 1910 roku, budujac na ptaszczyznie dla kazdego naturalnego n > 3 wspdlne
brzegi n obszaréw. Sprébuj i Ty!

* Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie

Stosunkowo latwo jest skonstruowaé
odpowiednie rzuty obiektéw
czterowymiarowych w przestrzen
tréojwymiarows. Analogig takiej idei jest
rysowanie rzutu szescianu na plaskiej
kartce papieru.

Odlegto$é punktu z = (z1,...,x,) od
y = (y1,...,Yn) W przestrzeni
n-wymiarowej to liczba

da,y) = [ > (wn = ).
k=1

Wzér ten jest konsekwencja twierdzenia
Pitagorasa.

Jesli okrag opisany jest réwnaniem
z? + y2 =1, to znajac x, wiemy, ze

y=+v1—a2luby=—v1- 22

Anomalie kul i kostek Karol GRYSZKA*

Kwadrat i koto maja swoje naturalne odpowiedniki tréjwymiarowe (szescian

i kula), czterowymiarowe, pieciowymiarowe i dowolnie wymiarowe. Piszac
w,dowolny wymiar”, mamy na mysli wiecej osi uktadu, czyli tez wspotrzednych
opisujacych obiekt. Wyobrazmy sobie mianowicie przestrzen tréjwymiarowa,
(co nie jest specjalnie trudne). Kazdy punkt takiej przestrzeni mozna opisaé

za pomoca zestawu trzech wspoélrzednych (z,y, z). Gdy opisujemy polozenie
punktu na plaszczyznie, myslimy zwykle o ukladzie kartezjanskim i parze
wspOlrzednych (x,y). Opisujac punkt na prostej, uzywamy tylko jednej liczby.
Gdy za$ chcemy opisaé przestrzen czterowymiarowa, lub ogdélniej n-wymiarowa,
uzywamy zestawu n liczb (z1,...,x,).

Potrzeba uzywania wiecej niz trzech wspétrzednych nie jest specjalnie
wydumana. Wyobrazmy sobie, ze chcemy opisa¢ temperature w pomieszczeniu.
Chcac by¢ absolutnie precyzyjnym, powinniémy wskazaé, jaka temperatura
panuje w kazdym jego punkcie (inna bedzie nad kaloryferem, a inna w rogu
pokoju). Czyli mamy (x1,x9,x3,T), gdzie pierwsze trzy liczby to wspélrzedne
punktu, a czwarta to temperatura. Chcac opisaé¢ temperature w pomieszczeniu
w ciagu np. tygodnia, postuzymy sie piecioma wspélrzednymi (x4, x2, x3,T,t),
gdzie ostatnia wskazuje czas dokonywania pomiaru temperatury.

I cho¢ opis takich wielowymiarowych przestrzeni nie sprawia zadnej trudnoéci
od strony formalnej, to nie mozna ,,zobaczy¢” przestrzeni czterowymiarowej
(i zadnej wyzej wymiarowej), gdyz nie maja one naturalnego odpowiednika.

Wréémy na chwile do nizszych wymiaréw — drugiego i trzeciego. Wspomniane na
poczatku koto i kula sa wlasciwie tym samym, tylko w réznych przestrzeniach:
sa to zbiory wszystkich punktéw przestrzeni, ktérych odlegtosé od ustalonego
srodka jest nie wieksza od promienia R. Takie pojecie mozemy przeniesé
na dowolny wymiar. Kulg n-wymiarowq o Srodku w punkcie a = (a,...,an)
i promieniu R nazywamy zbior
B"(a,R) ={z = (z1,...,2,) | d(z,a) < R},

gdzie d(z,a) to odleglo$é od a do x. Z kulg wiazemy w sposéb naturalny sfere,
ktora jest zbiorem punktéow odleglych od danego punktu doktadnie o R

S"Ya,R) = {x = (21,...,2,) | d(z,a) = R}.
Zwroéémy uwage na wskaznik n — 1; mimo iz sfera jest opisana w przestrzeni

n-wymiarowej, jest obiektem n — 1 wymiarowym — jedna ze wspétrzednych zawsze
daje sie wyrazi¢ jako funkcja promienia i pozostalych n — 1 wspétrzednych.

9



Tesserakt inaczej nazywany jest
hiperszescianem. Na rysunku ponizej
przedstawiony tak, aby zobrazowaé jego
idealng symetrie.

Polem sze$cianu (obiekt tréjwymiarowy)
jest objeto$é brzegu szescianu, czyli
objetosé szesciu kwadratéw. Kwadrat jest
obiektem dwuwymiarowym, wiec objetosé
w tym przypadku interpretujemy jako
klasycznie rozumiane pole. Dla kwadratu
jego ,polem” nie jest R? (klasyczne pole),
lecz objetosé brzegu tego kwadratu,

a wiec w tym przypadku dlugosé czterech
odcinkéw brzegowych (klasyczny obwdd).

Krétkiego wyjasnienia wymaga Vo(R) = 1
oraz So(R) = 2. Pierwszy zbiér sklada si¢
z jednego punktu, drugi zas z dwdch.
Objeto$é w przestrzeni ,zerowymiarowej”
zlicza punkty nalezgce do danego zbioru.

1, n=0,1,
nll =
n-(n—=2)!1, n>2.

Mozna wykazaé, ze

v 1 2me \ 2 R%
" vnm n '

Asymptotyka ta wynika ze wzoru
Stirlinga

n! ~ (ﬁ)" V2nrn.

e

Dtugoéé d,, mozna obliczy¢ tak:
dn, = d(0,1),

gdzie 0 = (0,...,0) oraz 1 = (1,...,1)
maja po n identycznych wspéirzednych.

Mozna zastanowi¢ si¢ przez chwile, ilu wspétrzednych uzywamy do opisania
polozenia na Ziemi — oczywiscie, wystarcza dwie: dtugo$é i szerokosé
geograficzna. I to mimo ze powierzchnia naszej planety jest umieszczona

w przestrzeni tréjwymiarowej, wiec naturalne jest myélenie o niej jak o obiekcie
trojwymiarowym.

Ponizej przedstawiamy jedna z wielu mozliwosci zdefiniowania kwadratu czy
kostki w dowolnym wymiarze. Kostkq n-wymiarowq o boku diugosci 1 nazywamy
zbidr

C"={(x1,...,2n) |2 €[0,1] dla k=1,...,n}.
Powyzsze opisuje kostke, ktora ma wszystkie ,,$ciany” réwnoleglte do osi uktadu
wspolrzednych i ktérej jeden z ,rogéw” znajduje sie w jego $rodku. Cheac
opisa¢ przesuniecie takiej kostki o ustalony wektor, trzeba by, oczywiscie, lekko
zmodyfikowaé wzoér. Troche trudniej jest opisaé¢ kostke obrécona, ale tego na
szczedcie nie bedziemy w dalszej czeéci potrzebowali.

Oczywiscie, C? to klasyczny kwadrat, a C? to szeécian. Kostke C* nazywamy
tesseraktem — jest to czterowymiarowy odpowiednik szescianu (wiecej o nim
w Malej Delcie).

Zastanowmy si¢ teraz, jak interpretowaé pole i objetos¢ w dowolnym
wymiarze. Postuzymy sie w tym celu analogia do kostek, ktére dobrze znamy.
Objetoscia obiektu jednowymiarowego jest jego dlugosé. Dwuwymiarowego

— pole, a tréjwymiarowego — klasyczna objeto$é. Tym samym objetosé

kostki 1-wymiarowej o boku dltugosci R jest réwna R, 2-wymiarowej to R2,
3-wymiarowej to R i przez analogic n-wymiarowej R".

Powierzchni boczna n-wymiarowej bryly daje si¢ przedstawi¢ w przestrzeni

o wymiar nizszej niz sama brylta. W koncu siatke 3-wymiarowej kostki mozemy
przedstawi¢ na plaszczyznie, a ,siatke” 2-wymiarowej kostki na prostej (beda to
cztery odcinki). Ponownie przez analogie pole powierzchni bocznej n-wymiarowej
bryty mozna interpretowaé jako objetosé jej brzegu (n — 1-wymiarowego).

Przyjrzyjmy sie teraz wielkosci pola i objetosci kostek i kul jednostkowych
(o boku lub promieniu R)
objetos¢| pole

kostka n-wymiarowa C"| R™ |2nR"!
kula n-wymiarowa B™ | V,,(R) |Sn—1(R)

gdzie wzory dla kuli sa zdefiniowane rekurencyjnie (wszystko przez analogie do
kul jedno-, dwu- i tréjwymiarowych),
on+1
Korzystajac z powyzszych wzoréw, mozna podaé¢ wzory jawne dla pdl i objetosci
kuli n-wymiarowej. Ponizej podajemy te dla V,,(R), Czytelnikowi pozostawiajac
wyprowadzenie odpowiednich wzoréw dla sfer

k. p2k k+1, k. p2k+1
™R 28T R
0 V2k+1(R) = T on L1

k! 2k + )N

Vo(R) =1, V.1 (R) . So(R)=2, Spi1(R)=2xV,(R)-R.

Vor(R) =

Anomalie

1. W kostke C™ o boku dlugoéci 1 wpisujemy kule B™. Jak bedzie sie

zmienial stosunek objetosci kuli do kostki, gdy wymiar n bedzie rosnaé?

Ot6z odpowiednia proporcja dazy do... zera! Podobne zjawisko ma miejsce,
gdy w kule wpiszemy kostke (patrz punkt 4). W obu przypadkach mozna to
rozumie¢ w ten sposob, ze wpisywane bryly coraz ,,gorzej” wypelniaja to, w co
Sg wpisywane.

2. Obliczmy dtugosé przekatnej d,, n-wymiarowej kostki C™ o boku dtugosci 1.
Znamy dobrze przypadek do = /2 oraz ds = v/3. Nietrudno przekonaé sie, ze
dp, = y/n. Tym samym przekatna kostki o boku 1 moze przyjmowaé dowolnie duza
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wartosé (1) — tj. rosnie nieograniczenie wraz ze wzrostem wymiaru. Ponadto,
promien kuli opisanej na tej kostce, réowny potowie dlugosci przekatnej, réwniez
rosnie bez ograniczenia. I wreszcie — maksymalna luka miedzy powierzchnia kuli
opisanej na kostce i ta kostka, wynosi \/52_1, i réwniez moze przyja¢ dowolnie
duza warto$é¢. Tym samym mozna w luke miedzy kostka i powierzchnig kuli
wpisa¢ kule o érednicy \/z_l. W wymiarze n = 10201 odpowiednia kula bedzie

miala Srednice 50 razy wigksza od dlugosci boku kostki.

3. Punkty 1. oraz 2. wskazuja, ze wraz ze wzrostem wymiaru roénie ilos¢
przestrzeni miedzy brylami. Rozwazmy tym razem sytuacje analogiczna do
przedstawionej na rysunku obok, tyle ze n-wymiarowa. Niech r bedzie szukanym
promieniem malej kuli. Wtedy

Jn—1
r=
2+ 2y/n

Granica powyzszego wyrazenia jest % Oznacza to, ze $rednica opisanej przed
chwilg kuli bedzie coraz lepiej wypelniala przestrzen w jednej z 2" identycznych
kostek, na jakie wyjsciowa kostke daje sie podzielié¢ (Srednica bedzie coraz blizsza
dlugosci boku takiej kostki).

4. Cos prostszego: z punktu 2. wynika, ze kostka jest coraz mniejsza w stosunku
do kuli, w ktéra jest wpisana. Istotnie, jezeli kula n-wymiarowa o promieniu 1
jest opisana na kostce, to bok takiej kostki ma dlugosé % Tym samym
objetos¢ takiej kostki maleje wraz ze wzrostem wymiaru i moze byé¢ dowolnie
bliska zeru.

5. Jedli w n-wymiarowa kostke o boku 1 wpiszemy 2™ kul o §rednicach %, to

kula styczna do wszystkich kul bedzie miata promien réwny ‘/54_1. I tak, na
przyklad, w wymiarze n = 9 kula bedzie jednoczesnie kula wpisana w kostke

i styczna do 512 naroznych kul (!), a w wymiarach od 10 wzwyz taka kula
bedzie ,wystawala” poza kostke (wszystkie rogi kostki sa zawsze na zewnatrz
kuli)! Ponadto, jej promien moze byé dowolnie duzy (wystarczy dobraé
odpowiednie n), ale jest jednocze$nie od géry ograniczona przez polowe dlugosci
przekatnej kostki 4 Tym samym powierzchnia takiej kuli nigdy nie ,,wyjdzie”
catkowicie poza kostke! A w takim razie to ta cze$¢ ,wystajaca” poza kostke ma
objetosé¢ rosnaca do +o0o. Czy kto$ potrafi to sobie wyobrazi¢?

Anomalia dla bardziej zaawansowanych

6. Na koniec rzecz niezwykla. Gdy spojrzymy na pole kola i potraktujemy to
wyrazenie jako funkcje zmiennej R, to
d 2
a wiec pochodna pola kota jest obwdd okregu (dlugosé brzegu kola). Podobne
zjawisko ma miejsce dla objetosci kuli i pola sfery (pola brzegu kuli)
d (4 . 5
— | =R’ )| =47 R".
i (577)
Czy to przypadek, czy reguta? Otoz jest to zaleznosé prawdziwa w dowolnym
wymiarze! Liczby V,, oraz S,, laczy nastepujacy zwiazek
d
Nie jestesmy w stanie wyobrazi¢ sobie wigkszosci (lub wszystkich) z powyzszych
punktéw. Intuicja wielowymiarowa calkowicie nas zawodzi i nie jest mozliwe
racjonalne przekonanie kogo$, ze kula opisana w punkcie 5. moze ,wystawac”
poza szedcian. Przeczy to calkowicie zdrowemu rozsadkowi, ale... Pamietajmy,
ze w matematyce nie wszystko jest intuicyjne i zgodne z oczekiwaniami.
Powyzsze przyklady pokazuja, jak ostroznym nalezy by¢. Czytelnikéw wiernych
zasadzie ,nie uwierze, poki nie zobacze” prosimy o wybaczenie. I o wigcej ufnosei
w rozumowania czysto analityczne.
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Maia aelld

Czwarty wymiar — zobaczmy

Spéjrzmy na ponizsze obrazki i nie zastanawiajac sie, co wladciwie przedstawiaja,
sprobujmy zgadnaé, jak powinien wyglada¢ kolejny.

- L7

Obrazek 1 to dwa obrazki 0 polaczone krawedzia. Obrazek 2 to dwie kopie 1
odpowiednio polaczone krawedziami. Obrazek 3 to dwie kopie 2 réwniez

z dodanymi krawedziami. Czyli obrazek 4 powinien wygladaé¢ tak jak obok.

A teraz zastanéwmy sie, co to wladciwie jest: 0 to zerowymiarowa kostka (punkt,
nie ma wysokosci, szerokoéci, zadnego wymiaru), 1 to jednowymiarowa kostka
(odcinek — ma dlugo$é), 2 to dwuwymiarowa kostka (kwadrat — szerokosé

i wysoko$é), 3 to tréjwymiarowa kostka (szescian). Rysunek z lewej strony to
kostka czterowymiarowa — tesserakt.

Co mozna powiedzieé¢ o liczbie wierzchotkéw tesseraktu? Na rysunkach
widzimy najpierw 1, potem 2,4, 8, ... To sugeruje, ze na kolejnym powinno

by¢ 16 wierzcholtkéw (uff... zgadza sie). Ile krawedzi powinno spotkaé sie

w jednym wierzchotku? 0 w kostce O-wymiarowej, 1 w kostce 1-wymiarowej,

2 w kostce 2-wymiarowej, 3 w kostce 3-wymiarowej... W tesserakcie sa 4
krawedzie w kazdym wierzchotku (tez sie zgadza). A ile kostek 3-wymiarowych
powinniSmy znalezé w kostce 4-wymiarowej? Kostka jednowymiarowa ma na
konicach dwie kostki zerowymiarowe, brzeg kwadratu sklada sie z czterech
kostek jednowymiarowych (odcinkéw), szescian ma sze$¢ kwadratowych $cian
(2-wymiarowe kostki) — 2,4,6,... Czyzby w czterowymiarowej kostce mialo byé
8 szeScianow? Fakt, ze tam sa, sprobujemy pokazaé¢ w dalszej czesci.

Widok z réznych stron. Spdjrzmy na tréjwymiarowe kostki znajdujace

sie obok, o ktérych, oczywiscie, wiemy, ze ich Sciany sa kwadratowe. Czy

nie traktujemy tych rysunkéw zbyt pobtazliwie? Przeciez wcale nie widzimy
szesciu, rzekomo kwadratowych $cian! Mimo najszczerszych checi nie ma
mozliwosci przedstawienia kostki trojwymiarowej w dwoch wymiarach bez
znieksztalcen. Z wymagania, zeby krawedzie $cian mialy takie same dtugosci,
ograniczyliSmy sie jedynie do tego, zeby kazda ze $cian miata tych krawedzi 4.
Katéw prostych réwniez sie juz nie spodziewamy. Nic wiec dziwnego, ze
przedstawienie czterowymiarowej kostki w dwdch wymiarach tez nastrecza
probleméw!

Skoro na rysunku szescianu wcale nie byto szesciu ,,prostych” kwadratow,

to w tesserakcie poszukajmy 8 ,krzywych” szedcianéw. Tak samo jak kostke
trojwymiarowa mozna przedstawic¢ z réznej perspektywy, tak samo 4-wymiarowa.
By¢ moze w ktérej$ z nich 8 szeSciandéw bedzie latwiejszych do zauwazenia.

Na rysunku z prawej strony: duzy szedcian jest na zewnatrz, maly w srodku,
a brakujacych sze$¢ jest dookota niego.
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Siatka. Mimo ze kostki tréjwymiarowej nie
przedstawimy wiernie w dwéch wymiarach, to mozemy
bez zadnych znieksztalcen przedstawié jej siatke! Obok
jedna z jedenastu mozliwych siatek szeécianu. Podobnie
siatke 4-wymiarowej kostki mozna przedstawi¢, bez
zadnych znieksztalcen, w trzech wymiarach. Oto ona
(jedna z wielu siatek tesseraktu)! Sklejaé nalezy juz nie
krawedzie (kostki 1-wymiarowe), a kwadraty (kostki
2-wymiarowe). Na naszej stronie www.deltami.edu.pl
znajduje sie film przedstawiajacy takie sklejanie.

Czterowymiarowe kétko i krzyzyk. A teraz zajmiemy sie gra, ktéra
wszyscy dobrze znaja: kotko i krzyzyk. O standardowej (czyli plaskiej) grze
wszystko wiadomo: dzielimy kwadrat na 9 jednakowych kwadracikéw i w nie
na przemian wstawiamy koétka i krzyzyki. Ten, kto ustawi trzy w jednej linii,
wygrywa. W trzech wymiarach postepujemy podobnie: dzielimy sze$cian na 27
jednakowych szedcianikéw i w nich umieszczamy na przemian kétka i krzyzyki

a cel gry jest ten sam.

Obrazek z prawej strony przedstawia trojwymiarowsa,
rozgrywke. Zauwazmy, ze rozmieszczenie kdtek

i krzyzykéw w szescianikach mozemy zanotowaé, rysujac
sytuacje na kazdym poziomie. Patrzac z dotu, widzimy
kolejno

O [ 10o] X o

X

X

patrzac z przodu, widzimy
' X
X

X

patrzac z prawej, widzimy zas

o) X

X

o

X (o)

Czytelnik Spostrzegawczy zauwazy, ze z jednego z tych
rysunkéw da sie odtworzy¢ pozostale. A Czytelnik
Marudny, ze w naszym przyktadzie obaj gracze wygrali,
co jest przeciez niemozliwe. Ale z tego wynika, jak

gra¢ w czterech wymiarach. ,,Po prostu” dzielimy
tesserakt na 81 jednakowych tesserakcikow, gdzie

na kazdym poziomie sytuacja jest trojwymiarowa.
Przed chwila ustaliliSmy, jak to zanotowaé za pomoca
trzech sytuacji dwuwymiarowych. A pozioméw sa trzy.
Mozemy wiec do gry kétko i krzyzyk uzyé¢ 3 -3 =9 plansz
dwuwymiarowych. Wszystko jasne?
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Wobec tego zadanie: na planszy ponizej kotka moga
wygra¢ w kolejnym ruchu. Sprébuj znalezé ten
wygrywajacy ruch (jest wiecej niz jeden).

(o) X X x
(o]
) ) /
x o (o]
) ) )
(o]
x
x| 1O ) x

Gdyby jednak watpliwe bylo, jak taka plansze rozumiec:
kazdy wiersz i kazda kolumna to trojwymiarowa gra —
jest ich 6. Dodatkowo plansze ustawione po skosie to
rowniez gry trojwymiarowe. W takim razie mamy 8
tréjwymiarowych plansz. W kazdym ruchu nalezy wziaé
pod uwage, czy powstata jakas wygrywajaca linia na
ktérejs z tych 8 plansz trojwymiarowych.

Po paru rozgrywkach Czytelnik pewnie sam sig
zorientuje, ze tak przedstawiona czterowymiarowa
gra nie ma wigkszego sensu — to znaczy zaktadajac
racjonalnosé graczy, pierwszy zawsze wygra. Mozna
jednak nieco zmodyfikowaé plansze, zeby wyréownaé
szanse graczy. Wystarczy zamiast planszy 3 x 3 rozwazy¢
4 x 4 i wziaé 16 takich plansz (4 wiersze z 4 planszami).
Udanej gry!

Kamila £YCZEK



* Wydzial Matematyki Stosowanej,
Politechnika Slaska

sofa Gervera

Problem przesuniecia sofy
Barttomiej PAWLIK*

Jakie jest maksymalne pole sofy, ktéra mozna przesunaé przez korytarz
w ksztalcie litery L o jednostkowej szerokosci? — taki problem sformulowat
ponad 50 lat temu austriacko-kanadyjski matematyk Leo Moser.

Sytuacje analizujemy z lotu ptaka, czyli szukamy pola powierzchni figury
plaskiej. Pierwszym nasuwajacym sie rozwigzaniem jest sofa w ksztalcie
pétkola o promieniu 1 (7/2 ~ 1,570796). W 1968 roku John Hammersley
przedstawil rozwigzanie duzo lepsze. Pomyst polegal na wydhuzeniu
pétkola o prostokat o wymiarach 1 x 4/7 z wycietym mniejszym pétkolem
o promieniu 2/7 (rysunek ponizej z prawej). Tym samym otrzymal
rozwigzanie 4 + % ~ 2,207416.

A0 AN

Dodatkowo prostym argumentem uzasadnil, ze szukane pole nie moze by¢
wieksze niz 2v/2 ~ 2,828427. Jeden z wymiaréw sofy musi mieé, oczywiscie,
szeroko$é co najwyzej korytarza (jednostkowa). Okreslajac, jakie jest
najwieksze pole przeciecia pasa o szerokosci 1 z korytarzem, gdy pas jest
nachylony do korytarza pod katem 45° (odpowiada to sytuacji, w ktorej
sofa znajduje sie w ,,polowie zakretu”), znajdziemy gérne ograniczenie.
Najwieksze mozliwe przeciecie znajduje si¢ na ostatnim rysunku z prawej

i wynosi wlagnie 2v/2.

W 1992 roku Joseph Gerver skonstruowat sofe o polu ~ 2,219532

i postawil hipoteze, ze jest to najlepsze mozliwe rozwigzanie. Kontur
sofy Hammersleya sklada sie z trzech odcinkéw i trzech tukéw okregow,
natomiast kontur sofy Gervera — z trzech odcinkéw i pietnastu tukow.
12 lat pézniej Phillip Gibbs rozwiazal dyskretna wersje problemu —
zakladal, ze kontur sofy ma by¢ zamknieta lamana i wykonat kolejne
komputerowe iteracje — i otrzymal pole zgodne z rezultatem Gervera do
szOstego miejsca po przecinku.

Najnowszy wynik, z 2017 roku, to poprawienie ograniczenia gérnego

do 2,37. Autorami sa Yoav Kallus i Dan Romia i jest to pierwszy rezultat
dotyczacy ograniczenia gérnego od czaséw wyniku Hammersleya. Autorzy
za pomocy metod numerycznych opracowali algorytm, ktéry dal powyzsze
oszacowanie po trzech tygodniach pracy komputera (w swoim artykule
zaznaczaja, ze duzo slabsze oszacowanie 2,7 mozna uzyskaé w czasie
mniejszym niz jedna minuta).

Pytanie, czy pole sofy Gervera jest rzeczywiscie najwicksze z mozliwych,
wcigz pozostaje otwarte.
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Byto lato 2018

Sytuacja jak co roku, typowa: czytaé¢ to bedziecie jesienia, pisze w lecie. Bedzie
wiec troche o nauce, ale i troche o zabawach i rozrywkach. Gléwna ,zabawa”
tegorocznego lata to mundial. Nawet wyniki polskiej druzyny, nadmuchanej
przy wyjezdzie, przykro skopanej po powrocie, nie zmniejszyly popularnosci
przekazéw radiowych i telewizyjnych. Ja tez — na co dzien obojetna dla pitki
kopanej — ogladalam. Moja uwage skupily dwa nazwiska: Guillermo Ochoa,
bramkarz druzyny meksykanskiej, i Luka Modri¢, kapitan Chorwatéw. Znam te
nazwiska. Severo Ochoa, Hiszpan z urodzenia, obywatel amerykanski, byl w roku
1959 laureatem Nagrody Nobla. Otrzymal ja wraz z Arturem Kornbergiem

za prace w zakresie wyjadnienia mechanizméw syntezy kwaséw nukleinowych,
RNA i DNA. Jedna z pierwszych z dlugiego ciagu Nagréd Nobla przyznawanych
w drugiej potowie XX wieku w zakresie badan molekularnych podstaw proceséow
dziedziczenia. Severo Ochoa zapisal sie w mojej pamieci anegdota opowiadana
przez kolege z pracowni, Wlodka Szera, o zdarzeniach majacych miejsce w czasie
Swiatowego Kongresu Biochemii w Moskwie w 1962 roku. Ochoa wysluchal
komunikatu swojego amerykanskiego kolegi, Matthaei, o badaniach systemu
namnazania pewnego malego wirusa. Zrozumiawszy, do czego moga doprowadzié¢
te badania, wstal i udal sie do telefonu. Moze nie od razu kojarzymy, ze nie
byto wéwczas ani Internetu, ani Googla, ani telefonéw komérkowych, a sytuacja
rozgrywala sie w Moskwie, stolicy dos¢ szczelnie zamknietego na cudzoziemcéw
kraju. Podobno Ochoa rozmawial ponad godzing ze swoimi wspotpracownikami
w Nowym Jorku (historia milczy o wysokoéci rachunku), sugerujac przerwanie
wlasnych badan i podjecie doswiadczen przyblizajacych zrozumienie regut kodu
genetycznego. Final anegdoty odbyl si¢ w 1966 roku na Kongresie Europejskich
Towarzystw Biochemicznych, na ktérym Har G. Khorana ten kod calemu swiatu
oglosil (Nagroda Nobla dla Khorany, Nirenberga, Matthaei i Holleya,1968).

Modriéa, o imieniu Paul, poznatam w czasie stypendialnego pobytu w Zaktadzie
Biochemii Uniwersytetu Stanforda. On wtedy tez byl stypendysta, w grupie (tez
noblisty) Artura Kornberga. Modriéa pamietam jako szczuplego, niewysokiego
i bardzo chetnie udzielajacego zawodowych rad mlodzienca. Moze tak wygladaja
Chorwaci o nazwisku Modri¢? Te hipoteze obalaja zdjecia, ktére pojawilty sie

w mediach w 2016 roku, po ogloszeniu laureatow Nagréd Nobla. Paul Modrié
troche utyt i posiwial od lat 70. ubieglego wieku. Nagrode razem z Tomasem
Lindahlem i Azizem Sancarem dostal za bardzo istotne badania o sposobach,
ktérymi komérki (wszystkich organizméw, od bakterii do czlowieka) naprawiaja
uszkodzenia DNA powstale w wyniku dzialania réznorodnych czynnikéw
srodowiska o naturze chemicznej i fizycznej. Gdyby komérki, wykorzystujac
kilkanascie uktadéw enzymatycznych, takich uszkodzen nie naprawiaty, zycie

w obecnej formie nie bytoby mozliwe.

Tak to dwoch stawnych pitkarzy nosi nazwiska bardzo stawnych uczonych. Jak
sadze, zbiezno$é¢ nazwisk przypadkowa, wywolala jedynie skojarzenia w mojej
pamieci.

Powracajacy z festiwalu muzycznego ,Open’er” w Gdyni musieli czekaé na jeden
z pociagéw 75 minut. Na stacji ttumaczono, ze pociag sie sp6zni 15, 30, 45,

60 minut, bez podania powodu. Jechalam tym pociagiem z Letnich Spotkan

z Nauka ,,w lesie” nad Wdzydzami. W tym samym pociagu spotkali si¢ zatem
uczestnicy réznych imprez — zabawowej i naukowej. Pociag spéznil si¢ 75 minut.
Nie dzialal bufet z daniami goracymi. Obsluga niechetnie wspominala o awarii
pradu. Nie sprawdzano biletéw. W domu zaczetam czytaé¢ od dawna lezacy

w stercie ksiazek ,,do czytania” naukowy esej historyka i dziennikarza Adama
Leszczynskiego ,,No dno po prostu jest Polska”. To bardzo interesujace, rowniez
przygnebiajace zestawienie opinii, biegnace przez kilka wiekdéw, ktore sami
Polacy, takze wielcy pisarze i politycy, wyglaszali o wspoélziomkach. Wszystkie
okrzyki i narzekania, ktérymi brzmial pociag z Gdyni, mozna by i w tej ksiazce
zacytowaé. Zeby zachowaé troche wrodzonego optymizmu, mysle, ze trzeba
wychowywaé wiele pokolenn w umiejetnosci obiektywnego spojrzenia na swéj
kraj i jego obywateli, zeby nie wygtlaszali z kazdego mozliwego powodu zdan
»ho dno, to wlasnie jest Polska”.

Magdalena FIKUS
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Jest to tekst zwiazany z odczytem
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Redakcja

Nie jest to calkiem pewne, a na pewno
nie jest do kornica udokumentowane.

k 22" mod n
1 4

2 16

3 256

62| 4533606947906510852
63 (14661455517267343339
64(12163041602066973456

Dzieto Diofantosa istnieje ponad wszelka
watpliwosé.

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Twierdzenia Fermata ré6znej wielkosci
Mariusz SKALBA*

Pierre de Fermat byl Francuzem i zyl w pierwszej polowie XVII wieku (1601-1665).
Jako radca prawny praktykowal w sadzie w Tuluzie na potudniu Francji. Naukami
Scistymi, a w szczegdlnodci matematyka, interesowal sie jako amator, ale wniést
potezny wktad do ich rozwoju. Szczegodlnie spektakularne sa jego osiagniecia w teorii
liczb i o nich traktuje niniejszy artykul. Wszyscy wiedza, ze jest Wielkie Twierdzenie
Fermata (WTwF), Male Twierdzenie Fermata (MTwF) i jeszcze inne twierdzenia
Fermata dotyczace teorii liczb — ale ktére z nich jest najwigksze?

Liczby fascynowaly czlowieka na dlugo przed Fermatem, a wlasciwie to juz od jego
zejécia z drzewa. Z tego dlugiego okresu uwzglednimy tylko Diofantosa, tworzacego
(a zatem zyjacego) w starozytnej Grecji, gdyz jest on jednym z bohateréw
opowiadanej historii. Najwazniejszymi aktorami sa jednak tytulowe twierdzenia.
Oto one.

Matle Twierdzenie Fermata. Jesli n jest liczbq pierwszq oraz a jest liczbg
catkowitq niepodzielng przez n, to

(1) a"'=1 (mod n).
W obecnej erze komputeréw male twierdzenie Fermata bywa stosowane do
sprawdzania, czy dana (duza) liczba naturalna n jest pierwsza. Zilustrujemy to na

przyktadzie. Niech
n = 2% 4+ 3 = 18446744073709551619.

Jak sprawdzi¢, czy liczba n jest pierwsza? Mozna, oczywiscie, dzieli¢ ja przez kolejne
liczby naturalne d i czeka¢ na przypadek, ze dzielenie da si¢ wykonaé bez reszty.
Wtedy n = d-n/d iliczba n jest, oczywiscie, zlozona. Wystarczy uzywaé d < /n.
W naszym przypadku /n > 4 - 10°, a zatem grozi nam wiele dzieler z reszta, chyba
ze n ma maly dzielnik d > 1. Obok przedstawiono istotny fragment tabeli, w ktorej
przedstawiono reszty liczb 22" przy dzieleniu przez n dla k =1,2,3,...,62,63,64.

Mamy zatem
on=1 = 22" 92 = 4. 12163041602066973456 = 11758678260848790586 #1 (modn)

i to na mocy malego twierdzenia Fermata konczy dowdd, ze n nie jest liczba

pierwsza. Prosze zauwazy¢, ze przeprowadzone rachunki nie daja zadnego

nietrywialnego dzielnika d liczby n. Uzywajac innych metod, mozna pokazac, ze
n = 467443687 - 39463029637

jest rozkladem n na czynniki pierwsze. Niestety, sg liczby zlozone n, ktére bardzo
sprytnie podszywaja sie pod liczby pierwsze — to tak zwane liczby Carmichaela.
Liczbe zlozona n nazywamy liczba Carmichaela, gdy dla kazdej liczby catkowitej a
wzglednie pierwszej z n zachodzi kongruencja (1). Najmniejsza taka liczba jest
n=>561=3-11-17 i wiadomo, ze jest ich nieskonczenie wiele.

O MTwF mozna by méwi¢ w nieskoriczonos$é — nalezy wiec przejsé do omdwienia
Wielkiego Twierdzenia Fermata. Na marginesie czytanej ksiazki Diofantosa Fermat
zanotowal zdanie réwnowazne nastepujacemu

Wielkie Twierdzenie Fermata. Jesli liczby calkowite dodatnie x,y,z,n spelniajg
warunek n > 2, to na pewno

"+ oy £ 2"
Nieudane préby udowodnienia (lub obalenia) tej hipotezy byly podejmowane
do 1993 roku, kiedy to wreszcie pelny dowéd podal Andrew Wiles z Cambridge.
Wielokrotnie i wyczerpujaco opisywano, jak te wysitki przyczynily sie do rozwoju
wspolczesnej matematyki, przynajmniej w jej czesci algebraicznej i geometrycznej.
My ograniczymy sie do zaprezentowania jednego podejscia, ktore doé¢ szybko
okazuje si¢ zupelnie nieskuteczne, ale co zaskakujace, rowniez ono wplynelo na
rozwéj matematyki! Oprécz réwnania rozwazymy takze kongruencje

(2) 2" +y"=2" (mod q).
Wowczas WTwE dla wykladnika n > 3 wynika latwo z nastepujacego lematu.

Lemat. Jeslin > 3, to dla nieskoriczenie wielu liczb pierwszych q wszystkie
rozwigzania kongruencji (2) speiniajg xyz =0 (mod q).
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Rzeczywiscie, rozwazmy hipotetyczne rozwiazanie rownania 2" + y" = z" w liczbach
calkowitych dodatnich i liczbe pierwsza ¢ > max(z,y, z). Wéwczas kongruencja (2)
ma, oczywiscie, rozwiazanie, w ktérym zadna z liczb x,y, z nie jest podzielna przez ¢
— ta konstatacja jest jednak sprzeczna z teza Lematu.

Niestety, taki atak na WTwF nie moze sie udaé! Pokazemy teraz na dwa sposoby, ze
powyzszy Lemat nie jest prawdziwy.

Pierwszy sposéb oparty jest na stynnym twierdzeniu Schura.

Twierdzenie Schura. Zaldzmy, ze liczby 1,2,...,|n! - e| podzielono na n

(rozlacznych) klas. Wowczas przynajmniej jedna z tych klas zawiera dwie liczby c,b
oraz ich roznice ¢ — b.

Stosujac twierdzenie Schura, wykazemy przyktadowo, ze Lemat nie jest prawdziwy
dla n = 7 (dla dowolnego n rozumowanie jest analogiczne). Rozrézniamy dwa
przypadki:

1. ¢ # 1 (mod 7). Wéwezas funkcja ¢ : Z; — Z, dana wzorem o(t) =7 (mod q)
jest réznowartosciowa (a wiec i ,na”). Istotnie, zalézmy przeciwnie, ze dla
pewnych = # y mamy =’ =y’ (mod q), czyli (z -y~ !)" =1 (mod ¢). To jednak
jest niemozliwe, bo x -y~ # 1, a 7 nie dzieli ¢ — 1. Oznacza to, ze kazda
reszta modulo ¢ jest siddma potega, a zatem kongruencja (2) ma mnéstwo
nietrywialnych rozwiazan. Oznacza to, ze kazda reszta mod ¢ jest sibdma potega,
a zatem kongruencja (2) ma mnoéstwo nietrywialnych rozwiazan.

2. ¢=1 (mod 7). Tutaj zatézmy, ze ¢ > 7! - e ~ 13700, 1. Liczby ¢,b € {1,2,...,q — 1}
zaliczamy do tej samej klasy, gdy (z definicji) kongruencja ¢ = bs” (mod q)
ma rozwiazanie. Jest 7 klas (abstrakeji) i na mocy twierdzenia Schura
bs” —b=bt" (mod ¢) dla pewnych b, s,t. Mamy wiec t7 + 17 = s7 (mod q) i,
oczywiscie, gft-1-s.

A oto kolejny dowdd na to, ze rzekoma teza Lematu nie jest prawdziwa. Tym razem

rozumowanie korzysta ze stynnego oszacowania na liczbe rozwigzan kongruencji.

Ogodlna wersja tego oszacowania dla dowolnych gladkich rozmaitosci nad cialem

skonczonym, znana w ramach hipotez Weila jako hipoteza Riemanna dla rozmaitosci,
Otrzymal za to medal Fieldsa na opierala si¢ wysitkom matematykéw przez wiele lat. W konicu udowodnil ja w calej
Migdzynarodowym Kongresie okazalosci Pierre Deligne w 1973 roku i zastosowal w tym dowodzie caly arsenal
Matematycznym w 1978 roku. . o . .

nowoczesnej geometrii algebraiczne;j.

Twierdzenie (oszacowanie Hasse—Weila dla krzywej Fermata). Dia kazdej
liczby pierwszej q niech N(q) oznacza liczbe rozwigzan # (0,0,0) kongruencji (2),
przy czym dwa rozwigzania (x1,y1,21), (T2,Y2, 22) utozsamiamy, gdy istnieje takie

teZ, ze
’ To =tx1, Yo =tyr, 22 =1tz (mod q).

Wowczas mamy oszacowanie

IN(g) —q—1] < (n—1)(n—2)Vq
Wynika stad natychmiast, ze dla ustalonego n i dla dostatecznie duzej liczby
pierwszej ¢ > ¢(n) istnieja rozwiazania kongruencji (2) spelniajace xyz #Z 0 (mod q).

Po dwakroé¢ zatem porzuémy wszelkie nadzieje na to, ze WIwF mozna udowodnié¢
poprzez rozwazanie kongruencji. Z drugiej strony zaréwno twierdzenie Schura,

jak i powyzszy szczegdlny przypadek hipotez Weila dla krzywych nad ciatami
skoniczonymi, wywarty duzy wplyw na rozwdj kombinatoryki i geometrii
algebraicznej. Tak wigc pomysty, ktore calkowicie zawodza w potencjalnie stynnym
zastosowaniu, okazuja swoja uzytecznos$¢ jako zalazki nowych interesujacych teorii.

I wreszcie, last but not least, oméwimy twierdzenie Fermata bezprzymiotnikowe.
Dotyczy ono przedstawialnoéci liczb pierwszych w postaci sumy dwéch kwadratow
liczb calkowitych.

Twierdzenie (Fermat). Liczba pierwsza p jest postaci
(3) p=2a>+y?  gdzex,y €N,
wtedy i tylko wtedy, gdy p =2 lubp =1 (mod 4).

Jedyna i istotna trudnos¢ w dowodzie tego twierdzenia to pokazanie, ze kazda liczba
Czy to sprawiedliwe, Ze na margines pierwsza p postaci 4k + 1 jest postaci (3). Czasem dopowiada sie, ze przedstawienie (3)
zepchnalem informacje o tym, ze pierwszy  jest tylko jedno, ale to jest latwe. Powyzsze wspaniale twierdzenie Fermata jest zaczynem
dowdéd tego twierdzenia Fermata podat loebrai . i liczh. ied . h dzialé ki 51 Y
Euler po ponad stu latach? Po prostu algebraicznej teorii liczb, jednego z waznych dzialéw matematyki wspdlczesnej gléwnego
tytul zobowiazuje! nurtu.
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Mianowicie, twierdzenie to mozna sformulowaé tak:
e jesli liczba pierwsza p jest postaci 4k + 3, to p jest elementem nierozkladalnym
w pierdcieniu Z[i] = {a + bila,b € Z},
e jesli liczba pierwsza p nie jest postaci 4k + 3, to jest elementem rozktadalnym
w Z[i], tzn.
(4) (a+bi)(c+di)=p, gdziea+bi,c+di¢{l,—1,i,—i}.
Rzeczywiscie, z (4) wynika, ze
(a = bi)(c — di) = p,
skad po pomnozeniu obu ostatnich wzoréw stronami otrzymujemy
(a® + b)) (? + d?) = p*.
Poniewaz p jest liczba pierwsza, wigc musi by¢
a2+ =p=c2+d>
Odwrotnie, jedli p = a? + b2, to liczba p jest rozktadalna w Z[i], gdyz
p = (a-+bi)(a—bi).
Prawa rozktadu liczb pierwszych w innych pierscieniach typu Z[v/—d] wiaza si¢
w subtelny sposéb z prébami przeniesienia powyzszego twierdzenia Fermata na
przedstawienia typu
p =2+ dy*.
7 powyzej napisanego nie wynika w zaden sposéb, ktore z omdéwionych
teorioliczbowych twierdzen Fermata jest najwicksze. Wierze jednak, ze kazde z nich
potrafi zainfekowaé¢ Czytelnika teoria liczb réwnie mocno, a o to tylko tu chodzi.

ﬁ Zadania

C

Redaguje Lukasz BOZYK

M 1579. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AC = BC. Punkty D i F leza
odpowiednio na bokach BC' i AC, przy czym

xDAB = ¥xABFE = ¥xACB oraz AD+ DE + EB = AC.

Wyznaczy¢ miare kata ACB.
Rozwiagzanie na str. 6

M 1580. Niech x1, z2, x3, x4, x5 beda réznymi pierwiastkami wielomianu
x® + 22 + 1. Wyznaczy¢ wartosé¢ wyrazenia

(2% = 2)(23 — 2)(3 — 2)(af — 2)(23 — 2).
Rozwiazanie na str. 6

M 1581. Niech Ny oznacza zbiér nieujemnych liczb catkowitych.

(a) Czy istnieje S C Ny o tej wlasnosci, ze kazdy element zbioru Ny ma
dokladnie jedno przedstawienie w postaci sumy dwdch (niekoniecznie réznych)
elementow S?7

(b) Czy istnieje S C Ny o tej wlasnosci, ze kazdy element niepustego zbioru Ny \ S
ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci sumy dwéch (niekoniecznie
réznych) elementéw S?

Rozwiazanie na str. 1

Przygotowal Michal NAWROCKI

F 961. Znalez¢é maksymalny potencjal ¢, do jakiego moze naladowaé sie
oddalona od innych cial kulka miedziana o$wietlona §wiatlem o dlugosci fali
A = 0,14 um. Praca wyjscia dla miedzi wynosi A = 4,47 eV.

Rozwiazanie na str. 2

F 962. Znajdujacy si¢ w prozni maly kawalek folii o masie m = 1 mg o$wietlono
impulsem $wiatta laserowego o mocy P = 15 W i czasie trwania ¢t = 0,05 s.
Swiatlo pada na folie prostopadle do jej powierzchni i calkowicie sie od niej
odbija. Jaka predkosé uzyska folia w wyniku o$wietlenia impulsem? Site
ciezkosci zaniedbad.

Rozwiazanie na str. 3
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Informatyczny kacik olimpijski (120): Piramidy
Tym razem oméwimy zadanie z XII OIG.

Dana jest prostokgtna plansza A o wymiarach n x m. Wiersze zostaly ponumerowane od 1 do n, zas kolumny od 1
do m. Pole (1,1) znajduje sie w lewym gdrnym rogu planszy. Niektére pola majg przypisang warto$é 1, pozostale
warto$é 0 (Alx]ly] oznacza wartosé pola (x,y)). Zerowym kwadratem nazywamy kwadrat, ktéry pokrywa tylko zera.
Dla kazdej liczby calkowitej r z przedzialu [1; min(n, m)] nalezy policzyd, ile jest zerowych kwadratéw o boku r.

Wstep Rozwigzanie O(nm - log(min(n,m)))

Naszym zadaniem jest obliczenie wartosci W tym podejsciu wyznaczymy wartosci tablicy D przy

W1, W2+ -+, Winin(n,m), gdzie w; oznacza liczbe wykorzystaniu metody wyszukiwania binarnego po wyniku.
zerowych kwadratoéw o boku . Zalézmy przez Zalézmy, ze chcemy obliczy¢ warto$é D(x][y] dla ustalonych x,y.
chwile, ze dla kazdego pola (x,y) mamy obliczona Jesli Alz][y] = 1, wtedy Dlz][y] = 0. W przeciwnym

warto$¢ D|z][y] — rozmiar najwigkszego zerowego przypadku D[z][y] jest liczba calkowita z przedziatu [1;min(x,y)].
kwadratu, ktorego prawym dolnym rogiem jest Te warto$¢ mozemy wyszuka¢ binarnie po wyniku, korzystajac
pole (x,y). Zauwazmy, ze pole (z,y) jest rowniez z faktu: Jesli (z,y) jest prawym dolnym rogiem zerowego
prawym dolnym rogiem zerowych kwadratéw kwadratu o boku r, to jest rowniez prawym dolnym rogiem

o boku: 1,2, ..., D[z][y]. Rozwazmy teraz ciag kazdego mniejszego zerowego kwadratu. Sprawdzenie, czy
wh,wh, ... ,w;nin(n’m), gdzie w} oznacza liczbe (z,y) jest prawym dolnym rogiem zerowego kwadratu
wystapien wartosci ¢+ w tablicy D. o boku r, mozna wykonaé za pomoca sum prefiksowych

/

rin(nm)" w czasie O(1). Algorytm wyszukiwania binarnego wykona

O(log(min(n, m))) takich faz. Wszystkich pdl jest nm,
zatem wyznaczenie tablicy D dziala w czasie
O(nm - log(min(n,m))).

4 _ / !/
Woéwezas w; = w; + wi g + ... +w

Sumy prefiksowe

Niech S[z][y] oznacza sume wartosci
w prostokacie, ktérego lewe gérne pole
ma wspélrzedne (1, 1), za$ prawe dolne (z,y). Rozwigzanie dynamiczne O(nm)

Formalnie: S[z][y] = >77_, >>9_, A[i][j]. Obliczenie W tym podejéciu wyznaczymy wartosci tablicy D przy
tablicy sum prefiksowych mozna zrealizowaé¢ w czasie wykorzystaniu metody programowania dynamicznego.
linfowym wzgledem rozmiaru prostokata, korzystajac — Zalézmy, ze chcemy obliczyé warto$é D[z][y] dla ustalonych z,y.

z ponizszych zaleznoSci: Jesli Alz][y] = 1, wtedy D[z][y] = 0. W przeciwnym
o S[[1] = A[1][1]; przypadku rozpatrujemy nastepujace mozliwosci.
o S[a][1] = S[z — 1][1] + A[z][1] dla = > 1; e Jedlix =1 1ub y =1, wtedy D[z][y] = 1.
o S[1[y] = S[1][y — 1] + A[1][y] dla y > 1; Dla wszystkich pél w pierwszym wierszu oraz
o Slz|ly] = Alz][y] + S[z — 1][y] + S[z][y — 1]— w pierwszej kolumnie najwiekszy kwadrat
' =Sz —1][y - 1]7 ma rozmiar 1.
Sla][y] jest suma: wartosci pola (z, y), prostokata e Jesli z,y > 1 oraz D[z — 1][y] # D[]y — 1], wtedy
bez ostatniego wiersza, prostokata bez ostatniej D[z][y] = 1 + min(D[z — 1][y], D[z][y — 1]).

kolumny, pomniejszona o sume prostokata bez
ostatniego wiersza i ostatniej kolumny, ktory
zostal dodany dwa razy.

r
7 : i
é XXX/ 1 |
S : |
XAXXEXY V. ! k:a u
NNNN R ! -
Zastanéwmy si¢ teraz, jak za pomocg tablicy sum e Jedli z,y > 1 oraz D[z — 1][y] = D[z][y — 1], wtedy
prefiksowych obliczy¢ sume wartosci w prostokacie DIx][y] = k + 1, gdzie k = D[z — 1][y], zas$ | = 1, jesli
w czasie stalym. Niech A, B, C, D beda prostokatami, Ali — K][j — k] =011 =0 w przeciwnym przypadku.
ktérych lewe gérne pole ma wspélrzedne (1, 1), zas
prawe dolne pole zostalo wskazane na ponizszym 1= = p————— 1 1
rysunku. + 0 | -
1,1 : : :
1 1 !
A+ B, 1 ] :
) y: : ) :lfl
D_ Cy

Obliczenie wartosci D[z][y] dla ustalonego (z,y) odbywa
sie w czasie O(1). Plansza ma nm pdl, zatem wyznaczenie
tablicy D dziala w czasie O(nm).

Zalézmy, ze chcemy obliczy¢ sume

wartoéci w kolorowym prostokacie. Jest to
S(C)—S(B)—S(D)+ S(A), gdzie S(X) oznacza
sume wartoéci w prostokacie X. Bartosz LUKASIEWICZ
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Kl b 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
u Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyla¢ réwniez

® pocztg elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z doktadnosciag do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe
0séb, ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
—_— (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,
. a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul

‘Weterana. Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢
na stronie deltami.edu.pl

Termin nadsylania rozwigzan: 31 XII 2018 Zadania z matematyki nr 767, 768
Redaguje Marcin E. KUCZMA

767. Kwadrat o boku dtugosci n, bedacej liczba naturalna, zostal podzielony
prostymi poziomymi i pionowymi na n? kwadracikéw jednostkowych.
Powstala siatka, utworzona z 2n(n + 1) odcinkéw jednostkowych (bokéw tych
kwadracikéw). Uzywajac czterech barw, nalezy te odcinki pokolorowaé (kazdy
odcinek jednym kolorem) tak, zeby kazdy kwadracik jednostkowy mial boki
roznych koloréw oraz by kazdy bok duzego kwadratu uzyskat jednolity kolor —
ale kazdy inny. Dla jakich liczb naturalnych n > 1 jest to wykonalne?

768. Znalezé wszystkie tréjki liczb naturalnych k, m,x > 1, spelniajace réwnanie
T+a42+.. . +2" =10 +z)™
Zadanie 768 zaproponowal pan Witold Bednarek z F.odzi.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 6/2018

Przypominamy tre$¢ zadan:
763. Dany jest wielomian P(z) stopnia 2, o wspo6lczynnikach rzeczywistych, oraz liczba
naturalna n > 1. Udowodnié, ze moze istnie¢ co najwyzej jeden wielomian Q(x) stopnia n,

spelniajacy réwnanie P(Q(z)) = Q(P(z)) dla = € R.

764. Czy istniejg liczby naturalne a,b > 1, wzglednie pierwsze i takie, ze wzér rekurencyjny

generuje ciag x1,x2, 3, ..., ktérego wszystkie wyrazy sa liczbami ztozonymi?

763. Niech P(z) =axz? +bx+c (a #0). Przypuéémy, ze dla ustalonej
liczby n > 1 istnieja dwa rézne wielomiany @1, Q2 stopnia n, spelniajace
podane réwnanie. Oznaczmy ich wspolezynniki wiodace przez Ap, A

(wiec Qi(z) = Ajz™ +...); Ay, As # 0. Przyréwnujac wspolezynniki
wiodace po obu stronach réwnania P(Q;(x)) = Q;(P(z)), widzimy, ze

aA? = Aja™ (dlai=1,2). Zatem A; =a" ' = Ay. Stad wynika, ze réznica
R(z) = Q1(x) — Q2(x) jest niezerowym wielomianem stopnia m < n.

Odejmujemy stronami réwnania Q;(P(z)) = P(Q;(z)) (dlai=1,2)

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M | przeksztalcamy uzyskang rownosé:

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan P(z)) — P(z)) = a T 2 _ T 2 b ) — 2)):
YT (W = 100y 5 758 (W = 3.40) Q1(P(2)) — Q2(P()) = a(Q1(2)? — Q2(x)?) +b(Qu(x) — Q2(x));
z numeru 3/2018 R(P(!IJ)) — R(l’) . (an(l’) + CLQQ(!E) + b)

Tomasz Choczewski  Szczecin 40,78 . PR . . . R s s
Franciszek S. Sikorski Warszawa 39 86 Iloczyn po prawej stronie Je'st' Wlelomlangr,n stopnia m + n; w1e19m1an po leyveJ
Tomasz Wietecha Tarnéw 38,19 stronie ma stopien 2m. To juz sprzecznosé, skoro m < n; dwa rézne wielomiany
Janusz Olszewski Warszawa 37,45 ; : P snd i
N M Warssaws. 36,24 @1, Q2 stopnia n o podanej wlasnosci istnie¢ nie moga.
Piotr Kumor Olsztyn 35,09

Krzysztof Kaminski  Pabianice 3429 764. Liczby a, b, o jakie pyta zadanie, istnieja; mozna znalezé wiele takich par.
Pawet Kubit Krakéw 32,77 Przyklad Autora (W. Bednarek): a =21, b=4. Wéwczas x1 =21, xo = 25,
i dalej (dla kazdego n):

Tpt1 =442 ... Ty,
Tpyo =442 .. Tpp1 =4+ (Tnp1 — D2ng1 = (Tpgp1 — 2)°
— jest to liczba zlozona (réznica w ostatnim nawiasie przekracza 1, bo ciag jest

rosnacy).
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Zadania z fizyki nr 664, 665
Redaguje Elzbiecta ZAWISTOWSKA

664. Jednorodny klocek o masie M i dlugoéci | zaczyna poruszaé si¢ w dot

po nachylonej plaszczyznie tworzacej z poziomem kat a. Poczatkowy odcinek

o dtugosci I nachylonej ptaszczyzny wypelniajg blisko siebie potozone rurki

o masach m i promieniach r < [, ktére moga obracaé sie bez tarcia (rys. 1).
Znalez¢ zaleznosé przyspieszenia klocka od jego przesuniecia wzdluz plaszczyzny.
Klocek nie $lizga sie po rurkach.

665. Réwnomiernie natladowana na powierzchni, cienka ptytke z dielektryka

w ksztalcie rownoramiennego tréjkata prostokatnego, ztozono na pot. Wykonana
zostala przy tym praca W przeciw sitom pola elektrycznego. Jaka prace trzeba
wykonaé, zeby ponownie zlozyé na pét otrzymany tréjkat?

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 6/2018

Przypominamy tre$¢ zadan:

660. Soczewka plaskowypukta wykonana jest ze szkla o wspélczynniku zalamania n = 1, 6. Promien
powierzchni wypuktej wynosi R = 10 cm, grubosé¢ soczewki d = 0,2 cm. Na powierzchnie ptaska
soczewki pada réwnolegle do jej osi optycznej wigzka swiatta. Gdy odslonigta jest tylko niewielka
cze¢s$¢ soczewki wokot osi optycznej, promienie ogniskuja si¢ na ekranie. Znalez¢ Srednice¢ plamki na
ekranie po odslonieciu calej soczewki.

661. Podstawa walca przytwierdzona jest do gladkiej powierzchni poziomej. Nitke przymocowano
jednym koncem do powierzchni bocznej walca przy jego podstawie o promieniu r i owinigto wokot
walca k razy (k jest liczba catkowita). Do swobodnego korica nitki przyczepiono kulke i nadano jej
predkosé v skierowang wzdluz promienia walca (rys. 2). Po jakim czasie cala nitka ponownie nawinie
sie na walec?

660. Rozwazmy promien réwnolegly do osi optycznej, ktéry po przejsciu przez
soczewke pada na powierzchnie sferyczna pod katem « i zalamuje si¢ pod
katem § (rys. 3). Odleglo$é srodka krzywizny O od punktu przeciecia promienia
zalamanego z osig optyczng soczewki wynosi [ = a + b, gdzie a = Rcos «,

b= Rsina/tg (8 — a), sin § = nsin . Podstawiajac, otrzymujemy

(+) (a) = K

cosa — # — sin® a

Funkcja [ (o) maleje ze wzrostem kata a. Gdy promient pada na koniec soczewki,
kat a jest maksymalny i spelnia réwnanie cos aynq = 1 — d/R. Dla podanych
danych liczbowych maksymalny kat « jest wickszy od kata granicznego,

zatem wszystkie promienie wiazki padajace na soczewke zalamuja si¢ na jej
powierzchni sferycznej (rys. 4). Skrajne promienie wiazki przecinaja o$ optyczna
w odleglodci Al =1(0) — I ((maz) od ekranu. Zgodnie z (x),

Rn

1(0) = = =R+,

gdzie f = R/ (n — 1) jest ogniskowa cienkiej soczewki plaskowypuklej. Szukana
Srednica plamki na ekranie dana jest wzorem

DAl
Pf+d— Al

gdzie D = 24/d (2R — d) jest $rednica soczewki.

661. Nitka dziata na kulke sila prostopadia do predkosci kulki, zatem warto$é
predkoéci kulki podczas ruchu jest stata i wynosi v. Rozwazmy krotki przedzial
czasu At podczas odwijania sie nitki (rys. 5). Niech x oznacza dlugosé
odwinietej czesci nitki w chwili ¢. Po czasie At nitka odwinie si¢ o dodatkowe
Az = rAy, a kulka przebedzie droge vAt. Zachodzi zwiazek
A (2?)

5
Dodajac wszystkie przedzialy czasowe, otrzymujemy czas odwijania sie nitki
z walca t; = 12/ (2rv), gdzie | = 277k jest dlugodcia nitki. Zanim nitka zacznie
ponownie nawijaé¢ sie na walec, kulka musi przebyé droge wl w czasie to = wl/v.
Czas nawijania réwny jest czasowi odwijania, szukany czas calkowity to

2k + 1
t =2t + 1ty = o2kt L
v

D = 0,27 cm,

roAt = xAx =
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Chondrule powstaly w przestrzeni
kosmicznej w wysokich temperaturach, po
czym zostaly zaakreowane przez wigksze
meteoryty. Achondryty nie zawieraja
chondrul, poniewaz ich materia zostala
podgrzana i przetopiona, np. podczas
zderzen we wczesnych etapach
powstawania Ukladu Stonecznego.

[1] A large planetary body inferred from
diamond inclusions in a ureilite
meteorite, F. Nabiei i in., Nature
Communications, 9, 1327 (2018)

Suma katéw kazdego tréjkata

wynosi 180°. To zdanie jest prawdziwe,
gdy tréjkaty rysujemy na plaszczyznie.
Jak wida¢ — na sferze da sie narysowac
tréjkat o trzech katach prostych! Gdy
zmieniamy zalozenia, nawet oczywiste
fakty moga przestaé¢ by¢ prawdziwe!

Prosto z nieba: Niebianskie diamenty

Uktad Stoneczny sklada si¢ z o$miu planet (nie liczac zdegradowanego Plutona)
oraz wielu mniejszych cial, asteroid i planetek. Czy to mozliwe, ze w przesztosci
wokol Stonca krazylo wigcej planet, ktore pozniej zostaly zniszczone podczas
zderzen lub laczenia sie w wieksze obiekty?

Modele formowania sie uktadéw planetarnych wskazuja, ze skaliste planety
typu ziemskiego powstaja stopniowo podczas zderzen dziesiatek ,planetarnych
zarodkow” wielkosci poréwnywalnej do Ksiezyca lub Marsa. Pozostatosci takich
duzych proto-planet bylyby nie lada gratka dla planetologéw. Naturalna metoda
badania historii Uktadu Stonecznego jest studiowanie sktadu chemicznego

i krystalograficznego meteorytéw. Jedna z ciekawszych, rzadkich grup
meteorytow sa ureility, nazwane od miejscowosci Nowy Urej w Republice
Mordowii (Federacja Rosyjska). Ureility to achondryty, to znaczy takie
meteoryty, ktére nie zawieraja chondrul: okraglych skupien krystalicznych
skladajacych sie z oliwinéw i piroksenéw. W poréwnaniu do wigkszosci innych
meteorytéw ureility maja zazwyczaj wysoki procent wegla (Srednio 3% masy)
w postaci grafitu i nanodiamentdéw.

Niedawno szwajcarsko-francusko-niemieckiego zespél zbadal [1] meteoryt
Almahata Sitta z Nahr an Nil na pustyni nubijskiej w Sudanie (nazwa meteorytu
Almahata Sitta ttumaczy sie na Stacja Szdsta, od pobliskiej stacji kolejowej),
uzywajac mikroskopu elektronowego. Duze wytracenia krystaliczne osadzone

w nanodiamentach, a zwlaszcza ich sktad i morfologie mozna wytlumaczy¢,
przyjmujac, ze podczas ich powstawania ciSnienie byto wyzsze niz 20 GPa. Takie
ci$nienia sugeruja, ze macierzyste ciato, w ktérego wnetrzu powstawaly ureility,
byto zarodkiem planetarnym wielkosci Merkurego.

Naukowcy od dawna sadzili, ze we weczesnym Uktadzie Stonecznym znajdowalo
sie kiedy$ o wiele wiecej ,,planetarnych zarodkéw” (czyli gigantycznych kropel
plynnej magmy) niz obecnie obserwowanych planet. Wedlug jednej z hipotez
proto-planeta o nazwie Theia zderzylta si¢ z mtoda Ziemia, tworzac Ksiezyc.

Michat BEJGER

Niebo w pazdzierniku

Dziesiaty miesiac roku oznacza, ze mamy pelnie jesieni i dni sa coraz krotsze.
W trakcie miesiaca wysokosé Stonca w potudnie zmniejszy si¢ o ponad 11°,

do 24°, a czas jego przebywania na niebosklonie skroci sie o kolejne 2 godziny,
do ponizej 10 godzin. Stonce caly miesiac spedzi w gwiazdozbiorze Panny,

do ktérego weszlo 16 wrzesnia. Dopiero ostatniego dnia miesiaca, tuz przed
zmierzchem naszego czasu, Stonice przejdzie do gwiazdozbioru Wagi. Jak

tatwo obliczy¢, w Pannie Stonce spedza ponad 40 dni i przez ten gwiazdozbior
Stonice wedruje najdtuzej. Dzieje sie tak, gdyz Panna jest drugim co do
wielkosci gwiazdozbiorem na niebie, wielkoscia ustepuje tylko sasiedniej Hydrze,
a ponadto Stonce przechodzi prawie przez jej $rodek.

Bezksiezycowe noce w pazdzierniku zdarza sie pod koniec pierwszej potowy
miesiaca, gdyz Srebrny Glob zacznie miesiac od ostatniej kwadry w BliZnigtach
2 pazdziernika, 9 pazdziernika przejdzie przez néw w Pannie, 16 pazdziernika
nastapi I kwadra w Strzelcu, 24 — pelnia w Wielorybie, zas ostatniego dnia
miesigca — ponownie ostatnia kwadra, tym razem w Raku. W pazdzierniku
nachylenie ekliptyki do wieczornego widnokregu jest niekorzystne, a do
porannego — wrecz przeciwnie, zatem na poczatku miesiaca Srebrny Glob
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da sie obserwowaé prawie do samego nowiu.

8 pazdziernika 45 minut przed switem (okolo 6:10)
Ksiezyc pokaze sie w fazie zaledwie 1%, na wysokosci
okoto 5° nad wschodnim widnokregiem, niecate

23 godziny przed nowiem! Warto wsta¢ tego ranka
wezesniej i zapolowaé na jego bardzo cienki sierp.
Niestety, tego samego nie mozna powiedzie¢ o wieczornej
widocznoéci Ksigzyca. Po nowiu Srebrny Glob
poczatkowo zajdzie niewiele po Sloncu i na jego lepsze
warunki obserwacyjne trzeba poczekaé prawie do

I kwadry. Sytuacje ratuje fakt, ze Ksiezyc z naszej
perspektywy znajdzie si¢ wtedy nad ekliptyka, stad
wyloni sie z zorzy wieczornej juz 2 dni po nowiu, ale
bardzo nisko nad horyzontem.

W pazdzierniku widoczne sa bardzo dobrze przez

cala noc tylko ostatnie dwie planety zewnetrzne.
Neptun przeszed! przez opozycje we wrzeéniu,

za$ Uran uczyni to 24 pazdziernika. Obie planety
przesuwaja, sie po niebie ruchem wstecznym i sa

bliskie swoich maksymalnych jasno$ci. Neptun w tym
sezonie obserwacyjnym swoja petle po niebie kresli
miedzy $wiecaca blaskiem +4,2" gwiazda ¢ Aqr

a 0 0,5™ jasniejsza gwiazda A Aqr. Prawie dokladnie

w polowie drogi miedzy nimi znajduje sie trojkat gwiazd
5.1 6. wielkosci: 81, 821 83 Aqr. W tym miesiacu
Neptun przetnie wnetrze tréjkata, a 19 pazdziernika
minie w odlegtoéci 15’ najbardziej na zach6d wysunieta
jego gwiazde 81 Aqr. Jasno$¢ Neptuna wynosi +7,8™.
Planeta Uran swoja petle kresli w gwiazdozbiorze
Barana, niedaleko granicy z Rybami. Do konca miesiaca
planeta zblizy sie do gwiazdy czwartej wielkosci o Psc
na 2,5°. Uran $wieci blaskiem +5,7™. Ksiezyc spotka
sie z Neptunem 20 paZdziernika, majac faze 85%. Zblizy
sie wtedy do niego na 3,5°. Spotkanie z Uranem czeka
Ksiezyc 4 dni pozniej, gdy swiecac pelnym blaskiem,
zblizy si¢ do planety na 5,5°.

7 pozostalych planet tylko Mars jest jeszcze w miare
daleko od Storica, lecz jego blask i $rednica tarczy

od lipcowej opozycji wyraznie zmalaly. Na szczescie
kolejna opozycja, pod koniec pazdziernika 2020 r.,
bedzie niewiele gorsza od tegorocznej, a z punktu
widzenia mieszkancéw wysokich pétnocnych szerokoéci
geograficznych nawet lepsza, gdyz Mars znajdzie si¢
jakie$ 25° wyzej nad widnokregiem, a jasnosc¢ i tarcza

beda niewiele mniejsze, niz mialo to miejsce w tym roku.

W pazdzierniku Mars wedruje na péinocny wschod
przez gwiazdozbiér Koziorozca. W trakcie miesiaca
pokona w ten sposéb 15°, zblizajac si¢ na niewiele ponad
1° do Nashiry, oznaczanej na mapach nieba grecka
litera ~y. Jednoczesnie blask Marsa ostabnie do —0,6™,

a jego tarcza zmniejszy Srednice do 12" i faze do 86%.
18 pazdziernika o zmierzchu Ksiezyc w fazie 68%
znajdzie si¢ 2° na pélocny wschéd od Marsa.

Warunki obserwacyjne Jowisza sa bardzo stabe,

choé spotkanie ze Storicem planeta ma zaplanowane
dopiero pod koniec listopada. Tutaj klania si¢ mate
nachylenie ekliptyki do wieczornego widnokregu. Na
poczatku miesigca planeta godzine po zmierzchu zajmuje
pozycje na wysokosci zaledwie 3° i jeszcze przed jego
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konicem, o tej samej porze, znika za widnokregiem.
Zatem w pazdzierniku nie mozna liczy¢ na nic ponad
identyfikacje planety golym okiem. W tym miesiacu
blask Jowisza spadnie do —1,8™, a $rednica tarczy —
do 32".

Lepiej widoczny jest Saturn, znajdujacy si¢ prawie

40° na wschéd od Jowisza, na tle gwiazdozbioru
Strzelca. Lepiej nie znaczy dobrze, gdyz planeta

7 pierScieniami na poczatku nocy astronomicznej
znajduje si¢ na wysokosci zaledwie 10°. Saturn w trakcie
miesiaca oddali sie od pary mgltawic M8-M20 na 4°,
zmniejszajac jednoczednie jasno$¢ do +0,6™ i tarcze

do 16”. W odleglosci 3° na potudnie od Saturna
wedruje planetoida (4) Westa, ktéra w ciagu miesiaca
pokona ponad 11°, zmniejszajac przy tym blask

do +7,8™. Westa przejdzie 20’ na potudnie od gwiazdy
Kaus Borealis 7 pazdziernika, a 23 pazdziernika —

40’ na pénoc od Nunki. Ksiezyc spotka sie z Saturnem
w dniach 14-15 pazdziernika. Pierwszego dnia w fazie
31% znajdzie si¢ 5° na prawo od Saturna, dobe pdzniej
(w fazie 40%) 7° na lewo od planety i jednoczesnie 4°
na péinoc od Westy.

Planeta Wenus 26 pazdziernika przejdzie 6° na potudnie
od Storica i bedzie niewidoczna, ale potem pojawi sie
na niebie porannym, gdzie ekliptyka jest wysoko i juz
od poczatku listopada rozéwietli nieboskton. Warto

ja obserwowac szczegdlnie na poczatku listopada, gdy
bedzie blisko Ziemi. Wtedy jej tarcza osiagnie rozmiar
prawie 1’ i faze cienkiego sierpa, widocznego nawet

w malych lornetkach. Natomiast Merkury 6 listopada
osiagnie maksymalng elongacje wschodnia, lecz niskie
polozenie ekliptyki sprawi, ze planeta zginie w zorzy
wieczornej.

W pazdzierniku promieniuja trzy ciekawe roje meteorow.
Pierwsze sa Drakonidy, pojawiajace si¢ od 6 do

10 pazdziernika, z maksimum 9 pazdziernika. Sa to
wolne meteory, ich predko$é zderzenia z atmosfera
wynosi 21 km/s, za$ radiant znajduje sie tuz na
zachod od charakterystycznego trapezu, tworzacego
gltowe Smoka. Okoto godziny 20 radiant wznosi sie

na wysokosci ponad 60°. W tym roku, w zwiazku

z Ksiezycem w nowiu, warunki obserwacyjne Drakonidow
sa bardzo dobre. Dodatkowo miesiac temu macierzysta
kometa roju, 21P /Giacobini—Zinner, przeszla blisko
Ziemi i jednoczesnie przez peryhelium, stad mozna
liczy¢ na zwigkszona aktywnosé tego roju. Kolejnym
rojem sa Taurydy, promieniujace od 10 wrzeénia

do 19 listopada, z maksimum 10 pazdziernika. Réj

ten nie jest obfity, mozna spodziewaé si¢ zaledwie
kilku meteoréw na godzine i tylko troche szybszy od
Drakonidéw, ale za to obfituje w bolidy, czyli bardzo
jasne meteory, rozjasniajace caly nieboskton. Trzecim
pazdziernikowym rojem sa Orionidy, promieniujace

od 2 pazdziernika do 7 listopada z maksimum 21
pazdziernika. Te meteory z kolei sg bardzo szybkie,
wpadaja w atmosfere z predkoscia 66 km/s. Niestety,
tym razem ich obserwacje zakléci Ksiezyc bliski petni.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Ciemna materia — coraz mniej jasnosci

Kosmologowie uwazaja, ze okolo ¢wierci gestosci

energii wypelniajacej wszech§wiat stanowi tzw. ciemna
materia — substancja nieoddzialujaca lub bardzo stabo
oddzialujaca ze znana materia, a w szczegolnosci zupeltnie
przezroczysta dla swiatla. Sa liczne i wazne powody, by
poglad ten podzielaé. Po pierwsze, gwiazdy na krancach
galaktyk poruszaja sie ze zbyt duzymi predkosciami,

by mogty byé¢ utrzymane w galaktykach tylko dzieki
przyciaganiu materii Swiecacej. Po drugie, analogiczny
argument dotyczy galaktyk skupionych w gromady
galaktyk. Po trzecie, jak kazda materia, takze i ta
ciemna ma zdolno$¢ soczewkowania grawitacyjnego, tzn.
uginania biegnacych w jej poblizu promieni $wietlnych;
jesli efekt ten jest niewielki i prowadzi do delikatnego
pojasnienia obiektow astronomicznych, mowimy

o mikrosoczewkowaniu grawitacyjnym. Obserwacje nieba
pozwalaja dzi$ na odtworzenie rozkladu ciemnej materii
w galaktykach. Po czwarte, symulacje komputerowe
tworzenia sie galaktyk i gromad galaktyk z drobnych
poczatkowo zgeszczen materii wskazuja na koniecznosé
uwzglednienia w tym procesie takze i ciemnej materii.
Wreszcie, po piate, obserwowane niejednorodnosci
mikrofalowego promieniowania tla wskazuja na istnienie
zrodla grawitacji o wlasnodciach odpowiadajacych ciemnej
materii.

Wymienione wyzej pie¢ argumentéw uzasadnia istnienie
ciemnej materii w sposéb posredni. Nikt jeszcze nigdy
wnie ztapal” jej w laboratorium, nawet nie w sensie
zamknigcia w szczelnym naczyniu, ale przynajmniej
»zlapania na goracym uczynku”, tzn. zaobserwowania
procesu fizycznego, w ktorym uczestniczylaby czastka
ciemnej materii. Dlatego w fizyce ciagle jest miejsce

na alternatywne wyjaénienia zjawisk posrednio
uzasadniajacych istnienie ciemnej materii.

Jedna z takich propozycji zostala sformulowana

35 lat temu przez Mordehaia Milgroma. Zaklada ona
modyfikacje ogdlnej teorii wzglednosci w taki sposéb,

ze dla bardzo malych przyspieszen (rzedu od bilionowej
do miliardowej czedci przyspieszenia ziemskiego), jakie
wykazuje wiele obiektéw astronomicznych, nalezy
zmodyfikowac teorig grawitacji, czyli ogdlng teorie
wzglednosci Einsteina. Dla wigkszych przyspieszen,
adekwatnych do opisu dynamiki zjawisk zachodzacych na
Ziemi czy w Ukladzie Stonecznym, grawitacja mialaby za$
pozostac taka, jaka ja znamy. Propozycja Milgroma nosi
nazwe zmodyfikowanej dynamiki Newtonowskiej i znana
jest najbardziej pod swym angielskim akronimem MOND.
W ciagu dekad, jakie uptynely od oryginalnej publikacji,
naukowcom udato sie zbudowaé coraz lepsze teorie MOND,
taczac je w szczegdlnosci w zgrabny i naturalny sposob

z 0g6lng teoria wzglednodci.

Nalezy jednak pamietac, ze fizyka jest nauka, ktorej
fundamentem sa eksperymenty i obserwacje, decydujace

o tym, jakie teorie mozna, przynajmniej tymczasowo,
przyjaé jako wlasciwy opis Swiata, a jakie nalezy
odrzuci¢. W szczegdlnodci mozna zadaé pytanie, jak

z ilo$ciowym opisem danych dotyczacych predkosci gwiazd
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w galaktykach radza sobie koncepcje ciemnej materii
i MOND.

Stacy McGaugh ze wspoélpracownikami wykorzystali

w tym celu dane z przegladu nieba z uzyciem m.in.
kosmicznego Teleskopu Spitzera, wérdéd ktorych
wyodrebnili obserwacje ponad setki galaktyk pozwalajace
na bardzo dokladne odtworzenie mapy predkosci oraz
rozkladu materii. Badacze zauwazyli, ze rozklad ten dla
znanej materii jest niezwykle podobny do rozmieszczenia
ciemnej materii, co mozna wytlumaczy¢ na jeden z dwéch
sposobéw. Albo znana materia ,wie”, gdzie znajduje sie
ciemna materia (ale przeciez mialy one praktycznie nie
oddziatywad), albo nalezy zmodyfikowaé¢ prawa fizyki

w taki sposob, aby dla dostatecznie malych przyspieszen
znana materia zachowywala si¢ w taki sposéb jak MOND.
McGaugh ze wspélpracownikami postanowili wyznaczy¢
skale tego granicznego przyspieszenia. Co ciekawe,
pomimo znacznej liczby analizowanych galaktyk wartosé,
jaka uzyskiwali dla kazdej z nich, wydawala sie w duzej
mierze uniwersalna, na poziomie jednej stumiliardowej
przyspieszenia ziemskiego. Wyniki te zostaly opublikowane
w prestizowym czasopi$mie Physical Review Letters.

Te same dane wzieli na warsztat Davi Rodrigues

i jego wspolpracownicy. Przeanalizowawszy je, doszli
do wniosku, ze nie ma zadnej uniwersalnej skali
przyspieszenia wyznaczonej przez poprzednikow. Prace
swoja opublikowali w czasopismie Nature Astronomy,
co, przynajmniej w naszym kraju, wywolaloby zachwyt
decydentéw, ale w miedzynarodowym srodowisku
astronomicznym nie jest uwazane za olbrzymi sukces.

Jak to rozumie¢? Kluczowa jest tu analiza niepewnosci
obserwacyjnych i ich odpowiednie modelowanie.
Opisywany zestaw danych zostal przygotowany (na
podstawie wieloletnich pomiaréw) przez McGaugha

i wspolpracownikéw, ktérzy w zwiazku z tym znali je na
wylot i mieli podstawy do zakladania prawdopodobienstwa
odstepstwa od wartosci zmierzonej opisywanego rozktadem
Gaussa. Tymczasem Rodrigues i wspolpracownicy
zastosowali znacznie bardziej toporna analize, zakladajac
rownomierne prawdopodobienstwo odstepstwa od wartosci
mierzonej niezaleznie od wielkosci odchylenia.

A moral? Wyniki Rodriguesa i kolegéw plasowaly sie
w gléwnym nurcie badan, faworyzujacym koncepcje
ciemnej materii. Cho¢ miaty dodatkowo wzmocni¢ te
koncepcje, wydaje sie, ze przede wszystkim zwrocity
uwage na alternatywne i mniej popularne koncepcje. A jak
jest naprawde? W tej chwili nie ma pewnosci. Autor
niniejszego tekstu, ktory opublikowal nieco prac o ciemnej
materii, kibicuje tej ostatniej. Moze jednak nowe pokolenie
badaczy (to do Ciebie, Czytelniczko i Czytelniku!) wykaze,
ze nie ma racji. . .
[1] S.S. McGaugh, F. Lelli, J.M. Schombert, The Radial
Acceleration Relation in Rotationally Supported Galaxies,
Phys. Rev. Lett. 117 (2016) 201101

[2] D.C. Rodrigues, V. Marra, A. del Popolo, Z. Davari, Absence
of fundamental acceleration scale in the galaxies, Nature

Astronomy 2 (2018) 668 B
Krzysztof TURZYNSKI



Rys. 1. Za pojedynczg droge uwazamy
calg prosta, np. droga pozioma laczy
cztery miasta.

Rys. 2. Warto wymys$li¢ rozwigzanie,
a nastepnie sprawdzié¢, uzywajac monet.

21716
9 1 5 |1
4 1 3|8

Rys. 3. Numeracja pél planszy do gry
w ,,kétko i krzyzyk” oraz odpowiadajace
im drogi w grze Jam. Nazwy miast 1K,
2W itd. oznaczaja 1 kolumne, 2 wiersz
itd. planszy, PG to przekatna w prawo
w goére, PD — w prawo w dot.

Dwie inne zakamuflowane gry w , kétko
i krzyzyk” opisano w deltoidach 7/2010
i8/2012.

Z drugiej strony. .. Joanna JASZUNSKA

Na wiele probleméw matematycznych warto spojrzeé z innej strony (lub z dwéch
stron jednoczesnie), przeanalizowaé¢ dualna sytuacje, dostrzec alternatywna wersje
tego samego zagadnienia. . .

1. Plansza do gry w Jam jest mapa pewnego kraju, w ktérym jest 8 miast

i 9 prostych drég przez nie, jak na rysunku 1. Dwaj gracze na przemian maluja,
kazdy swoim kolorem, po jednej calej drodze. Wygrywa ten, kto pierwszy pomaluje
swoim kolorem wszystkie drogi przez ktoére$ miasto. Jak graé, zeby wygrac?

2. Jak wygraé¢ (lub zremisowaé) w szachy z arcymistrzem, nawet nie umiejac graé¢?

3. Znajdz dowolng tréjke dodatnich liczb calkowitych x, y, z spelniajacych
29z + 30y + 31z 199

3

4. Czy istnieja takie liczby niewymierne a, b, dla ktérych liczba a® jest wymierna?

réwnanie

5. Przyklejamy do stolu monete 1 zt i ktadziemy nad nia, styczng do niej, druga
monete 1 z1, z orlem ustawionym jak na rysunku 2. Nastepnie te druga monete
toczymy wokol przyklejonej. Jak ustawiony bedzie orzel, gdy toczona moneta
znajdzie sie na dole monety nieruchomej?

6. Jesli szeroko$¢ pewnego prostokata powickszyé o 50%, to jego szerokosé
powiekszy si¢ o 25%. O ile procent zmniejszy si¢ dlugo$é tego prostokata, jesli jego
dtugoéé zmniejszymy o 50%?

Rozwigzania

R1. Tak samo, jak w ,kotko i krzyzyk”. Miasta odpowiadaja kolumnom, wierszom
i przekatnym planszy, drogi za$ — jej dziewieciu polom (rys. 3). O

R2. Zagrajmy jednoczesnie z dwoma arcymistrzami: A i B. Pierwsza parti¢ niech
zaczyna A, grajac bialymi. Po jego pierwszym ruchu przerwijmy na chwile gre

z nim i rozpocznijmy druga partie, z B, dokladnie tym samym ruchem, ktory

A wykonal w pierwszej grze. Gracz B jako$ na ten ruch odpowie czarnymi.
Wtedy wréémy do przerwanej rozgrywki z A i powtérzmy w niej ten wilasnie
ruch czarnymi. I tak dalej, ruchy bialymi gracza A z pierwszej gry kopiujmy

w grze drugiej, a ruchy B czarnymi z drugiej gry kopiujmy w grze pierwszej.

W ten sposob dokladnie jedna z tych dwoch gier wygramy, czyli pokonamy
arcymistrza szachowego (ewentualnie z obydwoma arcymistrzami zremisujemy —
to tez sukces!). O

R3. Réwnanie spetniaja np. z =1, y = 4, 2 = 7, bo w roku przestepnym jest jeden
miesiac 29-dniowy, cztery 30-dniowe i siedem 31-dniowych — tacznie 366 dni. [
R4. Tak, istnieja. Rozwazmy liczbe \/5\/5

Jedli jest ona wymierna, to zadana wlasnoéé zachodzi dla liczb a = /2, b = /2.

W przeciwnym przypadku warunki zadania spelniaja liczby niewymierne

V2 .
a= ﬁﬁ, b= /2, wtedy bowiem a® = (ﬁﬁ) = \/iﬂﬁ = \/§2 —92 0

Zainteresowanym ujawniamy, ze liczba \/if jest niewymierna, a nawet przestepna.

R5. Monety sg identyczne, zatem gdy ich punkt stycznoséci pokona potowe obwodu
monety przyklejonej i bedzie na dole, to pokona réowniez polowe obwodu monety
toczonej i bedzie przy glowie orta. Orzel na dole bedzie wigc znéw — tak jak

na poczatku — ustawiony glowa do géry. O

R6. Rozwazmy prostokat o wymiarach 4 x 5. Jesli jego szeroko$¢ 4 powigkszyé

o 50%, uzyskamy prostokat o bokach 6 x 5, a wigc o szerokosci 5, czyli

0 25% wigkszej niz poczatkowa. Jesli zas dlugo$é 5 wyjsciowego prostokata
zmniejszy¢ o 50%, otrzymamy prostokat rozmiaru 4 x 2,5, a wiec o dlugosci 4, czyli
0 20% mniejszej niz pierwotna.

7 zalozeni zadania wynika, ze szeroko$¢ rozwazanego prostokata powickszona o 25%
rowna jest jego pierwotnej dtugosci. Stad prostokat ten ma proporcje 4 : 5, zatem
uzyskana powyzej odpowiedz 20% jest jedyna mozliwa. O
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Spotkanie Banacha i Nikodyma ze Steinhausem w Krakowie

W 1916 roku w Krakowie miato miejsce wydarzenie niezwykle waine dla polskiej nauki i swiatowe] matematyki.
Przebywat tam wowczas dr Hugo Steinhaus, niespetna trzydziestoletni matematyk. Pewnego wieczora udat sie

na spacer wzdtuz Plant. Pisat potem we wspomnieniach:

..ustyszatem rozmowe, a raczef tylko kilka sidw; wyrazy ,catka Lebesgue'a” byly tak nieoczekiwane,
Ze zblizytem sie do fowkii zopoznafem z dyskutantami: to Stefan Banach § Otto Nikodym rozmawiali
o matematyce. Powiedziell mi, e majg jeszcze trzeciego kompana, Wilkosza, ktdrego bardzo chwalili.

Banach w tym czasie zajmowat sie matematykg amatorsko, Nikodym byt nauczycielem gimnazjalnym.
Wieczorami, zwykle w tréjke, spacerowall po Krakowie | rozmawiali o matematyce. Dzi$ catka Lebesgue'a

jest podstawowym pojeciem wyiszej matematyki, ale wtedy bylo to odkrycie ostatnich lat, znane wytgcznie
specjalistom. Nic dziwnego, fe zastyszane stowa zaintrygowaly Steinhausa. Wigczyt sie do dyskusji

i podczas rozmowy powiedzial im o problemie, nad ktdrym od diuzszego czasu pracowal. Kilka dni pdiniej
Banach przyszedt do niego i przedstawif rozwigzanie. Steinhaus dostrzegt wtedy niezwykly matematyczny
talent Banacha. Mawiat potem, Ze jego najwiekszym odkryciem byt Stefan Banach. Karlera naukowa Nikedyma

rozwineta sie pdiniej; matematyczne wyniki ich obu s3 dzié stawne.

Dwa lata temu, sto lat po tym spotkaniu (14 X 2016 roku) postawiocno na Plantach w Krakowie tawke z figurami
Banacha (z prawej) i Nikodyma, upamietniajgcg owo wydarzenie. tawke wykonat stynny krakowski rzeibiarz,
profesor Politechniki Krakowskiej, Stefan Dousa, a ufundowata firma ASTOR (akronim Automatyka, Sterowanie,
Transmisja, Oprogramowanie, Robotyka). Na tawce s3 tei wygrawerowane symbole matematyczne. Pochodzg
one ze wspdinej pracy Banacha i Steinhausa, opublikowane] w Bulletin international de I'Acodémie

des sciences de Cracowvie | zawierajgce] rozwigzanie problemu, o ktérym Steinhaus powiedziat Banachowi

podczas ich pierwszego spotkania.

KC




