lhustracja: NASA, Swift, Aurore Simonnet [Sonoma State University)
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ZWARTOSC OBIEKTOW
ASTROFIZYCZNYCH

Xpu =1
Xo =10"°
AXns =3-1071

Xgar, = 1077

Czarne dziury:
Stonce:
Y% neutronowe:

Galaktyka:

ASTROFIZYCZNE BADANIA
CZARNYCH DZIUR

Zdjecie z teleskopu Hubbla galaktyki
eliptycznej M87, w ktérej centrum tkwi
supermasywna czarna dziura o masie
7 109M®. Akrecja materii na te czarng
dziure jest zZrédlem jasnosci (mocy)
przewyzszajacej wielokrotnie jasnosé
samej galaktyki. Akrecja napedza takze
strzelajaca z centrum struge materii, jej
predkosé zblizona jest do predkosci
Swiatta. Magnetohydrodynamiczne
symulacje akrecji i strugi pokazane sg
w okienku po prawej.

100 1 100 A

4 keV 400 keV

Accretion disc
" . galaxy

Rysunek powyzej pokazuje zasade
dopasowania obserwowanego widma

z widmem obliczonym w modelach
teoretycznych. Widmo pochodzi od dysku
akrecyjnego, samej galaktyki, pytu

i rozrzedzonego gazu (,,korony”) oraz
innych skladnikéw.

Teoria akrecji na czarne dziury
jest bardzo szczegélowo
zgodna z obserwacjami.

Astrofizyka nie daje przestanek
do kwestionowania einsteinowskiej,
klasycznej, teorii czarnych dziur.

Klasyczne i kwantowe czarne dziury:
uwagi astrofizyka

Marek ABRAMOWICZ*

Klasyczne, astrofizyczne czarne dziury

Czarne dziury sa najbardziej niezwykla teoretyczna przepowiednia wynikajaca
z rownan ogolnej teorii wzglednosci Alberta Einsteina. Dwie ich cechy budza
ogromne watpliwoéci teoretykéw: istnienie centralnej osobliwosci oraz istnienie
horyzontu zdarzen. Zadna z nich nie zostala zweryfikowana obserwacyjnie.

Z drugiej strony teoretycy nie potrafia uzgodni¢ stanowiska, czy osobliwo$ci

i horyzont powoduja powazny kryzys w fizyce. Natomiast obserwatorzy sa

o wiele mniej sceptyczni. W ciagu ostatniego czterdziestolecia astrofizycy
zgromadzili ogromna ilosé bardzo dokladnych obserwacji dotyczacych
konkretnych obiektéw na niebie, ktore z racji swej ,,zwartosci” moga by¢
czarnymi dziurami. Dla obiektu o promieniu R i masie M, ktorego ksztalt
niewiele rézni si¢ od sfery, zwarto$¢ X' definiowana jest jako Rg/R, gdzie
promien grawitacyjny Rq to 2GM/c2.

Astrofizycy wyznaczaja z obserwacji zwartosé¢ obiektu, i jesli okazuje sie, iz

X =~ 1, to uwazaja ten obiekt za dobrego kandydata na czarna dziure. Rzecz
jasna, jest to pewnego rodzaju naduzycie, poniewaz nie zwarto$é, lecz wlaénie
istnienie horyzontu jest definiujaca wlasnoscia czarnej dziury. Obserwacje
uzywajace fal elektromagnetycznych, to znaczy radiowych, podczerwonych,
optycznych, nadfioletowych, rentgenowskich i gamma, nie moga, z przyczyn
fundamentalnych, dowie$¢ istnienia horyzontu. Czesto mamy bardzo mocne
przestanki na istnienie horyzontu, ale nigdy nie mamy na to dowodu. Nalezy
jednak z cala moca podkresli¢, ze — jak dotad — nie ma ani jednej obserwacji,
ktéra bytaby sprzeczna z przewidywaniami ogdlnej teorii wzglednosci
dotyczacymi czarnych dziur. Nie ma zatem zadnych obserwacyjnych przestanek
sugerujacych konieczno$¢ rewizji klasycznej, einsteinowskiej, teorii czarnych
dziur.

Astrofizycy odkryli dwa rodzaje czarnych dziur: gwiazdowe, o masach od

kilku do kilkudziesigciu mas Storica (masa Storica: Mg = 2 - 10?3 g) oraz
supermasywne, o masach 10Mg < M < 101°M. Odkryte gwiazdowe czarne
dziury tworza ukltady podwdjne ze ,zwykla” gwiazda. Supermasywne czarne
dziury rezyduja w centrach galaktyk. W érodku naszej Galaktyki jest to

SgrA*, czarna dziura o masie 4 - 105M. Gwiazdowe i supermasywne czarne
dziury pochlaniaja (akreuja) rotujaca materie ze swego sasiedztwa. Materia,
spadajac po ciasnych spiralach nagrzewa si¢ i $wieci. Procesy akrecyjne sa juz
stosunkowo dobrze poznane (cho¢ nie do korica). W szczegdlnosei potrafimy
teoretycznie wyliczaé¢, czesto bardzo dokladnie, wlasnosci promieniowania
struktur akrecyjnych. Wiemy, ktére z nich zaleza silnie od grawitacji, natomiast
stabo od proceséow dyssypacyjnych zachodzacych w materii. To daje nam wglad
w geometrie czasoprzestrzeni czarnych dziur. W ten sposob zgromadziliSmy
solidna, imponujaca, obserwacyjna wiedze o czarnych dziurach.

Ale nowe obserwacyjne mozliwo$ci badania czarnych dziur sg jeszcze bardziej
imponujace! Od trzech lat interferometry LIGO i Virgo rejestruja fale
grawitacyjne powstale podczas zderzen i zlewania sie par czarnych dziur.

W zesztym roku dziatajacy od kilku lat zespot radioteleskopow tworzacych
globalna sie¢ EHT (Event Horizon Telescope), poprawil zasadniczo swe
parametry i rozpoczal obserwacje SgrA*, supermasywnej czarnej dziury

w centrum Galaktyki, z rozdzielczoscia katowa poréwnywalna z rozmiarami tego
obiektu. LIGO/Virgo oraz EHT otwieraja zupelnie nowa epoke w historii fizyki.
Po raz pierwszy w dziejach bedzie mozliwe obserwacyjne testowanie zjawisk
kwantowej grawitacji. Praktycznym na to sposobem stanie sie¢ obserwacyjne
sprawdzanie, czy niektére z konkretnych obiektéw w zasiegu LIGO/Virgo lub
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LATA DWUDZIESTE,
LATA TRZYDZIESTE

W latach dwudziestych i na poczatku lat
trzydziestych, kiedy $wigcita tryumfy
nowa fizyka, panowal ogromny optymizm
co do przysztosci — nauki, sztuki, kultury
i cywilizacji. Mys$lano, ze Europejczycy

i Amerykanie wyzwolili si¢ raz na zawsze
z barbarzynskich aspektéow swej historii
wojen, nacjonalizméw, populizmu,
zabobonéw i przesagdéw. Hitlera uwazano
z poczatku za nieszkodliwego pajaca. Ale
on i jemu podobni potrafili jednak uwiesé
nie tylko niewyksztalconego suwerena,
lecz takze wybitnych intelektualistéw.
Uwies$é chamskim wrzaskiem z pierwszych
stron dziennikéw i odwiecznymi
ktamstwami o wstawaniu z kolan,

o piedzi, chwale i rubiezy, o ojcach,
dziadach i sztandarach, o bohaterach

i ofiarach. Brr. ..

Gdyby kto$ twierdzil, ze ta uwaga jest
niestosowna w felietonie dotyczacym
kwantowej grawitacji, niech wie, ze sie
myli. Wir missen wissen! W roku 1986
opublikowalem w giedroyciowej Kulturze
obszerny esej historyczny o ,,Hitlerowskiej
ustawie o szkotach wyzszych”, opisujac,
jak ustawa rzadu kanclerza Adolfa
Hitlera, ,,przywracajgca niemieckim
uczelniom narodowy charakter”,
zdruzgotala w ciggu zaledwie kilku lat
niemiecks matematyke i fizyke, obie
woéwczas najlepsze w §wiecie, kwitnace.

Wystepowanie w formule Hawkinga
jednoczesnie statych ¢, G, h §wiadczy
o tym, ze laczy ona grawitacje i kwanty.

EHT sa czarnymi dziurami, czy tez ich ,kwantowymi alternatywami”. To nie
jest sprawa odleglej przyszlosci, to stanie si¢ niebawem. Technologia i know-how
istnieja juz dzisiaj.

Teorie wspoélczesnej fizyki

Fundamentem, na ktérym stoi cata wspoélczesna fizyka, sa dwie teorie —
mechanika kwantowa oraz ogdlna teoria wzglednosci Alberta Einsteina, czyli
teoria grawitacji. Obie powstaly w pierwszych dziesiecioleciach XX wieku

i zupelnie odmienity nasze rozumienie rzeczywistosci — nasze koncepcje na
temat czasu i przestrzeni, determinizmu, a nawet na temat roli swiadomogsci
w $wiecie materii. Jeszcze wigksza rewolucja, o niewyobrazalnych dzi$
konsekwencjach dla fizyki, kultury i technologii, bedzie przyszta unifikacja
obu teorii — sformutowanie kwantowej teorii grawitacji. ,,Niewyobrazalnych
konsekwencji” nie sposob, rzecz jasna, przewidzie¢. To moga by¢, na przyktad,
podréze ,na skréty” w czasoprzestrzeni, w tym takze wehikuly czasu,
wykorzystanie energii prézni, makroskopowa teletransportacja. . .

Rzeczywistos¢ w najmniejszej skali czastek elementarnych, atomdéw

i molekut zdominowana jest przez efekty kwantowe, ktore sa ze swej natury
probabilistyczne i wynikaja z faktu, iz materia nie jest ciagta, lecz sklada sie
z niepodzielnych porcji — kwantéw. Teoria grawitacji Alberta Einsteina, czyli
ogblna teoria wzglednosci, objasnia rzeczywistos¢ w duzej skali — tam, gdzie
dominuje oddzialywanie grawitacyjne, opisywane jako efekt zakrzywienia
ciaglej (nieskwantowanej) czasoprzestrzeni. Dotyczy to struktury i ruchu
planet, gwiazd, galaktyk i calego Wszechéwiata, a takze budowy skal, doméw
i maszyn, gdzie wazne sg réwniez wiazania chemiczne, opisywane kwantowo
przez oddzialywania elektromagnetyczne. Chemia jest gléwnym jezykiem
biologii, ktora opisuje wiele aspektéw budowy i zycia organizméw — w tym
organizmu czlowieka. W poznanym fizycznym swiecie obie teorie opisuja
wszystko, o czym wiemy, od najmniejszych do najwigkszych istniejacych
obiektow. Ich poprawnosé jest imponujaca — zostata potwierdzona w ogromnej
iloéci pomiaréw, eksperymentow i obserwacji, a takze w dzialaniu maszyn

i urzadzen.

Sukces nie jest jednak zupelny, ma bowiem zasadnicza skaze — te dwie
podstawowe teorie fizyki nie sa kompatybilne. Opisuja rzeczywisto$¢ odrebnie,
we wlasciwych sobie zakresach stosowalnosci, ale gdy probujemy stosowaé je
naprawde lacznie, napotykamy podstawowe teoretyczne trudnosci, ktérych dzis
nikt nie potrafi przezwyciezy¢. Czesto obrazuja to paradoksalne sprzecznoéci,
niemozliwe dzi$ do rozwiklania. Mamy nadzieje, ze wszystkie te trudnosci

i paradoksy usunie kwantowa teoria grawitacji — jeszcze nieodkryta ,teoria
wszystkiego”, uogdlniajaca i taczaca kwanty z grawitacja. Kwantowa grawitacja
i teoria wszystkiego to palacy nierozwiazany problem, najwicksze wyzwanie
wspblczesnej fizyki.

Préby, nigdy jak dotad udane, stworzenia teorii wszystkiego sa takze domena
teoretycznych spekulacji, catkowicie oderwanych od doswiadczen. Dopiero

w ostatnich latach otworzyly sie mozliwosci obserwacyjnego testowania
przynajmniej niektérych z tych spekulacji. Ot6z, choé¢ nie ma jeszcze

teorii kwantowej grawitacji, fizycy spekuluja, jakie moglyby by¢ tej teorii
przewidywania dotyczace konkretnych zjawisk i obiektéw — w tym czarnych
dziur. Najstynniejszym przykladem jest tu promieniowanie Hawkinga. Stephen
Hawking zatozyl, iz pewne postulaty zaréwno teorii Einsteina, jak i mechaniki
kwantowej sa tak bardzo fundamentalne, iz beda zapewne obowiazywaé takze
w kwantowej teorii grawitacji. Za takie uznal istnienie horyzontu zdarzen
czarnych dziur oraz zasade nieoznaczonosci Heisenberga. Nastepnie sprawdzit,
co z nich obu lacznie wynika. Pokazal (wykonujac skomplikowany rachunek,

w ktérym przyjal jeszcze dodatkowe zalozenia), ze czarne dziury nie sa calkiem
czarne, ale emituja promieniowanie termiczne z temperaturg dang wzorem

T = he® /87GkM. Tutaj h jest podstawowa w mechanice kwantowej stala
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KONFOREMNA
KOMPAKTYFIKACJA

To jest wazny temat, ale poboczny

w stosunku do gtéwnej mysli tego
felietonu. Dlatego objasniam go tylko na
marginesie tej i nastepnej strony.
Konforemna kompaktyfikacja jest
elegancka metoda, uzywang od dawna
przez matematykow i artystéw. Do teorii
Einsteina wprowadzit ja Brandon Carter,
a upowszechnil Roger Penrose. Pozwala
na tworzenie pozytecznych i pogladowych
map czasoprzestrzeni.

Oktadka New Yorkera z 29 marca

1976 roku przedstawia stynny rysunek
Saula Steinberga ,View of the World from
9th Avenue”. Rysunek jest przykladem
stosowania konforemnej kompaktyfikacji
w sztuce. Zasada jest dokladnie taka
sama, jak w przypadku diagramoéw
Cartera—Penrose’a, opisanych na stronie

nastepnej.
THE
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Rzecz polega na odpowiednim skalowaniu:

skala zmniejsza sie wraz z odlegtoscig od
$rodka mapy, gdzie ma warto$é 1 : 1,
dazac w nieskonczonoéci do wartosci

1: 00. W ten sposéb na skoriczonej mapie
mozna pokazaé nieskonczony obszar — to
jest wlasnie ,kompaktyfikacja”.
Natomiast ,, konforemno$é¢” oznacza, iz
deformujac odleglosci, skalowanie nie
deformuje katéow (ksztaltéw). Widok

z 9-tej Alei az do nieskoniczono$ci
pokazany jest na rysunku ponizej.

= vezss

4
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Plancka, ¢ i G najwazniejszymi stalymi teorii Einsteina — to znaczy predkoscia
Swiatlta i stata grawitacji, k stata Boltzmanna — podstawowa w termodynamice
statystycznej, wreszcie M jest masa czarnej dziury.

Promieniowanie Hawkinga

T = he® /87GkM jest temperatura nierotujacej i elektrycznie nienaladowane;j
czarnej dziury. Najbardziej ogélne rozwigzanie réwnan pola Einsteina dopuszcza
czarne dziury z momentem pedu J i tadunkiem elektrycznym @ — czarna dziura
moze mieé tylko te trzy wlasnosci (M, J,Q), jest nimi catkowicie i kompletnie
okreslona. Musza one spelnia¢ nieréwnosé,
2 2

" () s

dregG MG
Przez €y oznaczyliSmy przenikalno$é elektryczng prozni. Czesto we wzorach
zastepuje sie moment pedu czarnej dziury J przez jej ,spin” zdefiniowany jako
a=J/(Mc).

M2

Polozenie ,zewnetrznego” ry i ,wewnetrznego” r_ horyzontu zdarzen dane jest
wzoren,

G Q2 Je \
'l":t:g MZE M27 <]\4G’)

(2) 4reeG

Z tego wzoru wynika, ze jedli nieréwnosé (1) nie jest spelniona, to nie ma
rzeczywistych rozwiazan réwnania (2) — a zatem, nie ma horyzontu, choé¢
jest osobliwo$¢. W tym przypadku mamy do czynienia z ,naga osobliwoscia”.
Graniczny przypadek, to znaczy réwnosé we wzorze (1) definiuje przypadek
,maksymalnej czarnej dziury”. Dla takich mamy r, =r_ = GM/c.

Dla rotujacych ale nienaladowanych czarnych dziur definiuje sie geometryczne
wielkosSci na horyzoncie:

2
- A(ry —r)
rawitacja: kK = ——5——5,
& ! 2(r2 + a?)
a
rotacja: Q = ———,
4 2 +a?

powierzchnia horyzontu: A = 4x (1"3L + a2) .
Zauwazmy, ze dla maksymalnej czarnej dziury (z a = M) mamy ry = r_,
to znaczy « = 0. James Bardeen udowodnil, ze zadne oddziatywanie nie
moze rozkreci¢ czarnej dziury do maksymalnego stanu a = M w skonczonym
czasie — zatem k nie moze by¢ zredukowane w skoniczonym czasie do zera. Do
stwierdzenia, ze pole horyzontu czarnej dziury nie moze male¢, doprowadzily
prace Demetriosa Christodoulou i kilku innych fizykéw. Jacob Bekenstein,
jeszcze jako doktorant Johna Archibalda Wheelera w Princeton, zauwazyl, iz
wzOr na zmiane energii czarnej dziury,

dE = 2=dA+QdJ,
8T
jest bardzo podobny do wzoru opisujacego drugie prawo termodynamiki,

dE =TdS + QdJ.

W pierwszym cztonie po prawej w obu przypadkach rézniczka zwiazana jest
z wielkoscia niemalejaca (entropia S albo pole horyzontu A), natomiast jej

mnoznik Lagrange’a jest wielkoscia nieredukowalna do zera (temperatura T
albo grawitacja na horyzoncie k). Bekenstein znalazl skalowanie A — S oraz

k=T,
1 h
t tura: T = — -
emperatura K <27rc> (k) ,

) c? AN k
(3) entropia: S = Sgg = A <4G> (k) =A <4€12)> )

gdzie fp = /Gh/c® = 10733 cm oznacza dtugos$é Plancka. Indeks ,BH” nie jest
skrotem pochodzacym od ,black hole”; lecz od ,,Bekenstein-Hawking”.
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DIAGRAMY CARTERA-PENROSE’A

Roéwnanie ruchu sygnatéw swietlnych,
poruszajacych sie w kierunku od i do
centrum na ustalonym promieniu r we
wspbélrzednych sferycznych, mozna
zapisaé jako,

(4) r=+ct+’r3’, r=—ct+ry.

Stale 7‘3’ oraz r, okreslaja polozenie
sygnalu w chwili ¢ = 0, czyli ,numerujg”
poszczegdlne sygnaty. Wprowadzimy
oznaczenia U = ry oraz V = rg .
W jednostkach, w ktérych dlugosé mierzy
si¢ w sekundach $wietlnych, a czas
w sekundach, predkos$é¢ $wiatlta ma
warto$é ¢ = 1. Réwnania (4) przyjmuja
postac,

U=r+t, V=r—t
U,V definiujg wspéirzedne ,zerowe”,
wyznaczone przez trajektorie sygnalow
$wietlnych w czasoprzestrzeni. Pokazane
jest to na rysunku ponizej.

t

<

Konforemnej kompaktyfikacji dokonuje
sie za pomocy przeksztalcenia,

u = tg71 U+tg71 V,
v = tg71 U — tg71 V.

Teraz caly czasoprzestrzen bez grawitacji
widaé¢ na skorniczonej mapie.

it
T [ ]
t ._7+ J+
iO. .,L-O
T J-
r— °

Brzeg tego ,diagramu Cartera—Penrose’a”

(diagramu CP) stanowig nieskonczonodci:

i~ czasowa nieskoriczonosé przeszlosci.
Zaczynaja sie historie materii

i obserwatoréw (poruszajacych si¢ wolniej
niz $wiatlo).

it czasowa nieskoriczonosé przyszlosci.
Koricza si¢ historie materii

i obserwatoréw

J~  zerowa nieskoriczonosé przeszlosci.
Zaczynaja sie historie sygnaléw
Swietlnych.

It zerowa nieskoriczonosé prazyszlosci.
Koricza si¢ historie sygnaléw $wietlnych.

i% nieskoriczono$é przestrzenna.

Nieosiggalna dla materii, §wiatta
i obserwatoréw.

To bardzo pickne skalowanie. Zauwazmy, ze cho¢ kazde z osobna — temperatura
i entropia czarnej dziury — zaleza od staltych A, k, to ich kombinacja T'dSpH,
réwna klasycznej, niekwantowej, czysto geometrycznej wielkosci (k/87)dA

od tych stalych nie zalezy. Wyobrazmy sobie elementarne kwantowe komérki
[2¢p - 2¢p]. Na powierzchni horyzontu mozna je ulozyé na W = Al sposobow.
To intuicyjnie wyjasnia wzér (3) na entropie — mozna go bowiem zapisaé

w boltzmannowskiej formie,

Spu = k logW, gdzie W = eA/“?’.

Hawking poczatkowo byl bardzo przeciwny idei Bekensteina. W waznej pracy
»The Four Laws of the Black Hole Mechanics”, napisanej wspolnie z Bardeenem
i Carterem w roku 1974, poswiecit caty akapit na argumentacje, iz pola
powierzchni czarnej dziury NIE mozna uwazaé za entropie. Ale przekonal

sie w konicu do entropii Bekensteina — i wtedy zrozumial, ze czarne dziury
rzeczywisdcie powinny promieniowad!

Wykazatl istnienie promieniowania za pomoca dos¢ skomplikowanego rachunku
w kwantowej teorii pola (rézni obserwatorzy wykrywaja rézne stany prézni),
ale wyjasnit tez rzecz pogladowo — jako wynik kwantowej, spontanicznej
kreacji wirtualnych par (czastka+antyczastka). W swym bardzo znanym
popularnym artykule w ,,Scientific American” tak to opisal. Catkowita
energia pary jest rowna zeru, gdyz energia nie moze powstaé z niczego. Zatem
jedna z wirtualnych czastek ma energie dodatnia, a druga ujemna. Daleko

od horyzontu takie pary powstaja na czas bardzo krétki, a potem anihiluja
bez sladu. Niedaleko horyzontu mozliwe jest wchloniecie czastki o ujemnej
energii przez czarna dziure. Na zewnatrz horyzontu pozostaje zatem czastka

o dodatniej energii, to znaczy kwant promieniowania Hawkinga. Calkowita
energia jest zachowana, poniewaz w wyniku absorpcji czastki o ujemnej
energii masa czarnej dziury ulega zmniejszeniu (masa i energia sa réwnowazne,
E = Mc?).

Czy promieniowanie Hawkinga jest rzeczywistym efektem, a jego wzér na
temperature jest poprawna formuta przyszlej kwantowej teorii grawitacji? Wielu
fizykow sadzi (bo przeciez nikt tego dzi$ nie moze wiedzie¢ na pewno), ze tak
jest istotnie. Ale nie wszyscy sie z tym zgadzaja. Promieniowanie Hawkinga
nigdy nie zostato zaobserwowane — ani bezposrednio, ani poprzez zadne jego
posrednie efekty. Jego temperatura jest odwrotnie proporcjonalna do masy czarnej
dziury. Dla najmniejszej ,astrofizycznej” czarnej dziury, o masie ~ 10Mg, wynosi
ona T ~ 1077 K, czyli mniej niz temperatura kosmicznego promieniowania tla.
Astrofizyczne czarne dziury sa zimniejsze niz osrodek, w ktérym sa zanurzone —
na pewno wiec do tego osrodka nie promieniuja. Moglyby promieniowaé czarne
dziury o masach mniejszych niz ~ 102° g. Takie czarne dziury zmniejszatyby
swoja mase skutkiem promieniowania, stajac sie coraz goretsze i promieniujac
coraz wiecej — w koncu konczyltyby zycie wybuchem. Czas zycia czarnej dziury
jest proporcjonalny do szescianu jej masy, przy czym czarna dziura o masie okoto
10'% g ma czas zycia réwny obecnemu wiekowi Wszech§wiata. Takie pierwotne
mini-czarne dziury, jesli powstaly niedlugo po Wielkim Wybuchu, powinny teraz
wlagnie konczy¢ zycie w eksplozji, jako punktowe blyski w promieniach gamma.
Obserwujemy réznego typu blyski gamma, ale nie takie, ktére mogltyby pochodzié
od takich eksplozji promieniowania Hawkinga. Ale czy pierwotne czarne dziury
rzeczywiscie powstaly we wezesnym Wszechswiecie? Tego nikt nie wie. Moim
zdaniem najsilniejszym argumentem za ich powstaniem i istnieniem sa FRB —
silne, krétkie btyski w falach radiowych, dochodzace do nas z najbardziej odlegtych
rejonow Wszech$wiata. Jedynym spojnym wytlumaczeniem tego zjawiska sa, moim
zdaniem, zderzenia pierwotnych czarnych dziur z gwiazdami neutronowymi.

7 promieniowaniem Hawkinga mamy takze bardzo powazny problem
teoretyczny: paradoks informacyjny czarnych dziur, przez wielu
postrzegany jako nieusuwalna sprzecznosé miedzy mechanika kwantowsa
a 0golna teorig wzglednosci. Jest to material na odrebny tekst.
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predkosé orbitalna

odlegtosc

Zalezno$é jasnosci galaktyk od obecnosci
ciemnej materii. Linie kolorowe wskazuja,
jak zmalaltaby obecnie obserwowana
jasno$é (czarna linia) bez ciemnej materii
w przypadku galaktyki eliptycznej (e),

a jak galaktyki spiralnej (s).

Zdjecie tzw. pierscienia Einsteina
wykonane przez Teleskop Hubble’a. Pole
grawitacyjne widocznej w centrum
galaktyki LRG 3-757 zakrzywia
czasoprzestrzen w taki sposéb, ze swiatto
innej, polozonej znacznie dalej, galaktyki
widzimy w postaci pierscienia.

Czy czarne dziury to ciemna materia?
tukasz WYRZYKOWSKI*

Czym jest Ciemna Materia? Jest jedna z najwigkszych i najdiuzej opierajacych
sie rozwiazaniu zagadek Wszechswiata. Pytanie dotyka naukowcéw z szerokiego
wachlarza dziedzin, od fizykéw czastek elementarnych, przez astrofizykow, po
kosmologow badajacych najdalsze zakamarki kosmosu.

Pierwsze przestanki o jej istnieniu pojawily sie juz w latach 30. XX wieku,

gdy zmierzono predkosci gwiazd naszej Galaktyki. Gdyby Galaktyka sktadata
sie tylko z gwiazd, ktére widzimy, to powinna rotowa¢ wolniej na duzych
odleglosciach od srodka. Jednakze obserwuje sie mniej wiecej stata predkosé
rotacji gwiazd w dysku Drogi Mlecznej. Podobnie sytuacja wyglada w innych
galaktykach. Oznacza to, ze w galaktykach tych istnieje dodatkowa, niewidoczna
masa, tworzaca rozlegle tzw. halo, w ktérym zanurzony jest dysk i centrum
galaktyki. Obecnos¢ masywnego halo wokoét galaktyk obserwuje sie tez

w zjawisku silnego soczewkowania grawitacyjnego, gdy swiatlo odleglej galaktyki
dociera do nas po liniach zakrzywionych przez obecnos¢é masywnej galaktyki po
drodze. Halo galaktyk sa bardzo rozlegle, siggajac kilka razy dalej niz rozmiar
dysku galaktyki, a czesto taczac sie z halo sasiednich galaktyk, tworzac swoista
sie¢ Ciemnej Materii ciggnaca sie przez caly Wszechswiat.

Jednak czym wlasciwie jest ta Ciemna Materia — nie wiemy! Pomystéw jest
kilka: fizycy szukaja w akceleratorach $ladéw dodatkowych masywnych czastek
elementarnych. Jak na razie bez powodzenia. Astronomowie z kolei poszukiwali
obiektéw gwiazdopodobnych o masach od masy Jowisza do dziesiatek Stonc,
zbudowanych z Ciemnej Materii. Aby wykryé takie nieSwiecace obiekty,
zastosowali technike mikrosoczewkowania grawitacyjnego, zasugerowana

w 1986 roku przez Bohdana Paczynskiego, polskiego astronoma, wychowanka
Uniwersytetu Warszawskiego, pracujacego w Princeton w USA. Metoda ta jest
podobna do silnego soczewkowania, uzywanego do wykrycia halo ciemnej materii
wokél galaktyk, z ta réznica, ze tu zZrodtami $wiatla sa gwiazdy, a soczewki
poruszaja si¢ na tyle szybko, ze samo zjawisko soczewkowania jest tymczasowe
i trwa zwykle od kilku dni do kilku lat.

Polski projekt Optical Gravitational Lensing Experiment (OGLE), uzywajacy
warszawskiego teleskopu zlokalizowanego w Chile, przez ponad 25 lat prowadzi
nieprzerwanie obserwacje najbardziej gestych czesci nieba, gdzie zjawiska
mikrosoczewkowania wystepuja najczedciej. Analiza danych z lat 1996-2009
wykluczyla jednak obecnos¢ w halo Drogi Mlecznej obiektéw zbudowanych

z ciemnej materii o masach mniejszych niz masa kilku Storc.

Pozostalo jeszcze do sprawdzenia, czy przynajmniej cze$¢ ciemnej materii nie
zawiera sie w duzych czarnych dziurach, o masach pomiedzy 10 a 100 Stonc.
Do tej pory znamy jedynie kilkadziesiat takich czarnych dziur w naszej
Galaktyce. Zostaly one wykryte dzieki ich towarzyszom — gwiazdom, ktérych
materia opada na czarng dziure, wyrwana przez silne pole grawitacyjne czarnej
dziury, tworzaca Swiecacy w falach rentgenowskich dysk, zanim kompletnie
zniknie pod horyzontem zdarzen, spod ktérego nawet Swiatto nie moze sie
wydostaé¢. Metoda mikrosoczewkowania grawitacyjnego pozwala wykry¢
obiekty stabe lub kompletnie ciemne, takie jak planety, brazowe karty czy
czarne dziury, gdy przechodza one na tle odleglej gwiazdy. Zakrzywienie
czasoprzestrzeni przez mase ciemnej soczewki powoduje, ze do obserwatora
docieraja promienie z gwiazdy zrédta, ktére w normalnej sytuacji do nas by
nie dotarty. Gdy obserwator, soczewka i zrédlo tworza idealna linie, wzmocniony
obraz odleglej gwiazdy pojawia sie¢ w postaci pierécienia, ktérego grubosé zalezy
od rozmiaru tarczy gwiazdy, natomiast promieni zalezy od masy soczewki (M)
oraz kombinacji odleglosci zrédla (Dg) i soczewki (Dy,):

A4GMyp Dg — Dy,
o [R5 Dy

C DSDL

Symbol 0 oznacza katowy rozmiar na niebie powstalego pierécienia, zwanego
pierscieniem Einsteina, mimo ze stynny astrofizyk zupelnie nie wierzyt
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Zjawisko mikrosoczewkowania
grawitacyjnego wykryte przez projekt
OGLE. Czarne punkty to pomiary
sumaryczne jasno$ci soczewkowanych
obrazéw, ciggla linia to model
Paczynskiego. Ze strony
ogle.astrouw.edu.pl/ogled/ews/2017/
blg-0517.html

Pozycja obrazéw (ciemne kétka) oraz
srodka $wiatla (szare kétka) dla
zmieniajacej si¢ wzglednej pozycji zrédla
wzgledem soczewki. Pierécien Einsteina
pokazany jest jako kolorowy okrag.
Rysunek wykonata Zofia Kaczmarek,
studentka astronomii na UW.

w mozliwoé¢ wykrycia takiego zjawiska. Sceptycyzm Einsteina wynikal z tego,
ze rozmiary pierscienia w naszej Galaktyce to tysieczna czesé sekundy huku
(milisekunda), czyli kilka milionowych czesci stopnia. Po prawdzie, do tej
pory takiego pierscienia nie udato sie jeszcze bezposrednio zaobserwowaé
w przypadku gwiazd! Jednakze mimo braku wystarczajacej rozdzielczosci
zjawisko soczewkowania Swiatla moze by¢ zaobserwowane na dwa sposoby.
Fotometryczne soczewkowanie polega na rejestracji sumarycznego pojasnienia
odleglej gwiazdy w czasie, gdy soczewka przesuwa si¢ na jej tle. Powstajace
obrazy uzyskuja coraz wicksza sumaryczng jasnosc, gdy soczewka zbliza si¢
w swoim ruchu do linii taczacej zrédto i obserwatora. Powstala krzywa zmian
blasku gwiazdy w czasie nosi nazwe krzywej Paczynskiego, gdyz to wlasnie
Bohdan Paczynski jako pierwszy obliczyt, jak bedzie wygladalo soczewkowanie
przez poruszajaca sie ciemna soczewke. Krzywa Paczynskiego opisana jest
nastepujacym wzorem:

u? +2
wE i d
gdzie u jest odlegloscia na niebie pomiedzy pozycja zrodia a soczewka, podana
w jednostkach pierécienia Einsteina (6g). Przykladowe zjawisko zaobserwowane
przez projekt OGLE, wraz z dopasowanym modelem Paczynskiego, jest
pokazane obok.

A(u) =

Drugim efektem jest soczewkowanie astrometryczne. Oprocz sumarycznego
pojasnienia zrédta obserwuje sie tez jego przesuniecie na niebie, a dokladniej,
przesuniecie érodka obrazéw.

Rozmiar przesuniecia $rodka $wiatla jest funkcja 7, czyli parametru odleglosci
katowej zrodla od soczewki (podobnie jak w odchylce fotometrycznej),

a jej kierunek zalezy teraz od kierunku wektora tej odleglosci. Co jednak
najwazniejsze, rozmiar odchytki pozycji centrum $wiatta obrazéw jest
proporcjonalny do rozmiaru pierScienia Einsteina, 0g:

7
) =3

Wynika z tego, ze im cigzsza soczewka, tym latwiej dostrzec zmiane pozycji
zrodla. Niestety, nawet dla masywnych galaktycznych czarnych dziur,
o masie 6 i wigcej mas Stonca, g jest rzedu kilku milisekund tuku.

0.

Pomiar takiego odchylenia srodka swiatla zostal wykonany do tej

pory jedynie raz, za pomocg Teleskopu Kosmicznego Hubble’a,

ktory obserwowal przejscie bialego karta na tle odleglej gwiazdy
(adsabs.harvard.edu/abs/2017Sci. . .356.10468S,
www.scientificamerican.com/article/for-first-time-einsteins-
relativity-used-to-weigh-a-star/). Obserwowany karzel znajduje sie
bardzo blisko Stonca, w odlegloéci jedynie 5,5 parseka. Jak pamietamy,
rozmiar pierScienia Einsteina zalezy nie tylko od masy, ale tez od odleglosci
do soczewki i zrodta. W tym przypadku 0 wynosita az okolo 30 milisekund,
a zaobserwowana odchytka wyniosta 2 milisekundy tuku.

Gdyby udalo nam sie¢ wyznaczy¢ rozmiar pierscienia Einsteina we wszystkich
tych tysiacach zjawisk mikrosoczewkowania, ktére wystepuja na niebie i sa
wykrywane przez polski projekt OGLE i inne obserwatoria, moglibySmy
pomierzy¢ masy i odleglosci soczewek, a dzicki temu odréznié¢ soczewkujace
gwiazdy (najczestsze) od soczewkujacych gwiazd neutronowych i czarnych dziur.
Masa soczewki dana jest wzorem:
M= Or _ 0%

KT R Ii(i — ﬁs) 7
gdzie £ jest stalg réwna 8,144 milisekund/Me, natomiast 7w jest tzw. paralaksa
mikrosoczewkowa, czyli réznica w odleglosci Zzrédla (Dg) i soczewki (Dy,)
w jednostkach pierécienia Einsteina. Dla przyktadu, dla najbardziej typowego
zrodla w centrum Galaktyki Dg = 8 kpc, soczewce znajdujacej sie w polowie
odleglosci (D, = 4 kpc), mase ,,czarnodziurowa”, okolo 6 Me, uzyskujemy, gdy
pierécien Einsteina wynosi okolo 2,5 milisekund tuku.
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Badania nad ciemng materig za pomoca
misji Gaia wspiera grant Harmonia
Narodowego Centrum Nauki nr
2015/18/M/ST9/00544.

O ile wykrycie zjawisk soczewkowania jest obecnie wykonywane rutynowo
przede wszystkim przez polski projekt OGLE (ogle.astrouw.edu.pl), to juz
do zmierzenia odchylki pozycji zrédla na niebie musimy uzy¢ danych kosmicznej
misji Gaia (gaia.esac.esa.int/).

Gaia jest europejska misja kosmiczna, dziatajaca od 2014 roku, ktorej gtéwnym
zadaniem jest pomiar pozycji gwiazd i ich zmian w czasie. Projekt Gaia

25 kwietnia 2018 roku opublikowal dane z pélmetka misji, czyli pierwsza
doktadna mape odlegloséci dla 1,7 miliarda gwiazd Drogi Mlecznej, otrzymanych
na podstawie pomiaréw zmian pozycji gwiazd wywotanych zmiang kata
patrzenia na gwiazde (zjawisko paralaksy). Dane te po raz pierwszy pozwola
zmapowaé ramiona spiralne i centrum Galaktyki, wykry¢ pozostatoséci po
rozerwanych galaktykach jako strugi gwiazd, utworzyé¢ mapy rozktadu pytu

w Galaktyce itd. Jednakze do zmierzenia efektu mikrosoczewkowania potrzebne
beda dane konicowe misji, w ktérych bedzie mozna zmierzy¢ subtelne dodatkowe
przemieszczenie zréodel wywolane mikrosoczewkowaniem. Astrometria z Gai

w polaczeniu z fotometrig z obserwacji naziemnych z OGLE oraz samej

Gai, pozwoli na rozpoznanie soczewek wywolanych przez czarne dziury i na
wyznaczenie ich parametréw, takich jak masa, predkosé czy odlegtosé od Stonca.

Wykrycie dziesiatek czarnych dziur pozwoli po raz pierwszy na poréwnanie
ich cech z oczekiwaniami teoretycznymi. Moze okazacé sie, ze znajdziemy duza
liczbe bardzo masywnych czarnych dziur, o masach 30 czy 60 mas Slonca,
ktorych obfitosci nie uda sie wyttumaczy¢ zwyktymi procesami gwiazdowymi.
Moga to by¢ czarne dziury, powstate w bardzo mtodym Wszechéwiecie jeszcze
przed powstaniem pierwszych gwiazd, kiedy to zgestki ciemnej materii byty
tak duze, ze zapadaly si¢ i tworzyly tzw. pierwotne czarne dziury. Mozliwe,
ze to wlasnie takie czarne dziury zaobserwowano w pierwszych detekcjach

fal grawitacyjnych w 2016 roku. Potrzebujemy jednak duzo wiekszej probki
czarnych dziur, a najlepiej na tyle pobliskich w naszej Galaktyce, aby méc
odrozni¢ ,,zwykle” gwiazdowe czarne dziury od tych pierwotnych, zbudowanych
z ciemnej materii. Jest szansa, ze wtasnie mikrosoczewkowanie grawitacyjne

i misja Gaia to umozliwia juz za kilka lat.

ﬂ Zadania

Przygotowal Hugo STEINHAUS*

M 1582. Udowodnij, ze liczba 319 4- 4195 jest podzielna przez 13, 49, 181, 379,
a nie jest podzielna przez 5 ani 11.
Rozwiagzanie na str. 8

M 1583. Podziel szeécian na sze$é przystajacych czworoscianow.
Rozwigzanie na str. 12

M 1584. Wykaz, ze \/l—i- \/2+ \/34++/ - ++/n < 2 dla kazdego naturalnego n.

Rozwiazanie na str. 11

* Polecamy znakomite 100 zadan i Jeszcze 105 zadari Hugona Steinhausa.

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 963. Oszacuj, jaki bylby najkrétszy czas trwania dnia, ktéry mogliby$my
przezy¢ stojac na Ziemi?

Promien Ziemi R =~ 6400 km, przyspieszenie Ziemskie g ~ 10m/s.
Rozwiazanie na str. 16

F 964. Oszacuj, jaka jest najmniejsza odleglosé r od Ziemi, w jakiej Ksiezyc
moglby obiegaé¢ Ziemie po orbicie kotowej bez utraty skal ze swojej powierzchni
(tzn. pylu i kamieni pokrywajacych jego powierzchnie i zwiazanych z reszta
Ksiezyca tylko silami grawitacji)? Przyjmij, ze Ksiezyc, tak jak to jest obecnie,
jest zwrécony do Ziemi zawsze ta sama strona, tzn. predkosci katowe obiegu

i obrotu wlasnego Ksiezyca sa réwne. Masa Ksiezyca My jest w przyblizeniu
81 razy mniejsza od masy Ziemi My. Promien Ksiezyca Ryx ~ 1740 km.
Rozwiazanie na str. 21
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Kwazi-czastki — model standardowy kwaziwszechswiata

* Inzynieria nanostruktur, Wydziat Fizyki,
Uniwersytet Warszawski

w

Rozwigzanie zadania M 1582.
Na wtak”: gdy n jest nieparzyste,
'+ b™ dzieli si¢ przez a + b,
i V\ys‘r arczy zauwazyc, ze
3105 | 4105 _ (33135 1 (43)35 _
= (3%)21 4 (4%)21 = (37)15 1 (47)15,
a wige 3'9° 4 419% dzieli sie
przez 3° +4'z =91 =7-13,
przez 35 + —1) = 1267 = 7-181
oraz przez 37 4+ 47 = 18751 = 49 - 379.

Na ,nie”: liczba ta zaréwno modulo 5,

jak modulo 11 przystaje do 2.
ZrlllV\ azmy bowiem, ze

4% = —1(mod5) i 32 = —1(mod5),
podobnie B

4% = —2(mod 11) i 3° = 1(mod 11)).
Skoro 4% = —1(mod5), to

4105 = (7 s’(mod 5) = —1(mod 5);
podobnie z 5 = —1(mod 5) wynika
3104 = (—1)° mod 5) = 1(mod 5),

a wiec 3'9 = 3(mod 5), skad

(Sm’ + 1“)’) (3 = 1)(mod 5) = 2(mod 5).

Analogicznie, skolo 4% = —2(mod 11),

wiec 4% = (=2)%(mod 11) =

= 732(mod 11) = 1(mod 11),

stad 419% = 17(1nod 11) = 1(mod 11);

podobnie z 3° = 1(mod 11) mamy

3195 =121 (mod 11) = l(mod 11);

wobec tego (310r + 410
=(1+4+1)(mod1l) = 2(1110(1 11).

Jacek SZCZYTKO*

Zyjemy we Wszech$wiecie, w ktérym stale fizyczne, kolejne generacje czastek
elementarnych, warto$¢ tadunku elementarnego itp., sa scisle okreslone, przy czym
w zasadzie nie wiemy, dlaczego przyjmuja taka Wartosc a me inna. Najlepiej znany
przyktad to tzw. stala struktury subtelnej o = 47350 ;LC ~ 137 036 Pezwymiarowa
wielko$¢ charakteryzujaca site oddzialywania elektromagnetycznego natadowanych
czastek. W kazdym systemie jednostek jest taka sama, a jej niewielka zmiana
(rzedu kilku procent) sprawilaby, ze reakcje jadrowe syntezy wegla (z trzech

jader He) i tlenu (z wegla i helu) by ustaly, co, oczywiscie, doprowadzitoby

do braku pierwiastkow, z ktérych mogtaby sie utworzy¢ materia organiczna —
czyli my. Obserwacja ta stanowi sedno tzw. zasady antropicznej, ktéra glosi,

ze state fizyczne naszego Wszech$wiata maja dokladnie takie wartosci, aby

moglo zaistnieé zycie. W teorii wielu (wszech)$wiatéw oznacza to, ze w Wielkim
Wybuchu powstaly, byé¢ moze, i inne wszech$wiaty, z innymi statymi fizycznymi

i innymi wymiarami przestrzennymi, ale nie ma ich kto bada¢, gdyz tylko nasz ma
parametry umozliwiajace powstanie zycia. A do innych wszech§wiatéw nie mamy
dostepu. Czyzby?

A gdybysmy mieli mozliwosé zbadania wszech$wiata czastek o utamkowym
tadunku elementarnym? Czastek o ujemnej masie? Elektronéw bezmasowych?
Ciezkich fotonéw? Monopoli magnetycznych? Egzotycznych czastek niebedacych
ani fermionami, ani bozonami? Mogliby$my testowaé¢ prawa fizyki egzotycznych
wszech§wiatow i obserwowad zjawiska, ktore na co dzien nie wystepuja

w przyrodzie, np. caltkiem bezpieczng anihilacje dodatnich i ujemnych elektronow
w troj- dwu- albo jednowymiarowej przestrzeni.

Moze troszeczke przesadzitem z tymi ,innymi prawami fizyki” — tych nie zmienimy,
ale mozemy zmieni¢ elementarne czastki budujace nasz hipotetyczny wszechswiat

i zobaczy¢, w jaki sposoéb moga wchodzi¢ w interakcje. Musimy zatem przejé¢ do
»innego wszechéwiata” — bedzie nim krysztal. Zwykly krysztal — moze byé metal,
polprzewodnik, izolator — byleby atomy ukladaly sie w periodyczna strukture
przestrzenna, byleby mozna bylo go jako$ pobudzié (Swiattem, temperatura,
napieciem, polem magnetycznym itp.) i byleby mozna to pobudzenie jako$ §ledzié,
badaé¢. Krysztal niepobudzony bedziemy traktowali jak préznie, a elementarne
wzbudzenia takiego krysztatu beda naszymi czastkami elementarnymi, ktére

beda wchodzily w interakcje i ktore pozwola na testowanie zwariowanych teorii
fizycznych. Oczywidcie, nie sa to prawdziwe czastki elementarne (choé¢ wolatbym
sie nie wdawaé¢ w dyskusje znaczenia slowa ,,prawdziwy”), tylko jakby-czastki, wiec
mowimy o nich kwazi-czgstki. Ich wlasciwosci bedg zalezaly od wielu rzeczy, ale
przede wszystkim od rodzaju materiatu, ktory badamy i od jego wymiarowosci.
Tak, mozemy badaé¢ kwazi-wszech$wiaty trojwymiarowe, jak nasz, ale i dwu-, jedno-
i zerowymiarowe.

WezZmy, na przyktad, elektron w krysztale krzemu. Kazdy atom krzemu ma
czterech sasiadow, z ktérymi uwspolnia elektrony walencyjne, tworzac kowalencyjne
wiazania chemiczne zgodnie z reguta oktetu. Taki krysztal — w ktérym elektrony
obsadzaja dozwolone stany i wypelniaja wszystkie miejsca na powloce walencyjnej
— jest wlasnie nasza kwazi-proznia. Ale krzem, jako pierwiastek chemiczny, ma
wiecej ,miejsc” na swoje elektrony — chodzi o stany wzbudzone, normalnie puste
(czyli nieobsadzone elektronami), ale ktére pod wpltywem jakiego$ zaburzenia

moga zostaé przez chwile obsadzone. Astronomowie uzywaja takich stanéw
wzbudzonych np. do badania, czy w danej gwiezdzie sa ,linie widmowe krzemu”

— te linie widmowe sa wlasnie efektem przechodzenia elektronéw pomiedzy réznymi
powlokami atomu krzemu. Okazuje si¢, ze w krysztale te puste powloki tez tworza
miejsce dla wzbudzonych elektronéw. W odréznieniu od pojedynczego atomu
krysztal ma tych miejsc bardzo duzo, tak, ze nie méwimy juz o ,poziomach”, ale

o ,pasmach”. I tu niespodzianka — elektron, ktéry zostanie przeniesiony do takiego
pustego pasma (zwanego pasmem przewodnictwa) z pasma zapelnionego, w ktérym
tworzyl wiazania (zwanego pasmem walencyjnym), porusza sie w krysztale krzemu
tak, jakby krysztatu nie bylto! Jakby nie byto 10?2 w cm? atoméw, z ktérymi
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méglby sie zderzaé, nie byto 1022 w cm? innych elektronéw, na ktére mégiby
wpadaé — nic, proznia, elektron swobodny!

Elektron zachowuje si¢ jak fala materii (fala de Broglie’a) i okazuje sie, ze osrodek
periodyczny, jakim jest krysztal, tylko w niewielkim stopniu modyfikuje jego
wlasciwoséci w poréwnaniu z elektronem swobodnym. Elektrony o réznej energii
maja rézna dlugosé fali i w zasadzie najwiekszy wplyw sie¢ krystaliczna ma na
elektrony, ktérych dlugosé fali jest wielokrotnoscia odlegto$ci pomiedzy atomami.
Niemniej nawet te elektrony w krysztale mozemy traktowac jak czastki swobodne,
poruszajace sie bez rozproszen. Elektron w pasmie przewodnictwa jest wlasnie
yelementarnym wzbudzeniem” krysztatu. Jaka cene musimy zaplaci¢ za taki

prosty model? Po pierwsze, nasz elektron ma inna mase niz elektron swobodny
(oznaczmy te mase mg): w zalezno$ci od materialu moze to by¢ masa 1000mg albo
i 0,001mg a czasami nawet 0 (grafen!). W przypadku krzemu jest to okoto 0,2my.
Po drugie, jesli zostal wzbudzony z pasma walencyjnego, to po pewnym czasie

do niego powrdci — emitujac nadmiar energii, np. w postaci fotonu albo jeszcze
fononu (o fononach za chwilg). Czyli zanihiluje — wyemituje jako$ swoja energie

i po procesie anihilacji pozostanie znowu ,kwazi-préznia”, czyli pusty krysztal.
OK, to z czym on zanihiluje, co to za ,antyczastka”, ktéra pozarta nasz elektron?
To jest anty-elektron, czyli tzw. ,,pusty” stan, opuszczony na chwile przez elektron.
Jesli puste pasmo pordéwnac do pustej butelki, a elektron do kropli wody, to

pelne pasmo mozemy utozsamié¢ z butelka napelniong po korek, z ktorej ,,odlano”
kropelke, taki kwazi-babelek. Otéz ten pusty stan — ktéry nazywa sie dziura —
takze moze swobodnie po krysztale podrozowac. Tyle tylko, ze tak jak babelek

w butelce, zachowuje sie¢ odwrotnie niz pozostalte elektrony-kropelki. Jak wlaczymy
pole elektryczne, to elektron poleci w strone ladunku dodatniego, a dziura —

w kierunku ujemnego (bo wszystkie elektrony z pasma walencyjnego polecialy

w strone dodatniego — to jak przechylanie butelki z babelkiem). Dziura wigc

jest kwazi-czastka o dodatnim tadunku elektrycznym. Wszystko si¢ zgadza —
ujemny elektron, anihilujac z dodatnig dziura, pozostawia pusty, nienatadowany
krysztal. Ale zaraz — jesli w naszym kwazi-wszechswiecie pojawil sie ladunek
dodatni i ujemny, to moze powstanie i kwazi-wodor, sktadajacy sie z dwoch
tadunkéw? 1 rzeczywiscie — elektrony i dziury tworza takie stany zwigzane —
nazywaja sie one ekscytonami (kolejna kwazi-czastkal). Przypominaja nie tyle
wodor, co pozytonium — uklad elektronu i pozytonu, ktory po pewnym czasie
moze zanihilowaé. Ale ekscytony moga tworzyé¢ podstawe naszego kwazi-ukladu
okresowego: moga tworzy¢ czasteczke bi-ekscytonu (dwa ekscytony), zjonizowanego
ekscytonu (tzw. trionu) itd. Taki ekscyton mozna w pewnych warunkach silnie
sprzac ze Swiatlem, tworzac tzw. polaryton — stan mieszany fotonu i ekscytonu,
ktéry w odpowiednio duzej koncentracji polarytonéw z kolei moze przejsé do fazy
kondensatu Bosego—Einsteina. .. Ufff. Wazne jest to, ze to dziala, ze mozemy
budowa¢ z kwazi-czastek elementarnych, takich jak elektron i dziura, coraz bardziej
skomplikowane obiekty.

Niektore egzotyczne stany materii wynikaja np. z obecnoéci elektronéw o zerowej
masie — takiego elektronu w krysztale nie da si¢ zatrzymac, musi poruszaé sie¢

z ,predkodcia $wiatta dla elektronu” (dziwnie brzmi) — w grafenie jest ona tylko
300 razy mniejsza od predkoéci swiatla. I znowu — mozemy na stole laboratoryjnym
testowaé ultrarelatywistyczng fizyke, wyrafinowane teorie fermionéw Majorany —
wszystko dzieki kwazi-czastkom.

Sam krysztal — rozumiany jako sie¢ atoméw — tez nie jest tylko biernym os$rodkiem.
W krysztale mozemy wzbudzi¢ atomy do drgan — wystarczy podnies¢ temperature.
Znowu — elementarne wzbudzenie mozemy traktowaé jak kwazi-czastke,

ktéra bedzie mogta sie poruszaé po krysztale. Taka czastka to fonon — moze
oddzialywaé z elektronami, dziurami, podgrzewac ekscytony albo pomaga¢ im
osiagnaé¢ rownowage termodynamiczng. Jest analogiem ,nos$nika oddzialywania”,
kwazi-bozonem. Dodatkowo innego rodzaju wzbudzenia — magnetyczne, pomiedzy
zlokalizowanymi momentami magnetycznymi w atomach tworzacych krysztal,
moga by¢ 7rédlem magnonéw (fal spinowych), skyrmionéw, a nawet monopoli
magnetycznych! Budujac krysztaly z krysztaléw — tzw. struktury fotoniczne —
mozemy badaé ciezkie fotony, czyli $wiatlo, ktére ma mase i da sie nawet na chwile
yzatrzymac”.
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Warto na koniec dodaé, ze charakter kwazi-czastek mozna kontrolowac¢ przez
zmiane wymiaru przestrzeni, w ktérej je badamy. Jesli zmusimy elektrony

i dziury do ruchu tylko w jednej plaszczyznie, np. wytwarzajac bardzo

cienka, kilkunanometrowa warstwe krysztatu, wtedy mamy do czynienia

7 kwazi-wszech$§wiatem dwuwymiarowym (tzw. studnia kwantowa), jesli te
warstwe pokroimy jak makaron, dostaniemy obiekty jednowymiarowe (druty
kwantowe), a jak dalej posickamy ten makaron na drobne kawaleczki, dostaniemy
kropki kwantowe — obiekty zerowymiarowe (kwazi-zerowymiarowe), ktére mozna
traktowaé jak sztuczne atomy. Zastosowania? Np. lasery péiprzewodnikowe to
studnie kwantowe, w ktorych dokonujemy skuteczniej anihilacji elektronéw i dziur;
kropki kwantowe byly niedawno hitem nowoczesnych luminoforéow w telewizorach.

wy;w‘

Nasze mozliwoéci sa w zasadzie nieograniczone. Badaniami tego typu zjawisk
zajmuje sie fizyka ciala statego i nanotechnologia, zastosowania siegaja urzadzen
polprzewodnikowych, optycznych, przetwarzania informacji — takze kwantowej, bo
komputery kwantowe tez mozna zaprojektowaé z kwazi-czastek. Badania trwaja,
przeciez jest tyle kwazi-wszechswiatow do odkrycia!

Jak proste problemy staty sie trudne Michat WEODARCZYK*

* doktorant, Instytut Informatyki, Dawno, dawno temu, wierzono, ze fundamentalne zasady rzadzace $wiatem sg,
Yvﬂ‘izﬁn?ﬁit%‘?lfjv}:;;’yigfo\r}\gi‘:;’;‘vskl proste. Kiedy dziedzina nauki, zwana obecnie informatyka, dopiero raczkowala,
naukowcy byli przekonani, ze dla kazdego problemu obliczeniowego mozna znalezé
efektywny algorytm, o ile poswieci sie na to wystarczajaco duzo czasu, kredy oraz
kawy. Pojecie ,efektywnego algorytmu” oznaczalo poczatkowo algorytm o czasie
dzialania proporcjonalnym do rozmiaru danych wejsciowych, ale i algorytmy
o ztozonoéci obliczeniowej O(n?) czy O(n3) byly do zaakceptowania.

Pojawily sie jednak problemy, ktorych pomimo wielu lat badan i hektolitrow
wypitej kawy nikt nie umial rozwiazaé lepiej, niz generujac wszystkie potencjalne
rozwiazania i wybierajac najlepsze z nich. Czas dzialania takich algorytmdw jest
zazwyczaj wyktadniczy, zatem dla duzych danych dziataja one zdecydowanie
wolniej niz te o ztozonosci wielomianowej. Do trudnych probleméw nalezaly:

e Pokrycie Wierzchotkowe: majac dany graf, znajdz najmniejszy podzbior
wierzcholkéw, stykajacy sie z kazda krawedzia.

e Cykl Hamiltona: majac dany graf, rozstrzygnij, czy istnieje cykl odwiedzajacy
kazdy wierzchotek doktadnie raz.

e Spelnialno$é Formul (SAT): majac dana formule logiczna, zlozona ze zmiennych
przyjmujacych wartosci prawda/falsz oraz operatoréw AND, OR, NOT,
rozstrzygnij, czy mozna przypisa¢ zmiennym takie wartosci, aby formuta byta
prawdziwa.

Naukowcy zaczeli rozumieé to zjawisko lepiej na poczatku lat 70. Choé¢ nie udato
sie efektywnie rozwigza¢ ani jednego z ,trudnych” probleméw, ani tez wykluczyé
istnienia algorytméw wielomianowych, udowodniono, ze prawie wszystkie znane
trudne problemy sa réwnowazne na mocy wielomianowych redukcji pomiedzy
nimi. Powstala teoria NP-trudnosci wyjasniata, ze efektywne rozwigzanie
dowolnego z nich pociaga istnienie szybkich algorytméw dla pozostalych. Zamiast
zastanawiaé sie nad setkami réznych problemdéw niezaleznie, naukowcy zrozumieli,
ze ,,jadro” trudnodci jest takie samo. Cho¢ dalej nie wiemy, czy da sie je rozwiazaé
wielomianowo, cale zagadnienie sprowadza sie do jednego kluczowego pytania:

Co prawda, istnieje kilka probleméw, wezy P # NP?7. Swiat znéw stal sie prosty.
o ktérych do dzis nie wiemy, ani ze sa
rozwigzywalne wielomianowo, ani ze sa Teoria NP-trudnosci okazuje si¢ jednak czasem zbyt ., grubo ciosana”, chociazby

NP-trudne, ale sg to ,niedobitki” o S . . . .
riane, afe sg R0, medobi dla uczestnikéw Olimpiady Informatycznej. Powiedzmy, ze na zawodach pojawia

sie zadanie ,rozstrzygnij, czy w danym zbiorze liczb naturalnych istnieja takie
a, b, ¢, ze a + b= c”. Najprostszy algorytm przeglada wszystkie trojki liczb
‘ i dziata w czasie O(n?). Znajomoéé podstawowych struktur danych pozwala na
'. poprawe czasu dzialania do O(n?log(n)). Ale czy da sie poprawiaé¢ dalej, np. do
O(nlog(n))? Inny problem: ,majac dane dwa ciagi liczb, znajdz ich najdtuzszy
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W przypadku cyklu Hamiltona odpowiedz
jest pozytywna i najlepszy znany
algorytm dziala w czasie O(1,66™).

Piszac o ,krétkich” wektorach, mamy na
my$li dlugosé ich zapisu lub, innymi
stowy, wymiar przestrzeni, w ktérej sa
zanurzone.

@

Rozwigzanie zadania M 1584.
Ciagg dany rekurencyjnie przez
apg =2, anp, = (1‘;)1,7l —n, dlan > 1.

spelnia dla naturalnego n warunek

an, > n, co mozna sprawdzi¢ indukcyjnie:
dla 1, 2 i 3 sprawdzamy bezposrednio,
ponadto jesli k£ > 3, to mamy

aps1=aj —(k+1)=k* —k—1>k+1.

Kolejno otrzymujemy zatem
ag > 0,
a1 = a,g —-1>0,
az = (af —1)°> =2 >0,
az = ((ag — 1) —2)? =3 >0,
ag = (((ag —1)* =2)* =3)* =4 >0,

Rozwiazujac te nieréwnosci wzgledem ao,
otrzymujemy kolejno

ag > 1,

142,

1+ /24 V3,

ag >

ag >

(1,()2>\/l+\/2+ 344/ +Vn.

wsp6lny podciag (niekoniecznie spdjny)”. Programowanie dynamiczne pozwala
rozwigzaé go w czasie O(n?), ale skad wiadomo, ze nie da si¢ lepiej?

Pierwszy zdefiniowany wyzej problem nazywa siec 3SUM i, jako ze ma rozwiazanie
wielomianowe, teoria NP-trudnosci nie méwi nam nic o ograniczeniach dolnych
na ztozonos¢ algorytmu. 3SUM okazuje sie istotny w geometrii obliczeniowej

i w latach 90. zastanawiano sie, czy da si¢ go rozwiazaé w czasie np. O(n'9).
Jako ze zapasy kawy przeznaczonej na badania zaczynaly sie kurczy¢, postawiono
nowsa hipoteze, ze nie istnieje algorytm podkwadratowy dla 3SUM. Z hipotezy
wynikalo, ze nie istnieja podkwadratowe algorytmy dla wielu innych zagadnien,
np. obliczania sumarycznej powierzchni n figur na plaszczyznie. Jednak

w przeciwienstwie do hipotezy P # NP nieznane byly zadne szokujace implikacje
odrzucenia hipotezy 3SUM, totez nie zyskata ona podobnego zainteresowania.

W miedzyczasie rozwijata sie teoria algorytméw wykladniczych. Postawiono

wiele pytan typu ,,dla Cyklu Hamiltona znamy algorytm o ztozonosci O(2"n¢),
ale czy mozna to poprawi¢ do 0(1,99"n¢)?” Aby wykluczy¢ istnienie szybszych
algorytméw wykladniczych, potrzebowano jeszcze silniejszych hipotez niz P # NP,
ale takich, ktérych obalenie byloby wielkim szokiem dla nauki — inaczej trudno
przekona¢ innych do wiary w nowa hipoteze. Jedng z nich jest Strong Ezponential
Time Hypothesis (SETH), ktéra w uproszczeniu glosi, ze problemu SAT nie

tylko nie da si¢ rozwiazaé¢ wielomianowo, ale nawet ztozonosé O(1,99™n¢) jest
nieosiagalna. W oparciu o te hipoteze (lub jej slabsza wersje) uzasadniono, ze
rozne znane algorytmy wykladnicze sg optymalne i dopdki nie zrozumiemy lepiej
problemu SAT, nie warto juz nad nimi pracowaé. ZaczeliSmy widzie¢ wigcej,

a Swiat sie znowu troche uprodcit.

Wréémy do $wiata wielomianowego i spojrzmy na nastepujacy problem Orthogonal
Vectors: ,majac dane n (krétkich) wektoréw, rozstrzygnij, czy istnieje wéréd nich
para wektoréw prostopadlych (czyli o iloczynie skalarnym 0)”. Oczywiscie, tatwo go
rozwiaza¢, sprawdzajac wszystkie pary wektoréw i — jak zapewne Czytelnik juz sie
domysla — nie wiemy, czy da sie to zrobi¢ sprytniej. W roku 2005 opublikowano
zaskakujaca redukcje, z ktérej wynika, ze algorytm dla Orthogonal Vectors

o ztozonoséci O(n'??) pociagaltby algorytm dla SAT o ztozonoéci O(1,995™n¢).
Teorie zlozonoéci wielomianowej i wykladniczej zaczely sie przenikaé. Nastepnie
pokazano redukcje z problemu Orthogonal Vectors do wspomnianego wczeéniej
problemu najdhuzszego podciagu. Oznacza to, ze kwadratowy algorytm obliczania
najdluzszego podciagu (znany od lat 60. i wykorzystywany intensywnie w biologii
obliczeniowej) jest optymalny przy zalozeniu SETH.

Badacze zacheceni tymi odkryciami doszli do wniosku, ze pét wieku po
narodzinach teorii NP-trudnodci informatyka jest juz ,,gotowa”, by stworzy¢ teorie
doktadnej ztozonosci wielomianowej. Pojawily sie kolejne redukcje z probleméw
Orthogonal Vectors i 3SUM. W poréwnaniu do klasycznej teorii ztozonosci
wkrajobraz” redukcji okazal sie¢ bardziej skomplikowany: zamiast jednej hipotezy
mamy ich kilka (choé¢ niektére sa powiazane), a zamiast réwnowazno$ci pomiedzy
problemami czesto znamy jedynie implikacje w jedna strone. Pewne miejsca w tym
krajobrazie udato si¢ juz zrozumie¢ lepiej. Na przyktad, dla kazdego z ponizszych
probleméw znany jest algorytm o ztozonosci O(n?), a znalezienie algorytmu

o ztozonoéci O(n?%) pociagaloby postep dla wszystkich pozostatych:

e Obliczanie najkrétszych Sciezek pomiedzy wszystkimi parami wierzchotkow

w grafie.

Szukanie w grafie tréjkata o ujemnej sumie wag krawedzi.

Rozstrzyganie, czy dana funkcja zadaje metryke.

Obliczanie promienia grafu (takiego najmniejszego k, ze istnieje wierzcholek v,
z ktorego odleglosé do wszystkich innych jest nie wieksza niz k).

Czy faktycznie teoria dokladnej ztozonosci jest bardziej skomplikowana niz

teoria NP-trudnosci, czy tez najblizsze lata przyniosa kolejny przetom i kolejne
uproszczenie Swiata? To pytanie jest obecnie obiektem intensywnych badan, m.in.
na Uniwersytecie Warszawskim. Czytelnikéw zainteresowanych naszym stanem
wiedzy w tej dziedzinie odsytam do artykulu Virginii V. Williams Hardness of
Easy Problems: Basing Hardness on Popular Conjectures such as the Strong
Ezponential Time Hypothesis.
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Nie takie sztuczne neurony Dominik KRZEMINSKI*

* Uniwersytet Cardiff

O sieciach neuronowych pisali$my
w Aié‘s.

B

4

@

Rozwigzanie zadania M 1583.
Szescian wypelniaja trzy kopie
czworoscianu przedstawionego na
ponizszym rysunku

i trzy kopie jego lustrzanego odbicia, co
Czytelnik Uwazny zobaczy na kolejnym
rysunku.

Niemal kazdy wyktad wprowadzajacy w zagadnienie sztucznych sieci
neuronowych zaczyna si¢ anegdota o zaczerpnieciu tego pojecia z anatomii
mozgu. Najprostszy model matematycznej jednostki zwanej ,,sztucznym

neuronem” opisuje rownanie:
y:U( E w; wi—l—b).

W analogii do biologicznych koméreklneuronowych mamy do czynienia z suma,
informacji = (przesylanej z komérek presynaptycznych do postsynaptycznych)
z odpowiednimi wagami w (sila polaczeni synaptycznych), na ktéra dziata
funkcja nieliniowa ¢ (uwolnienie potencjalu czynnosciowego po osiagnieciu
wartosci progowej).

Historia wzajemnych wplywéw uczenia maszynowego i neuronauki jest jednak
znacznie dluzsza i o wiele bardziej skomplikowana. Szczegdlnie wyraznie
zaznacza si¢ to w ostatnich latach, gdy niezwykla popularno$é¢ zdobywaja

tzw. glebokie sieci neuronowe (deep neural networks). Swoja struktura coraz
bardziej przypominaja one skomplikowane uklady przetwarzajace informacje

w mézgu. W niedawnym wydaniu periodyku naukowego Neuron role wspdlpracy
naukowcéw z tych dwdch obszaréw wiedzy podkreslat sam Demmis Hassabis,
wspolzalozyciel DeepMind. Dla przypomnienia, ta nalezaca do Google firma
zastyneta opracowaniem programu AlphaGo, ktory jako pierwszy automat
wygral (w 2016 roku) z arcymistrzem gry w Go, Lee Sedolem. Ciekawostka
jest fakt, ze AlphaGo zostal uhonorowany za to przez poludniowokoreanska
federacje dziewiatym danem. Gra planszowa Go uznawana jest przez ekspertow
za najtrudniejsza na Swiecie!

Jednym z najprostszych modeli matematycznych znajdujacym zastosowanie

w obu wspomnianych dziedzinach jest tzw. sie¢ Hopfielda. W oryginalnym
sformutowaniu dyskretna sie¢ Hopfielda sktada si¢ z N neuronéw, z ktérych
kazdy taczy si¢ z kazdym i moze przybraé¢ jeden z dwéch stanéw: +1, lub —1.
Przez v;[t] oznaczaé bedziemy stan i-tego neuronu w chwili ¢. Wage polaczenia
miedzy i-tym i j-tym neuronem oznaczamy przez w;;. Zakladamy, ze wagi sa
symetryczne (w;; = wj;) oraz ze neuron nie wplywa sam na siebie (w;; = 0). Stan
jednostki ¢ w chwili ¢ + 1 w zaleznosci od stanu uktadu w chwili ¢ opisuje si¢

réwnaniem:
vt +1] = sgn(Zw”vj ) = sgn(Zw”vj )

gdzie funkcja sgn przyjmuje Wal"tObC +1, gdy jej argument jest wigkszy od
zera, badz —1 w przeciwnym przypadku. Wyrazenie > i WigU; [t] mozna
interpretowaé jako ekscytacje jednostki k — to znaczy, ze w zaleznoéci od znaku
ekscytacji nastapi aktywacja (4+1) badZ deaktywacja (—1) jednostki. Wyrazenie
to bedziemy oznaczaé przez e;[t].

Dla tak zdefiniowanej sieci okreslamy energie uktadu jako:

(*) E(U) = 7% Z wijvi’uj = 7% Zwijvi'uj.

i,j=1 i#j
Zakladamy, ze aktualizacja stanu nastepuje w sposob asynchroniczny, to znaczy
zadne dwa neurony nie sa wlaczane badz wytaczane w tym samym momencie.
Wéwcezas zmiana energii przy aktualizacji jednostki k& wynosi:

AEy, = E(olt +1]) = Ex(o[t]) = =D wigonlt + o, [t] + Y wrgonto;[t] =
J;ék 7k
= (vift] — velt +11) > wegvi[t] = (oklt] — vilt + 1])ext]-
J#k
Teraz rozpatrzmy dwa przypadki. Kiedy uczenie nie nastepuje, nie zmienia
sie stan ukladu, czyli vg[t] = vi[t + 1]. Mamy zatem AE), = 0, czyli
Ey(vg[t + 1)) = Ex(vg[t]). W przeciwnym przypadku musimy rozwazy¢ kolejne
dwie mozliwo$ci. Poniewaz nastapita zmiana uktadu:

o dla gi[t] < 0 mamy vi[t] = +1, a vt + 1] = —1;
o dla g[t] > 0 mamy vi[t] = —1, a vg[t + 1] = +1.

12



Uwazny Czytelnik zauwazy, ze jest to
paradygmat uczenia bez nadzoru. Zgadza
si¢ to z intuicyjnym pojmowaniem
dziatania ludzkiej pamieci, w ktoérej
skojarzenia tworzone sg jedynie na
podstawie zaobserwowanych wzorcéw.

HL .2

Rys. 1. Zapamietane wzorce

krok 1 krok 2 krok 3

] ) I

Rys. 2. Rekonstrukcja litery ,,C” w trzech
krokach

Zainteresowanym wiekszg iloscia
przykladéw wzajemnych wpltywéw
neuronauk i uczenia maszynowego
polecam prace przegladowa wspomniang
na poczatku artykutu: D. Hassabis i in.,
Neuroscience-Inspired Artificial
Intelligence, 2017, Neuron.

Za kazdym razem wyrazenie (vg[t] — vg[t + 1]) ma przeciwny znak do wartosci
ekscytacji. Pokazalidémy zatem, ze AE), < 0. W kazdym przypadku energia bedzie
maleé, a ze liczba stanéw sieci jest skonczona, w skoniczonym czasie zbiegnie do
stanu minimum lokalnego (tzn. niemozliwego do ,poprawienia” poprzez opisana
aktywno$¢ neuronéw). Bedzie to tzw. stan stabilny.

Jak w takim razie sie¢ Hopfielda moze si¢ czegokolwiek ,nauczyé¢”?

W najprostszym wydaniu rzecz opiera si¢ na requle uczenia Hebba, opracowanej
juz w latach 50. XX wieku przez kanadyjskiego psychologa Donalda Hebba.
Méwi ona o tym, ze jeSli neuron A systematycznie pobudza neuron B, to
polaczenie synaptyczne miedzy nimi staje sie silniejsze (po angielsku czesto
jest to podawane w zgrabnej formie: fire together, wire together). Ta prosta
hipoteza zostata potwierdzona kilkanascie lat po jej sformutowaniu, poprzez
odkrycie paradygmatu dlugotrwalych wzmocnien synaptycznych. Niewatpliwa
zaleta reguly Hebba jest fakt, iz w prosty sposob laczy idee z neurobiologii

i psychologii, a takze stanowi dobry model pamieci asocjacyjnej. Szczegdlnym
przykladem takiej pamieci moze by¢ warunkowanie zastosowane w stynnym
eksperymencie Pawlowa. Powtarzana ekspozycja psa na miske z jedzeniem
wraz z dzwickiem dzwonka skutkuje wzmozonym wydzielaniem §liny w reakcji
wylacznie na dzwiek dzwonka.

Regute Hebba do zapamietania wzorca opisanego binarnym wektorem s mozna
zapisaé jako:
1
Wi5 = 5-8i85.

N
Zwrbéémy uwage, ze przy tak dobranych wagach najmniejsza wartosé energii
okreslonej wzorem (x) przyjmowana jest dla v = s. Poniewaz opisany wczeséniej
proces uczenia stabilizuje sie w minimach lokalnych, mozemy mie¢ nadzieje, ze
bedzie on ,zbliza¢” wektor v do s.

W ogélnosci, mozemy zapamiegta¢ wiecej niz jeden wzoér. Na przyktad,
dla P wzorcéw s', s%, ..., s regula Hebba przyjmuje postaé:

P
L
Wij = 55 )50
k=1

co jest odpowiednikiem pamieci skojarzeniowej. Mozna udowodnié, ze pojemnosé
takiej sieci to % ~ 0,138. Oznacza to, ze sie¢ ztozona z 1000 wezléw jest w stanie
zapamieta¢ maksymalnie okolo 138 wzorcéw. Grafika na marginesie pokazuje

przyktad rekonstrukeji litery ,,C” dla sieci pamietajacej trzy wzorce.

Osiagniecie lokalnego minimum w sieci Hopfielda jest gwarantowane. Czesto
zdarza si¢ jednak utknigcie w minimum falszywym, a zatem rozpoznanie
wzorca, ktérego de facto sie¢ nie byta nauczona. Nie zmienia to jednak faktu, iz
z powodzeniem sieci te stosuje sie do odszumiania obrazow, dekonwolucji danych,
rozpoznawania wzorcoéw, a takze w problemach optymalizacyjnych.

Co najwazniejsze jednak, idee Donalda Hebba przyczynily sie do powstania
modelu réwnoleglego rozproszonego przetwarzania informacji, czyli

tzw. koneksjonimzu, spopularyzowanego w latach 80. przez naukowcow
Uniwersytetu Stanforda: Jamesa McClellanda i Davida Rumelharta. Sieé¢
Hopfielda jest najlepszym przyktadem takiego modelu. Istnieje przekonanie, ze
wlasnie z koneksjonizmu wyewoluowala dziedzina glebokich sieci neuronowych.
Nic dziwnego, skoro do zwolennikéw tej idei nalezy sam Geoffrey Hinton,
absolwent psychologii kognitywnej, uwazany za ojca chrzestnego deep learning’u.
Przyklady interakcji neuronauki i uczenia maszynowego mozna mnozy¢ bez
konica. Nie wspomnialem tu, na przyktad, o klasyfikatorach, wykorzystywanych
do dekodowania sygnaléw pochodzacych z mézgu. Na uwage zastuguja

rowniez proby interpretacji dziatania sztucznych sieci neuronowych, gdzie
wykorzystywane sa modele kognitywne. Cieszy wiec zacie$nianie sie wspolpracy
miedzy badaczami obu dziedzin, co pomaga w wypracowaniu wspolnego jezyka.
Cel przeciez jest zbiezny: zrozumieé, jak uczy sie czlowiek, by sprawniej mogta
uczy¢ sie maszyna.
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Jak definiowaé ciggi rekurencyjne?
Filip MAZOWIECKI*

Tytulowa rekurencja jest jednym z podstawowych pojeé¢ w informatyce, ktore
umozliwia definiowanie ciagéw réznych obiektéw, pozwalajac odwolywaé sie

w definicji danego obiektu do jego poprzednikéow. Pokazemy dwie klasy takich
definicji i oméwimy ich réwnowaznosé. Zacznijmy od prostych przykladow: ciggu
arytmetycznego i ciagu geometrycznego. Rozwazmy dwa ciagi agp, a1, ... 1 bg, b1, ...
zadane przez

ap =1, apy1=ay,+3 bo=1, bpr1 =2 by
(Takie ciagi przydaja sie, na przyklad, do szacowania, jak dlugo dziala program,
ktory rekurencyjnie wywoluje siebie lub inne programy.)

W obu przypadkach, zeby poznaé¢ wartosé konkretnego a,, lub b,, (korzystajac
wprost z definicji), trzeba sie wciaz odwolywaé do wartosci poprzednich elementéw,
az dojdziemy do pierwszego elementu (ag lub by). Oczywiscie, a,, jest ciagiem
arytmetycznym, a b, ciagiem geometrycznym, wigec wiemy, ze procedure obliczania
wartosci konkretnego elementu ciagu da si¢ przyspieszy¢ i skorzystaé ze wzoréw:
an, = 3n + 1 oraz b, = 2". Nie zawsze jest to takie proste. Troche ciekawszym
przyktadem jest ciag Fibonacciego zadany przez:

Fh=0, Fi=1, Fu2=F,1+F,.
Zauwazmy, ze aby obliczy¢ wartodci kolejnych elementéw ciagu, musimy sie zawsze
odwota¢ do dwéch poprzednich elementéw i dlatego potrzebne sa az dwa poczatkowe
elementy. Sprébujmy uogdlni¢ to zjawisko i zdefiniowaé tak zwane liniowe ciggi
rekurencyjne, ktérym bedziemy sie dalej szerzej przygladaé. Powiemy, ze ciag
Co,C1, - .. jest linlowym ciagiem rekurencyjnym stopnia k, jesli znamy wartosci
pierwszych k elementéw, a pozostale elementy sa wyznaczone przez k poprzednich
elementéw. Dokladniej:
(1) Co =80, €1 =651y.e,Ck—1=Sk—1, Cntk =Tk—-1"Cntk—1-"+---F70"Cn,
dla danych liczb rzeczywistych sqg ..., sg_1,70,-..7k—1. Dodatkowo zakladamy, ze
ro # 0 (inaczej ciag bylby stopnia k — 1). Przykladowo ciag (b,,) jest takim ciagiem
stopnia 1 i podobnie (F},) jest takim ciagiem stopnia 2. Ciag (a, ) nie spelnia tej
definicji, poniewaz a,+1 odwoluje sie do stalej 3 (zauwazmy, ze w definicji (1)
state r; moga by¢ tylko przemnozone przez jeden z poprzednich elementéw
ciagu ¢,44). Mozna to jednak latwo naprawié: zauwazmy, ze ciag (a,) spelnia
ap — ap—1 = 3. Tak wiec wystarczy w definicji podmienié¢ tréjke na (a, — ap—1).
Otrzymujemy w ten sposob réwnowazna rekurencje stopnia 2:

apo=1, a1 =4, any1 =2 -ap— Gp_1.
Pierwsze pytanie, jakim si¢ zajmiemy w tym tekscie, to pytanie, czy mozemy
ograniczy¢ sie wylacznie do ciagéw stopnia 1. Okazuje sie, ze odpowiedZ brzmi
»tak” ale — niestety — nie za darmo. Jesli pozwolimy na to, zeby uzy¢ wiecej niz
jednego ciagu, to kazdy ciag stopnia k mozna zamienié¢ na uktad k ciaggéw stopnia 1.
Przyktadowo ciag Fibonacciego mozna zdefiniowaé, uzywajac jednego dodatkowego
ciggu:

FO:()a Fn+1:Fn+Gn
GO = 1a Gn+1 =F,.

Nietrudno zauwazy¢, ze ciag (Gy,) sluzy jako bufor do przetrzymywania wartosci
F,,_1 i réwnie nietrudno uogdélni¢ te metode na dowolny ciag stopnia k. W takim
razie zadajmy pytanie odwrotne: czy majac uklad k ciagdéw stopnia 1, mozemy
zdefiniowaé kazdy ciag z tego ukladu za pomoca jednego ciagu (by¢ moze stopnia
wigkszego niz 1)? Rozwazmy przyklad, ktéry pokaze trudnosé tego zadania:
zdefiniujemy cigg d,, = n?, uzywajac dwoéch dodatkowych ciagéw: e, =ni f, =1
doZO, dn+1:dn+2~€n+fn,
(2) eo =0, €n+1 = €n + fru
f0:17 fn+1:fn-
Poprawnoéé tej definicji wynika z prostej tozsamosci (n + 1)? = n? + 2n + 1. Czy
mozemy zdefiniowaé ciag (d,,) bez uzycia dodatkowych ciagéw? Warto si¢ chwile
zastanowi¢ nad tym pytaniem, zanim przeczytamy rozwiazanie. Odpowiedz brzmi
wtak” i realizuje ja rekurencja ponizej:
(3) do =0, dy=1, dy=4, dn+3 =3 dn+2 -3 dn+1 + d,.
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Czytelnik Zaawansowany Algebraicznie
zapisze uklad k ciggéw za pomoca
macierzy kwadratowej wymiaru k

i skorzysta z Twierdzenia
Cayleya—Hamiltona.

Szybkie rachunki pokazuja poprawnos¢ tego wzoru

(4) 3-n+22%=3-(n+1)?+n>=n2+6n+9=(n+3)%

Ogodlnie prawda jest, ze kazdy ciag zdefiniowany za pomoca ukladu k ciggow
stopnia 1 mozemy przeksztalci¢ w ciag zdefiniowany za pomoca tylko jednego ciagu
o stopniu k. Dowdd tego faktu nie jest bardzo trudny, ale wymaga podstawowej
znajomosci algebry liniowej, wigc nie oméwimy go tutaj w pelnej ogdélnosci.

Zamiast tego sprobujemy zademonstrowaé te wlasnosé dla szczegélnego przypadku.

Zauwazmy, ze nietrudno uogdélnié¢ definicje (2) tak, zeby zdefiniowaé d,, = n*

dla dowolnego k. Wystarczy rozpisaé¢ wzér na (n + 1)* i uzyé k dodatkowych

ciagdéw. Wykazemy, ze mozna ten ciagg zdefiniowaé¢, uzywajac tylko jednego ciagu

stopnia k + 1. Pierwsze k + 1 elementéw zadajemy w oczywisty sposéb jako:
do=0,...,dg_y = (k—1)*, dy = k*.

Rekurencje wezmiemy troche ,,z kapelusza”. Najpierw rozwiniemy wielomian

w réwnaniu (z — 1)*+1 = 0:

k41 ka1
5 BT R SV RS B A
(5) @=1 =3 (T et =
i=0
i przeniesiemy wszystkie wyrazy o stopniu mniejszym niz k + 1 na prawa strone

k+1
k+1 ; i

6 ; k+1 — 1 i+1 k+171.
(© H =3 (P e

=1
7 tego wzoru magicznie otrzymujemy wzor rekurencyjny na d,,, podstawiajac d,4;
pod jednomian 2 dla kazdego 0 < i < k + 1 (w szczegdlnosci pod z°
podstawiamy d,, ):

k+1
k+1 i
dntkt1 = Z < ‘ >(1) i g1

- 7
i=1

Sprawdzmy, ze dla k = 2 dostajemy d,,4+3 = 3 - dpt2 — 3 - dpt1 + dy, czyli dokladnie
rozwiazanie z (3). Pozostaje wykazaé, ze rekurencja otrzymana z (6) jest poprawna
dla kazdego k. Wystarczy sprawdzié, ze
k+1
k+1 ; .
(n+k+1)F =Z< f )(1)’“-(n+k+1i)’“,

i=1

czyli
k+1

(7) Z<k:f1>(—1)i.(n+k+1—i)k_o.
=0

Uzasadnimy to réwnanie, korzystajac z metody interpretacji kombinatorycznej.
Ot6z dla ustalonej wartosci 4 rozwazmy (kjl) (=1)"- (n+k + 1 —i)*. Przyjmijmy,
ze mamy dwie grupy elementéw: pierwsza grupe G, gdzie |G1| = k + 1; 1 druga G,
gdzie |G2| = n. Mozemy zinterpretowaé (k;rl) jako wybranie podzbioru A C G4

o rozmiarze 4, natomiast (n 4+ k + 1 — i)* jako dobranie ciagu z powtérzeniami
(e1,€2,...,ex) sposrdd pozostalych elementéw, czyli e; € Go U (G \ A). Pozostaly
czynnik (—1)* okreéla, czy to wszystko dodamy, czy odejmiemy od calej sumy.

Obliczymy teraz to samo raz jeszcze, ale tym razem w innej kolejnosci. Ustalmy
najpierw jakis ciag z powtérzeniami (eq,es,...,ex), gdzie e; € G; UGy. Niech S C Gy
bedzie zbiorem elementéw, ktére nie wystepuja w ciagu (eq, es, ..., ex) i oznaczmy

m = |S|. Pytanie brzmi, na ile réznych sposobéw mozna dobraé¢ do tego ciagu zbior
A tak, zeby otrzymaé dokladnie to samo co poprzednio. Jedyny warunek, jaki A
musi spelniaé, to A C S. Przyjmijmy dodatkowo, ze chcemy wybraé¢ A ustalonego
rozmiaru ¢. Mozemy to zrobié¢ na (T) sposobéw i wtedy bedziemy brali ten sktadnik
ze znakiem (—1). To znaczy, ze dla ustalonego ciagu (e, e, ..., e) dodamy do sumy
> (T)(—l)’ Podstawiajac w (5) m :=k + 1 oraz x := 1, widzimy, ze to wyrazenie
jest zawsze réwne 0. To znaczy, ze sumujac po wszystkich ciagach (e, ea, ..., ex),
otrzymamy i tak 0, czyli wykazaliSmy (7).

Nasz argument, niestety, wymagal wyczarowania rekurencji otrzymanej

7 rozpisania (5). Zeby otrzymaé ten wzér bez zgadywania, potrzeba ponownie nieco
algebry liniowej. Co wiecej, zauwazmy, ze nawet samo udowodnienie poprawnosci
tego wzoru wymagalo znajomosci podstaw kombinatoryki. Niech bedzie to wigc
przestroga, ze i informatykowi dobrze jest zna¢ troche matematyki.
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Aldong i Bogumita przedstawiliémy juz
w pierwszej czesci naszej sagi, traktujacej
o szyfrowaniu z kluczem publicznym.

]

Rozwigzanie zadania F 963.

Gdyby predkos¢ wirowania Ziemi wzrosta,

to najsilniejszy efekt tej zmiany byltby
obserwowany na réwniku. Oszacujmy,
przy jakiej predkoéci katowej w sita
odsérodkowa zréwnowazyltaby przycigganie
grawitacyjne na réwniku:
2

w'R=g.
Biorac pod uwage, ze w = 27 /T, gdzie T
jest poszukiwang dlugoscig najkrétszej
doby, otrzymujemy:

R
T =2m4 | — = 5000s,
g

czyli okolo 1/17 ,obecnej” doby.

Na szczescie rotacja Ziemi spowalnia
i doba wydluza si¢ o niecale 2ms na
stulecie.

A jednak sie da (II),

czyli saga kryptologiczna w odcinkach.
Tym razem: bez zobowigzarn o zobowigzaniach.

tukasz RAJKOWSKI

Zapewne kazdy z czytajacych te stowa gral kiedy$ w marynarza, ale na wypadek
gdyby ktéry$ z Czytelnikéw mial smutne dziecinstwo pozbawione tej gry,

pokrétce wyjasnie zasady: na ustalony sygnal kazdy z uczestnikow przedstawia
wybrana przez siebie liczbe (najczesciej przy uzyciu wlasnych palcéw). Nastepnie
rozpoczyna si¢ (cykliczne) wyliczanie uczestnikéw az do sumy przedstawionych
przez nich liczb (oczywiscie, nalezy zawczasu ustalié, od kogo rozpoczyna sie
wyliczanka). Osoba, na ktérej zakonczy sie wyliczanie, jest ,zwyciezca” (wzigtym
w cudzystéw, gdyz ,nagroda” moze byé, na przyklad, zmywanie naczyni).
Niestety, przedstawiona procedura ma pewna techniczna trudnosc, ktéra byta
zrédlem niejednej podwoérkowej ktétni — jesli ktorys z uczestnikow opdzni sie

z przedstawieniem swojej liczby, moze zostaé oskarzony o celowa zwloke, ktora przy
pewnej sprawnosci rachunkowej moglaby zostaé¢ wykorzystana w celu osiagnigcia

z gbry zalozonego wyniku gry. Aby tego uniknaé, uczestnicy mogliby zapisywadé
wybrane przez siebie liczby na kartkach, ktére wrzucane bylyby do jednego worka.
Co jednak poczaé¢ w sytuacji, kiedy taka operacja nie jest mozliwa, na przyktad
gdybyémy chcieli zagra¢ w marynarza przez telefon (lub raczej, ze wzgledu na
potencjalnie duza liczbe uczestnikow, gdybysmy chcieli to uczynié, prowadzac
grupowa konwersacje na pewnym popularnym serwisie spotecznosciowym)?
Okazuje sie, ze wciaz jest to mozliwe; wystarczy uzy¢ kryptologicznego narzedzia
zwanego zobowigzaniem.

Kryptologiczne zobowiazanie jest ,skrzynka”, do otwarcia ktérej potrzebny jest
klucz. Najczesciej zamykamy w niej wiadomosé, wysytamy calo$¢ nadawcy, a po
pewnym czasie dosytamy mu klucz (gdy uznamy, ze moze on juz zapoznaé sie

z zawartoscia). Dokonujemy jednak w ten sposéb pewnego zobowiazania — nie
mamy do dyspozycji kilku réznych kluczy o tej wlasnosci, ze w zaleznosci od
uzytego klucza skrzynka odstoni adresatowi inng zawartosé. Opisana przed chwila
skrzynka reprezentowana jest przez funkcje Commit i Open takie, ze jesli Aldona
chee ,,zobowiazaé sie” Bogumitowi do wiadomosci m, oblicza (¢, k) = Commit(m)

i wysyla mu c. Aby odkryé zobowiazanie, musi ona jeszcze dostaé k, dzigki czemu
Bogumit oblicza m’ = Open(c, k). Aby protokét byt poprawny, musza by¢ spetnione
nastepujace warunki:

(i)  Open(Commit(m)) = m (dzigki czemu Bogumit odczytuje m po dostaniu
klucza),

sama znajomosé ¢ nie dostarcza zadnej informacji o m,

Aldona nie moze skonstruowaé takich dwéch kluczy kq, ko, 7e

Open(c, k1) # Open(c, ko).

Podobnie jak w poprzednim odcinku sagi, mozemy dostrzec pewien szkoput

w przedstawionych warunkach. Podpunkty (ii) i (iii) nie moga byé¢ bowiem
spelnione jednoczesnie. Istotnie, z punktu (iii) wynika, ze istnieje tylko jedna
warto$é klucza k, dla ktérej Open(c, k) jest sensowna wiadomoscia — Bogumit po
odebraniu wiadomosci ¢ moégtby zatem przegladaé wszystkie mozliwe wartosci
kluczy, az znajdzie ten wlasciwy. Innymi stowy, ¢ jednoznacznie definiuje m, co
przeczy podpunktowi (ii). Musimy zatem zgodzi¢ si¢ na pewien kompromis —
ktérys ze wspomnianych warunkéw bedzie naruszony, jednak mozemy zadbaé o to,
by realizacja tego naruszenia byla bardzo trudna obliczeniowo. W $wietle tego
spostrzezenia kryptologiczne zobowigzania mozemy podzieli¢ na bezwarunkowo
kryjace i bezwarunkowo wigzgce.

Zobowigzania bezwarunkowo kryjace naruszaja podpunkt (iii), zatem
znajomo$¢ ¢ nie méwi zupekie nic o m, a Aldona teoretycznie mogtaby znalezé
dwa klucze prowadzace do réznych odczytéw ze skrzynki, choé¢ bedzie to dla niej
bardzo trudne obliczeniowo. Przedstawimy przyktad protokotu, ktory realizuje te
zalozenia. Zauwazmy najpierw, ze wystarczy ograniczy¢ potencjalne wiadomosci
do 0 lub 1. Rzeczywiscie, dowolnie skomplikowana informacje mozemy rozbi¢ na
bity i zobowiazaé sie do kazdego z nich z osobna. Aldona wybiera duzg liczbe
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Warto podkresli¢, ze ,,potggowanie
modulo” jest szybkie. Zalézmy, ze chcemy
obliczyé¢ (¢* mod p). Poprzez podnoszenie
poprzednich wynikéw do kwadratu predko
obliczamy

(9% mod p), (¢* mod p), (¢ mod p), ...,
(9™ mod p), gdzie m = [log, x|,

a mnozgc odpowiednie z tych reszt,
mozemy latwo wyznaczy¢ (¢* mod p).

Zadanie dla niedowiarkéw: do jakiej
potegi nalezy podnie$é 10, aby otrzymac
23428033658 przy dzieleniu przez liczbe
pierwsza 10'! + 3?7 Mozna korzystaé

z pomocy komputera.

O kryterium Eulera piszemy wigcej
w nastepnym numerze.

Kolejne zadanie, do rozwigzania ktorego
mozna wykorzystaé¢ komputer: czy 10 jest
resztag kwadratows z dzielenia przez
1519518445723401706522937

| 4

pierwsza p oraz g niepodzielne przez p, po czym wysyla Bogumilowi p i g. Bogumit
wybiera dowolnie z < p i odsyta Aldonie s = (¢* mod p). Aby zobowiazaé si¢ do
bitu b, Aldona wybiera dowolnie klucz k < p i wysyta Bogumitowi ¢ = (s°g* mod p).
Widzimy, ze liczba otrzymana przez Bogumita to (¢®*** mod p), zatem bez
znajomosci k nie ma on bladego pojecia o b. Kiedy jednak Aldona dosle k, sprawa
jest dla Bogumila jasna, wystarczy bowiem, ze obliczy (¢* mod p) i (¢*** mod p)

i sprawdzi, ktéra z tych liczb jest réwna c. Zastanowmy sie teraz, w jaki sposob
Aldona moglaby ,,oszukaé system”. Byloby to réwnoznaczne ze znalezieniem dwéch
kluezy ki, ko, przy ktorych Bogumit odczytalby rézne wartosci b. Spelniona bytaby
zatem réwnosé

g™ = sg" (mod p), czyli "2 =5 (mod p).

Oznaczaloby to, ze Aldona jest w stanie na podstawie g, s wybranych przez
Bogumita znalezé | spetniajace ¢! = s (mod p). Rozwiazalaby zatem problem
logarytmu dyskretnego, o ktorym sadzimy, ze jest trudny obliczeniowo. Wierzymy
zatem, ze nie bytaby w stanie dostarczy¢ dwéch réznych kluczy do wystanej
Bogumitowi skrzynki.

Zobowigzania bezwarunkowo wigzace to takie, w ktérych ,skrzynka” moze
zostaé¢ otwarta tylko na jeden sposob, w zwiazku z czym teoretycznie Bogumit
moégtby wyznaczy¢ ¢ na podstawie m. Postaramy sie jednak, by w praktyce byto
to niemozliwe. Aby przedstawié¢ przyklad takiego protokotu, przypomnimy (lub
nauczymy sie) kilku interesujacych faktéw z teorii liczb.

Niech n bedzie liczbg naturalna. Resztq kwadratowq z dzielenia przez n nazwiemy taka
liczbe naturalng 7, ze istnieje z, dla ktérego = 22 (mod n). Dla przyktadu, 2 jest reszta
kwadratowa z dzielenia przez 7, gdyz 2 = 3% (mod 7), ale 3 juz nia nie jest. Latwo
sprawdzi¢, czy r jest reszta kwadratowa z dzielenia przez liczbe pierwsza p — na mocy
kryterium Eulera wystarczy obliczy¢ (r‘prl mod p); juz wiemy, ze jest to szybkie.

Jedli wyjdzie 1, i tylko w takim przypadku, mamy do czynienia z reszta kwadratowsa
(w przeciwnym przypadku dostajemy —1). Wracajac do naszego przyktadu, mamy

2% =1 (mod 7), ale 3> = —1 (mod 7). Sprawa komplikuje si¢, gdy n jest liczba ztozona
(na przyktad n = pq, gdzie p i q sa pierwsze). Wiemy co prawda, ze r jest reszta
kwadratowa z dzielenia przez n wtedy i tylko wtedy, gdy jest reszta kwadratowa

z dzielenia przez p oraz z dzielenia przez ¢, jesli jednak nie dysponujemy rozktadem n
na czynniki pierwsze (jak wiemy, dla duzych n jest to trudne obliczeniowo), nie mamy
do dyspozycji tak wygodnego warunku, jak kryterium Eulera dla liczb pierwszych.
Decyzja, czy dana liczba jest resztg kwadratowa wzgledem duzej liczby ztozonej,
uznawana jest za trudna obliczeniowo, co wykorzystamy ponizej.

Oto, co powinna tym razem zrobi¢ Aldona, aby zobowiazaé si¢ do bitu b. Podobnie,
jak w opisanym w poprzedniej czesci sagi protokole RSA, wybiera ona dwie duze
liczby pierwsze p, q i oblicza n = pq. Jesli chce zobowiazaé¢ sie do 1, wybiera r
bedace reszta kwadratowa z dzielenia przez n. Wybdr r niebedacego reszta
kwadratowa z dzielenia przez n oznacza zobowiagzanie do 0. Sposéb wyboru
odpowiedniego r polega na ,losowaniu do skutku” — nietrudno wykazaé, ze

nie trzeba zbyt dlugo czekaé na sukces, a poniewaz Aldona zna liczby p, q, jest

w stanie rozstrzygaé, czy wylosowane liczby sa resztami kwadratowymi z dzielenia
przez n. Nastepnie Aldona wysyla Bogumilowi liczby n,r. Aby przekonaé sie

o wartoéci b, Bogumil musialby rozstrzygnaé, czy r jest reszta kwadratowa

z dzielenia przez n; wiemy juz, ze jest to dla niego trudne, gdyz nie zna on
rozkltadu n na czynniki pierwsze. Oczywiscie, w ramach klucza Aldona wysyta
Bogumitowi liczby p, ¢; wowczas bez trudu sprawdza on ,kwadratowos$é¢” reszty r
wzgledem kazdego z czynnikow pierwszych, tym samym odczytujac zobowiazanie
Aldony.

A tak na powaznie, po co to wszystko?

Oczywiscie, przedstawienie gry w marynarza jako przykladu zastosowania
kryptologicznych zobowiazan mialo raczej zartobliwy charakter. Powazniejszym
wykorzystaniem sa przetargi; latwo wyobrazié¢ sobie, dlaczego zobowiazania sa
bardzo pozyteczne w tym kontekscie. Tak naprawde jednak waga tego narzedzia
jest zwiazana z faktem, ze jest bardzo wygodna ,cegietka” stosowang przy
konstrukeji innych kryptologicznych protokoléw. Protokoly te czesto maja bardzo
nieoczekiwane wlasnosci — bedziemy o nich pisa¢ w kolejnych odcinkach cyklu

LA jednak sie dal”.
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¥*
SmartUP

ADAMED

Zgtos sie do gry
i zawalcz o stypendium
naukowe

Z poczatkiem pazdziernika wystartowala
rekrutacja do 5. edycji programu
ADAMED SmartUP. Dla mtodych
pasjonatéw nauki to szansa na udzial

w innowacyjnym obozie naukowym,

a takze rozwiniecie swoich karier pod
okiem dos$wiadczonych ekspertéw oraz
zdobycie stypendium naukowego.

Pierwszym etapem rekrutacji jest gra
alternatywnej rzeczywistosci, w ktérej
zarejestrowani uzytkownicy wcielajg si¢
w mtodych naukowcéw pracujacych

w 4 laboratoriach: informatycznym,
biomedycznym, biochemicznym,
astrofizycznym. Swoich sil w tej naukowej
zabawie moga sprébowadé uczniowie

w wieku 15-19 lat z calej Polski, ktérzy
interesujg si¢ naukami $cistymi

i przyrodniczymi.

Aby wzigé w udzial w grze, nalezy

w terminie od 1 pazdziernika br. do

15 stycznia 2019 r. zarejestrowad si¢ na
stronie
adamedsmartup.pl/gra-rekrutacyjna

i przejsé jak najwiecej zadan.
Uzytkownicy, ktoérzy najlepiej poradzg
sobie z gra, zostang poproszeni

o przestanie szczegbétowych aplikacji

i na poczatku kwietnia spotkaja si¢

z Rada Naukowg programu, a 50 z nich
podczas wakacji wezmie udziat w obozie
naukowym.

Dotychczas wyzwanie udziatu w grze
alternatywnej rzeczywistosci podjeto
prawie 25 000 uczniéw. 200 spoéréd nich
uczestniczylo w innowacyjnym obozie
naukowym, 40 laureatéw nagrody gtéwnej
przygotowywato si¢ do studiéw na
najlepszych polskich i zagranicznych
uczelniach, a 9 stypendystéw otrzymato
wsparcie finansowe na rozwijanie swoich
pasji i realizacje marzen naukowych.

Bestiariusz informatyczny (6)

Szosty odcinek cyklu przyblizy nam kilka bardziej technicznych akronimow
zwiazanych z oprogramowaniem (software). Programisci zapisuja zadania, ktére
ma wykona¢ komputer, w odpowiednim jezyku programowania. Dzielimy je na
generacje od 1GL do 5GL (First- do Fifth-Generation programming Language),
poczawszy od niskopoziomowych jezykéw maszynowych, az do wysokopoziomowych
jezykéw wizualnych. Wiele z nich ma nazwy bedace akronimami, np. BASIC
(Beginner’s All-purpose Symbolic Instruction Code), COBOL (COmmon
Business-Oriented Language), ALGOL (ALGOrithmic Language), APL

(A Programming Language), LISP (LISt Processing), VB (Visual Basic)

czy w koricu jezyk zapytan do relacyjnych baz danych SQL (Structured Query
Language).

Programy zapisane w niektérych jezykach musza by¢ przed uruchomieniem
skompilowane do kodu maszynowego; dla jezyka C++ mozemy uzy¢ kompilatora
GCC (GNU Compiler Collection). Z kolei programy w jezyku Java uruchamiane sa
w maszynie wirtualnej JVM (Java Virtual Machine), ktéra wspiera kompilowanie
kodu ,w locie” JIT (Just-In-Time compilation). Natomiast jezyk Python
udostepnia réwniez mozliwo$¢ pracy w interaktywnym srodowisku REPL
(Read-FEval-Print Loop).

Programy moga komunikowaé si¢ wzajemnie i z systemem operacyjnym dzieki
zdefiniowaniu zestawu regut opisujacych wywotania funkcji w kodzie zrédtowym
API (Application Programming Interface) oraz wykonywalnym ABI (Application
Binary Interface). Przykladem jest tu np. standardowy interfejs systemu
operacyjnego POSIX (Portable Operating System Interface) lub standard bibliotek
wspoéltdzielonych DLL (Dynamic-Link Library). Z kolei komunikacja programéw

ze sprzetem odbywa sie przez warstwe HAL (Hardware Abstraction Layer),

a w sieci jest mozliwa np. dzigki zdalnemu wywolywaniu procedur RPC (Remote
Procedure Call).

Inzynieria oprogramowania musi dzi$ radzi¢ sobie z projektami zawierajacymi
miliony wierszy kodu SLOC (Source Lines Of Code), przy ktérych niezbedne jest
uzycie systemu CVS (Concurrent Versions System) umozliwiajacego wspélna
prace wielu programistéw. W latach 80. popularnoscia cieszylo sie programowanie
obiektowe OOP (Object-Oriented Programming), a programisci tworzyli
oprogramowanie pudetkowe, uaktualniane co kilka miesiecy. Dzi$ priorytetem
staje si¢ stosowanie proceséw umozliwiajacych czeste aktualizacje, takie jak
programowanie ekstremalne XP (eXtreme Programming) i kladace duzy nacisk na
testy TDD (Test-Driven Development), oraz wykonywanie aplikacji na serwerach
producenta SaaS (Software as a Service).

Zestaw niezbednych programiscie narzedzi tworzy SDK (Software Development
Kit). Oprécz tego wazna jest dla niego znajomosé podstawowych struktur danych,
jak kolejka FIFO (First In, First Out), oraz algorytméw, jak przeszukiwanie

grafu wglab i wszerz DFS, BFS (Depth- oraz Breadth-First Search) czy algorytm
wyszukiwania wzorca w tekécie KMP (Knuth-Morris—Praitt), ktéry wzial nazwe od
nazwisk swoich tworcow.

Niektore akronimy sa tez dobrymi radami dla programistow. Regula KISS
(Keep It Simple, Stupid) preferuje prostote przy projektowaniu, natomiast reguta
DRY (Don’t Repeat Yourself) zaleca unikanie powtérzen (tj. pisanie podobnych
fragmentéw kodu lub brak automatyzacji procesu kompilacji).

Mamy tez rady dla uzytkownikow programéw komputerowych. Przede wszystkim
wyniki obliczen sa na tyle sensowne, na ile sensowne sa dane wejSciowe, innymi
stowy GIGO (Garbage In, Garbage Out), czyli $mieci na wejSciu generuja Smieci na
wyjsciu. Zamiast wiec obwinia¢ komputer o bledne dzialanie, nalezy si¢ zastanowic,
czy nie zachodzi PEBKAC (Problem Exists Between Keyboard And Chair), czyli
poszukaé winnego gdzie$ pomiedzy klawiatura a krzestem. Gdy wszystko inne
zawodzi, mamy tez RTFM (Read The F*cking Manual), czyli niezbyt grzeczne
odestanie uzytkownika do instrukcji obstugi badz tez listy popularnych pytan

FAQ (Frequently Asked Questions). Dzi$ raczej zastapione przez uprzejma prosbe

o skorzystanie z wyszukiwarki GIYF (Google Is Your Friend).

Tomasz IDZIASZEK
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Informatyczny kacik olimpijski (121): Egzamin

Tym razem oméwimy zadanie FEgzamin, ktére pojawilto sie¢ w 2010 roku na
Junior Balkan Olympiad in Informatics w Szumen (Bulgaria).

Egzamin: Dany jest cigg a = (a1,as, ..

<y an), 2lozony z n liczb naturalnych, oraz liczba s. Ile jest podciggdw ciggu a,

ktorych suma elementéw wynosi przynajmniej s? Dla przykladu, a = (2,5,3,5) ma 6 podciggow, ktére majqg sume
przynajmniej s = 10. Sg to podciggi: (2,5,3,5), (2,5,3,5), (2,5,3,5), (2,5,3,5), (2,5,3,5) oraz (2,5,3,5).

Rozwigzanie O(n - 2")

Pomyst, ktory jako pierwszy nasuwa si¢ na mysl, polega
na obliczeniu sumy kazdego podciagu, a nastepnie
zliczeniu tych sum, ktérych wartos¢ jest nie mniejsza
niz s.

Zastanéowmy si¢ teraz, jaka jest zlozonosé opisanego
rozwiazania. Ciag a ma (?) podciagéw diugosei 1,

(721) podciagéw dtugosci 2, ..., wreszcie (Z) podciagdw
dtugosci n. Zatem, suma diugosci wszystkich podciagdéw
Wynosi: 1(711) +2- (g) +...+n- (Z) =n- 2"
Powyzsza sume mozna zinterpretowac nieco inaczej:
kazdy z n elementéw ciggu a nalezy do 2"~! podciagéw
(dla ustalonego elementu n — 1 pozostalych elementéw
tworzy 2”1 podciagéw). Zatem liczba sktadnikéw

we wszystkich sumach wynosi n - 2”71, co daje nam
ztozonosé czasowa O(n - 2™).

Rozwigzanie O(2")

Sprébujmy przyspieszy¢ powyzsze rozwiazanie. Bedziemy
obliczali sumy podciagéw w kolejnosci niemalejacych
dlugosci (najpierw podciagi dlugosci jeden, potem
dlugosci dwa, trzy, itd.). Zalézmy, ze obliczamy sume
podciagu a;, , a;,, ..., a;, (podciag ma dlugosé m, indeksy
kolejnych elementéw tworza ciag i1, ia,. ..,y ). Suma
elementow tego ciagu to suma podciagu a;,, ai,, ..., G, ,
(ktéra obliczyliémy wczeéniej, poniewaz przegladamy
podciagi od najkrétszych do najdiuzszych) powiekszona
o a;,,. W tym podejiciu obliczenie sumy kazdego z 2" — 1
podciagéw odbywa si¢ w czasie stalym, co daje nam
zlozonosé czasowa O(2").

Rozwigzanie O(n - 2%)
W tym rozwigzaniu skorzystamy z techniki Meet in the
middle.

Podzielmy ciag a na dwa ciagi réwnej dlugosci (jesli
dlugosé ciagu jest nieparzysta, wtedy niech pierwszy
clag zawiera o jeden element wiecej): lewy L = (a1,
as, ..., a[%]) oraz prawy P = (a[%]+1,ar%]+27 ceey Q)

Nastepnie, dla kazdego z nich, obliczmy sumy podciagdw.

Mozemy to zrobié¢ w czasie O(2% ), korzystajac

z algorytmu opisanego w poprzedniej sekcji. Niech

SE = (SE,SE,...,SL) oznacza sumy podciagéw L, i niech
St =(sP sl ..., Sf) oznacza sumy podciagéw P.

Zauwazmy teraz, ze dowolny podciag ¢ ciagu a spelnia
jeden z trzech ponizszych warunkow:

Warunek (1): wszystkie elementy ¢ naleza do L.

Aby obliczy¢ liczbe podciagdéw o sumie przynajmniej s,
ktorych wszystkie elementy naleza do L, wystarczy
zliczyé te elementy ciggu S”, ktére maja wartosé
przynajmniej s. Formalnie jest to moc zbioru:
{ie{1,2,...,1} : SF > s}. Sprawdzenie tego warunku
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odbywa sie w czasie liniowym od liczby podciagow L,
czyli O(27%).

Warunek (I1): wszystkie elementy ¢ naleza do P.
Analogicznie jak warunek (I).

Warunek (I11): cze$é elementéw ¢ nalezy do L, cze$é
nalezy do P.

W tym przypadku chcemy obliczyé liczbe takich par (4, 5)
dlaie{1,2,...,l} oraz j € {1,2,...,p}, ze SiL—O—SJP > s.
Ten problem rozbijemy na [ podprobleméw. Dla kazdego
i€ {1,2,...,1} obliczymy, ile jest takich j € {1,2,...,p},
ze SZL + SJP > s,

W tym celu posortujmy ciag ST i otrzymany

ciag nazwijmy S'F. Zalézmy, ze obliczamy wynik

dla ustalonego i € {1,2,...,l}. Za pomoca wyszukiwania
binarnego szukamy takiego najmniejszego k € {1,2,...,p},
ze SE+ SiF > s. Jedli takie k istnieje, wtedy dla kazdego
je{kk+1,...,p} zachodzi SF + S;-P > s, poniewaz
S'F jest niemalejacy. Stad, S¥ nalezy do p — k + 1

par, ktére majg sume przynajmniej s. Jedli zas takie

k nie istnieje, to SiL nie tworzy zadnej pary o sumie
przynajmniej s.

Faza sortowania zajmuje czas O(n - 2% ). Wyznaczenie
liczby poprawnych par, dla ustalonej wartosci, za
pomoca wyszukiwania binarnego zajmuje czas O(n).
Wszystkich wartosci do sprawdzenia jest [ (I jest rzedu
0(2%)), co daje catkowita ztozonoéé O(n - 2%).

Przyktad

PrzesledZzmy opisany algorytm na przyktadzie ciagu
a=(2,5,3,4,2,4), w ktérym szukamy liczby podciagdéw
o sumie przynajmniej 10. Najpierw dzielimy ciag a

na dwa ciagi i dla kazdego z nich obliczamy sumy
wszystkich jego podciagow:

L=(2,5,3) P =(4,2,4)
(2,5,3) — 2 (4,2,4) = 4
(2,5,3) =5 (4,2,4) = 2
(2,5,3) = 3 (4,2,4) — 4
(2,5,3) = 7 (4,2,4) = 6
(2,5,3) =5 (4,2,4) =8
(2,5,3) =8 (4,2,4) = 6
(2,5,3) = 10 (4,2,4) = 10

SL =(2,5,3,7,5,8,10) SP = (4,2,4,6,8,6,10)

Z warunku (I) mamy 1 podciag, z warunku (II)
réwniez 1. Przechodzimy do warunku (III). Najpierw
sortujemy ST, otrzymujac S'F = (2,4,4,6,6,8,10).
Teraz wyznaczamy wyniki dla kolejnych elementéw
SL:(2,4,2,6,4,7,7). Ostatecznym wynikiem jest:
M+ +24+44+2+64+4+7+7)=1+1+4+32=34.

Bartosz LtUKASIEWICZ



Migawka informatyczna

Rok 2058

Waznych otwartych pytan, istotnych wyzwan czy
fundamentalnych probleméw dla ludzkosci pozostato
jeszcze wiele. Co ciekawe — zdaje sig, ze wszystkie je
rozstrzygniemy do roku 2058.

Skad to oszacowanie?

Wszystko wiaze sie z prosta obserwacja, ze rozwdj nauki
i technologii ma charakter wyktadniczy. Na przyktad
(empiryczne) prawo Moore’a glosi, ze liczba tranzystoréw
w uktadach scalonych okreslonego rozmiaru podwaja

sie Srednio co pottora roku. Tego typu obserwacji
mozna dokonywadé takze w innych dziedzinach: jesli
spojrzymy na koszt energetyczny jednostki obliczenia,
koszt wyprodukowania jednostki pamieci itp. itd. —
wszedzie dostrzezemy postep o charakterze co najmniej
wyktadniczym. Mistrzem szukania tego typu zaleznosci
(oraz — rzecz jasna — wyciagania z nich §mialych
wnioskéw) jest popularny futurolog Ray Kurzweil. Myéle,
ze warto poswiegci¢ cho¢ chwile, aby zapoznaé si¢ z jego
wizja przysztosci.

Mamy juz XXI wiek, wiec, oczywiscie, nikt
postnowoczesny nie bedzie bawit si¢ w jakies
emergentyzmy czy — nie daj Boze — teologizmy. Kroéluje
redukcjonizm. Wniosek z niego dla rozwoju technologii
jest bardzo prosty: ekstrapolujac wszystkie wskazniki
rozwoju oraz szacujac ztozonosé obliczeniows ludzkiego
mozgu, juz za chwile (Kurzweil jest tu bardzo dokladny
— podaje rok 2029) stworzymy maszyne znacznie
inteligentniejsza od czlowieka. To, oczywiscie, bedzie
przetom, ale dopiero pierwszy z serii. No bo skoro
ludzkosé zdota stworzy¢ maszyne od siebie lepsza, to

ta maszyna — pracujac wydajniej tysiace razy (a po kilku
latach, zgodnie z tempem rozwoju mocy obliczeniowej
— juz miliony razy) od wszystkich ludzi razem wzietych,
stworzy maszyne od siebie jeszcze lepsza. Ta nowa tez
péjdzie krok dalej, ale, oczywiscie, jeszcze szybciej.
Ostatecznie — mozemy przewidywad, ze kolejne wersje
supermaszyn beda powstawaé rowniez w tempie
geometrycznym. To znaczy (bardzo upraszczajac) za

T lat powstanie superkomputer w wersji 1, za T/2 lat —
superkomputer w wersji 2, za T'/4 lat — w wersji 3 i tak
dalej, to znaczy. .. Za 2T lat niechybnie dojdziemy do
punktu osobliwego — rozumianego tak jak w analizie
zespolonej czy astronomii.

Co jeszcze ciekawsze, 2T jest znacznie mniejsze niz
mogloby si¢ wydawac¢. Kurzweil uwaza, ze osobliwosé
nadejdzie z cala pewnoscia jeszcze w pierwszej potowie
XXTI wieku (szczegdly mozna znalezé w jego ksiazce:
Nadchodzi osobliwosé. Kiedy czlowiek przekroczy granice
biologit), a jego argumenty i wyliczenia podane sa

z wprost chirurgiczna dokladnoscia. (Tytulowy rok 2058
jest tu wersja bardzo konserwatywng — wybratem jednak
akurat ten, bo ma dla mnie pewne znaczenie osobiste,

a zarazem dalem obliczeniom Kurzweila cien marginesu.)
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Nadchodzaca osobliwosé moze naturalnie rodzié

obawy. Przede wszystkim moze si¢ wydawac, ze
czlowiek w $wiecie ultrainteligentnych maszyn ma
prawo troche nie nadazaé¢ albo wrecz odstawac.

Tu jednak futurolodzy zgodni nie sa. Wielu z nich

(w tym Kurzweil, ale i np. Elon Musk) sklaniaja

sie do innej wizji. Widza raczej przysztosé jako
eksplozje rozwoju, ktéry cztowiekowi stuzy, a nie go
zastepuje. Innymi stowy, maszyny nie beda od cztowieka
niezalezne, ale doktadnie odwrotnie — beda z nim

zy¢ w symbiozie, ulepszajac jego cialo, ale i umyst.
Rozwéj ma dotyczyé (w poczatkowej fazie) genetyki,
nanotechnologii i robotyki, ktére razem stworza hybryde
biologicznego cztowieka z coraz wickszym udziatem
niebiologicznej mechaniki (nanoroboty niszczace komérki
nowotworowe itp.), ale i niebiologicznej inteligencji,
ktéra, oczywiscie, zwiekszy ludzkie mozliwosci. W fazach
kolejnych — czynnik biologiczny bedzie okazywac

sie coraz bardziej utomny, az w koncu catkowicie
zastapiony przez elementy niebiologicznie. Tym samym
supermaszyny kolejnych wersji nie beda przedmiotami
(podmiotami?) nieludzkimi, a raczej beda po prostu
lepszym czlowiekiem, ktéry ostatecznie (gdy osobliwosé
nadejdzie) wypelni swa inteligencja caly dostepny
wszech$wiat.

Czy powyzsza wizja rzeczywiscie si¢ kiedys zisci
(powiedzmy, nawet do korica XXI wieku)?

Trudno nie mieé¢ watpliwosci i pytan. Czy w $wiecie
materialnym jest w ogdle mozliwe zasymulowanie
$wiadomego mozgu? Co to w ogdle jest ta Swiadomosé?
Czy sztuczna inteligencja moze by¢ lepsza od czlowieka
w szukaniu dowoddéw twierdzen (tak jak jest juz

lepsza w prostszych grach, jak szachy czy go)? A jesli
tak, to czy moze rowniez by¢ bardziej kreatywna

w formulowaniu matematycznych hipotez? Moze

jednak istnieje jakas bariera nie do przejécia, ktora
zatrzyma opisany proces? Albo metafizyczno-teologiczna
(upraszezajac: do symulacji czlowieka potrzebne jest
jednak cos$ wiecej niz tylko to, co widaé za pomoca
szkielka i oka), albo czysto fizyczna (okaze sie, ze
cztowiek jest zbyt prosty, by byl w stanie sam siebie na
tyle poznaé, aby zrobi¢ swoja ulepszona kopig; wzglednie
— prawa fizyki sg takie, ze rozwéj supermaszyn musi si¢
zatrzymaé, zanim nadejdzie osobliwos$¢)?

Odpowiedzi nie znam. Natomiast przypuszczam

(w felietonie o futurologii nie mégtbym pozostaé niemy),
ze poznamy ja przed rokiem 2058. To znaczy: albo
osobliwos¢ wybuchnie, albo odkryjemy jakis fizyczny
odpowiednik twierdzenia Goédla o niemoznosci, ktory

— 7z punktu widzenia czystej fizyki — wyttumaczy nam
precyzyjnie, czego po prostu czlowiekowi nigdy nie

uda sie ustali¢ czy zrobi¢, a takze, jakie sa fizyczne
ograniczenia tempa ziemskiego rozwoju butnej ludzkosci.

A o tym, jak bedzie naprawde, z pewno$cig — gdy tylko
si¢ to ustali — napiszemy w Delcie. Milej lektury!

Tomasz KAZANA



Klub 44

Skrét regulaminu

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyla¢ réwniez

Termin nadsytania rozwigzan: 31 I 2019

poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoélczynnik trudnosci danego

zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
0s6b, ktére nadestaty rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F)

i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym

czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,
a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytutl
Weterana. Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

VE1-44

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
759 (WT = 2,86) i 760 (WT = 1,46)
z numeru 4/2018

770. Dla dodatnich liczb calkowitych aq, ..

Zadania z matematyki nr 769, 770
Redaguje Marcin E. KUCZMA

769. W trapezie ABC'D o réwnoleglych podstawach AB i C'D zachodza
réwnosci: |AB| = |AD|, |BD| = |BC|. Okrag opisany na tréjkacie BC'D przecina
przekatna AC' w punkcie E. Dowies¢, ze prosta DE polowi bok AB.

., Qy, OTAZ M TOzZWaZAMy sume

Kn(al, “en

=3

i=1

Dla ustalonych liczb catkowitych m,n > 2 wyznaczy¢ kres gérny zbioru tych

am), ktore sa mniejsze od 1.

Tomasz Wietecha Tarnéw 42,51

Tomasz Choczewski  Szczecin 42,49

Janusz Olszewski Warszawa 41,77 wartoéci WyraZenia Kn (alv R

Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,86

Michatl Miodek Warszawa 37,70 3

Piots Koo Oluntum 36,55 Zadanie 770 zaproponowal pan Adam Woryna.
Krzysztof Kaminski  Pabianice 35,75 . .

Pawel Kubit Krakow  34.23 Zadania z fizyki nr 666, 667

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

666. Miedzy oktadkami kondensatora ptaskiego porusza sie ze stala predkoscia v
cienka plytka natadowana réwnomiernie tadunkiem q. Znalezé natezenie pradu
w obwodzie przedstawionym na rysunku. Odleglos¢ miedzy okladkami wynosi d,

efekty brzegowe mozna zaniedbaé.

667. W ustawionym pionowo zamknigtym z dwoch stron cylindrze, znajduje

Rozwigzanie zadania F 964. Sila przyciggania Ziemia-Ksiezyc jest
zrodtem sity dosrodkowej w ruchu orbitalnym Ksiezyca, co prowadzi do
warunku:

G Mz 2

=w T,

r2

gdzie r oznacza odleglos¢ §rodkéw Ziemi i Ksiezyca.

W ukladzie nieinercjalnym rotujacym z predkoscig w wokét srodka
Ziemi (duza masa Ziemi pozwala nam utozsamié jej srodek ze srodkiem
masy ukladu Ziemia-Ksigzyc) na czastke pylu o masie m lezaca na
Ksiezycu najdalej od Ziemi dziala wigc wypadkowa sita ,,do Ksiezyca”:

GMgm ) 2
F, = — — mw” Rk,
(r+ Rk)?
a na podobna czastke najblizej Ziemi sila:
_ GMxm GMgm

w =

2
+ mw (r — Rg) — ———.
el ) (r — Rx)?

R,
Dla r > Rk mamy

1 1 ! 2RK
(r £ Rk)? o2 * r ’
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sie mieszanina dwéch gazéw doskonalych o masach molowych py, ps i masach
odpowiednio m1, mo. Wewnatrz cylindra znajduje si¢ tlok o masie M, ktéry
jest przepuszczalny tylko dla gazu pierwszego. Poczatkowo ttok znajduje sie
przy gornej podstawie cylindra, a nastepnie zostaje puszczony swobodnie. Ile
moli gazu pierwszego znajdowac sie bedzie po ustaleniu sie rownowagi powyzej
ttoka? Temperatura uktadu jest stala i wynosi T'. Tarcie tloka o $cianki mozna
zaniedbaé¢. Wysoko$¢ cylindra (nie uwzgledniajac grubosci tloka) jest réwna I.

W tym przyblizeniu
F.~F, ~ GMgm - SGz\JZ"/nRK >0

- RZ r3

Ostatnia réwnosé oznacza, ze czastka jest dociskana do Ksiezyca.
Ostatecznie otrzymujemy warunek:

r > R §

Po podstawieniu danych liczbowych r > 3 YRk ~ 6,24R), ~ 10860 km.

Obliczona odlegtos$é r, to okoto 6,2 promienia Ksiezyca Rk, a wiec
warunek r > Rk jest stabo spelniony, stad w tresci zadania, dla
bezpieczenstwa pada okreslenie ,,0szacuj”.

Okres obiegu Ksiezyca w obliczonej odlegltosci od Ziemi wynositby
okolo 3 godziny 7 minut zamiast 27 i 1/3 dnia.

Warto jednak pamigtaé, ze aktualnie Ksiezyc oddala sie od Ziemi
w tempie niecatych 4 cm/rok.



Modele dzetéw brane pod uwage:

1. dzet jednolity (top-hat model),
widziany pod katem do jego osi. Krzywe
zmiany blasku juz teraz wykluczajg taki
model, poniewaz pojasnienie zachodzi za
wolno.

2. Dzet o wewnetrznej strukturze,
widziany pod katem. Dzieki temu po
przebiciu si¢ dzetu przez zastaniajacy go
poczatkowo material obserwuje si¢
stopniowo jasniejaca poswiate pochodzaca
z coraz bardziej relatywistycznego
materialu blizej osi dzetu.

3. Poswiata wywolywana §wieceniem
rozrzuconego radioaktywnego materiatu.
Swiecenie i pojasnienie pochodzi

z rozszerzajacej sie otoczki (kokonu).

Prosto z nieba: Ewolucja kilonowej

W sierpniu 2017 roku zespoty LIGO i Virgo wykryty nadchodzacy z pobliskiej
galaktyki NGC 4993 sygnal, nazwany p6zniej GW170817: potezna fale
grawitacyjna powstala podczas potaczenia si¢ gwiazd neutronowych

w relatywistycznym ukladzie podwéjnym. Oprécz fal grawitacyjnych
zaobserwowano, pochodzace z tego samego zrodla, promienie v, X, UV, $wiatto
widzialne, podczerwone oraz fale radiowe. Zaobserwowany przez satelity Fermi
i INTEGRAL w tym samym momencie krétki blysk v (GRB 170817A) dowodzi
niezbicie, ze tego typu zjawiska powstaja na skutek zderzen zwartych, gestych
obiektéw. Blysk byl niezwykle staby, co moze oznaczaé, ze gtéwne zrodlo
promieniowania — dzet v — obserwowali$émy pod niezaniedbywalnym katem.

Naturalnie, od razu po odebraniu GW170817 wszystkie teleskopy $wiata
zostaly skierowane na NGC 4993: detekcja fal grawitacyjnych to jedno, ale
elektromagnetyczna obserwacja pozostaloéci — chmury gestej materii z wnetrz
gwiazd neutronowych, $wiecacej dzigki radioaktywnym procesom w réznych
dhugoéciach fal przez dni, miesigce, a nawet lata — moze dostarczyé dodatkowych,
unikalnych informacji o tym, co dzialo sie od razu po zderzeniu. Dodatkowo
sygnal optyczny zawiera nieco inne informacje o zrédle niz, na przyklad, fale
radiowe.

Poczatkowo obserwowano gléwnie promieniowanie widzialne i podczerwone.
Dwa dni po po zderzeniu obserwatorium rentgenowskie Chandra nie wykryto
sktadnika rentgenowskiego. Promienie X pojawily sie ostatecznie okoto 9 dni
po wybuchu. To p6zne pojasnienie w twardym promieniowaniu jest dosé
nietypowe: zamiast niego standardowe poswiaty po blyskach ~ wykazuja raczej
pociemnienie. Ze wzgledu na Slonce, znajdujace sie zbyt blisko Zrédla na niebie,
kolejne obserwacje byly niemozliwe az do grudnia 2017 roku. Dane zebrane

109 dni po blysku przyniosty jednak prawdziwa rewelacje: strumien rentgenowski
znaczaco wzrést (okolo czterokrotnie) w poréwnaniu do poczatkowego. Taki sam
rosnacy trend obserwowano do pewnego czasu w radio — zalamanie sie nastgpito
w 200 dni po GW170817, a rentgenowskiego nieco pézniej*. Okoto 250 dni

po zderzeniu kilonowa osiggneta maksymalna jasno$é¢ w promieniowaniu X.
Taka ewolucja czasowa jest dowodem dyskryminujacym model , kokonu”, ktory
przewiduje duzo pézniejsza zmiane trendu. Jesli obecna ewolucja si¢ utrzyma,
kilonowa bedzie widoczna przez kolejne dwa lata, a dtugotrwale obserwacje
pozwola na dokladniejsze okreslenie struktury dzetu.

* K.D. Alexander i in., A Decline in the X-ray through Radio Emission from GW170817
Continues to Support an Off-Axis Structured Jet, arXiv:1805.02870

Michat BEJGER

Niebo w listopadzie

W zesztym miesiacu Stonce wedrowato tylko przez gwiazdozbiér Panny,

by w listopadzie odwiedzié¢ az trzy gwiazdozbiory: pierwsze trzy tygodnie
miesiaca Storice spedza w Wadze, nastepne kilka dni — w Skorpionie (w tym
gwiazdozbiorze przebywa najkrécej, zaledwie niecaly tydzien), a 30 listopada
wejdzie do gwiazdozbioru Wezownika, w ktérym bedzie gosci¢ prawie do konca
drugiej dekady grudnia. Okres od konca listopada do konca stycznia odznacza
sie najkrotszymi dniami i najdtuzszymi nocami w ciggu roku. 21 listopada
Stonce przekroczy réwnoleznik —20° deklinacji w drodze na potudnie i dopiero
21 stycznia ponownie przekroczy te linie, tym razem w drodze na poinoc.

W tym czasie jego wysoko$¢ w poludnie zmieni si¢ tylko o 3,5 stopnia,

z kulminacja 21 grudnia, w dniu przesilenia zimowego.

Pazdziernik skonczyl sie ostatnig kwadra Ksiezyca, zatem w listopadzie blask
Srebrnego Globu nie przeszkodzi w obserwacjach w pierwszej polowie miesiaca.
7 listopada tuz po 17 polskiego czasu Ksiezyc przejdzie przez néw i (tak samo,
jak w pazdzierniku) przed nowiem jego widocznos¢ bedzie bardzo dobra,
natomiast po nowiu trzeba odczekaé kilka dni, az wzniesie si¢ on wyzej.
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I kwadra przypada 15 listopada, pelnia — 23 listopada,
zas ostatnia kwadra — 30 listopada. W okolicach nowiu
i pelni naturalny satelita Ziemi znajdzie si¢ daleko

od ekliptyki, stad tym razem do za¢mien nie dojdzie.

2 listopada Srebrny Glob w fazie 33% zblizy si¢ do
Regulusa, najjaéniejszej gwiazdy Lwa, na odlegtosé 1,5°.
Dwa dni pdzniej w odlegltosci 3° Ksiezyc minie Porrime,
majac tarcze oswietlong w 14%, a kolejne dwa dni
po6zZniej, w fazie zaledwie 3% przejdzie 7° od Spiki,
najjasniejszej gwiazdy Panny i jednoczednie 8,5° od
powracajacej na niebo poranne po pazdziernikowym
spotkaniu ze Storicem planety Wenus. Tego ranka do
nowiu zabraknie Ksiezycowi zaledwie okolo 34 godzin,
ale jego cienki sierp powinien by¢ dobrze widoczny,
gdyz na godzine przed Switem zdazy si¢ wznie$é¢ na
prawie 8°. O tej samej porze Spica zajmie pozycje na
wysokosci 6°, a Wenus — zaledwie 2°. Caly ten okres jest
dobra okazja na podziwianie tzw. $wiatta popielatego
Ksiezyca, czyli jego nocnej czesci, o$wietlonej $wiattem
odbitym od Ziemi. Warto tutaj pamietaé, ze Ziemia
ma prawie 4-krotnie wigksza Srednice od Srebrnego
Globu, a dodatkowo odbija w przestrzen o wiele wiecej
Swiatta stonecznego, zatem na ksiezycowym niebie
Swieci zdecydowanie jasniej. Im blizej nowiu, tym
Swiatlo popielate jest intensywniejsze, w czym pomaga
wezszy i stabiej Swiecacy sierp naturalnego satelity
Ziemi.

Planeta Wenus 26 pazdziernika przeszta przez
koniunkcje dolna, czyli miedzy Ziemia a Stoncem

i przeniosta si¢ na niebo poranne. Dzigki korzystnemu
nachyleniu ekliptyki do widnokregu planeta wyloni si¢
z zorzy porannej juz wlasnie pod koniec pierwszego
tygodnia listopada, niecale 2 tygodnie po koniunkcji.
Warto obserwowaé¢ Wenus w tym poczatkowym okresie,
gdyz wtedy, dzieki jej bliskosci, juz nawet w lornetkach
da sie dostrzec wyrazny sierp planety, ktéry pokaze
$rednice okolo 1’ i faze 5%. Wenus zdazy 6 listopada
zblizyé sie do Spiki na 4°, ale potem wykona fragment
petli na niebie, zmieniajac ruch z wstecznego na prosty
i 15 listopada minie Spike w odleglodci zaledwie 75, by
do konica miesiaca oddali¢ si¢ od niej na 6°. W trakcie
miesiaca blask planety zmieni si¢ z —4,3" do —4,7™,
$rednica tarczy spadnie z 58 do 41”7, za$ faza uroénie

z 5 do 26%.

Wieczorem mozna obserwowaé cztery planety Ukladu
Slonecznego: dwie widoczne golym okiem (Saturn

i Mars) oraz dwie, do ktérych obserwacji potrzebna jest
przynajmniej lornetka (Neptun i Uran). Jowisz szykuje
sie do spotkania ze Slonicem 26 listopada i ginie juz

w zorzy wieczornej. Podobnie jak Merkury, ktéry mimo
osiagniecia 6 listopada swojej maksymalnej elongacji
wschodniej, wynoszacej 23°, zajdzie niewiele ponad

0,5 godziny po Stoncu. Z pozostatych planet pierwszy

z niebosklonu zniknie Saturn, ktéry widoczny bedzie
tylko w pierwszej czesSci miesiaca, zajmujac na poczatku
nocy astronomicznej pozycje na wysokosci zaledwie
matych kilku stopni, zatem nie mozna liczy¢ na wiele

wiecej niz wzrokowe stwierdzenie obecnosci Saturna tam,

gdzie powinien by¢. W listopadzie jego jasno$é¢ spadnie
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do +0,6™, a $rednica — do 16”. 11 listopada niecate 40’
na péinoc od Saturna przejdzie Ksigzyc w fazie 16%.

Duzo lepsze warunki obserwacyjne beda dla planety
Mars, ktora na poczatku nocy astronomicznej

jest jeszcze przed gérowaniem. 2 listopada Mars
przejdzie 20’ na p6éinoc od Nashiry, a 3 dni pdzZniej

— 30’ od Deneba Algiedi, dwbch jasnych gwiazd

z potnocno-wschodniej czesci Koziorozca. 11 listopada
planeta wejdzie do gwiazdozbioru Wodnika i 3 dni
pOzniej minie w odleglodci 26’ gwiazde 4. wielkosci ¢ Aqr.
15 i 16 listopada Mars spotka si¢ z Ksiezycem,

w fazie 50 1 60% w odleglosci okolo 6°. Pierwszego

z wymienionych dni Srebrny Glob minie Deneba Algedi
w odleglosci 20’. W trakcie miesigca jasno$é Marsa
spadnie z —0,6™ do 0™, a tarcza skurczy si¢ z 12 do 9”.

Siédma i é6sma planeta od Sltorica beda widoczne

przez wicksza cze$é¢ nocy. Obie poruszaja sie ruchem
wstecznym, lecz Neptun 25 listopada zmieni kierunek
ruchu na prosty. Planeta dokona zwrotu 25’ na
poludniowy zachéd od gwiazdy 6. wielkosci 81 Aqr,
sama Swiecac blaskiem +7,9™. Uran zblizy si¢ do
granicy Barana z Rybami, do ktérych wejdzie ponownie
na poczatku grudnia na trzy miesiace, aby pozegnac

sie z nimi na 75 lat, az do 2093 r. Ta planeta jest

o ponad 2™ jasniejsza od Neptuna i na ciemnym

niebie mozna prébowaé dostrzec ja gotym okiem. Pod
koniec miesiaca Uran zblizy si¢ do gwiazdy o Psc

na odlegtosé 1,5°. Ksiezyc spotka sie z Neptunem

17 listopada przy fazie 69%, zblizajac si¢ do niego na 6°.
Trzy dni p6zniej Srebrny Glob dotrze do Urana, mijajac
go rowniez w odleglosci 6°. Do tego dnia oswietlenie
ksiezycowej tarczy urosnie do 92%.

Co roku w listopadzie promieniuja meteory ze sltynnego
roju Leonidéw. Sa to bardzo szybkie meteory, ich
predko$é zderzenia z atmosfera wynosi 71 km/s,

stad czesto po nich zostaja smugi dymu, ktére tatwo
uwieczni¢ na naswietlanych kilkanascie sekund zdjeciach.
Tegoroczne maksimum ich aktywnosci przewiduje sie
19 listopada tuz po péinocy polskiego czasu. Mozna

sie wtedy spodziewaé okolo 20 meteoréw na godzine.
W obserwacjach poczatkowo przeszkodzi Ksiezyc

w fazie 80%, ale zajdzie on okolo godz. 3 i przez ponad
3 godziny niebo bedzie zupelnie ciemne.

W listopadzie mozna juz zaczaé¢ szukaé¢ komety

46P /Wirtanen. Jest to kometa okresowa, ktérej rok
trwa prawie 5,5 roku ziemskiego. 12 grudnia kometa
przejdzie przez peryhelium, 17 grudnia zas zblizy si¢ do
Ziemi na 11,6 mln km. Moze wtedy osiagnaé¢ jasnosé
nawet +4™, albo i wieksza, bedac prawdziwa ozdoba
nocnego nieba. W grudniu kometa przemierzy na
niebie odcinek ponad 90°. Jednak zanim to nastapi,
kometa w listopadzie zakresli kawalek petli na tle
gwiazdozbiorow Pieca i Wieloryba, wedrujac poczatkowo
bardzo nisko nad widnokregiem i zwiekszajac jasnosé

z +7 do +5™. Mozna ja wtedy prébowac¢ dostrzec przez
teleskop, kierujac go 15-10° na potudniowy wschod od

gwiazdy 7 Ceti.
Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Chiléd ciemnej materii

Kazdy fizyk-turysta wie, ze igta magnesu wskazuje kierunek péinocny, gdyz
jest ona dipolem magnetycznym, ktéry oddzialuje z polem magnetycznym
Ziemi. Analogiczne efekty maja takze miejsce dla znacznie mniejszych uktadéw
opisywanych fizyka kwantowa. Na poziomie pojedynczych atoméw moment
magnetyczny jader atomowych oddziatuje z polem elektromagnetycznym
wytwarzanym przez elektrony oraz z momentami magnetycznymi elektronéw,

w wyniku czego powstaje wiele pozioméw energetycznych bardzo niewiele
rézniacych sie energia, nazywanych struktura nadsubtelng widma
energetycznego. W przypadku atomu wodoru promieniowanie odpowiadajace
przejsciu miedzy takimi dwoma poziomami nalezy do zakresu mikrofalowego

i ma czestotliwos¢ 1420 MHz oraz dtugosé fali 21 cm. Prawdopodobienistwo
emisji takiego promieniowania jest niezwykle mate — stan wzbudzony zyje okoto
10 mln lat. Powoduje to, ze nielatwo badaé takie przejscia w laboratorium.

Badanie emisji i absorpcji promieniowania zwiazanego ze struktura nadsubtelna
atomu wodoru ma wielkie znaczenie w astrofizyce i kosmologii. Pierwsza

detekcja miata miejsce w roku 1951 i zostala dokonana przez Harolda

Ewena i Edwarda Purcella. Juz kilka lat p6Zniej badania natezenia tego
promieniowania pozwolily na zbadanie rozkladu materii w naszej Galaktyce

i jednoznaczne okreslenie, ze Droga Mleczna jest galaktyka spiralna oraz
zmierzenie predkosci obiegu materii galaktycznej wokét centrum. Pomiar
natezenia tego promieniowania moze réwniez pozwoli¢ na wyznaczenie rozktadu
materii w calym obserwowalnym wszech$wiecie, rowniez w nieprzezroczystych
obtokach gazowych, a przez to lepsze zrozumienie, skad ta materia si¢ wzicta

i jak ewoluowala.

Niedawno Judd Bowman ze wspotpracownikami doniedli o zaobserwowaniu

t

takiego promieniowania pochodzacego z odlegtych galaktyk i wyemitowanego

w czasach, kiedy powstawaly pierwsze gwiazdy. Na tej podstawie mozna byto
wyznaczy¢ temperature gazu, ktéry oddzialywatl z tym promieniowaniem.

Ku zaskoczeniu badaczy okazalto sig, ze kosmiczny wodor nie tylko byt bardzo
zimny, zimniejszy niz wypelniajace wszech§wiat mikrofalowe promieniowanie tla,
ale jeszcze tej réznicy temperatur nie dalo sie wyjasni¢ zadna znang fizyka.

Istnieje wiele mechanizmoéw podgrzewania kosmicznego
gazu, ale jego chtodzenie wymaga oddziatywania

z materia, ktora jest od niego zimniejsza. Czym mogla
by by¢ tego rodzaju materia? Kosmologowie maja na to
w zanadrzu gotowa odpowiedZ — to tzw. zimna ciemna
materia, ztozona z nieodkrytych jeszcze w laboratorium
i stosunkowo ciezkich czastek, ktéra na tym etapie
ewolucji wszechswiata oddziatuje z pozostatymi jego
sktadnikami przede wszystkim za pomoca oddzialywan
grawitacyjnych.

Mozliwe sa jednak niezwigzane z grawitacja bardzo
stabe oddzialywania ciemnej materii z ta widzialna.
Prawdopodobienstwo takiego oddzialywania moze
zaleze¢ od temperatury, a doktadniej od wzglednej
predkoéci miedzy barionem a czasteczka ciemnej materii,
ktora rozprasza — im mniejsza jest ta predkosé, tym
oddzialywanie bardziej prawdopodobne. Okres tworzenia
pierwszych gwiazd zapewnia wyjatkowe warunki fizyczne,
ktore nie wystepowaly w innych chwilach ewolucji
wszechswiata. W szczegdlnosci, w tym czasie gaz
kosmiczny jest najzimniejszy — wczesniej byt goretszy,
bo stygnal w miare rozszerzania sie wszechswiata,

a pdzniej byl podgrzewany za pomoca promieniowania
rentgenowskiego i innego promieniowania cieplnego
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z obiektow astrofizycznych. Oznacza to, ze predkosci
atomdéw gazu sa w tym czasie najmniejsze.

Modelowanie sygnatu otrzymanego przez Bowmana

i wspoélpracownikow wskazuje na to, ze czastki tworzace
zimng ciemng materie powinny mie¢ mase rzedu masy
protonu, a sila ich oddziatywan ze znana materia,
tlumaczaca skuteczne chlodzenie, pozostaje w zgodzie
ze znanymi ograniczeniami fizycznymi.

Czy oznacza to, ze (znowu) odkryto ciemna materie?
Na takie stwierdzenie jest jeszcze za wczesnie, zwlaszcza
ze mozliwa obecnos$¢ ciemnej materii jest tu stwierdzana
tylko posrednio. Jednak badanie w skali kosmicznej
promieniowania pochodzacego z przej$é¢ miedzy
poziomami struktury nadsubtelnej atomu wodoru
jest jeszcze w powijakach, mozna zatem sadzié, ze
kolejne obserwacje i pomiary przyniosa jeszcze bardziej
interesujace wyniki.
[1] J.D. Bowman, A.E.E. Rogers, R.A. Monsalve, T.J. Mozdzen,
N. Mahesh, An absorption profile centered at 78 megahertz in
the sky-averaged spectrum, Nature 555 (2018) 6770

[2] R. Barkana, Possible interaction between baryons and
dark-matter particles revealed by the first stars, Nature 555

(2018) 71-74 .
Krzysztof TURZYNSKI
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Kroimy kostke

Joanna JASZUNSKA

Podzielmy kostke na 27 przystajacych sze$cianéw (jak w kostce Rubika),

119

Rys. 1. Szesciokatny przekrdj szescianu

Po nieskonczenie wielu takich krokach otrzymaliby$my
kostke Mengera — fraktal o zerowej objetosci,
nieskonczonej powierzchni i innych ciekawych
wlasnosciach. Zatrzymajmy si¢ jednak po czwartym
kroku konstrukcji.

Sze$cian mozna przeciaé plaszczyzna prostopadla

do gtéwnej przekatnej i przechodzaca przez $rodki
niektérych jego krawedzi, w przekroju uzyskujac
szesciokat foremny (rys. 1, oznaczmy plaszczyzne ciecia
przez ).

Jaki jest ksztalt i uklad dziur na takim szesciokatnym
przekroju czwartego kroku konstrukeji kostki Mengera?

Rys. 3. (Wikimedia Commons, autor: Cmglee)

Odpowiedz wida¢ na rysunku 3. Uzasadnimy dwoma
sposobami, ze w pierwszym kroku konstrukeji na srodku
przekroju otrzymujemy dziure w ksztalcie gwiazdki.

Sposéb 1. Przekréjmy plaszczyzna 7 (jak na rysunku 1)
caly szedcian podzielony na 27 mniejszych kostek.
Zarowno $rodkowa kostka, jak i kostki przy $rodkach
krawedzi, przez ktére przechodzi plaszcezyzna ,
przecigte sa w taki sam sposob jak calo$é¢, w przekroju
uzyskujemy wiec siedem odpowiednio mniejszych
szeSciokatéw foremnych (rys. 4).
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a nastepnie wyrzuémy 7 z nich: ten ze $rodka oraz $rodkowy na kazdej ze Scian.
W kolejnych krokach konstrukeji powtarzajmy powyzsza operacje dla kazdego
z pozostajacych mniejszych szeScianéw (rys. 2).
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Rys. 2. Trzy poczatkowe kroki konstrukcji kostki Mengera (Wikimedia Commons, autor: Mattcomm)

Ptaszczyzna 7 przecina tez 12 innych maltych kostek,
przechodzac w kazdej z nich przez srodki trzech krawedzi
o wspOlnym wierzchotku. Takie przekroje sa trojkatami
réwnobocznymi (rys. 5).

&

Rys. 4 Rys. 5. Przekroje matych kostek

Szedciany usuniete w pierwszym kroku konstrukcji
kostki Mengera skladaja sie na szesciokat na srodku
przekroju i sze$¢ przylegajacych do niego tréjkatow,

co w sumie daje wlasnie szeScioramienna gwiazdke.

W kolejnym kroku konstrukeji analogiczne mniejsze
gwiazdki wycinane sg z pozostalych szesciu szesciokatow
z przekroju z rysunku 4, co ttumaczy takze uktad dziur
widocznych na rysunku 3.

Sposéb II. Pierwszy krok konstrukeji kostki Mengera
mozna inaczej opisa¢ jako wydrazenie w szescianie
trzech tuneli Wyznaczonych przez kwadraty na srodkach
przeciwleglych $cian (rys. 6).

L

Rys. 6 Rys. 7

Przekréj plaszezyzna 7 kazdego z tych tuneli to romb
o katach 60° i 120° (na rys. 5 na taki romb skladaja sie
dwa tréjkaty i szesciokat). Srodkowa dziura-gwiazdka
z rysunku 3 powstaje z trzech takich rombéw (rys. 7).
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Powyzsze stemple na kartce pocztowe] to jeden z nielicznych sladéw zainteresowania Poczty Polskie] dziejami
Polskiego Towarzystwa Matematycznego — tu jego siedemdziesieciolecie.

W dniach obchoddw Stulecia Odzyskania Miepodlegtoici wypada przypomnied, ze niespetna rok péZniej powstato
Polskie Towarzystwo Matematyczne — obchody tego wydarzenia beda mialty miejsce w Krakowie w dniach 3-7
wrzesnia 2019 roku (100latptm.matinfuj.edu.pl).

Jubileusz odbedzie sie w Krakowie ze wzgledu na wydarzenia, jakie towarzyszyly powstaniu PTM.

Poczatek byt dojmujaco tragiczny — pierwszy zalazek Towarzystwa pojawit sie we Lwowie w 1917 roku, jednak
wydarzenia wojenne spowodowaly, iz zaden z zatozycieli nie dozyt Niepodleglosci.

Krakowska inicjatywa zaistniala 9 kwietnia 1918 roku o godzinie 17 — wtedy odbylo sie pierwsze Posiedzenie
ZJwryczajne powstajacego Towarzystwa. Bylo to Towarzystwo krakowskie, ale juz 19 wrzesnia 1918 roku Samuel
Dickstein zWarszawy | Antoni bomnicki ze Lwowa zaproponowali, by Towarzystwo miato charakter ogélnopolski.
Megocjacje nie byly ani tatwe, ani krétkie (polecamy swietny tekst Jézefa Pidrka Z protokefdw Towarzystwa
Matematycznego w Krakowie www.smp.uph.edupl/czasopismao/msn, nr 3, str.4-10). Dopiero 21 kwietnia 1920
roku na wniosek Stanistawa Zaremby nazwe Towarzystwo Matematyczne zmieniono na Polskie Towarzystwo
Matematyczne | powotano komisje statutowa. Ostatecznie sprawozdawcze Walne Zebranie Polskiego Towarzystwa
Matematycznego w formule zblizonej do dzisiejszej odbylo siew Krakowie 4 czerwca 1921 roku.

Wracajac do poczty — ponizej prezentujemy kilka znaczkow i stempli, jakie zostaly podwiecone polskim
matematykom, wraz z ,pocztowa’ anegdota Edwarda Otto. Zostaly one wziete zobszernego materiatu
zZamieszczonego przez Jozefa Swadzbe w Matematyce Pogladowej 5 (www.mp.uph.edu.pl/archivwum).

KARTEA POCZTOWA
Najwigkszg i jedyns pasja S.Banacha byla ma- C
tematyka. Dowodzl tego m.in.nastgpujsce wydarzery |
nie. Pod koniec 2-tygedniowego pobytu we L\mwiew
Joham von Neumanna najwigkszege matematyka na ]
dwiecle w latach 1937-57, odbyln sip zabawa,na
ktérej Banach nieprzerwanie pracujgey nad paw=
aym problemem Neumanna 2 algebry Boole's nadal
o nim myélal.Zapewne Noumann tet o tym proble=
mie sydlal ale nie znalasl rozwip-
Zanla. Bozwigzanie prayszlo do glo-
wy Banachowl w momencie gdy tafczyl
2 paniy Neumannowg. Porzucil jg,do-
2" FadacRoha; *pot imanys, todcadgogy
JUBILEUSZOWY ZJAZD do stolika
POLSKIEGO TOWARZYSTWA 1 rokazal
MATEMATYCZHNEGD rozwigzanie.
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