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Drogi Czytelniky,
pewnie dziwisz sig, Ze trzymasz w r¢ku Delte, w Ktdrej stopce redakcyjnej nie figuruje ani
Marek Kordos (zalozyciel i redaktor naczelny od 1974 r.), ani Krystyna Kordos (seKretarz
redakcji od 1978 1.). SKojarzenie jest jednoznaczne: redakcja Delty to Marek, Krystyna

i, reszta”. Bylo tak przez prawie 45 lat, w czasie Ktorych Delta pokonala wiele zakretow: stan
wojenny, reglamentacja papieru, zmiany wydawcow, etc. — dzigki wielKiej determinacyi zespoTu,

Kierowanego i motywowanego przez charyzmatycznego Redaktora Naczelnego, historia Delty
moze toczyé sig dalej.

Krystyno i Marky,

cieszymy sig, ze moglismy Was poznal i z Wami pracowaé. Jestesmy wdzigczni za mgdrosé
i doSwiadczenie, Ktérymi sig z nami dzieliliscie. Mamy nadzieje, Ze chociaz cz¢sé tego bogactwa
udalo nam sig przyswoid. Ufamy, Ze wystarczajgco dobrze nas wychowaliscie i przygotowaliscie
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do podjecia tego wielKiego wyzwania, jaKim jest wydawanie stworzonego przez Was pisma.
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Calkowita dyskrecja
Barttomiej BZDEGA

W $wiecie liczb rzeczywistych z nieréwnoscia a < b niewiele da sie

zrobi¢, natomiast jesli a i b sa liczbami caltkowitymi, to mozemy ja
wzmocni¢: a + 1 < b. W zadaniach 1, 2 i 3 korzystamy z tej wlasnosci liczb
catkowitych.

Nie jest to obserwacja szczegdlnie glteboka, ale warto$ciowa dzigki swym
licznym zastosowaniom, przeformulowaniom i uogélnieniom. Mozemy,

dla przyktadu, powiedzie¢, ze pomiedzy dwiema kolejnymi liczbami
calkowitymi nie ma zadnej innej liczby catkowitej, a pomiedzy kwadratami
liczb naturalnych nie ma zadnych kwadratéw liczb naturalnych;
analogicznie dla liczb pierwszych czy wielokrotnosci ustalonej liczby

— w ogdlnosci dla dowolnego ciaggu rosnacego. Takie spostrzezenia sa

uzyteczne w zadaniach 4, 51 6.

Mozna stosowaé jeszcze nieco inne podejscie: w kazdym ograniczonym
przedziale znajduje si¢ tylko skoniczenie wiele liczb catkowitych. Jezeli wigc
uda sie jaka$ niewiadomg z zadania oszacowaé z gory i z dotu, to mozemy
uwzgledni¢ wszystkie jej mozliwe wartosci, rozpatrujac kilka przypadkéw.
Takie postepowanie stosujemy w zadaniach 7 i 8.

Uzyteczny bywa rowniez nastepujacy wniosek: jesli w pewnym zbiorze
znajdziemy n réznych liczb naturalnych, to co najmniej jedna z nich jest
wigksza lub réwna n. Ten motyw wystepuje w zadaniach 9 i 10.

Zadania. (Uwaga. Przyjmujemy, ze 0 nie jest liczba naturalna.)

1. Udowodnié¢, ze nie istniejg liczby naturalne a, b i ¢, ktére spelniatyby
réwnosé a® 4 b® = c°.

2. Wykazaé, bez powolywania sie na Wielkie Twierdzenie Fermata, ze
jesli liczby naturalne a, b, ¢ oraz n > 2 spelniaja réwnosé a™ + b" = ",
to a,b,c > n.

3. Ciag (ay,) liczb naturalnych spelia warunki as, = 3a, — 11 agp41 =
= 3a, + 1 dla wszystkich naturalnych n. Dowiesé, Ze jest to ciag rosnacy.

4. Dowiesé, ze sume¢ dwdch kolejnych liczb pierwszych wigkszych od 2
mozna przedstawié w postaci iloczynu trzech liczb naturalnych wiekszych
od 1.

5. Liczby a i b sa naturalne. Dowies¢, ze istnieje taka liczba naturalna n,
dla ktorej a - 2" 4 b nie jest kwadratem liczby naturalne;j.

6. Rozstrzygnaé, czy istnieje nieskonczony, rosnacy ciag liczb naturalnych
(an), ktéry spelnia warunki: a,, | a1 +as + ...+ a,—1 oraz

an < a1+ ag+ ...+ a,_1 dla wszystkich n > 4.

7. Dla jakich liczb naturalnych n zachodzi podzielnosé

1+2n+4n | 1+2n+1+4n+1?

8. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb naturalnych (a,b), dla ktérych liczby
a4+ 6ab + 11 b3 + 6ab + 1 sy szeScianami liczb naturalnych.

9. Niech ay,as,...,a, beda liczbami naturalnymi. Dowies¢, ze
NWW(aq,as,...,a,) = n-min{aj,as,...,an}.

10. Zbiér A stanowi n > 4 liczb naturalnych, przy czym spelniony jest

warunek NWW (a,b) > ¢ dla wszystkich parami réznych a,b,c € A. Dowiesé,
ze suma odwrotnosci elementéw zbioru A jest mniejsza od 2.
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* Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski

O demonie Laplace’a pisaliSmy w AZS.

Strzatka czasu
Piotr SZYMCZAK*

Przestrzen i czas to dwa pojecia, z ktorymi stykamy sie najwczesniej, dwa
ograniczenia narzucone nam przez Stworce, ktéry — jak twierdza Swiete ksiegi

— jednoczesnie stoi ponad nimi (jest wszechobecny i ponadczasowy). A o tym,
ze nas dotycza, przekonujemy sig¢, nierzadko w bolesny sposéb — spedzajac
godziny w pociagu do Pily czy niemilosiernie nudzac si¢ w kolejce do dentysty.
7 czasem jest zreszta gorzej niz z przestrzenia, bo chociaz z Pily mozna wrécié,
to oczekiwanie przebiega zawsze w jednym tylko kierunku — przesuwajac nas

z przesztosci w kierunku chwil przysztych. Pod prad rzeki czasu przemiescié

sie nie da, chwile przelatuja i odchodza w przesztoéé, zostajac tylko w naszej
pamieci. Przemijanie, ulotno$¢ i nietrwato$¢ czasu sa wiec nieodlaczng cecha
naszego codziennego zycia — zrédtem zaréwno rozpaczy, jak i piekna, bo przeciez
to ulotnos$¢ chwili czyni jg niepowtarzalna. Fakt, ze pamietamy przesztosé, a nie
pamietamy przyszlosci, czyli wyrdznienie kierunku uptywu czasu przez nasz
umys! nazywamy psychologiczna strzatka czasu. Jak Biata Krolowa moéwila
Alicji: ,, To bardzo nedzny rodzaj pamieci, taki, ktéry dziala tylko w przeszto$é”.

Biata Krélowa pamigta, ze za chwile uktuje sie szpilka od broszki, my jednak
tego nie potrafimy — czas biegnie dla nas zdecydowanie w jednym kierunku.

I dlatego tym wigksze jest nasze zaskoczenie, gdy uswiadamiamy sobie, ze tej
asymetrii miedzy przysztoscig a przeszlodcia nie znajdziemy w wigkszosci teorii
fizycznych. Réwnania mechaniki klasycznej sa nieczute na zmiane kierunku
czasu, moga réwnie dobrze opisywacé procesy zachodzace w przdd, jak i wstecz
w czasie, nie wyrdzniajac zadnego z nich. Gdyby$my wiec stworzyli demona,
ktory — jak pisat Laplace — ,,w danej chwili znalby wszystkie sity ozywiajace
przyrode i wzajemne polozenie rzeczy”, to dla takiej istoty ,nic nie byloby
niepewnym i przysztos¢ bytaby jej przytomna, podobnie jak przeszto$é”. Ta
wizja $wiata, gdzie przyszlos¢ jest tak samo okreslona jak przesztosé, zaostrza
sie jeszcze bardziej w Swiecie relatywistycznym, w ktérym czas staje sie
jednym z czterech wymiaréw statycznego, geometrycznego tworu zwanego
czasoprzestrzenia.

Sa jednak teorie fizyczne, w ktérych asymetria zdaje sie odgrywaé wigksza role.
Jedna z nich jest termodynamika, opisujaca procesy, w ktérych uczestniczy
wiele czastek. Wérdd nich latwo znalezé zjawiska nieodwracalne: mleko wlane
do filizanki miesza si¢ z kawa i zmienia jej czeri w braz, gaz wypuszczony

ze stoika rozlatuje sie po calym pokoju, a drwa wrzucone do kominka ptona.
Procesé6w odwrotnych — w ktérych jednorodny ptyn dzielitby sie na mleko i kawe,
a gaz sam zbieral sie w stoiku — nie obserwujemy. Termodynamika radzi sobie

z opisem tych proceséw, zauwazajac, ze uklad przechodzi od stanéw mniej do
bardziej prawdopodobnych. W skali mikro konfiguracji atoméw wypetniajacych
caly pokdj jest wiecej niz tych, w ktoérych wszystkie czastki mieszczg sie

w stoiku. Przyjecie, ze wszystkie te konfiguracje sa réwnoprawdopodobne,
prowadzi do konkluzji, ze w makroskali duzo bardziej prawdopodobny bedzie
stan ,,czastki rownomiernie wypelniaja pokdj” niz stan ,,wszystkie czastki

sa w stoju”. Liczbe stanéw mikroskopowych mogacych urzeczywistni¢ dany
stan makroskopowy mierzy entropia, stad tez dostajemy stynna druga zasade
termodynamiki mowiaca o tym, ze w procesach spontanicznych entropia rosnie.

Jak to jednak mozliwe, ze termodynamika — opisujaca ewolucje uktaddow

w skali makro — ma strzatke czasu, podczas gdy ruch poszczegdlnych czastek,
opisywany prawami Newtona, tej strzalki nie wykazuje? Obiekcja taka

zostala podniesiona przez Josefa Loschmidta w 1876 r. (i nosi czasem nazwe
paradoksu Loschmidta). Boltzmann, odpowiadajac Loschmidtowi, zauwaza,

ze nie tylko nie ma sprzeczno$ci miedzy nieodwracalnosciag w skali makro

i odwracalno$cia w mikroskali, lecz wrecz ta pierwsza wydaje si¢ wynikaé z tej
drugiej. Wracajac do przyktadu z gazem, ktéry w chwili ¢ = 0 znajduje sig
wewnatrz stoika, a w chwili £ w wyniku rozprezenia wypelnia réwnomiernie
caly pokéj, Boltzmann wskazuje, ze gdyby obserwowaé ewolucje wstecz w czasie
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Polecamy druga Studencka Konferencje
Zastosowan Matematyki DwuMIan.
Wydarzenie przygotowywane jest przez
kota naukowe i organizacje studenckie

z Politechniki Warszawskiej oraz
Uniwersytetu Warszawskiego. Jego celem
jest integracja studentéw i doktorantow
zainteresowanych zastosowaniami metod
matematycznych w naukach technicznych
i przyrodniczych czy tez statystyce

i inzynierii danych. Na konferencji bedzie
mozna wystuchaé¢ prezentacji innych
studentéw badz wyglosi¢ wlasny referat.
Odbedzie si¢ takze sesja plakatowa,
ciekawe warsztaty (prowadzone przez
firmy wspierajace i organizatoréw) oraz
wieczory integracyjne. Poza
wystapieniami studenckimi bedzie
mozliwo$¢ wystuchania zaproszonych
gosci, ktérzy matematyke stosuja
zawodowo.

Pierwszy DwuMIan przyciggnal ponad
200 uczestnikéw, wéréd ktorych zyskat
duza aprobate.

Konferencja odbedzie si¢ w dniach
22-24 marca 2019 roku na Wydziale

Matematyki, Informatyki i Mechaniki UW.

Zapisy oraz wigcej informacji mozna
znalez¢ na stronie dwumian.mini.pw.edu.pl
i fb.com/DwuMIanWarszawa

(znéw startujac z gazu wypelniajacego sloik dla ¢ = 0), to gaz ten réwniez

sie rozprezy, by w chwili —t; w przesztosci wypelnié¢ pokdj. Ewolucja jest
wigc w pelni odwracalna, réwniez na poziomie makroskopowym, a wrazenie
nieodwracalnosci bierze sie stad, ze warunki poczatkowe (gaz w sloiku,

drwa przed kominkiem) odpowiadaja stanom o bardzo niskiej entropii. Co
wiecej, mozna pokazaé, ze wszelkie naruszenia odwracalnoéci na poziomie
mikroskopowym beda skutkowaly lamaniem drugiej zasady termodynamiki.
A wiec — paradoksalnie — nieodwracalno$é w skali makro jest Sciéle zwiazana
z odwracalnoscig w mikroskali, a termodynamiczna strzalka czasu okazuje sie
ztudzeniem.

Skad biora sie stany poczatkowe o niskiej entropii? Kiedy przesledzimy

procesy, w wyniku ktérych powstaly te stany i ich warunki poczatkowe, to

tak cofajac sie w czasie, dojdziemy do wniosku, ze Wszechéwiat jako calo$é na
poczatku swojego istnienia musial mie¢ bardzo niska entropie. To rozumowanie
jest najezone trudnosciami, trudno bowiem zdefiniowaé¢ globalng entropie
Wszechéwiata, nie jest tez tatwo dotaczyé do rozwazan o entropii oddzialywania
grawitacyjne ze wzgledu na ich dtugi zasieg. Nie ulega jednak watpliwosci, ze
termodynamiczna strzatka czasu splata sie¢ w intrygujacy sposob ze strzatka
kosmologiczna, wskazujaca na kierunek ekspansji Wszech$wiata.

A co z czasem w mechanice kwantowej? Tu sytuacja jest do$¢ dziwaczna (tak
jak i sama teoria kwantéw). Podstawowym obiektem w mechanice kwantowej
jest funkcja falowa, powiazana z prawdopodobienstwem znalezienia uktadu

w réznych stanach fizycznych. Wielko$é ta ewoluuje w sposéb deterministyczny,
zgodnie z réwnaniem Schrodingera, ktore opisuje, jak fale prawdopodobienstwa
propaguja si¢ i interferuja, podobnie jak fale na wodzie. Tak jak réwnanie
Newtona, réwnanie Schrodingera jest nieczule na zmiane kierunku uptywu
czasu. Wydawaloby si¢ wiegc, ze Swiat kwantowy jest w skali mikro odwracalny,
podobnie jak swiat klasyczny. Bytaby to jednak konkluzja przedwczesna, bo
wszystko komplikuje sie w momencie pomiaru stanu uktadu kwantowego — uktad
wybiera stan odpowiadajacy danemu wynikowi pomiaru, a funkcja falowa nagle,
w sposOb nieciagly, zmienia swoja postaé¢. Ten element ewolucji kwantowej jest
nieodwracalny i cho¢ ostatnio pojawiaja si¢ prace wskazujace na zwiazek takiej
kwantowej strzatki czasu ze strzatka termodynamiczna, zdecydowanie wiecej tu
pytan i watpliwosci niz odpowiedzi.

I wreszcie — czy te wszystkie strzalki (kosmologiczna, termodynamiczna,
kwantowa) maja co$ wspilnego z psychologiczng strzatks czasu? Czy
postrzeganie przez nas czasu jako jednokierunkowy jest rzeczywiscie zwiazane

z takim, a nie innym stanem poczatkowym Wszechswiata? A moze uplyw
czasu jest tylko zludzeniem, jak sadzil m.in. Albert Einstein, ktéry w listach
do swojego przyjaciela Michele Besso poruszal ten temat wielokrotnie? W liscie
z roku 1953 r. Einstein krytykowal prace przyjaciela o nieodwracalnosci w teorii
wzglednosci, piszac ,,Wchodzisz na grzaski grunt. Nie ma nieodwracalnosci

w podstawowych prawach fizyki, to tylko iluzja, ktéra stwarzaja szczegdlne
warunki poczatkowe”. Kiedy za§ Besso umart, Einstein napisat do jego

siostry: ,,Michele opuécit ten dziwny $wiat tuz przede mna. Nie ma to zadnego
znaczenia. Dla nas, fizykow z przekonania, réznica miedzy przesztoscia,
terazniejszoscig 1 przysztoécia jest ztudzeniem, choé przyznaé trzeba, ze
ztudzeniem uporczywym?”.

Problem istnienia zwigzku miedzy termodynamiczna a psychologiczng
strzatka czasu to tylko jedna z wielu zagadek dotyczacych natury czasu,
ktére pozostaja nierozwiklane. Latwo dorzucié¢ kolejne: Dlaczego Wszechswiat
na poczatku istnienia mial tak niska entropie, co spowodowalto nakrecenie
termodynamicznego zegara? Co dzieje sie ze strzaltka czasu w skali Plancka,
w ktérej kwantowe efekty grawitacji staja sie istotne, a czas i przestrzen
traca swoja ciagla nature? Jak wyglada strzatka czasu we Wszech$wiecie

z zamknietymi petlami czasowymi, w ktérych mozliwa jest podréz wstecz

w czasie? Czy znajdziemy kiedy$ odpowiedzi na te wszystkie pytania? Czas
pokaze.
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Prezentowana anegdota jest elementem
informatycznego folkloru. Autor tego
tekstu po raz pierwszy ustyszal ja od
profesora Damiana Niwinskiego.

Szerzej o problemie izomorfizmu graféw
pisat Lukasz Kowalik w Aig.

Zalézmy, ze zaréwno zbiér

wierzchotkéw G, jak i G to
{1,2,...,n}. Permutacja
m:{1,2,...,n} = {1,2,...,n} jest
izomorfizmem miedzy G1 a G2, gdy dla
kazdej pary i, j spelniony jest warunek:
w G istnieje krawedZz miedzy
wierzchotkami ¢ a j wtedy i tylko wtedy,
gdy w G2 istnieje krawedZ miedzy
wierzchotkami w(¢) a 7(j).

A jednak sie da (III),

czyli saga kryptologiczna w odcinkach.
Tym razem: o dowodach z wiedzqg zerowq.

Tomasz KAZANA

Bywa tak, ze chcemy o czym$ przekonaé niedowiarkéw, jednak w taki

sposOb, aby uwierzyli, ale tez aby za duzo sie nie dowiedzieli. Fabularna,
nieinformatyczna ilustracja, ktéra lubie przywoltywaé, gdy prébuje wyrazié, o co
mi chodzi, jest nastepujaca. Wyobrazmy sobie, ze potrafi¢ zliczy¢ liczbe lisci na
drzewie, jesli tylko spojrze na nie przez 5 sekund. Wigcej: twierdze, ze umiem to
publicznie udowodnié¢ w przeciagu 5 minut, i to tak, ze wszyscy mi uwierza, ale
nikt sie nie zorientuje, jak ja to robie!

Jak mogltby wygladaé protokdt, ktéry realizuje powyzsze zatozenia? Popatrzmy:

1. Prosze¢ publiczno$é o wskazanie dowolnego drzewa.

2. Patrze na to drzewo przez 5 sekund i méwie: ,,to drzewo ma M lisci”.

3. Prosze publicznosé o zawiagzanie mi oczu.

4. Prosze publicznosé o podejsécie do analizowanego drzewa i zerwanie z niego
dowolnych K lidci (oczywiscie K publicznoéé ustala samodzielnie, nie
informujac mnie o swoim wyborze).

5. Prosze publicznosé o rozwiazanie mi oczu.

6. Ponownie patrz¢ na drzewo przez 5 sekund i méwie: ;to drzewo ma X lisci”.

I teraz tak: jesli X # M — K, to z pewnoscia nikogo nie przekonatem. Jednak jesli
X =M — K, to eksperyment daje do myslenia. Oczywiscie, aby zmniejszy¢ szanse
zdarzenia, ze po prostu miatem szczescie, protokél weryfikacyjny mozna kilka
razy powtérzyé, dla réznych drzew i réznych wybordéw zmiennej K. Jedli wiec
pozytywnie przejde na przyklad 10 testéw pod rzad, to sadze, ze juz wszyscy mi
uwierza, ze naprawde umiem blyskawicznie zliczaé¢ liScie na drzewie. Mimo to:
nikt nie ma nawet cienia wskazowki, jak ja to robie!

Witadnie takie przekonywanie jak wyzej nazywamy fachowo dowodzeniem

z wiedzq zerowq (zero-knowledge proofs), a bardziej kolokwialnie:
przekomarzaniem sie w stylu ,,wiem, ale nie powiem”. Okazuje sie, ze
zaskakujaco wiele stwierdzen matematycznych da si¢ udowodnié w taki

wlaénie sposéb. W szczegdlnosci: gdyby$émy na przyklad potrafili rozstrzygnaé
pozytywnie hipoteze Riemanna, to mozemy zaproponowaé $wiatu pewna
zabawe, w wyniku ktorej wszyscy uwierza, ze faktycznie hipoteza Riemanna jest
prawdziwa, ale nikt nawet powierzchownie nie liznie smaku naszego dowodu. Jak
to zrobi¢ — obiecuje naszkicowaé na koncu, a na razie zajmijmy sie prostszym
przyktadem.

Izomorfizm graféw

Opiszemy protokét dowodu z wiedza zerowa dla problemu izomorfizmu
graféw. Przypomnijmy: problem polega na rozstrzygnieciu, czy dwa dane
grafy G oraz (o sa izomorficzne, czy tez nie. Zalézmy wiec, ze znamy pewien
izomorfizm 7 miedzy G1 a Gs. Naszym celem jest przekonaé publicznosé
(fachowo: weryfikatora), ze faktycznie znamy w, ale bez ujawniania, jak to 7

w rzeczywistosci wyglada.

Do dzieta:

1. Postulujemy publicznie, ze grafy Gy oraz G2 sa izomorficzne.

2. Publikujemy dowolny graf H, ktéry jest izomorficzny z Gy (czyli réwniez z Go).

3. Weryfikator wybiera liczbe k € {1,2}.

4. Publikujemy izomorfizm 7’ miedzy H a Gy.

5. Weryfikator sprawdza, czy 7’ jest rzeczywiscie poprawnym izomorfizmem
miedzy H a G.

6. Kroki 2-5 powtarzamy N razy.

Powyzszy protokot ma trzy kluczowe cechy:

(a) Jedli naprawde znamy postulowany izomorfizm, to jesteSmy zawsze w stanie
wykonaé¢ poprawnie caly protokot;



Dowody z wiedzg zerows nie muszg byé
stuprocentowo pewne. Formalna definicja
(ktérej w tym tekscie nie podajemy)
dopuszcza bardzo mate (negligable,
pomijalne) prawdopodobienstwo, ze
weryfikator zostanie oszukany.

Cykl Hamiltona to takie uszeregowanie
wierzchotkéw grafu, ze miedzy kazda para
kolejnych (oraz miedzy ostatnim

i pierwszym) wierzchotkéw w tym
uszeregowaniu istnieje w tym grafie
krawedz.

Telegraficzny skréot wiedzy

o zobowigzaniach: po opublikowaniu
Commit(z) praktycznie nie jest mozliwe
odczytanie x. Otworzycé zobowigzanie
(ujawniajac ) moze tylko jego autor,
przy czym — nie jest w stanie oszukad,
czyli wméwié, ze w zobowigzaniu
znajdowal sie jakié z’ # x.

Intuicja: jesli k = 1, to weryfikator
sprawdza, czy nie oszukujemy przy
konstruowaniu 7w (G); jesli k = 2, to
weryfikator sprawdza, czy

w zobowigzanym grafie faktycznie jest
cykl Hamiltona; zadna z tych informacji
pojedynczo nie pozwala na odtworzenie
cyklu Hamiltona w G, jednak aby
przygotowaé zobowiazania z kroku 3 tak,
aby mieé pewno$é przejscia obu testéw
w krokach 7-8, TRZEBA znaé cykl
Hamiltona w G.

Prezentowane przyktady sg poprawne

i dzialaja w rozsadnej asymptotycznej
ztozonosci czasowej, jednak daleko im
jeszcze do uznania ich za zupelnie
praktyczne. Stad istnieje wazny nurt
badan kryptologicznych poszukujacych
innych protokoléw zero-knowledge.
Pewien wazny postep mial miejsce w roku
2007, gdy Jens Groth i Amit Sahai
zaproponowali bardzo szybkie (po prostu
praktyczne) protokoty oparte o teorig
grup dwuliniowych, dzialajace dla dosé
szerokiej, ale niestety istotnie mniejszej
od NP, klasy probleméw. Majg one
jeszcze inng pozagdang ceche: nie
wymagaja wielorundowej interakcji
miedzy weryfikatorem a osobg dowodzaca,
jak w naszych przyktadach.

(b) Szansa, ze oszukamy weryfikatora (to znaczy: przekonamy go, ze znamy
izomorfizm miedzy G; a G2, mimo ze wcale go nie znamy) wynosi co
najwyzej 2%,;

Przekonany weryfikator nie ma bladego pojecia, jak moze wygladaé
izomorfizm miedzy G a Gs.

()

Naszkicujmy zatem uzasadnienia stwierdzeni (b) oraz (c) (pozwolimy sobie
napisaé, ze (a) jest trywialne):

Ad (b) Zauwazmy, ze jesli odnosimy sukces z prawdopodobienistwem

powyzej 2%, to przynajmniej w jednej z NN iteracji protokotu, w kroku 4. bylismy
przygotowani na opublikowanie izomorfizmu zaréwno miedzy H a Gy (ozn. 1),
jak i miedzy H a G5 (ozn. ms). Istotnie — gdyby tak nie bylo, to w kazdej
iteracji mieliby$Smy szanse co najwyzej % na akceptacje przez weryfikatora,

a wiec ogdlnie — co najwyzej tylko 2% Jednak znajomosé zaréwno m; jak i o
oznacza réowniez znajomosé my o T, 1 a to jest przeciez izomorfizm miedzy G,

an.

Ad (c) Zastanéwmy sie, czego — po wykonaniu calego protokotu — dowiedzial sie
weryfikator. Jak widaé, poznal N réznych tréjek postaci (H;,e;, ;) takich, ze m}
jest izomorfizmem miedzy H; a G.,. Czy taka wiedza jest w jakikolwiek sposob
ekskluzywna? Oto6z latwo zauwazy¢, ze absolutnie nie — przeciez takie tréjki
mozna sobie samemu (w dowolnych iloéciach) produkowaé, znajac wylacznie Gy
oraz (o, a te sg przeciez publiczne od samego poczatku!

Cykl Hamiltona w grafie

Czas na nieco bardziej skomplikowany przyktad — protokét dowodu z wiedza,
zerowa dla problemu istnienia cyklu Hamiltona w grafie. W tym protokole
bedziemy uzywaé idei zobowigzar (Commit), opisanych przez Lukasza
Rajkowskiego w poprzednim odcinku AJSD, w numerze AlL.

Jak poprzednio, zatézmy, ze znamy cykl Hamiltona ¢ = (aq,...,a,) pewnego

grafu G. Teraz:

1. Postulujemy publicznie, ze w G istnieje cykl Hamiltona. Bedziemy prébowaé

to udowodnié, ale nie zdradzajac, jak faktycznie wyglada c.

2. Losujemy dowolng permutacje m oraz obliczamy graf w(G) (czyli izomorficzny

do G, ale z wierzchotkami spermutowanymi wedlug 7).

3. Upubliczniamy nastepujace zobowigzania:

e Commit(7)

e Commit(e; ), Commit(es), ..., Commit(e,,), gdzie {e1, ..., e, } stanowia
opisy wszystkich krawedzi grafu m(G) (to znaczy: kazde e; jest para
pewnych wierzchotkéw grafu 7(G)).

4. Weryfikator wybiera liczbe k € {1, 2}.
5. Jedli k =1, to otwieramy wszystkie (zaréwno permutacji, jak i krawedzi)

zobowigzania z kroku 3.

6. Jesli k = 2, to otwieramy zobowiazania tych (i tylko tych) krawedzi, ktére
tworza cykl Hamiltona w 7(G) (NIE otwieramy zobowiazania permutacji!).

7. Jedli k = 1, to weryfikator sprawdza, czy otwarte krawedzie {e1,...,emn} sa
faktycznie krawedziami grafu =(G).

8. Jesli k = 2, to weryfikator sprawdza, czy faktycznie otwarte krawedzie tworza

jeden zamkniety cykl dlugosci n.

9. Kroki 2-8 powtarzamy N razy.

Twierdzimy, ze ten protokél réwniez ma trzy cechy, o ktérych méwilismy

w poprzednim przykladzie. To znaczy: jesli rzeczywiscie znamy cykl Hamiltona
w G, to wykonamy protokdl bez problemu (trywialna obserwacja). Dalej: szansa
na oszukanie weryfikatora wynosi ponownie co najwyzej 2%, a schemat dowodu
jest dokladnie taki sam jak poprzednio. Wystarczy tylko zauwazy¢, ze jesli

w ktorejkolwiek iteracji jesteSmy pewni akceptacji weryfikatora (niezaleznie

od wyboru k), to znaczy, ze zobowiazaliSmy sie do permutacji 7 takiej, ze znamy
cykl Hamiltona w 7(G). To jednak oznacza, ze znamy réwniez cykl Hamiltona
w G. Pozostaje tylko upewni¢ sig, ze nabyta (w wyniku realizacji protokotu)
przez weryfikatora wiedza nic madrego mu nie méwi. I tak jest w istocie: jesli
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Czytelnik Spostrzegawczy zauwazy, ze
jedna rzecz na temat naszego dowodu
jednak zdradzamy — mianowicie gérne
oszacowanie jego dlugosci (wynoszace k).

Czytelnik Niezlodliwy jest zapewne
w stanie uwierzy¢, ze dowody z wiedzg
zerowa sg waznym narzedziem calej

kryptologii, a nie tylko jej zlosliwej czesci.

Sa chociazby podstawa anonimowych
kryptowalut (np. Zerocash). Inne ciekawe
ich zastosowanie przedstawimy

w odcinku VI naszej sagi.

* Wydzial Matematyki i Fizyki
Stosowanej, Politechnika Rzeszowska

cccccccccccccccc

cccccc

ccccccc

Rys. 1. Liczba L(r) jest réwna
powierzchni pokrytej przez kwadraty
jednostkowe, ktérych dolny lewy
wierzcholek lezy wewnatrz lub na brzegu
kota

k =1, to weryfikator uczy sie tylko pewnego izomorfizmu G, a jesli k = 2, to
weryfikator poznaje losowa permutacje liczb {1,...,n}, zupelnie niezalezna od G
(bo w tym przypadku nie zna 7).

Co jeszcze?

Pokazaliémy dwa przyktady protokoléw dowodoéw z wiedza zerowa. Nasuwa sie
pytanie: jakie inne (i jak bardzo skomplikowane) stwierdzenia mozemy podobnie
dowodzié¢? Okazuje si¢ (by¢ moze zaskakujaco), ze. .. niemal wszystkie. Aby sie
o tym przekonaé, potrzebna jest pewna wiedza z teorii ztozonosci obliczeniowej,
a konkretnie: informacja, ze problem istnienia cyklu Hamiltona w grafie jest
problemem NP-zupelnym. Nie jest ambicja tego artykutu, aby dokladnie
wyttumaczy¢ to pojecie (patrz na przyktad Al Al czy AlL), wiec sita rzeczy
musimy w tym momencie troche rozluzni¢ rygor Scistej precyzji na rzecz intuicji.

(,,Niemal wszystkie” w akapicie wyzej nalezy rozumieé jako ,niemal wszystkie wystepujace
w praktyce”. Dla Prawdziwych Teoretykéw klasa NP to wrecz ,niemal nic”.)

Ot6z fakt, ze problem cyklu Hamiltona (CH) jest NP-zupelny, oznacza, ze
dzieki temu, ze pokazaliSmy protokél dowodu z wiedza zerowa dla CH, wiemy
jak konstruowaé¢ protokoty z wiedza zerowa dla dowolnego innego problemu
z klasy NP! W jaki sposéb? Wystarczy zastosowaé odpowiednia efektywna
redukcje do problemu CH (ktéra musi zawsze istnie¢) i dalej stosowaé protokél
opisany wyzej.

W szczegdlnosci: zaldézmy, ze udowodniliSmy hipoteze Riemanna. Rozwazmy
teraz jezyk:

L = {zdanie prawdziwe ¢ | ¢ ma dowdd dlugosci < k}.

Niewatpliwie L € NP (dlaczego?), wiec dla kazdego ¢’ € L istnieje dowdd z wiedza
zerowa, w szczegdlnosci: dla ¢’ = ,Hipoteza Riemanna jest prawdziwa”.

A po ludzku: okazuje sig, ze istnieje graf G&,... - (rozmiaru wielomianowego
od k) taki, ze jesli hipoteza Riemanna ma dowdd dlugosci < k, to w tym grafie
jest cykl Hamiltona, a jesli nie ma takiego dowodu — to i cyklu Hamiltona

WGP iomann i€ znajdziemy. Wiecej: znalezienie grafu Gk, jest efektywnie
obliczalng funkcja zdania ¢’ (zapisanego w jakiej$ formalnej logice). Jesdli wiec
rzeczywiscie znajdziemy dowdd dla hipotezy Riemanna dlugosci k i mamy
nieodparta pokuse pohandryczy¢ sie ze Swiatem, to moZemy zawsze przedstawic
wylacznie dowéd istnienia cyklu Hamiltona w grafie GE Dowdd z wiedza
zerowa, rzecz jasnal

Riemann-

Kraty
Jarostaw GORNICKI*

Na plaszczyznie euklidesowej R? zbiér Z? =
a jego elementy punktami kratowymi.

{(m,n) : m,n € Z} nazywamy kratq,

Carl Gauss zauwazytl, ze jedli liczba punktéw kratowych w kole 22 4 y2 < r?

wynosi L(r), to — 7, gdy 7 — oo (rys. 1). Empirycznie wyznaczyl

L(100) = 31417, wiec 7 =~ 3,1417. Precyzyjnie, Gauss pokazal, ze
L(r) = nr? + E(r), gdzie blad |E(r)| < 2v/27r. Do dzi$ nie wiemy, jakie jest
najlepsze oszacowanie tego bledu.

Szybko okazalo sie, ze kraty to ciekawy obiekt badan matematycznych. Na
przyklad, na plaszczyzZnie tatwo wykreélié prosta, ktéra nie przecina zbioru Z2.
Jedli na prostej znajduja sie dwa punkty kratowe, to jest ich na tej prostej
nieskoriczenie wiele i s one rozmieszczone w réwnych odstepach. Istnieja

tez proste, ktére zawieraja dokladnie jeden punkt kratowy. Gdyby prosta
przechodzaca przez punkty (0,0) i (1,v/2) zawierata punkt kratowy (m,n) # (0,0),

to z twierdzenia Talesa uzyskalibyémy, ze v/2 = —, a to jest niemozliwe, bo
m

V/2 jest liczba niewymierna.

6



\ \ \ T \ T

1 27
Rys. 2. \W|:9+5.11,1:?

Konsekwencja twierdzenia Blichfeldta jest
stawny wynik Hermanna Minkowskiego:

Twierdzenie (H. Minkowski, 1889) Jezels
zbior M C R™, n > 2, jest ograniczony,
wypukly, symetryczny wzgledem poczqtku
ukladu wspdélrzednych © o objetosci
wiekszej od 2™, to zbiér M zawiera
niezerowy punkt kraty Z™.

Analizujac pola wielokatéw o wierzchotkach w punktach kraty Z2, Georg Pick
wykazal niespodziewanie, ze wiedza o liczbie i potozeniu punktéw kratowych
w wielokacie okresla jego pole.

Twierdzenie 1. (G. Pick, 1899) Pole wielokgta W, ktérego wierzcholki sq
punktami kraty 72, a boki nie przecinajg sig, jest réwne
1
|W| = Pw + ipb - 1a

gdzie py 1 Py 0znaczajg, odpowiednio, liczbe punktow kratowych we wnetrzu
i na brzegu wielokgta (rys. 2).

Jednym z istotniejszych wynikéw o punktach kratowych jest rezultat Hansa
Blichfeldta:

Twierdzenie 2. (H. Blichfeldt, 1914) Dla dowolnej liczby naturalnej k, dowolny
zbior ograniczony M C R™, n > 2, o objetosci wickszej od k mozna tak przesungé,
by zawieral co najmniej k + 1 elementow kraty Z".

Czesé 1. Problem i rozwigzanie

W 1957 r. Hugo Steinhaus w Matematyce 10 (2), str. 58-59, przedstawit kilka
zadan konkursowych dotyczacych kraty Z2:

Zadanie A. Udowodnié, Ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje koto,
zawierajgce wewngtrz doktadnie n punktow kratowych.

Zadanie B. ZnaleZé najwicksze kolo zawierajgce wewngtrz dokladnie:

(a) 0 punktow kratowych, (b) 1 punkt kratowy, (c) 2 punkty kratowe,

(d) 3 punkty kratowe, (e) 4 punkty kratowe, (f) 5 punktéw kratowych. Podaé
Srednice tych kol.

Zadanie C. Najwieksze kolo zawierajgce wewngtrz dokladnie 4 punkty kratowe
mozna tak przesungé, zeby wewngtrz miato dokladnie 9 punktow kratowych,

a takze doktadnie 8 lub 7 punktow kartowych. Czy mozna je tak przesunqgé, Zeby
w jego wnetrzu bylo doktadnie 5, 6 lub 10 punktow kratowych?

Rozwiazania Steinhausa znajdzie Czytelnik w ksiazce Jeszcze 105 zadarn Hugona
Steinhausa opracowanej przez Edwarda Piegata, Oficyna Wydawnicza GiS,
Wroctaw 2000.

Rozwiazanie Zadania A podal tez Waclaw Sierpinski w czasopi$mie
L’Enseignement Mathématique (2) 4 (1958), str. 25-31. Pomys! Sierpiniskiego
opieratl si¢ na nastepujacej obserwacji:

1

3 7

Istotnie, niech a = (ay,ay), b = (by,by) € Z* i a # b. Jezeli |a — w| = |b— w], to

(az —V2)* + (ay—;)z_ (b — V2)% + <by—1>2,

3

V2,

tj. nie ma okregu o tym Srodku przechodzgcego przez dwa lub wiecej punktow
kraty.

kazde dwa réine punkty kraty Z? majg réine odleglosci od punktu w =

czyli 5
g(ay —by) =2(az — bz)\/i

Prawa strona jest wigc liczba wymierna, zatem a, = b,, ale wéwczas

2 2
ay — b2 — ~(ay — by) = (ay — by) (ay—l—by—S) =0.

2 2 32 2
az—l—ay—bm—by—

3
Jest to mozliwe jedynie, gdy a, = b,. Zatem a = b, sprzecznos¢.
Rozwigzanie Sierpinskiego. Krata Z2 jest zbiorem przeliczalnym, wiec
korzystajac z powyzszej obserwacji, wszystkie jej elementy mozemy ustawié
w ciag Z? = {a1,az,as, ...} tak, ze

la; —w| < |aj41 —w| dla i=1,2,...

Wowczas kolo otwarte

{z eR?: |z —w| < |anys — wl|}

zawiera wszystkie punkty kratowe aq,as, ..., a, i zadnych innych. Voila!
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Wiele punktéw moze pelnié role srodka
kota w twierdzeniu Sierpinskiego, ale
zaden z nich nie moze mie¢ obu
wspolrzednych wymiernych. Jesli
r

w = (E, 7) , to punkty kratowe (r, —p)

q9 g
i (—r,p) sa tak samo odlegte od
punktu w, gdyz

-9

(8 )

Wéwczas, jesli we wnetrzu takiego kota

o $rodku w jest n punktéw kratowych, to
zadne koto o §rodku w punkcie w nie
zawiera n + 1 punktéw kratowych.

Mamy wiec:

Twierdzenie 3. Dia kazdej liczby naturalnej n istnieje koto o srodku (\/5, ;) ,
ktorego wnetrze zawiera dokladnie n punktow kratowych.

Podobne rozumowanie (szczegdly pozostawiamy Czytelnikom) pokazuje, ze
dla kazdej liczby naturalnej n istnieje kula o srodku w punkcie (\/Z V3, ;)

zawierajaca wewnatrz dokladnie n punktéw kraty Z3.

Czesé I1. Poklosie

Naturalne jest pytanie o istnienie okregéw przechodzacych dokladnie przez n
punktéw kraty Z2. Latwo rysujemy okregi przechodzace przez 1,2, 3,4 punkty
kratowe. A jak jest dla wigkszej liczby punktéw kratowych?

W 1958 r. Andrzej Schinzel, korzystajac z twierdzenia teorii liczb: liczba r(n)

rozwigzar réwnania v + y* = n w liczbach calkowitych (= ilosé rozkladéw liczby
naturalnej n na sume kwadratéw dwdch liczb calkowitych) jest réwna 4(d; — ds),
gdzie dy jest liczbg dzielnikow liczby n postaci 4k + 1, a do jest liczbg dzielnikow

liczby n postaci 4k + 3 (dowdéd w tym numerze, w artykule Michata Krycha),

udowodnit:

Twierdzenie 4. (A. Schinzel, 1958) Dla kazdej liczby naturalnej n na okregu

opisanym réownaniem

(
(

xfl 2Jrgf:lf)k_l dla n =2k
2 4 ’
2
1 1
x—g) +y2=§52k dla n=2k+1

lezy dokladnie n punktéw kraty 72

Korzystajac z rezultatu Schinzla, Tadeusz Kulikowski wykazal:

Twierdzenie 5. (T. Kulikowski, 1959) Dla kazdej liczby
naturalnej n istnieje sfera, ktéra zawiera dokiadnie n
punktow kraty Z3.

Dowdd. Ustalmy n € N. Z twierdzenia Schinzla na
plaszczyznie z = 0 istnieje okrag (v —a)? + (y — b)? = ¢,
na ktérym lezy doktadnie n punktéw (z,y,0) € Z3.
Rozwazmy sfere o $rodku w punkcie (a, b, v/2) i promieniu

1 1
Ve + 2, gdzie a = 3 lub 3’ b =0, a c to kwadrat
odpowiedniego promienia z twierdzenia 4:
(%) (x—a)’ +(y—b’+(=-Vv2)?=c+2

skad (x—a)?+y?+ 22 —c=22V2.

Liczby catkowite z,y, 2 moga spelniaé to rownanie tylko
wtedy, gdy z = 0. Oznacza to, ze wszystkie punkty
(x,y,2) € Z3 lezace na sferze (x) lezg na przecieciu tej
sfery z ptaszczyzna z = 0. Zatem jedyne punkty kratowe
na sferze () to n punktéw kratowych nalezacych do
okregu Schinzla. O

W tym samym czasie Jerzy Browkin zauwazyl, ze
funkcja
1 1
a) = |+ lagV3—ay — —|,
fa) 3’ V3 -y V3
(gdzie a = (ay,a,) € Z?) przyjmuje rézne wartosci dla

kazdych dwéch réznych punktéw kraty Z2, oraz dowiédt,
ze dla kazdej liczby naturalnej n:

ax—l—ay\/g—

o istnieje kwadrat zawierajgcy wewngtrz (odpowiednio:
na brzegu) doktadnie n punktéw kraty 72,
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e istnieje szescian zawierajgcy wewngtrz doktadnie n
punktéw kraty Z3.

Podobne problemy mozna rozwaza¢ dla figur o innych
ksztaltach — tréjkatéw, elips. Oczywiscie najwieksze
zainteresowanie budza problemy, ktére mimo wysitkéw
nadal pozostaja bez odpowiedzi.

Problem 1. Czy istnieje prostopadtoscian, ktorego
krawedzie, przekgtne Scian, przekgtna wewnetrzna majg
dtugosci catkowite?

Historia tego problemu siega 1719 roku, gdy Paul Halcke
wskazal prostopadtoscian 44 x 117 x 240, ktérego
przekatne $cian tez sa catkowitej dlugosci.

Problem 2. (H. Steinhaus) Czy istnieje taki podzbior A
plaszczyzny, Ze kazdy zbior przystajecy do A zawiera
dokladnie jeden punkt kratowy?

Spacer po kracie Z, Z? lub Z3 polegajacy na

tym, ze w kazdym kolejnym kroku przechodzimy

o jedng jednostke do sasiedniego punktu kratowego
(majac réwne szanse poruszania sie w kazdym
mozliwym kierunku) nazywamy symetrycznym
bltgdzeniem przypadkowym. George Pélya pokazal

w 1921 roku, ze w przypadku takiego bladzenia

w kracie Z lub Z? z prawdopodobienstwem réwnym 1
powrécimy do polozenia poczatkowego. W kracie Z3
prawdopodobienistwo to wynosi okoto 0,35. Tak wiegc
naprawde zabladzi¢ mozemy w kratach Z", gdzie n > 3,
ale to temat na inne spotkanie.



Zycle na
ZY \~u® 94

Poznajemy tajemnice genéw

Nieodlaczna cecha nauki jest to, ze udzielenie odpowiedzi na jakie$ pytanie
zawsze pociaga za soba wiele pytan kolejnych. Moim (i z pewno$cia nie tylko
moim) zdaniem na tym m.in. polega cudowno$¢ i nieSmiertelnosé nauki.

I tak, ostatnio spojrzalam ponownie na jedna z drég w dziedzinie, o ktérej
najczesciej mysle, czyli genetyce. Zaczelo sie w 1953 roku od opisania ogélnej
struktury DNA i stwierdzenia jej odkrywcow: ,,nie uszlo naszej uwadze, ze ta
struktura implikuje sposéb powielania si¢ tej czasteczki oraz jej funkcjonowania
jako informacji genetycznej”. Moze oni to zobaczyli, ale nikt nie wiedziat
wowczas, JAK sie te funkcje realizuja.

Prosta droga do odpowiedzi na to pytanie wiodla od poznania struktury
chemicznej gtéwnych graczy — czasteczek DNA, RNA i biatek. Do dzi$
oznaczono strukture wielu z nich, pochodzacych z réznych Zrédet. Poddano

je analizom metodami informatycznymi i zadano bardzo wiele kolejnych pytan.

Skoncentruje sie na jednej kwestii, jeszcze do konca nierozpoznanej.

DNA sktada sie z czterech podstawowych jednostek, oznaczanych symbolicznie
C, G, A, T. Gdy zajeto sie ustalaniem ich kolejnosci, to odkryto — w réznych
ilosciach, w réznych tkankach, réznych okresach podzialowych komorek i zycia
osobnika — jeszcze jedna jednostke, metylocytozyne (MeC). Metylocytozyna

moze tworzy¢ takie same wigzania wodorowe z guaning w drugiej nici jak

NH-» NH»
X HsC Y
N/K N/K
N 0] H 0]
cytozyna 5-metylocytozyna Cyt ozyna.

Skad biora sie metylocytozyny w DNA? Specyficzne enzymy, tzw.
metylotransferazy przylaczaja grupy metylowe do syntetyzowanej czasteczki
DNA. Proces ten nosi nazwe metylacji. Najczesciej grupy metylowe odnajduje
sie w tzw. ,wyspach” CpQG, obecnych czesciej przed genem, a nie w jego
obszarze. Metylacja cytozyny sprawia, ze cala czasteczka w tym rejonie jest
bardziej upakowana i mniej aktywna w procesach ekspresji genu. Wprowadzenie
grupy metylowej jest zatem jednym ze sposobéw regulacji aktywnosci DNA:
ekspresji genéw, replikacji, naprawy uszkodzenr. Podsumowuje te zjawiska

Epigenetyka opisuje zmiany w ekspresji
genéw niezwigzane ze zmiang kolejnosci
podjednostek w taricuchu DNA.

nowa galaZz nauki, epigenetyka. Metylacja odgrywa u ssakéw znaczaca role
podczas embriogenezy i réznicowania komoérek. O tym, jak istotny dla rozwoju

organizmu jest ten proces, swiadczy fakt, iz zarodki myszy pozbawione genu
metylotransferazy obumieraja w ciagu o$miu dni od zaptodnienia. Niektérzy
naukowcy nawet uzywaja poziomu metylacji jako wskaznika wieku lub narzedzia
do przewidywania dlugoéci zycia.

Sygnatem do spontanicznej metylacji moga by¢

czynniki érodowiska: stresy, dzialanie chemikaliéw,
promieniowanie. Metylacja DNA przebiega réznie

w réznych komérkach i réznych tkankach zalezne od ich
wieku. Na przyklad istnienie u dorostego cztowieka okoto
200 typow komérek jest m.in. wynikiem epigenetycznych
wzorcow modyfikacji DNA w poszczegélnych tkankach
w trakcie ich réznicowania.

Najlatwiejszym do obserwacji skutkiem efektow
epigenetycznych sg rosnace z wiekiem réznice

u blizniakow jednojajowych. Im dluzej zyja, tym bardziej
réznig sie zaréwno pod wzgledem cech zewnetrznych,
jak i na poziomie metabolizmu, i wiaze sie to wtasnie

z rOznymi wzorcami metylacji cytozyny oraz — rzadziej —
adenozyny. Uwaza sie, ze zmiany epigenetyczne moga
mieé zwiazek z czestoscia wystepowania autyzmu

czy choréb reumatoidalnych. Jezeli epigenom, czyli
genom, w ktérym uwzgledniamy istnienie metylowanych
sktadnikéw, steruje potencjalem genomu, mozna zalozy¢,
ze w pewnych warunkach bedzie miat wplyw na stany
patologiczne — szuka sie takich relacji w przypadku
nowotworéw i ogdlnie klasyfikowanych zaburzen typu
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autoimmunoagresji. Zmiany epigenetyczne moga by¢
dziedziczone przez dzielace sie komorki, a jesli doszto

do nich w komérkach rozrodczych — przekazywane

sg kolejnym pokoleniom. Fascynujacym przykladem
znaczenia epigenetyki dla proceséw rozwojowych sa
réznice w metylacji genoméw pszczot robotnic i krélowej,
zwigzane z innym rodzajem pokarmu dostarczanego
mlodym osobnikom. Najwiecksze réznice dotycza komorek
mozgowych oraz pelnego wyksztalcenia sie jajnikéw
wylacznie u krélowe;j.

Metylacje kwaséw nukleinowych odkrywa sie w wielu
innych procesach. Metylowany jest konicowy fragment
informacyjnych RNA, tzw. czapeczka, i ta modyfikacja
czyni dany RNA trwalszym, przeciwdziata jego
degradacji. Metylacja towarzyszy znakowaniu DNA
rodzicielskiego — odréznia elementy ,,od ojca” od
elementow ,,od matki”, jest takze uznawana za
odpowiedzialna za inaktywacje u samic ssakow jednego
z dwéch chromosoméw X w kazdej komorce.

Wiele tajemnic zwiazanych z DNA czeka jeszcze na
odkrywcéw.

Magdalena FIKUS



Efekty relatywistyczne bez teorii wzglednosci

Ludwik LEHMAN

Fg

Rys. 1. Dwa réwnolegte identyczne szeregi
tadunkéw dodatnich

= = = =

v
= &= =

Rys. 2. Ladunki z rysunku 1 obserwowane

z uktadu poruszajacego si¢ z predkoscig v

w lewo

Rys. 3. Silty elektryczna i magnetyczna
dzialajgce na dolny prad

Zasada wzglednosci zostala po raz pierwszy jasno wyrazona w stynnym dziele
Galileusza Dialog o dwéch najwazniejszych ukladach Swiata w 1632 roku. Dzisiaj
czesto formuluje sie ja w nastepujacy sposéb: prawa fizyki sa takie same we
wszystkich inercjalnych uktadach odniesienia. Wystarczy znalezé jeden uklad
inercjalny — pozostale poruszaja sie wzgledem niego ruchem jednostajnym
prostoliniowym. Zasada wzglednosci niejednokrotnie okazywalta swg zadziwiajaco
duza moc poznawcza. Zaledwie 20 lat po jej sformulowaniu Christiaan Huygens
zastosowal ja do opisu zderzen caltkowicie sprezystych. Zrozumial on, ze wystarczy
zalozy¢ jeden ,oczywisty” wynikajacy z symetrii przypadek: dwie identyczne kule
zderzajace sie z tymi samymi predkosciami maja po zderzeniu predkosci przeciwne.
Potem zastosowal zasade wzglednosci. Wyobrazmy sobie, ze opisane zderzenie
przeprowadzamy na lodzi poruszajacej sie wzgledem ladu (rycina obok).

Aby otrzymaé predkosci kul wzgledem ladu, trzeba do ich predkosci wzgledem
16dki dodaé¢ predkosé samej t6dki. W ten sposéb, stosujac zasade wzglednosci,
tatwo uzyskamy wzory na predkosci kul po zderzeniu dla ich dowolnych predkosci
przed zderzeniem.

Przy zastosowaniu podobnych metod opisano dokladnie zderzenia sprezyste
i niesprezyste jeszcze przed sformutowaniem przez Newtona zasad dynamiki.

Bardzo wdzigcznym obiektem rozwazan z uzyciem zasady wzglednosci Galileusza
jest tzw. sila elektrodynamiczna, czyli sila, z jaka dzialaja na siebie (poprzez pole
magnetyczne) dwa przewodniki z pradem. Bedziemy ja nazywaé sila magnetyczna.
Rozwazmy szczegdlnie prosty przypadek przedstawiony na rysunku 1.

Rozpatrujemy dwa réwnolegte identyczne sztywne szeregi spoczywajacych
tadunkéw dodatnich, np. protonéw. Nie bedziemy sie interesowaé sitami
utrzymujacymi ten uktad w réwnowadze. Na rysunku 1 zaznaczono site
elektryczna, jaka gérny szereg dziala na jednostke dlugosci szeregu dolnego.
Teraz przejdzmy do ukladu poruszajacego si¢ wzgledem tego ,,spoczywajacego”
z predkoscia v w lewo (rys. 2).

Nasze szeregi sa w tym uktadzie pradami elektrycznymi. Gérny prad wytwarza

pole magnetyczne, ktore dziala na jednostke dlugosci drugiego pradu sita
elektrodynamiczna (rys. 3) o wartosci

pol?
1 Fy =
(1) M= orR’

gdzie R to odleglo$¢ miedzy szeregami tadunkéw, a I to natezenie pradu takie
samo dla obu szeregéw wynoszace

(2) I=o'v,

gdzie o’ jest gestoscig liniowa tadunku. Na dolny szereg dziala tez przeciwnie
skierowana sila elektryczna o wartosci

(3) F,=0'E.
Zbadajmy, przy jakiej predkosci tadunkdéw te sity réwnowaza sie
(4) Fy = Fy.
Obliczmy te predkos$é. Po wstawieniu do (4) wzordéw (1), (2) i (3) otrzymujemy
2,2
Hoo "V ’
5 ——— =7'E.
(5) 27 R 7

Natezenie pola elektrycznego dla jednorodnie natadowanego przewodu mozna
obliczy¢ z prawa Gaussa. Wynosi ono
o

6 = —,
( ) Q’ITREO
gdzie g to przenikalnosé elektryczna prézni.

/!

Wstawiajac (6) do (5) otrzymujemy wzér na szukana predkosé
1
VEoHo

Przypomnijmy: dla predkosci ladunkéw danej wzorem (7) sita magnetyczna
rownowazy site elektryczng. Jednak w uktadzie, w ktérym tadunki spoczywaja,

(7) v=
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dziala na nie tylko sila elektryczna. Zatem w tym ukladzie nasz szereg tadunkéw
ma przyspieszenie skierowane w dél, a w ,,primowanym” nie ma zadnego. To

jest sprzeczne z zasada wzglednosci Galileusza, zgodnie z ktora przyspieszenie
czastki jest takie samo we wszystkich inercjalnych ukladach odniesienia. Zatem
mozna wyciagna¢ wniosek, ze niemozliwe jest osiagniecie przez ladunki elektryczne
predkosci danej wzorem (7). Dla przypomnienia — jest to wzdér na predkosé $wiatla
w prozni.

Do tego wniosku dochodzimy, stosujac wylacznie zwykla ,szkolna” fizyke, nie
wiedzac nic o istnieniu teorii wzglednosci!

Rozwazmy jeszcze dokladniej ,realna” sytuacje, gdy sita elektryczna z rysunku 3
jest wieksza od magnetycznej. Sita wypadkowa musi by¢ w obu uktadach taka
sama. Stad nieuchronny wniosek, ze sila F, dzialajagca w ukladzie poruszajacym
sie (rys. 3) musi by¢ wicksza od tej w ukladzie spoczywajacym (rys. 1). Ze

wzoru (6) widaé, ze jest to mozliwe, jesli liniowa gesto$é tadunku w ukladzie
poruszajacym si¢ o’ bedzie wicksza od gestosci o w ukladzie spoczywajacym. Jesli
zakladamy niezmienniczo$¢ tadunku, zostaje nam jeszcze jedno wyjscie: odleglosé
miedzy tadunkami zalezy od ich predkosci. Gdy sie poruszaja (rys. 3) — odlegtosé
ta jest mniejsza, zatem gesto$¢ liniowa ladunku jest wieksza.

Sprébujmy obliczyé to skrécenie odleglosci. Zauwazmy, ze

Podstawiajac do (8) wzory (1), (2), (3) i (6) otrzymujemy
o2 o2 HOUIQUQ

2€Q7TR 2807TR 2607TR '
Po uproszczeniu i uporzadkowaniu mozemy napisaé

2
v
02:0'2(1),
2
c

gdzie c¢ jest predkoscia swiatta dana wzorem (7).

Przedstawmy te zalezno$¢ w postaci
o’ 1

o /1_ %;

Stosunek gestoéci liniowej tadunku w obu uktadach jest réwny odwrotnemu
stosunkowi odleglosci miedzy poszczegdlnymi tadunkami w tych uktadach. Zatem
mozemy napisac:

ll

Ji-g

gdzie | to odlegltos¢ miedzy tadunkami w ukladzie spoczywajacym,
a I’ — w ukladzie poruszajacym sie. Jest to wzor na tzw. skrécenie Lorentza.

(9) =

Stosujac ,nierelatywistyczne” wzory elektrodynamiki i zasade wzglednosci
Galileusza, udalo sie na prostym przyktadzie uzasadnié¢ niemozliwosé osiagniecia
predkosci swiatta i w dodatku uzyska¢ prawidlowy wzér na czysto relatywistyczne
skrocenie Lorentza! Jak to mozliwe?

Elektrodynamika Maxwella jest de facto teorig relatywistyczna, i dlatego
mozna z niej wysnu¢é relatywistyczne wnioski. Hendrik Lorentz odkryt skrécenie
nazwane pozniej jego nazwiskiem jeszcze przed powstaniem teorii wzglednodci,
szukajac transformacji (tez nazwanej jego nazwiskiem) zachowujacej postaé
rownan Maxwella przy przejsciu do ukltadéw poruszajacych sie wzgledem eteru.
Jednak dopiero Albert Einstein odkryl uniwersalno$é i pelny sens transformacji
(i skrécenia) Lorentza.

Jak widadé, skrocenie Lorentza mozna latwo zaobserwowaé nie tylko przy
predkosciach zblizonych do predkosci swiatta. Wystarczy zmierzy¢ site miedzy
dwoma przewodami z pradem. Mimo iz predko$é dryfu elektronéw w przewodniku
jest rzedu milimetréw na sekunde, efekty relatywistyczne maja tu decydujace
znaczenie.

W pieknej ksiazce Edwarda M. Purcella Elektrycznosé i magnetyzm mozna znalezé
opis pola magnetycznego jako efektu relatywistycznego.
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Maia aelld

Nieskonczonosé 0

Na nieskonczonosé natrafiono juz w starozytnosci. Nic dziwnego, ze byla
traktowana z podejrzliwoscia, w koncu wszystko w prawdziwym Swiecie
wydawato sie skoniczone. Bywata zroédtem probleméw, paradokséw i sporéw
(na przyktad, paradoks Zenona z Elei). W koncu, w drugiej potowie XIX
wieku, nieskonczono$¢ udato sie nieco oswoié¢ (nie myli¢ z ujarzmic), weszta
do kanonu matematyki, a wtadciwie w jej fundamenty. Owo oswajanie
zaczeto sie od Georga Cantora. Zbiér nazwat on przeliczalnym, jesli jego
elementy mozna ponumerowa¢ liczbami naturalnymi. W konsekwencji
zbidr liczb naturalnych jest oczywiscie przeliczalny, co wiecej zbiér liczb
catkowitych réowniez (wyjasnienie w dalszej czesci). Nieco trudniej wykazad,
ze przeliczalno$é¢ dotyczy réwniez zbioru liczb wymiernych. Zupetnym
fenomenem byta (i jest) praca Georga Cantora Uber eine Eigenschaft

des Inbegriffs aller reellen algebraischen Zahlen z 1874 roku, w ktérej
udowodnit, ze choé¢ zbidr liczb algebraicznych — czyli pierwiastkdw
wielomianéw o wspotczynnikach wymiernych, ktérymi sa np. %, V2, ale

7 juz nie (co jest bardzo nietrywialne) — jest przeliczalny, to zbior liczb

rzeczywistych nie jest.

W 2018 roku mineta setna rocznica $mierci
Georga Cantora (1845-1918), uwazanego za
ojca teorii mnogosci (nauki o zbiorach). Urodzit
sie w Sankt Petersburgu, gdzie mieszkal do 11
roku zycia. W mtodosci uchodzit za wybitnego
skrzypka. Kiedy rodzina Cantora wrécita do Niemiec
w poszukiwaniu tagodniejszego klimatu (z powodu
choroby ojca Cantora), odkryto niewiarygodny
matematyczny talent chtopca. Dzicki majatkowi
odziedziczonemu po ojcu Cantor byt w stanie
podjaé studia w Berlinie, gdzie napisat prace
doktorska dotyczacy teorii liczb. Habilitacje
uzyskal na Uniwersytecie w Halle, gdzie pdzniej
spedzit wiekszos¢ swojego naukowego zycia i gdzie
w 1879 roku zostal profesorem w wieku 34 lat.

W matematycznej karierze natrafiat jednak na
liczne przeszkody. Trudnosci przysparzali mu miedzy
innymi niektérzy profesorowie z Berlina, ktérzy
nie godzili sie z jego podejéciem do matematyki.
Dziatalno$¢ naukowa Cantora byta w tamtych
czasach bardzo kontrowersyjna.

Wspomniane trudnosci nadszarpnety zdrowie
psychiczne Cantora. Hospitalizowany w 1884 roku,
przez pewien czas wolal zajmowaé sie filozofig

12

i literatura epoki elzbietanskiej, a nie matematyka.
Pokonawszy ten kryzys, przyczynit sie do powotania
Niemieckiego Towarzystwa Matematycznego i zostat
jego pierwszym prezesem. David Hilbert umiescit
problem sformutowany przez Cantora, hipoteze
continuum, na pierwszym miejscu stynnej listy
dwudziestu trzech probleméw zebranych podczas
Miedzynarodowego Kongresu Matematykow

w Paryzu w 1900 roku. Jak dzisiaj wiemy, problemu
tego sam Cantor mimo licznych préb nie mégt
rozwigza¢. Ostatnie lata jego zycia to na przemian
czeste pobyty w sanatoriach, problemy finansowe,
cenione wyktady i spory o sens stworzonej przez
niego teorii mnogoéci. Zmart na atak serca w jednym
7 sanatoriéw.

Postugujac sie stowami Davida Hilberta: prace
Cantora to najwspanialszy produkt matematycznego
geniuszu 1 jedno z najwyzszych osiggniec czysto
intelektualnej ludzkiej aktywnodci. Na czesé

geniuszu Georga Cantora i jego wplywu na
wspolczesng matematyke, sto lat po jego $mierci,
opublikujemy cykl artykutéw przyblizajacych
pojecie nieskonczonodci i teorie mnogosci przez niego
stworzong.



Nieskonczonosé¢ 1: Hotel Hilberta

Nieskonczonos¢. .. Co myélisz, gdy styszysz to stowo? Moze myslisz

o rozgwiezdzonym niebie? Moze prébujesz wyobrazié sobie co$ bardzo,

ale to bardzo duzego? A moze myslisz o ludzkiej wyobrazni i sile naszego
umystu? George Cantor postanowit potraktowaé nieskonczonosé jak co$
»,zwyktego” i po prostu jg zbadal. Péjdziemy jego sladem. Zastandwmy
sie... Czy kazda nieskonczono$¢ jest taka sama? Czy tez moze sa wieksze
i mniejsze? Czy wszechswiat jest nieskoniczony? Co to jest nieskoriczono$c?
Na wiele pytan dotyczacych nieskonczonosci udzielono wyczerpujacych
odpowiedzi. Na cze$¢ z nich odpowiedzi nie sg znane. O niektérych
wiadomo, ze nie da si¢ na nie odpowiedzie¢ po prostu ,tak” lub ,nie”.

Wybierzmy sie do hotelu. Hotel, jak to hotel, jest
w nim ile$ pokoi — powiedzmy pie¢. Przypusémy
dla uproszczenia, ze sg jednoosobowe. Nie bedzie
zaskoczeniem, gdy zauwazymy, ze jesli kazdy pokdj
jest zajety, a na recepcje zgtosi sie kolejny gosé,
zostanie odprawiony z kwitkiem.

Ale... Wyobraz sobie hotel, w ktérym jest
nieskonczenie wiele pokoi. Taki eksperyment
mys$lowy zaproponowal wspomniany juz matematyk,
David Hilbert. W Hotelu Hilberta jest nieskonczenie
wiele jednoosobowych pokoi. Powiedzmy, ze sa
ponumerowane — pierwszy pokéj ma numer zero,
drugi numer jeden, trzeci numer dwa i tak dalej.
Zatézmy, tak jak poprzednio, ze w kazdym pokoju
jest juz gosé, czyli inaczej rzecz ujmujac, wszystkie
pokoje sg zajete. Na recepcje w srodku nocy zgtasza
sie jeszcze jeden, spdzniony, chetny do zamieszkania
przybysz.

Okazalo sie, ze recepcjonista byl matematykiem —
zastanowit sie dwa razy i udostepnit wolny pokdj,
budzac uprzednio wszystkich pozostatych gosci.

Jak to zrobit? Wszyscy goscie zostali poproszeni
o przeniesienie sie do pokoju o numerze o jeden
wyzszym niz numer ich obecnego pokoju. W ten
sposob goéé z pokoju zerowego przeszedl do pokoju
pierwszego, go$¢ z pokoju pierwszego do pokoju

David Hilbert zyt na przetomie XIX i XX
wieku. Podczas Miedzynarodowego Kongresu
Matematykéw w 1900 roku ogtosit liste — jego
zdaniem — najciekawszych, nierozwigzanych

w tamtym czasie probleméw matematycznych
(podczas Kongresu nie zostala zaprezentowana
kompletna lista). Okazalo sie, ze te problemy
wyznaczyty kierunek rozwoju matematyki

w XX wieku. Pierwszy problem na liscie
dotyczyt wilasnie nieskoriczonosci! Jak ten
problem brzmi? Czy udato sie go rozwiazac?
Porozmawiamy o tym przy kolejnych okazjach.
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drugiego, gos¢ z pokoju drugiego do trzeciego i tak
dalej. Kazdy go$¢ mogt przeciez przeniesé sie do
kolejnego pokoju, nic nie stalo na przeszkodzie.

W wyniku tej operacji pokdj zerowy zostat zwolniony
i tam zakwaterowatl sie dodatkowy przybysz.

Udato sie! Wniosek: w Hotelu Hilberta mozna
zakwaterowac¢ o jednego goscia wiecej, niz jest miejsc
w pokojach. Lub inaczej: zbidr liczb 1,2,3... jest
rownoliczny ze zbiorem 0,1,2,3. ..

Przeprowadzmy jeszcze jeden eksperyment. Zatézmy;,
ze do pustego hotelu zgtaszajg sie dwie grupy gosci:
nieskoriczona grupa kobiet i nieskonczona grupa
mezczyzn. Jesli obshuga jest dobrze wychowana,
prawdopodobnie wpusci do hotelu najpierw kobiety.
Ale niestety, jesli tak zrobi — zajma one wszystkie
nieskonczenie wiele pokoi i nieskoniczona grupa
mezezyzn zostanie na przystowiowym lodzie. Czy
mozna postapi¢ inaczej? Owszem. Kwaterowaé na
zmiane. Do zerowego pokoju kobiete, do pierwszego
mezczyzne, do drugiego kobiete, do trzeciego
mezczyzne itd. W skrécie: w pokojach o parzystych
numerach kwaterujemy kobiety, a w pokojach

o nieparzystych numerach — mezczyzn. W ten
sposob zadnej kobiecie ani zadnemu mezczyznie

nie zabraknie miejsca. Uff... Wniosek: w Hotelu
Hilberta zmieszczg, sie dwie grupy gosci, z ktoérych
kazda samodzielnie mogtaby zapetnié¢ caty hotel.
Lub inaczej: zbiér liczb 0,1,2,3... jest réwnoliczny
ze zbiorem ..., —2,—1,0,1,2...

Zastanow sie jeszcze, co by sie stalo, gdyby zamiast
»tylko” dwdéch nieskoriczonych grup gosci przed
Hotelem Hilberta pojawito sie ich nieskonczenie
wiele, na przyktad nieskoriczenie wiele autobusow,
a w kazdym nieskoniczenie wielu pasazeréw? Czy
mozna ich przyjaé...? Do tych rozwazan jeszcze
wrocimy.

A w nastepnym odcinku przyjrzymy sie, jak
w dawnych czasach ludzie my$leli o nieskonczonosci
i skad w ogdle wzial sie taki koncept.

Matqg Delte przygotowal Michat KORCH
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Iloraz i reszta nie sa zdefiniowane
jednoznacznie:
3=1-9)1+4+49)+1=2—-91+14) —1,
wiec reszty z dzielenia 3 przez 1 + ¢ jest
zaréwno 1 jak i —i, ilorazami sg
odpowiednio 1 — 7 oraz 2 — 1.

Szereg Leibniza i punkty kratowe
Michat KRYCH*

Niniejszy artykul zostal napisany w oparciu o ,Geometrie pogladowq” Davida Hilberta

i Stefana Cohn-Vossena. To wspaniala ksigzka napisana przez jednego z najwybitniejszych
matematykow w historii, na podstawie wykladéw Hilberta przy udziale jego ucznia. Nieco
zapomniana; dostepna réwniez w jezyku polskim.

Powiazemy tu wzoér Leibniza

T_q 1 1 1 1

1 3 + 57 + 9 + ...
z geometria (pola) i teoria liczb. Tekst jest wyraznie dluzszy od tego, ktéry
jest w ksiazce Hilberta i Cohn-Vossena, bo szkicujemy dowdd twierdzenia
z teorii liczb, na ktore autorzy jedynie powotuja sie. Pozostawimy jednak
bez dowodu niektére bardzo znane twierdzenia z teorii liczb, ze wzgledu na
ograniczenia miejsca w miesieczniku. Zaznaczy¢ warto, ze podawany zwykle
studentom pierwszego roku dowdd jest krotszy, ale zdaniem autora tego tekstu,
nie pokazuje zwigzku z geometria, ktory jest mocno sugerowany obecnoscia m we
WzOorze.

Uzywaé bedziemy liczb zespolonych. Jak zwykle i2 = —1. Symbol Z[i] oznacza
zbiér liczb zespolonych, ktérych czesci rzeczywista i urojona sa catkowite. Liczby
te nazywane sa tez punktami kratowymd.

Istotny dla dalszych rozwazan jest fakt:

liczba catkowita n wieksza od 1 jest sumg kwadratow dwu liczb calkowitych wtedy
i tylko wtedy, gdy jest iloczynem dwu sprzezonych elementéw Z[i], o modulach
wiekszych od 1, co wynika z réwnodci n = 2% + 4% = (z + yi)(x — yi).

W Z[i] mozna zajmowaé si¢ dzieleniem liczb nieomal tak, jak w zbiorze liczb
calkowitych. Liczba z; € Z[i] jest dzielnikiem liczby 2o € Z[i] wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje taka liczba g € Z[i], ze z2 = gz1. Liczba 1 + i jest dzielnikiem liczby 2,
bo 2 = (1 —4)(1 +i). Jedynymi dzielnikami jednosci w Z[i], czyli dzielnikami
liczby 1, sa £1 oraz 4, bo z réwnosci 1 = qz; wynika, ze 1 = |q|?|21]?, i z tego
7e q,z1 € Z[i) wynika, 7e |q? = 1= |x|?, ajedliz,y € Ziaz?+y*> =1, to xy = 0.
Liczbe pierwszq w Z[i] mozna zdefiniowaé jako taka, ktérej jedynymi dzielnikami
s3 dzielniki jednosci oraz ona sama pomnozona przez jeden z dzielnikéw
jednosci, ale sama nie jest dzielnikiem jednosci. Wtedy 2 = (1 — ¢)(1 + ¢) nie
jest liczba pierwsza, ale 3 juz jest (Czytelniku: dlaczego?). Prawdziwe jest, jak
w przypadku podzielnosci w Z,

Twierdzenie (o jednoznacznoéci rozkladu na czynniki pierwsze). Jesli z € Z][i]

nie jest dzielnikiem jednosci, to istniejq liczby pierwsze p1,pa, ..., pr € Z[i] takie,
Ze z =pipa...pg. Jesli liczby p1, Pa, ..., De € Z[i] sq pierwsze i z = P1Pa . .. Do, to
k = £ i po ewentualnej zmianie numeracji ilorazy g—; sq dzielnikami jednosci w Z][i].

Dowdd mozna oprzeé na nastepujacym, nietrudnym do uzasadnienia, fakcie.

Twierdzenie (o dzieleniu z reszta w Z[i]). Dla dowolnych liczb w, z € Z[i], z # 0
istniejq liczby K, o € Z[i] takie, Ze w = kz + o © |o| < |z|. Liczbe k nazywamy
ilorazem, a p resztq z dzielenia liczby w przez liczbe z.

Obecno$¢ m we wzorze Leibniza sugeruje, ze w ktéryms momencie naszych
rozwazah powinien pojawié¢ si¢ okrag.

Twierdzenie (o podwajaniu sumy kwadratéw). Na okregu o promieniu

vm i $rodku 0 znajduje si¢ tyle samo punktéw kratowych, co na okregu
o promieniu \/2m i Srodku 0.
Dowéd. Jedlim = a® + b = (a + bi)(a — bi), to
2m=(14+4)(1—d)(a+bi)(a—bi) =1+ i)(a—b)(1—i)(a+bi) =
= ((a+b) + (a—b)i)((a+b) — (a—0b)i) = (a+b)*+ (a—b)>
Jedli za$ 2m = ¢ + d2, to obie liczby ¢, d sa parzyste albo obie sa nieparzyste.
W obu sytuacjach liczby a = <52 i b = 5% sy catkowite i oczywiscie a? + b? =

= ("Jgfd)z + (%)2 = # = m. Innymi stowy, przypisujac kazdemu punktowi
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Rozwigzanie zadania F 967.
Uktad potaczonych baterii stanowi zrédto
o pewnej wypadkowej sile
elektromotorycznej € i oporze
wewnetrznym R,,. W przypadku (a)
& =né&y, Ry = nry, a w przypadku (b)
E =&, Ry = 1w /n. Moc P wydzielana
na oporze R dotaczonym do zZrédla
o danych £ i R,, wynosi:

E°R
(R+ Ru)*
Przy danym R,, moc P osigga maksimum
dla R = R,,. W przypadku (a) nalezy
wigc do uktadu baterii podlaczyé opor
R = nry, a w przypadku (b) R = ry /n.
Jak tatwo sprawdzi¢, moc wydzielana na
optymalnie dobranym oporze R, w obu
przypadkach wynosi tyle samo:

- 7153
B 47, ’

Takze prad plynacy przez kazda
z n baterii i moc wydzielana na oporze

wewnetrznym kazdej z nich sa w obu
przypadkach takie same.

@

Rozwigzanie zadania F 968.
W jednorodnym polu magnetycznym ruch
natadowanej czastki jest zlozeniem ruchu
jednostajnego wzdluz kierunku pola
i ruchu po okregu ze stala predkosciag
katowa w = 27 f. Sita dosrodkows jest tu
sila Lorentza. Mamy wiec:
mw?r = qwrB,
gdzie r jest promieniem okregu, B = \B|
a wr jest wartoécig sktadowej predkosci
prostopadtej do wektora indukcji B.
Otrzymujemy wiec w = gB/m, czyli:
qB

T 2rm
Czestotliwosé f nie zalezy od kierunku
i warto$ci predkosci czgstki. Fakt ten
wykorzystywany jest do wyznaczania
efektywnych mas no$nikéw pradu
(elektronéw i dziur) w poélprzewodnikach.

kratowemu (a,b) punkt (a 4+ b,a — b) = (¢, d), okreslamy réznowartosciowe
przeksztalcenie zbioru wszystkich punktéw kratowych na zbiér wszystkich
punktéw kratowych, ktérych obydwie wspélrzedne daja te sama reszte

z dzielenia przez 2. Przy tym punktom z okregu o promieniu /m przypisywane
sa punkty z okregu o promieniu V2m. O

Z tego twierdzenia wynika, ze liczba punktéw kratowych na okregu o érodku
w punkcie 0 i promieniu r > 0 zalezy wylacznie od nieparzystych dzielnikow
pierwszych liczby r2. Opiszemy teraz w kilku krokach, w jaki sposéb.

Twierdzenie. KaZda liczba pierwsza p € Z, ktora z dzielenia przez 4 daje reszte 1,
jest sumq kwadratow dwu liczb catkowitych.

Liczne dowody tego twierdzenia, sformulowanego przez Pierre’a de Fermata,
znajduja sie w wielu podrecznikach do teorii liczb oraz, rzecz jasna, w Delcie
(artykul Jedno zdanie Wojciecha Czerwinskiego, numer 7,/2017).

Zauwazmy, ze z twierdzenia o jednoznacznosci rozkltadu w Z wynika, ze jesli

p = 2% + y? jest liczba pierwsza w Z i z,y € Z, to liczba x + yi jest pierwsza

w Z[i] i wybér liczb x,y € Z jest jednoznaczny z dokladnoscia do pomnozenia
liczby x + yi przez £1 lub 4 oraz zmiany kolejnosci skladnikéw. Oznacza to, ze
jedlip = 4m + 1 (m € Z) jest liczba pierwsza w Z, to na okregu o promieniu /p
znajduje sie 8 punktéw kratowych.

Poniewaz kwadrat liczby caltkowitej daje z dzielenia przez 4 (w Z) reszte 0 lub 1,
wiec liczby postaci 4m + 3, m € Z nie sa sumami dwéch kwadratéw. Stad wynika,
ze liczby pierwsze postaci 4m + 3 sa réwniez pierwsze w Z[i]. Co najmniej jeden
z dowodéw tego faktu wykorzystuje nastepujacy lemat:

Lemat (o liczbach pierwszych, ktére sa sumami dwéch kwadratéw). Jesli liczba
pierwsza p > 2 jest dzielnikiem sumy kwadratow liczb catkowitych niepodzielnych
przez p, to sama tez jest sumg kwadratow liczb catkowitych.

Dowdd tego lematu zajmuje kilka wierszy, ale go opuszczamy. Z tego lematu
wynika:

Whiosek (o dzielnikach pierwszych sumy kwadratéw dwu liczb catkowitych).
Jesli liczba n jest suma dwéch kwadratéw liczb catkowitych, to kazdy jej dzielnik
pierwszy postaci 4m + 3 wchodzi w jej rozklad na czynniki pierwsze z parzystym
wyktadnikiem.

Lemat (o liczbie dzielnikéw liczby bez dzielnikéw pierwszych postaci 4m + 1).
Jeslin = qlﬂ1 . q§2 g3t qu 1q1,q2,43, - - -, qe $G liczbami pierwszymi postaci
dm + 3, a b1, B2, B3, .., Be s¢ dodatnimi liczbami catkowitymsi, to:

o jesli wszystkie liczby B1, Bo, Bs, . .., Be sq parzyste, to liczba dzielnikéw
naturalnych postaci 4m + 1 liczby n jest wieksza o 1 od liczby jej dzielnikow
postaci 4m + 3;

o jesli co najmniej jedna z liczb By, Bo, Bs, . .., Be jest nieparzysta, to liczba
dzielnikow naturalnych postaci 4m + 1 liczby n jest réwna liczbie jej dzielnikéw
postaci 4m + 3.

Dowdd. Iloczyn dowolnie wielu liczb postaci 4m + 1 jest tez liczba tej postaci.
Podobnie iloczyn parzystej liczby czynnikéw postaci 4m + 3. Natomiast iloczyn
nieparzystej liczby czynnikéw postaci 4m + 3 jest liczba postaci 4m + 3.

Jesli 2 | B, to dzielnikami liczby qu postaci 4m + 1 sa liczby q?, qj2-, R qu, wiec
jest ich 1+ %J Dzielnikami postaci 4m + 3 sg liczby ¢;, q]??, e qufl, wiec jest
ich %

Jesli 24 3;, to dzielnikami liczby qu postaci 4m + 1 sa liczby ¢),q5,.. ., frl,

wiec jest ich Hf"

Lo 148
ich —5

. Dzielnikami postaci 4m + 3 sg liczby ¢;, q?, ceey qu, wiec jest

Poprzednie dwa akapity uzasadniaja teze dowodzonego lematu dla ¢ = 1.
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Rozwigzanie zadania M 1588.
Rozwazmy funkcje g(z) = f(z) — 2.
Wéwczas
gz +1) —g(z) =

=f@+1)~f@@) = (@+1)*+2” =0,
wobec czego funkcja g(x) jest okresowa
z okresem 1. Skoro |f(z)| < 1 dla
z € [0,1], to

l9(x)| = 1f(2) = 2% < |f(@)] +2” <
dla z € [0, 1] i w konsekwencji, wobec
okresowosci g(x), |g(z)| < 2 dla kazdego
x € R. Stad ostatecznie
@) =19(2) +27| < lg(x)| +2° < 2?
co byto do udowodnienia.

+2,

@

Rozwigzanie zadania M 1589.
Przypus$émy, ze kazda osoba w danej
grupie ma co najwyzej czterech
znajomych. Wéwczas tgczna liczba relacji
znajomosci w tej grupie nie przekracza

8-4 .

= =16.

2
Tymczasem, w mysl warunkéw zadania,
w kazdej z (i) = 56 piagtek oséb sg co
najmniej trzy znajomosci, a kazda taka
tréjka znajacych si¢ nawzajem oséb
= 10 piatek
0s6b. Wobec tego laczna liczba
znajomosci w grupie jest nie mniejsza od
356

10
Uzyskana sprzeczno$é¢ oznacza, ze w danej
grupie musi istnie¢ osoba, nazwijmy ja A,
ktéra ma co najmniej 5 znajomych. Aby
zakonczy¢ rozwigzanie, wystarczy
stwierdzié, ze wsréd znajomych osoby A
pewnych trzech zna sie wzajemnie, wiec
dotaczajac do nich A, otrzymujemy
czworke 0s6b o postulowanej wlasnosci.

nalezy do doktadnie (8;3)

= 16,8.

w

Rozwigzanie zadania M 1590.
OdpowtedZ: Najwieksza mozliwa liczba
elementéw zbioru T jest réwna 2n.

Przyjmujac
T={n+1,n+2,...,3n},
mamy |T'| = 2n oraz suma kazdych trzech

elementéw T jest wieksza od 3n, a zatem
nie nalezy do T'.
Z drugiej strony, zbiory So = {n,2n,3n}
oraz

Sk =A{k,2n — k,2n + k}
(dla k =1,2,...,n — 1) stanowia rozbicie
zbioru S, a w kazdym z nich jeden
z elementéw jest suma trzech innych,
mianowicie

In=n+n-+n
oraz
2n+k=k+k+2n — k.
Pozostaje zauwazy¢, ze jezeli T C S oraz
|T| > 2n + 1, to S, C T dla pewnego k

i w konsekwencji zbiér T' nie ma danej
w tresci zadania wlasnosci.

Zalézmy, ze liczba qlﬁ1 . qﬂ q§3 - qf[ ! ma ay_; dzielnikéw postaci 4m + 1
oraz by_q dzielnikéw postaci 4m + 3
Jesli 2 | B, to liczba g -q§2 -q§3 qf"' ma ay = ap_1 - (1 + %) +be_1 - %

dzielnikéw postaci 4m + 1 oraz by = ay_1 - 52 +bo_q - (1 + B‘*) dzielnikéw postaci

4m + 3. Zachodzi réwnosé ay — by = ap—1 - (1 + m) +bpq1 - —ap_1- B —be_q -
(1+2) =ap-1 —be1.
Jedli 2 1 B, to liczba g7* - 112’82 qgs .. qf" ma ap = ag_1 - LQB’ +be_q - HQB’Z

Hf £ . Lﬂ dzielnikéw postaci

dzielnikéw postaci 4m + 1 oraz by = ay_q - 4+ bp_1

4m + 3. Zachodzi wiec réwnosé ap — by = 0.

Teza lematu wynika z powyzszych rozwazan natychmiast — prosta indukcja. O

Twierdzenie (o liczbie dzielnikéw nieparzystych). Niech n =27 - p{* - pg? -
Py q'fl q§2 . qé’)S .. qf‘, gdzie p1,p2, ..., Dk Sq liczbami pierwszymi

postact 4m + 1, liczby q1,q2, - .., qe sg liczbami pierwszymi postaci 4m + 3, m > 0,
a wykladniki aq, a9, as,. .., ak, 51,582,083, -.,0e sq dodatnimi liczbami calkowitymi.
Wtedy:

e jesli co najmniej jeden z wyktadnikéw B, Be, Bs, ..., Be jest nieparzysty, to n ma
tyle samo dzielnikow postaci 4m + 1, co dzielnikéw postaci 4m + 3;

o jezeli wszystkie wyktadniki By, B2, B3, . .., Be sq¢ podzielne przez 2, to liczba n ma
oa:=(a;+1)(as+1)(as+1)...(ar + 1) wiccej dzielnikéw postaci 4m + 1
niz dzielnikow postaci 4m + 3.

Dowod Nleparzyste dzielniki hczbg n S8 1loczynami dzielnikéw liczb

Pt pe?opst e Pt qf - gy . . W pierwszej grupie jest

a= (a1 +1)(az+1)(az+1).. (ak + 1) hczb Kazda z nich jest postaci

4m + 1. W drugiej grupie jest o1 liczb postaci 4m + 1 i p3 liczb postaci 4m + 3.
Z lematu poprzedzajacego dowodzone twierdzenie wynika, ze jedli co najmniej
jeden wyktadnik spoéréd By, Be, fBs, . .., B¢ jest nieparzysty, to o1 = g3, wiec
réwniez o - o1 = a - 03, co dowodzi pierwszej czesci tezy. Jesli wszystkie liczby
b1, B2, B3, . . ., Be sa parzyste, to o1 = 03 + 1, wiec o - 01 = - 03 + @, a to oznacza,
ze druga czesé tezy tez jest prawdziwa. O

Teraz przyjrzymy si¢ dwu liczbom: 2100 i 74529000. Znajdziemy liczbe punktéw
kratowych na okregach o promieniach /2100 i /74529000 oraz powigzemy

ja z liczba nieparzystych dzielnikéw kazdej z tych liczb. Po tych przykladach
pojawi sie twierdzenie ogdlne, ktérego dowdd jest w zasadzie powtorzeniem
rozumowania w tych szczegdlnych przypadkach, wiec go opuszczamy.

Liczba 22 - 52 -3 -7 = 2100 nie jest sumg kwadratéw dwu liczb catkowitych,

bo w jej rozkladzie na czynniki pierwsze wystepuje liczba postaci 4m + 3

z nieparzystym wykladnikiem (3 lub 7). W tej sytuacji na okregu o promieniu
v/2100 nie ma punktéw kratowych. Zwréémy uwage, ze 2100 ma 6 dzielnikdw
postaci 4m+1 (sa to 1, 5,52, 3-7,3-7-5,3-7-52) i tyle samo dzielnikéw postaci
4m+3 (sato3,3-5,3-5% 7,75 7-52).

A teraz przyjrzymy sie liczbie 23 - 53 - 132 . 32 . 72 = 74529000. Liczba 53 - 132
ma 4 -3 = 12 dzielnikéw, wszystkie postaci 4m + 1. Liczba 32 - 72 = 441 ma

3 -3 =9 dzielnikéw, pieé z nich jest postaci 4m + 1 (sa to: 1, 3%, 3.7, 72

i 32 72), pozostale cztery sa postaci 4m + 3 (sa to: 3, 7, 32 -7 i 3-7?). Liczba
23.53.132 .32 .72 = 74529000 ma wicc 12 - 5 = 60 dzielnikéw postaci 4m -+ 1 oraz
12 - 4 = 48 dzielnikéw postaci 4m + 3. Na okregu o promieniu 2v/2 - 5/5-13-3 -7
lezy 4 - (60 — 48) = 48 punktéw kratowych, co teraz udowodnimy. Z twierdzenia
o podwajaniu sumy kwadratéw wynika, ze na tym okregu lezy tyle samo
punktéw kratowych, co na okregu o promieniu 5v/5 - 13- 3 - 7. Mamy

53.132.32. 72 =(2+40)® - (2—4)3 - (24 30)2 - (2 - 30)% - 32 . 72
Zalézmy, ze (v + yi)(x —yi) = 22 +y? = 53132 .32 .72 oraz 2,y € Z.
Z twierdzenia o jednoznacznosci rozkladu, réwnosci |z + yi| = |x — yi| 1 tego, ze

sprzezenie iloczynu to iloczyn sprzezen, wynika, ze liczba x 4 yi jest iloczynem
postaci i%(2 4 4)% - (2 —4)37% - (24 34)92 - (2 — 3i)2792 . 3. 7, gdzie b € {0, 1,2,3},
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Przypominamy, ze |z] to najwicksza
liczba catkowita z pélprostej (—oo, x].

a1 € {0,1,2,3} i az € {0,1,2}. Jest wiec tych liczb 48. Okazuje sie, ze podobne
rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n,
otrzymujac nastepujace:

Twierdzenie (o liczbie punktéw kratowych na okregu o promieniu /n). Liczba
punktdw kratowych lezgcych na okregu o promieniu \/n jest réwna pomnozonej
przez 4 réznicy miedzy liczbg dodatnich dzielnikow postaci 4m + 1 liczby catkowitej
n > 0 i liczbg dodatnich dzielnikéw postaci 4m + 3 liczby n.

Niech N(r) oznacza liczbe punktéw kratowych w kole K (r) o $rodku (0,0)

i promieniu r > 0, wiec o polu 7r?. Kwadraty, dla ktérych te punkty sa
wierzchotkami lewymi dolnymi nieomal pokrywaja koto, cho¢ tu i éwdzie za nie
wystaja. Suma ich pél jest oczywiscie N(r). Kwadrat, ktéry ma punkty wspdlne
z kotem K (r), ale w tym kole nie jest zawarty, mieci si¢ w réznicy két K (r + 1/2)
i K(r —+/2), wiec w pierécieniu o polu 7(r +1/2)? — 7(r — v/2)? = 47r/2.
Wobec tego |N(r) — nr?| < 4nry/2, wiec |% —7| < ‘li—ﬁ. 7 otrzymanej
nieréwnosci i z twierdzenia o trzech ciagach wynika natychmiast, ze

(L) lim N(2r) =

00 T

Zalézmy, ze r > 10. Wtedy liczba punktéw kratowych w kole K (r) jest réwna
sumie liczb punktéw kratowych na okregach o promieniach v/n, gdzie n € [0,7?]
oznacza liczbe catkowita. Przypomnijmy, ze liczba punktow na tym okregu

jest réwna roznicy liczb dzielnikow n postaci 4m + 1 i 4m + 3 pomnozonej

przez 4. Dodajmy te liczby dla wszystkich n. Liczba 1 jest dzielnikiem L?J

liczb n, liczba 3 dzielnikiem | % | liczb n, liczba 5 dzielnikiem | | liczb n,
liczba 7 dzielnikiem L?J liczb n itd. Oznacza to, ze na tych wszystkich okregach
znajduje sie tacznie

(3] [3J[5)-[3] ) e

punktéw kratowych (dodajemy 1, bo trzeba tez uwzglednié punkt (0,0)). Ta
suma w rzeczywistosci jest skonczona, bo od pewnego miejsca kolejne sktadniki
sa zerami. Wykazemy, ze

i i ﬁ — ﬁ + ﬁ — ﬁ + 7171+171+
oo 72 \ [ 1 3 5 71T) T T T

Niech a; > a9 >a3>...>20 1 k< /. Niech sy =a; —as+ag—ag+ ...+
+ (=1)*las. Wtedy zachodzi nieréwnosé
k—1 —1
(%) |sk—sn| =la1—az+az—...+(=1)*tap— (a1 —az+az—...+(=1)"""a,) | <
< Ak1-
Wynika ona z nieréwnosci
52; < S2j + Q25+1 — Q2542 = 52j42,  S2j+1 = $2j4+1 — G25+2 + Q2543 = 52543
825 K 825 + G241 = S2541,
wiec S5 < S2j42 < 82543 < 52541 dla kazdego naturalnego j. Stad w szczegélnodci
wynika, ze jesli lim a,, = 0, to ciagi monotoniczne (sa,,) i (S2n4+1) maja granice, te

granice sg réwne i wobec tego skonczone.

Wréémy do wyjsciowego problemu. Niech s bedzie taka liczba naturalna, ze
2s+ 1 < r < 2s+4 3, oczywidcie dla réznych r otrzymujemy rézne liczby s,

w kazdym razie niekoniecznie takie same. Liczba r wyznacza s jednoznacznie
(s jest funkcja r). Mamy Tlgrolor% =0,bo0 <5< 2551 < %

Zachodza oczywiste nieréwnosci:

BRERERER

Z nieréwnosci (x) wynika, ze konczac dodawanie na skladniku (—1)*| r ]

2s5+1
popelniamy blad, ktérego modul jest mniejszy od L—zﬁgj < é = r. Wobec tego
1 r? r2 1 r2 r? r2 1
D |5 |=|-|=|+ - )-=!|=|-|=|+. -+(=1)° -,
o TQ(LlJ {3J+ ) T2<L1J {3J+ +(=1) LQerlJ) r
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i Zadania

Przygotowal Lukasz BOZYK

M 1588. Funkcja f: R — R spelnia dla kazdego x € R

Mamy rowniez

(2) 1 1+ 1 1+ +(-1)* ! < ! <1
37 3 25 +1 25+3 1
2 2 2
Zauwazmy jeszcze, ze LZJ‘THJ < 2]’"? < L%THJ + 1, zatem

o1 1] r? 1
S2i4+1 r2|2j+1 r2’
Liczb nieparzystych od 1 do 2s + 1 jest s + 1 < r, wiec

o [(imgrer o) w55 [

<r-

1 1
2
Z nieréwnosci (2), (3) i (1) oraz z nieréwnosci tréjkata (|a + b| < |a| + |b]) wynika,

-t 5511
3T 2 1 3 o
a stad wynika, ze
1—1+1-1+...:nm1({’“2J_W+M-m+...):
3 5 7 r—o0 12 1 3 5 7

N(r) =«

rooo 42 4’
Rézni ludzie, w tym bardzo wybitni, zajmowali sie réznica N(r) —7wr? i uzyskiwali
coraz doktadniejsze wyniki. Przytocze niektére z nich. Carl Friedrich Gauss
(1798): |N(r) — 72| < 2v/2nr; Wactaw Sierpifiski (1906) |N(r) — mr?| < r2/3
zmniejszajac wykladnik przy r z 1 do 2/3. Najlepszy wynik w tej dziedzinie,
wedle tego co wiem, osiagnal w 2017 roku Jean Bourgain, laureat medalu
Fieldsa z 1994 roku: 2711 ~ 0,627. Godfrey Hardy (1915) wykazal, Ze nie
istnieje taka stalta ¢ > 0, ze |[N(r) — 72| < er'/?, podobny wynik niezaleznie
uzyskal Edmund Landau. Hipoteza: dla kazdej liczby d > % istnieje taka stata
cl> 0, ze |[N(r) — mr?| < er?. Do zbadania zostal juz tylko przedzial dtugodci

517 1 _ 105
824 2 T 824 ~ 0,127.

2

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 967. Mamy do dyspozycji n identycznych baterii

rownosé flea+1l) = f(z)=2z+1 o sile elektromotorycznej & i oporze wewnetrznym
oraz |f(x)] < 1 dla z € [0,1]. Wykazaé, ze |f(z)| < 22+ 2 dla Tw kazda. Chcemy uzyskac jak najwicksza

kazdego = € R.
Rozwigzanie na str. 16

M 1589. Grupa oémiu oséb ma te wlasnosé, ze posréd
dowolnych pieciu spoéréd nich mozna wskazaé trzy osoby,
ktore znaja sie¢ wzajemnie. Wykazaé, ze w tej grupie sa cztery

osoby, ktore znaja sie wzajemnie.
Rozwiazanie na str. 16

M 1590. Dana jest dodatnia liczba catkowita n oraz zbidr
S =1{1,2,3...,3n}. Wyznaczy¢ najwieksza mozliwg liczbe
elementéw podzbioru T' C S o nastepujacej wlasnosci: Dla
kazdej trojki (niekoniecznie réznych) elementéw T ich suma

nie nalezy do T.
Rozwigzanie na str. 16

moc wydzielona na oporniku podtaczonym do
zrodla zbudowanego z tych baterii. Jaka moc
mozemy uzyskaé, laczac baterie (a) szeregowo

i (b) réwnolegle? Ile powinien wynosi¢ opér R
dotaczanego opornika w kazdym z przypadkdw, by
wydzielona moc byta maksymalna?

Rozwiazanie na str. 15

F 968. Czastka o ladunku ¢ i masie m wpada

w obszar jednorodnego pola magnetycznego.
Predkosé czastki tworzy rézny od zera kat

z wektorem indukcji B pola. Ile wynosi czestotliwosé
f, z jaka czastka obiega kierunek pola B?
Rozwiazanie na str. 15

18



Informatyczny kacik olimpijski (123): Or

Tym razem oméwimy zadanie Or, ktére pojawito sie w 2018 roku na Junior
Balkan Olympiad in Informatics w Timisoarze (Rumunia).

Zadanie: Dana jest liczba catkowita p oraz kwadratowa macierz A rozmiaru n X n. W kaZdym polu macierzy
znajduje sie jedna liczba catkowita. Z ilu pol sklada sie najmniejsza prostokgtna podmacierz macierzy A, ktérej or

bitowy wszystkich elementéw wynosi p?

Dla uproszczenia, wartoécia podmacierzy bedziemy
nazywali wartos¢ réwna or’owi wszystkich liczb w tej
podmacierzy.

Rozwiazanie O(n®)

Zaczniemy od najbardziej intuicyjnego pomystu.
Rozwiazanie polega na niezaleznym sprawdzeniu
kazdej podmacierzy i wybraniu tej, ktéra ma wartosé¢ p
oraz jest najmniejsza. Wszystkich podmacierzy jest
O(n*) (lewy gérny rég mozemy wybraé na O(n?)
sposobdéw, podobnie prawy dolny rég mozemy wybraé
na O(n?) sposob6éw). Naiwne obliczenie wartosci
podmacierzy (iterowanie po wszystkich elementach)
dziata w czasie O(n?). Zatem cale rozwigzanie dziala
w czasie O(n®).

Szybkie obliczanie warto$ci podmacierzy
Skonstruujemy strukture danych, ktéra bedzie
umozliwiala obliczanie warto$ci dowolnej podmacierzy.

W naiwnym rozwiazaniu iterujemy po kazdym polu
podmacierzy. Oczywiscie takie rozwiazanie jest wolne,
dlatego je przyspieszymy. Chcemy, w pewnym sensie,
niektore pola zliczaé¢ hurtowo. Zatem obliczymy warto$é
wszystkich podmacierzy o rozmiarze a x b, gdzie a,b

sa liczbami postaci 2 dla k € N. Zauwazmy, ze takich
podmacierzy w calej macierzy A bedzie O(n?log?(n)),
poniewaz w kazdym polu jest zaczepionych log?(n)
podmacierzy (1 x 1,1 x2,1x4,...,2x1,2x2,2 x4,
cendx 14 x2,4x4,...).

Wartosci wyzej opisanych podmacierzy bedziemy
obliczali od tych, ktére maja najmniejsza liczbe pdl,
do tych, ktére maja najwigksza liczbe pol. Wartosc
podmacierzy o wymiarach 1 x 1 to liczba zapisana w tym
polu. Wartos¢ podmacierzy o wymiarach a x b to or
wartosci dwéch mniejszych podmacierzy o wymiarach
a X g, jesli b > 1 lub or wartosci dwoch mniejszych
podmacierzy o wymiarach § x b w przeciwnym
przypadku. Przykltadowo: wartoscia podmacierzy

o wymiarach 2 x 4 jest or wartosci dwéch mniejszych
podmacierzy o wymiarach 2 x 2 kazda.

Konstrukcja struktury zajmuje O(n?log?(n)) pamieci
i odbywa si¢ w czasie O(n?log?(n)).

Pozostalo nam jeszcze opisanie, w jaki sposob znalezé
warto$é¢ dowolnej podmacierzy. Nazwijmy ja M i niech
ma wymiary a X b. Jej warto$é¢ obliczymy na podstawie
znanych wartoéci innych podmacierzy. Ustalmy takie
najwicksze ¢ = 2% i najwicksze d = 27, ze i,j € N,
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¢ < a oraz d < b. Wezmy takie cztery podmacierze M
o wymiarach ¢ x d, ze kazde pole M bedzie nalezato
do przynajmniej jednej z tych czterech podmacierzy.
Wéwczas wartoscia M bedzie or wartosci tych czterech
podmacierzy.

Przyktad: chcemy obliczy¢ wartosé podmacierzy,

ktérej lewe gérne pole to (2,2), a prawe dolne to (4,6).
Zauwazmy, ze t¢ podmacierz mozemy pokry¢ czterema
podmacierzami o wymiarach 2 x 4, dla ktérych wyniki
znamy. Zatem wartoscia tej podmacierzy jest or wartosci
czterech mniejszych podmacierzy.

1 23 45 67

TU = W N =

Rozwiazanie O(n?)

Zauwazmy, ze dzieki powyzszej strukturze danych
potrafimy w czasie O(1) obliczyé wartosé dowolnej
podmacierzy. Zatem w naturalny sposéb mozemy
przyspieszy¢ rozwiazanie z O(n®) do O(n?*). Wystarczy
przejrzeé wszystkie O(n*) podmacierzy macierzy A

i sposrod tych o wartosci p wybraé najmniejsza.

Rozwiazanie O(n®)

W tym rozwiazaniu iterujemy po kazdym

przedziale wierszy. W ustalonym przedziale wierszy
szukamy najmniejszej podmacierzy o wartosci p

i wysokoéci réwnej liczbie wierszy w tym przedziale.
Od teraz mozemy o tym mysle¢ jak o problemie
jednowymiarowym, poniewaz wysoko$¢ jest ustalona.
Szukamy najkrotszego fragmentu, ktéry bedzie

mial wartoé¢ p. Ten problem mozemy rozwiazaé

za, pomoca techniki o nazwie ,,gasienica”. Na poczatku
ustawiamy dwa wskazniki (poczatek i koniec gasienicy)
w pierwszej kolumnie. Nastepnie symulujemy ruch
gasienicy. Jedli aktualna wartos$¢ jest mniejsza od p

i moze jeszcze osiggnaé p, wtedy rozszerzamy gasienice
o kolejna kolumneg. W przeciwnym przypadku skracamy
gasienice. W kazdym stanie, za pomoca powyzej
opisanej struktury, w czasie O(1) obliczamy warto$é
aktualnie rozpatrywanej podmacierzy. Dla kazdego
rozpatrywanego przedziatu wierszy gasienica wykona
liniowo wiele ruchéw. Wszystkich przedzialéw wierszy
do rozpatrzenia jest O(n?), zatem cale rozwigzanie
dziata w czasie O(n?).

Bartosz LtUKASIEWICZ



Klub 44

Skrét regulaminu

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyltaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyta¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

0s6b, ktére nadestaty rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

Termin nadsylania rozwiazan: 31 III 2019 (M lub F)

A

S na stronie deltami.edu.pl

i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytutl
Weterana. Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sig¢

Zadania z fizyki nr 670, 671
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

B 670. Znalez¢ odleglo$é miedzy zrédlem Swiatta S i jego obrazem w ukladzie
optycznym przedstawionym na rysunku 1. Ogniskowe soczewek A i B sa

jednakowe i réwne f.

671. Rurke o $rednicy duzo mniejszej od diugosci zwinigto w pierscien

a
]

Rys. 2 A

o promieniu R. Pierdcienn napelniono woda, z wyjatkiem niewielkiego odcinka

o dtugosci [, gdzie znajduje sie kropla oleju, i postawiono pionowo. W chwili

poczatkowej (rys. 2) kropla zaczyna wyplywaé z punktu A w kierunku

punktu B. Znalez¢é jej predkosé, gdy mija punkt B. Gestosé wody wynosi p,,

Rys. 3 —”_‘

Rys. 4 “

ruszyl z miejsca?

oleju p, < pw. Dlugosdé kropli oleju jest duzo mniejsza od promienia pierscienia.
Tarcie zaniedbujemy. Nie zachodzi przesaczanie przez olejowy ,korek”.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 9/2018

Przypominamy tre$¢ zadan:

662. Na poziomej plaszczyznie leza dwa klocki o jednakowych masach m, polaczone niewazka
sprezyna (rys. 3). Wspélezynnik tarcia klockéw o plaszczyzne wynosi p. Napigcie sprezyny ma
warto$é N. Jaka maksymalng staly site F' mozna przytozyé do jednego z klockéw, aby drugi nie

663. W kondensatorze ptaskim jedna oktadka jest nieruchoma, a druga moze poruszacé sie bez
tarcia i jest polgczona ze $ciang za pomocy sprezyny o wspélczynniku sprezystosc

k (rys. 4). Pole

powierzchni kazdej oktadki wynosi S, poczatkowa odlegto$é miedzy nimi d. Oktadki podigczono do

Rys. 5 0 x1 o x2 z

zrédla napiecia statego. Przy jakiej maksymalnej wartosci tego napiecia okladki nie zetkng sie, jezeli

sg stale rownolegle wzgledem siebie?

662. Zal6zmy, ze po przytozeniu sity F' do pierwszego
klocka (rys. 5) klocek drugi nie ruszy z miejsca. Niech

0§ x skierowana bedzie wzdtuz sprezyny. Gdy sprezyna

jest nieodksztalcona, jej koniec A przyczepiony do
pierwszego klocka ma wspotrzedng x = 0. Oznaczmy przez
z1 wspolrzedng punktu A w chwili poczatkowej. Zachodzi
zwigzek kx1 = £N, gdzie k jest wspotczynnikiem sprezystosci
sprezyny. Znaki ,+” odpowiadaja sytuacjom, gdy sprezyna
jest poczatkowo rozciagnieta lub $ci$nieta. Po przytozeniu
sity klocek najpierw przyspiesza, mija potozenie réwnowagi
T = xo, gdzie kxog = F — pumg, nastepnie jego predkosé
maleje. W chwili, gdy predkosé¢ klocka osiaga warto$é¢ zerowa
w punkcie x = x2, zmiana energii sprezystosci rowna jest

@:(F_pmg)(xz—m),

stad w = F — pumg. Ostatnie réwnanie wyraza warunek
réwnowagi sit w potozeniu x = xo. Poniewaz klocek drugi nie
rusza z miejsca, a sita F' jest maksymalna, mamy dodatkowy

warunek kxs = umg. Szukana sita F' dana jest wzorem
F = 3umg+N
= SumgEll

pracy sity F' oraz tarcia

663. W chwili poczatkowej kondensator jest naladowany

tadunkiem Q1 = @, a jego energia wynosi Wy =

— &sU?
2d

, gdzie U jest napieciem miedzy oktadkami a &
przenikalnoscia elektryczna prézni. Zatézmy, ze ruchoma

20

oktadka zatrzyma sie, gdy sprezyna zostanie rozciagnigta o
T = 29 < d. Do chwili zatrzymania tadunek na kondensatorze

L. , . _ &SU . . . 4.
wzroénie do wartosci Q2 = =)= >, energia osiggnie warto$é
_ &sSU? P _
Wo = dag) @ 7rédto wykona prace W = (Q2 — Q1) U.

2
Zasada zachowania energii ma posta¢ Wi + W = W, + k%.

. . 2 ESU? _
Otrzymujemy stad réwnanie z§ — xod + =%~ = 0. Ma

ono rozwiazanie, gdy A = d? — % > 0. Stad szukana
maksymalna warto$é¢ napiecia Upae = 4‘?01“5. Odpowiadajaca

jej odlegtos¢ miedzy okladkami ma warto$é g.
Zadanie mozemy tez rozwigzaé, rozwazajac sity dziatajace
na ruchoma okladke kondensatora. Sa to: sila sprezystosci
Fy (z) = —kx i sila przyciagania elektrostatycznego miedzy
2
okladkami F5 (x) = %.
gdy z = x¢ < d, to jej zmiana energii kinetycznej wynosi
0, a z drugiej strony rowna jest pracy wypadkowej sity
dziatajacej na okladke:

z
0:_@+€OSU2/ dx .
2 (d—x)*
0

Jezeli oktadka zatrzyma sie,

2

Stad otrzymujemy takie samo réwnanie na xo jak
w poprzednim rozwigzaniu.



®

| -

Termin nadsytania rozwigzan: 31 III 2019

765. Z zalozenia, ze xDAB jest najmniejszym katem

czworokata ABCD, nietrudno wywnioskowaé, ze punkt B lezy
miedzy A i Q, a punkt D miedzy A i P. WeZzmy pod uwage okrag
o $rednicy DQ; éw okrag przechodzi przez punkt P (bo AP 1 PQ)
oraz przecina odcinek AQ w punkcie, ktéry nazwiemy E; zatem

DE 1 QE.

Kazdy z czworokgtéw ABCD i PDE(Q ma okrag opisany.
Wynikajg stad réwnosci katéw |<ABP| = |[XPDQ| = |*xPEQ)|.
Zatem tréjkat PEB jest rOwnoramienny.

Niech N bedzie srodkiem odcinka EB. Skoro M jest srodkiem
odcinka DB, prosta NM jest rownolegta do prostej DE — ktora
jest prostopadta do AB. To znaczy, ze prosta NM jest symetralng
podstawy E B tréjkata rownoramiennego PFE B; przechodzi wiec
przez punkt P, i mamy teze PM | AB.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
763 (WT =1,63) i 764 (WT = 1,00)
z numeru 6/2018

Michal Miodek Warszawa 44,28
Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,86
Piotr Kumor Olsztyn 39,63
Marcin Matogrosz Warszawa 38,00
Andrzej Kurach Ryjewo 36,52
Krzysztof Kaminiski ~ Pabianice 35,75
Pawel Kubit Krakéw 35,69

Michal Miodek — po raz trzeci!
To trzydziesty ésmy Weteran
Klubu 44 M.

Zadania z matematyki nr 773, 774
Redaguje Marcin E. KUCZMA

773. Dana jest liczba nieparzysta n > 3. W kazde pole kwadratowej planszy
n X n wpisujemy jedna z liczb —1, 41 tak, ze suma wszystkich wpisanych liczb
wynosi 1. Wyznaczamy sume liczb w kazdym wierszu oraz sume liczb w kazdej
kolumnie; dostajemy ciag 2n liczb nieparzystych. Ile maksymalnie moze by¢
w tym ciggu liczb ujemnych?
774. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary dodatnich liczb catkowitych m, n, ze
nieréwnosé

|(m+n)a| + [(m+n)b| > |ma| + |mb| + |n(a+1b)]
zachodzi dla kazdej pary liczb rzeczywistych a, b.

Zadanie 774 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 9/2018

Przypominamy tre$¢ zadan:

765. Czworokat ABC'D jest wpisany w okrag. Jego najmniejszy kat wewnetrzny ma wierzchotek A.
Zakladamy, ze proste AD i BC przecinaja sie w punkcie P, za$ proste AB i DC przecinaja

sie w punkcie @, przy czym AP L PQ. Niech M bedzie $srodkiem przekatnej BD. Wykazaé, ze

PM 1 AB.

766. Znalezé liczbe rzeczywistag M > 5/2 taka, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢, d, e zachodzi

nieréwnosé
5 a n i/ b 45 c n i/ d - e S M
b+ c c+d d+e e+a a+b/) ’

Im wigksza liczba M, tym lepsze rozwigzanie.

766. Oznaczmy ilorazy widoczne pod symbolem pierwiastka kolejno: A, B,C, D, E (wiec
A=a/(b+ c), itd.). Wobec cyklicznos$ci mozna przyjaé, ze a = max{a, b, ¢, d, e}. Dalej
oznaczmy

p=max{b,c}, ¢=max{c,d}, r=max{de}
i odnotujmy dolne oszacowania:

a b c q r
Az, B>, Z o C, Dy > -, D, E} > .
2p 2q 2r max{ } 2a max{ } 2a

Jesli teraz b > ¢ (czyli b = p), wéwczas
AYP 4 BY? 4 (CY° + DV?) > (i)l/s + (ﬁ)l/5 + (i)l/s
= 2p .
Jesli natomiast b < ¢ (czyli ¢ = p), wéwcezas
AL/ +C1/5 + (D1/5+E1/5) S (1)1/5+ (2)1/5 N (L)1/5.
“\2p 2r 2a
W obu przypadkach mamy po lewej stronie liczbe mniejsza niz rozwazana suma
S = AY5 4 BY5 4 /5 4 DY/5 4+ EY/®; za$ po prawej stronie — sume trzech liczb,

ktérych iloczyn wynosi 273/5 7 nieréwnosci miedzy $rednimi dostajemy oszacowanie
S >3.-27Y5 Liczba M = 3- 275 spelnia wymagany warunek M > 5/2.

(Te warto$¢ M, wraz z powyzszym uzasadnieniem, zaproponowal pan Piotr Kumor,
autor zadania; kto da wiecej?).
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Prosto z nieba: Einstein w centrum Galaktyki

Cos$ niezwykle tajemniczego znajduje sie w centrum
naszej Galaktyki. To co$ nie emituje Swiatla, ale jest
bardzo masywne (ponad 4 miliony Mg), a jednoczesnie
na tyle malych rozmiaréw, ze bez trudu zmiescitoby
sie wewnatrz orbity Merkurego. Astronomowie, ktorzy
od lat analizuja centrum Galaktyki, nazywaja ten
tajemniczy obiekt Sgr A*. Jest to najprawdopodobniej
ogromna czarna dziura; jej parametry ustala sie przez
obserwacje trajektorii gwiazd, w szczegblnosci bardzo
ekscentrycznej orbity gwiazdy S2, ktéra znajduje sie
najblizej Sgr A*, krazac woké! niej z okresem okoto

16 lat.

W maju 2018 roku S2 znalazla si¢ w odleglosci

20 miliardéw kilometréw (okolo cztery razy dalej niz
odleglo$é Storice—Neptun) od Sgr A*, a jej przejscie
przez peribothron (po grecku bothros oznacza dziure),
byto bardzo skrupulatnie obserwowane przez zespoty
Europejskiego Obserwatorium Poludniowego w Chile.
Wykorzystano cztery teleskopy VLT (Very Large
Telescope) polaczone w systemie interferometrii
optycznej i wyposazone w system optyki adaptatywne;j
NACO (Nasmyth Adaptive Optics System [NAOS] —
Near-Infrared Imager and Spectrograph [CONICA]).
Obserwacje polegaly na dokladnym pomiarze pozycji
gwiazdy S2 na niebie zaprojektowanym do tego celu
niezwykle czulym astrometrem GRAVITY. Obserwujacy
w tym samym czasie linie widmowe S2 spektrometr
SINFONI mierzyl, jak szybko gwiazda przemieszcza
sie¢ w odniesieniu do Ziemi. W najszybszym momencie
poruszala sie ona z predkoscia ponad 7600 km/s, czyli
z 3% predkosci $wiatla.

Efektem tej wspotpracy jest pomiar grawitacyjnego
przesuniecia ku czerwieni swiatla gwiazdy S2 podczas
jej ruchu wokét Sgr A*. Obserwacja zmiany dhugosci
fali fotonu pod wplywem pola grawitacyjnego lub,
réwnowaznie, obserwacja zmiany tempa biegu

Niebo w styczniu

Na poczatku kazdego roku Ziemia przechodzi przez
peryhelium, czyli najblizszy Storicu punkt swojej orbity,
a takze przez resztki kometarne, tworzace r6j meteoréw
Kwadrantydéw. Przejscie Ziemi przez peryhelium

ma miejsce 3 stycznia, tak samo jak maksimum
aktywnosci Kwadrantydéw, promieniujacych tylko

przez dwa tygodnie, od 28 grudnia do 12 stycznia,

z maksimum trwajacym zaledwie kilka godzin.

W zeszltym roku w obserwacjach tego roju przeszkadzala
superpetnia Ksigzyca, w tym za$ warunki obserwacyjne
Kwadrantydéw sa bardzo dobre, gdyz 6 stycznia Ksiezyc
przejdzie przez néw, okraszony czeéciowym zaé¢mieniem
Stonica o duzej fazie maksymalnej 71%. Niestety,
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zegaréw w miejscach o réznej sile pola grawitacyjnego
jest jednym z klasycznych testéw teorii grawitacji.

W warunkach ziemskich pierwszy tego typu eksperyment
zostal przeprowadzony przez Roberta Pounda i Glena
Rebke w 1959 roku — pokazali oni, ze w silniejszym
polu grawitacyjnym (na parterze budynku laboratorium
Jeffersona w Uniwersytecie Harvarda) zegar tyka wolniej
w poréwnaniu do zegara w stabszym polu (na dachu
budynku).

Podobnie do efektu Dopplera, ktérego doswiadczamy
w zyciu codziennym, styszac przesuniecie ku wyzszym
dzwiekom sygnalu emitowanego przez zblizajaca sie
karetke (oraz ku dzwiekom nizszym, gdy karetka

sie od nas oddala), zmiana dlugosci fali Swiatla
emitera znajdujacego si¢ w polu grawitacyjnym innego
masywnego ciala zmienia sie wraz z predkoscia ruchu
emitera — Swiatlo bedzie bardziej niebieskie, gdy
gwiazda-emiter porusza sie w kierunku do Ziemi,

i bardziej czerwone, gdy sie od niej oddala.

Otrzymana dzieki astrometrowi GRAVITY historycznie
pierwsza obserwacja z pobliza masywnej czarnej dziury
nie daje sie¢ wyttumaczy¢ ,,zwykla” mechanika Newtona
i ruchem gwiazdy w euklidesowej (albo, jak mdéwia
astronomowie, plaskiej) czasoprzestrzeni, natomiast
bardzo dobrze odpowiada przewidywaniu modelu,

w ktérym gwiazda porusza sie¢ w czasoprzestrzeni
zakrzywionej duza masa, i zgadza sie z przewidywaniami
ogolnej teorii wzglednosci. Planowane kolejne
obserwacje gwiazdy S2 oraz poszukiwania Swiecacych
obiektéw orbitujacych jeszcze blizej Sgr A* postuza do
przetestowania innych przewidywan teorii grawitacji,
na przyktad do pomiaru tempa rotacji centralnej
czarnej dziury i efektéow z tym zwiazanych, takich jak
,wleczenie” czasoprzestrzeni w kierunku ruchu rotacji
(efekt Lense’a—Thirringa).

Michat BEJGER

szczescie usSmiechnie sie tylko do mieszkaricéw pdinocnej
czesci Pacyfiku, od Japonii do Aleutéw — tym razem to
oni beda mieli mozliwo$¢ jego obserwacji. Maksimum
Kwadrantydéw prognozowane jest na okoto 3:20 naszego
czasu, co jest dobra wiadomoscia dla mieszkancow
FEuropy. O tej porze radiant roju, znajdujacy sie na
pograniczu gwiazdozbioréw Wolarza, Smoka i Herkulesa,
jakie$ 15° na wschod od ostatniej gwiazdy dyszla
Wielkiego Wozu, wznosi si¢ na wysoko$¢ okoto 40° nad
péinocno-wschodnim widnokregiem. Predkosé¢ zderzenia
Kwadrantyd6éw z nasza atmosferg wynosi 41 km/s,

a w nocy maksimum mozna liczy¢ na ponad 130 zjawisk
na godzine.



W 2019 r. oprécz styczniowego czeka nas jeszcze
calkowite za¢mienie Stonica 2 lipca oraz obraczkowe

26 grudnia, ale pasy widocznoéci obu zjawisk przebiegna
jeszcze dalej od granic Polski. Zdarza sie réwniez

dwa zacmienia Ksiezyca — i tym razem mamy wiecej
szczescia, gdyz oba beda widoczne z naszego kraju. Juz
21 stycznia Ksiezyc zanurzy sie w cieniu Ziemi w catoéci.
Srebrny Glob znajdzie sie wtedy na pograniczu
gwiazdozbioréw BliZzniat i Raka, a zjawisko zacznie

sie w drugiej czesci nocy, od za¢mienia potcieniowego

0 3:36, faza czeSciowa zacznie sie o 4:34, catkowita —

0 5:41, koniczac sie o 6:43. Faza czeSciowa skoriczy sie
okoto godziny 7:50, w momencie zachodu Ksiezyca

w Ssrodkowej Polsce, tuz po wschodzie Stonca. Mniej

niz 8° na wschéd od zaémionego Ksigzyca znajdzie

sie znana gromada otwarta gwiazd M44, a 40° nad

nim — Kometa Wirtanena (o niej wiecej za chwile),

jest zatem okazja do wykonania efektownych zdjeé.
Drugie z zaémienn — tym razem czes$ciowe, o fazie 65%

— zdarzy sie 16 lipca wieczorem, ale o nim napisze wiecej
za pol roku.

Jednak wydaje sie, ze najbardziej wyczekiwanym przez
astronoméw zjawiskiem zwigzanym ze Sloncem jest

w tym roku przejscie Merkurego na jego tle 11 listopada.
Zjawisko zacznie si¢ o 13:35 naszego czasu i potrwa

do 19:04. Niestety, Stonce u nas zajdzie 3 godziny
weczesniej, stad z Polski da sie obserwowaé tylko poczatek
przejécia. W calosci zobacza je mieszkancy Ameryki
Poludniowej, wschodniej czesci Ameryki Polnocnej

oraz wysp oblewajacych je oceanow, a takze naukowcy

i turysci na Antarktydzie. Kolejne takie zjawisko zdarzy
si¢ dopiero w 2032 r.

Jedli sprawdza si¢ prognozy odnosnie komety

46P /Wirtanen, na poczatku roku wciaz pozostanie

ona widoczna golym okiem, cho¢ wyraznie zwolni

swoj ruch wzgledem gwiazd, zwlaszcza w drugiej

czesci miesiaca, przemierzajac 20-kilka stopni na tle
gwiazdozbioréow Rysia i Wielkiej Niedzwiedzicy, konczac
styczen okolo 4° na péinocny zachéd od gwiazdy 3.
wielkosci # UMa. Kometa Wirtanena szybko oddala

sie juz zaréwno od Ziemi, jak i od Slonca, stad warto
wykorzystaé styczniowy néw Ksiezyca do jej obserwacji.
Kometa géruje miedzy 1 a 2 w nocy na wysokosci
ponad 80°, a zatem na jej warunki obserwacyjne nie
mozna narzekac.

Z planet Ukladu Stonecznego w styczniu niewidoczny
jest Merkury, dazacy do koniunkcji gérnej ze Sloncem
pod koniec miesigca. Saturn spotka sie¢ ze Storicem

2 stycznia i zacznie wylaniaé si¢ z zorzy porannej

w ostatnich dniach miesiaca jako gwiazda o jasnosci
0,6™, przy $rednicy tarczy 15”7, za$ 2 lutego zakryje

go Ksiezyc w fazie 6%. W tym sezonie obserwacyjnym
Saturn zakresli zygzak niedaleko wianuszka gwiazd

w pélnocno-wschodniej czesci Strzelca oraz Plutona.
Przez caly miesiac na niebie porannym dos¢ ciasng
pare utworza planety Wenus i Jowisz. Druga planeta od
Stonica 6 stycznia znajdzie sie w maksymalnej elongacji
zachodniej, oddalajac sie od Storica na 47°, a najwigksza
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z planet pokaze si¢ po zlaczeniu ze Storicem pod koniec
listopada zeszlego roku. 22 stycznia Wenus minie
Jowisza w odlegtosci 2,5 stopnia. W trakcie miesiaca
Wenus przejdzie od srodka gwiazdozbioru Wagi, gdzie
Jowisz byl w zeszlym sezonie obserwacyjnym, poprzez
Skorpiona do pogranicza Wezownika i Strzelca. W tym
czasie jej jasno$¢ zmniejszy sie od —4,5 do —4,2™, tarcza
— 7 26 do 19”, natomiast faza uroénie z 48 do 62%. Da
sie zauwazy¢ przy tym zmiane nachylenia ekliptyki na
niebie porannym na niekorzystne, przez co im blizej
wiosny, tym Wenus nizej nad widnokregiem, mimo
wciaz duzej elongacji. W styczniu na godzine przed
$witem Wenus zdazy sie¢ wznie$¢ na wysokosé ponad 20°.
Tymczasem Jowisz przeniesie sie¢ do gwiazdozbioru
Wezownika, gdzie 3 lata temu znajdowal si¢ Saturn.

W styczniu jasno$é planety wyniesie —1,8™, a $rednica
jej tarczy — 33"

Na niebie wieczornym wyraznie pogarszaja si¢ warunki
obserwacyjne Neptuna, nieco wolniej — Marsa i Urana.
W trakcie miesiaca Mars zmniejszy dystans do Urana

z ponad 28 do 8°, jednoczeénie stabnac z 0,5 do 0,9™

i kurczac sie z 7 do 6”. Neptun przez caly miesigc
wedruje przez wnetrze trojkata utworzonego przez
gwiazdy 5. 1 6., wielkosci 81, 82 i 83 Aqr, mniej wiecej
w polowie drogi miedzy jasniejszymi o ponad 2™
gwiazdami A i ¢ Aqr, sam $wiecac blaskiem +7,9™. Uran
7 stycznia zmieni kierunek ruchu na prosty, konczac
tym samym okres najlepszej widocznoSci w tym sezonie
obserwacyjnym. Zwrotu dokona jakie$ 75" od gwiazdy 4.
wielkosci o Psc, majac jasnosé +5,8™.

Srebrny Glob zacznie i skoficzy miesiac w postaci
cienkiego sierpa, w towarzystwie pary planet
Wenus—Jowisz. 1 i 2 stycznia w fazie, odpowiednio,

21 i 13% znajdzie sie najpierw 8° na zachdd, a p6zniej 4°
na wschod od Wenus. Kolejnego poranka o$wietlony

w 7% dotrze na 2,5 stopnia od Jowisza. Juz po

nowiu, 10 i 11 stycznia, w fazie 18 i 25% spotka si¢

z Neptunem, a dobe pdzniej, w fazie 34% przejdzie 7°
pod Marsem. 14 stycznia Ksiezyc w I kwadrze minie
Urana w odlegtoéci 5,5 stopnia. 17 stycznia wieczorem,
juz bliski pelni Ksiezyc przejdzie niecaly stopien

na péinoc od Aldebarana w Byku, za$ 23 stycznia

nad ranem zabraknie mu 100’ do Regulusa w Lwie.
Wreszcie ostatniego dnia stycznia rano Ksiezyc ponownie
w postaci cienkiego sierpa, w fazie 18%, znajdzie sie
miedzy Wenus a Jowiszem, tworzac malowniczy uklad.

W styczniu blisko maksimum swojej jasno$¢ znajda

sie trzy mirydy, przekraczajace granice widocznoéci
golym okiem. Jeszcze w grudniu maksymalny blask
osiggnely x Cygni oraz Mira Ceti i zwlaszcza druga

z nich powinna by¢ jeszcze catkiem jasna. Natomiast
pod koniec miesiaca swoje maksimum osiagnie gwiazda
R Leo, tatwa do odnalezienia jakies 5° na zachdd od
Regulusa. R Leo moze osiagnac¢ jasnosé nawet +4,4™,

a ponadto wyréznia sie wisniowa barwa, trudno ja zatem
pomyli¢ z inna gwiazda.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Ze stalg Plancka po ziemniaki

Nie znamy wszystkich powodéw, dla ktoérych rok 2019 zaznaczy sie w historii
nauki. Jeden jest jednak juz pewny — od 20 maja wejda w zycie nowe definicje
niektorych jednostek uktadu SI. Zmiany zostaly przyjete p6t roku wezeséniej
przez obradujaca w Wersalu Generalng Konferencje Miar (Conférence générale
des poids et mesures). Decyzja ta jest w pewnym sensie zwiericzeniem procesu
zapoczatkowanego wprowadzeniem metrycznego uktadu jednostek w 1790 roku,
ktory mial wyrazi¢ je w oparciu o uniwersalne i Scisle zwiazane z przyroda
definicje jednostek fizycznych. Przypatrzmy si¢ zatem, jak juz niebawem
bedziemy opisywa¢ mase, natezenie pradu, temperature i ilosé substancji.

Kilogram. Przez 130 lat masa 1kg byla zdefiniowana
jako masa wykonanego ze stopu platyny i irydu
wzorca. Istnienie jednego uniwersalnego obiektu
wyznaczajacego jednostki masy na calym $wiecie byto
jednak niepraktyczne, wykonano wiec szereg kopii
wzorca, ktére w miare uptywu czasu poczynaly réznié
sie masa od swojego protoplasty. Nie trzeba méwic,
jakie problemy praktyczne czy prawne stwarzala taka
sytuacja. Nowa definicja kilograma jest zupelnie inna.
Stata Plancka jest z definicji réwna doktadnie
2

6,626070 15 - 1034 kg'Tm
i, znajac definicje sekundy (obowiazujaca od 1967 roku)
oraz metra (obowiazujaca od 1983 roku), mozemy
stwierdzi¢, czym jest kilogram.

Amper. Od 63 lat natezenie pradu 1 A bylto okreslone
w nastepujacy sposéb. BraliSmy dwa nieskoriczone,
réwnolegte przewodniki prostoliniowe umieszczone
w prozni w odlegloéci 1 m i przepuszczaliSmy przez
nie staly prad. Jezeli sita dzialajaca na 1m takiego
przewodnika byta réwna 2 - 1077 N, natezenie pradu bylo
réwne jednemu amperowi. Definicja ta byla w oczywisty
sposéb problematyczna, gdyz trudno jest zrealizowaé
doswiadczalnie z duzg dokladnoscig przedstawiong w niej
koncepcje pomiaru. W rzeczywistosci najdoktadniejsze
pomiary pozwalajace na wyznaczenie ampera opieraly
sie na réwnowadze miedzy sitami grawitacyjnymi
i magnetycznymi. Nowa definicja jednostki natezenia
pradu bazuje na wyznaczeniu ladunku elementarnego
(np. elektronu lub protonu) jako
le=1,602176634-10""C;
woéwcezas prad 1 A odpowiada przeplywowi
m tadunkéw elementarnych w ciagu
sekundy.

Kelwin. Od ponad pélwiecza 1K réownal sie 2731—16
temperatury bezwzglednej punktu potréjnego wody

(w ktérym moze istnieé zaréwno faza stala, ciekla,

jak i gazowa). Nowa definicja okresla stala Boltzmanna
jako ko - m2
kp = 1,380649 - 10~23 52-1{ :

zatem, znajac definicje metra, sekundy i kilograma,
mozemy wyznaczy¢ takze jednostke temperatury.

Mol. Dotad 1 mol dowolnej substancji liczyl sobie tyle
czasteczek, ile jest ich w 0,012kg wegla 12C. Wedtug
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nowej definicji bedzie to ilo$é substancji zawierajacej
6,022 14076 - 10?3 czasteczek. Oznacza to, ze liczbe
Avogadro przyjmujemy jako znang dokladnie i wzgledem
niej wyznaczamy ilosci dowolnych substancji.

Wprowadzenie nowych definicji jednostek jest wyrazem
zmian, jakie dokonaty sie w fizyce w ciggu ostatnich
kilkudziesieciu lat. Ustepujace definicje odnosza sie

do badania wtasnosci obiektéw makroskopowych,
podczas gdy te nowe sa mocno osadzone w badaniach
mikroswiata. Oznacza to, ze obecnie to wladnie
doswiadczenia w mikroskali sa dokladniejsze i latwiejsze
do przeprowadzania w poréwnywalny sposéb

w laboratoriach na catym globie.

Zmiana ma tez charakter filozoficzno-poznawczy.
Dotychczasowe definicje odpowiadaly wyobrazeniom

i intuicjom, jakie mozna w latwy sposéb wytworzy¢,
gdy myslimy o tym, czym jest masa, prad, temperatura
czy ilo§¢ substancji. Nowe wzorce rezygnuja z tych
intuicji i odnosza sie bezposrednio do wartosci

statych fizycznych. Dotaczaja w ten sposéb do trendu
wyznaczonego przez sekunde i metr: ta pierwsza to
9192631 770 okreséw drgan fali elektromagnetycznej
odpowiadajacej promieniowaniu elektromagnetycznemu
przy przejéciu miedzy dwoma poziomami struktury
nadsubtelnej stanu podstawowego atomu cezu 33Cs; ten
drugi jest za$ droga pokonywana w prézni przez $wiatto

. 1 }
W Clagu 5557a5 55 Sekundy.

Ma to jeszcze jedna konsekwencje. Juz nigdy nie
wyznaczymy dokltadniej statej Plancka, tadunku
elementarnego, stalej Boltzmanna czy liczby Avogadro —
bedziemy mogli co najwyzej coraz dokladniej wyznaczac,
czym jest kilogram, amper, kelwin i mol. Co wigcej,
nowe definicje odchodza od konkretnych uktadow
pomiarowych. Oznacza to, ze jesli w przyszloéci
naukowcy obmysla nowe, dokladniejsze metody
pomiarowe parametréw mikroswiata, nie bedzie trzeba
sie zastanawiaé, czy jednostki fizyczne sa wyznaczone

z dokladnos$cia zgodna z tymi pomiarami.

A zatem — zegnajcie, juz na zawsze, wzorce z Sevres!
Fizyka jest przeciez bardziej fundamentalna
od jakichkolwiek obiektéw rzadzonych jej prawami.

Krzysztof TURZYNSKI
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Niniejszy odcinek Deltoidu o okrggTym
(w systemie jedenastKowym) numerze jest
odcinKiem ostatnim. Nie Kryjemy smutKu
z tego powodu, cieszymy sig jednoczesnie,
ze na naszych Tamach ta wspaniala seria
uKazywala sig przez okraglych 10 [at.

Mamy nadzieje, Ze jeszcze wiele razy nazwisko

Autorki zagosci w naszym spisie tresci.

Joasiu, za Twojg nienaganng punktualnosé

w dostarczaniu materialow, zegarmistrzowsKg

dokTadnos¢ przy ich KoreKcie, a przede
wszystKim za deltoidowq fantastycznosé

serdecznie dzigKujemy!

Redakcja

O deltoidach Joanna JASZUNSKA

1. Deltoid wypukly ma boki dtugosci 25 i 39, a jego krdtsza przekatna ma
dtugos¢ 30. Wyznacz dlugosé dluzszej przekatnej tego deltoidu.

2. Czy istnieja nieprzystajace czworokaty wypukle ABCD, PQRS o réwnych
polach i takie, ze AB = PQ,BC = QR,CD = RS,DA = SP?

3. Wykaz, ze dowolny czworokat wypukly mozna rozciaé na siedem deltoidow.

4. Wykaz, ze powierzchnie dowolnego czworoscianu mozna rozcia¢ na sze$¢ czesci,
z ktorych kazda po roztozeniu na ptasko jest deltoidem.

5. Czy istnieje taki czworokat wypukly, ktéry nie jest rombem i ktérego kazda
przekatna dzieli go na dwa trojkaty rownoramienne?

6. Stét do bilarda ma ksztalt deltoidu ABCD o osi symetrii AC' i katach prostych
przy B i D. Bila wybita z wierzchotka A po odbiciu od boku BC, a nastepnie
od AD trafia w wierzchotek C'. Wykaz, ze $rodek drogi bili lezy na AC.

7. Dany jest deltoid ABCD o osi symetrii BD. Punkty K, M, N sa odpowiednio
punktami stycznosci okregu wpisanego z bokami AB, BC, DA; proste BD i MN
przecinaja si¢ w punkcie P. Wykaz, ze punkty A, K, P, N leza na jednym okregu.

Rozwigzania i wskazowki

R1. Przy oznaczeniach jak na rysunku 1 (a), korzystajac z twierdzenia Pitagorasa,
otrzymujemy AE = 36 oraz C'E = 20, wiec AC = 56.

Nie jest to jednak jedyne rozwiazanie! O$ symetrii AC deltoidu moze zawieraé
jego krotsza przekatna (rys. 1 (b)). Wéwcezas 252 — CE? = 392 — (30 — CE)?,
co prowadzi do réwnosci CE = 1/15 oraz BD =2 - BE = 2,/252 — (1/15)2. O

R2. Tréjkaty ABC, ABC’ z rysunku 2 maja réwne pola i nie sa przystajace.
Niech D, D’ beda obrazami B w symetrii odpowiednio wzgledem AC i AC'.
Woéwezas deltoidy ABCD i ABC'D’ spelniaja warunki zadania: maja réwne pola
i odpowiednie boki oraz nietrudno sprawdzi¢, ze sa nieprzystajace i wypukte. O

R3. Jesli w dany czworokat da si¢ wpisa¢ okrag, to mozna go rozciaé na cztery
deltoidy, jak na rysunku 3 (a), a nastepnie jeden z nich na kolejne cztery (bo
w kazdy deltoid wypukly mozna wpisaé¢ okrag), lacznie uzyskujac siedem
deltoidow.

Jesli zas w dany czworokat nie da sie wpisa¢ okregu, to wpiszmy maly

okrag w dowolny z jego katow i powiekszajmy ten okrag, az dotknie jednego

z pozostatych bokéw. Pozwala to podzieli¢ dany czworokat na czworokat opisany
na okregu i tréjkat, a nastepnie na siedem deltoidéw, jak na rysunku 3 (b). O

RA4. Niech B’,C’ beda punktami stycznosci sfery wpisanej w czworoscian

ze $cianami odpowiednio ADC, ADB (rys. 4). Wéwczas AB' = AC' i DB’ = DC’
jako odcinki stycznych do tej sfery, wiecc AB’ DC’ po rozplaszczeniu jest deltoidem.
Podobnie uzyskujemy pozostate deltoidy. [

R5. Taki czworokat istnieje (rys. 5). O

Inny przyktad to czworokat utworzony przez cztery z wierzchotkéw pieciokata foremnego.

W6. Warto rozwazy¢ romb ACA’C’ o érodku w punkcie B. Oznaczmy przez E
punkt przeciecia drogi bili z odcinkiem AC, niech E’ bedzie obrazem E w symetrii
wzgledem BC'. Wystarczy dowiesé, ze AR’ = E'C’ i ze odcinki te sg réwne
rozprostowanym odpowiednim fragmentom drogi bili. Przyda si¢ fakt, iz kat
padania bili réwny jest katowi odbicia.

W7. Twierdzenie Brianchona dla czworokata opisanego na okregu orzeka, ze
przekatne i proste laczace przeciwlegte punkty stycznosci przecinaja sie w jednym
punkcie. Wystarczy wykazaé, ze XAPK = xANK, korzystajac np. z AP || KM,
z réwnoramiennosci tréjkata K PM i z twierdzenia o stycznej i cigciwie.

Zad. 1 pochodzi z Autorskiego Tygodnika Matematycznego TRAPEZ Jarostawa Wréblewskiego,
zad. 3 z LXII Olimpiady Matematycznej, zad. 5 ze zbioréw Jerzego Bednarczuka,

a zad. 7 z 18 Rosyjskiej Olimpiady Matematycznej. Dziekuje Lukaszowi Bozykowi

i Krzysztofowi Ciesielskiemu za pomoc w gromadzeniu materialéw do tego artykutu.
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Delta to Marek, Marek to Delta. Jego wphywu
na merytoryczng zawartosc Delty, jakosc zawartych
w niej materiatow, dobdr autordw nie da sie
przecenic. Osobiscie jestern wdzieczny Markowi,
ze od pierwszego numeru informatyka byta w niej
reprezentowana na rownych prawach z innymi
dziedzinami z obszaru nauk scistych i przyrodniczych.
W numerze pierwszym ze stycznia 1974 r. znalazt sie
artykut poswiecony algorytmom autorstwa Andrzeja
Skowrona. To byto zapowiedzig, ze informatyka
w Delcie to nie szybko zmieniajaca sie blyskotka
technologiczna, ale jej istota. Tak jest do dzisiaj.
Dziekuje, Marku.

Krzysztof DIKS

informatyk, Uniwersytet Warszawski

Jedli Marek uzna, ze jakis pomyst jest wazny, ze
trzeba go zrealizowad, to go realizuje. Nie odktada
na blizej nieckreslong przysztosc, kiedy bedzie miat
wiecej czasu. Nigdy nie zniecheca go ogrom
dodatkowej pracy organizacyjnej. Potrafi opowiadac
o swoich pomystach tak, ze jego entuzjazm udziela
sie wspolpracow nikom.

Maria DONTEN-BURY

maternatyk, Uniwersytet Warszawski

Uznanie i wdziecznosc na jakie zastuguje Marek
Kordos trudno jest wyrazic w kilku stowach.
Jako tworca i redaktor naczelny Delty oraz inicjator
i organizator Szkot Matematyki Pogladowej,
w ktorych miatem ogromng przyjemnosd wielokrot-
nie uczestniczyd, zaszczepit wielu osobom pasje do
matematyki. Za to i wszystko inne - wielkie i szczere:
DZIEKUJE!

Andrzej GRZESIK
infermatyk, Uniwersytet Jagiellorski

Pisywatem do Delty rzadko, ale zawsze cenitem jg
bardzo wysoko. Gratuluje prof. Kordosowi satysfakcji,
z jaka moze pomysled o tych wszystkich
matematykach, fizykach i astronomach, ktérzy dzieki
niemu odnalezli swoje powolanie.

Michaf ROZYCZKA

astronom, Centrum Astronomiczne im. Mikolaja Kopernika PAN

W dotychczasowych 45 rocznikach Delty byto
okoto 110 artykutdw z teorii liczb (w tym cztery moje,
a jeden wspolny z Andrzejem Paszkiewiczem), a wiec
przecietnie ponad dwa na rocznik. Zastuga za ten
stan rzeczy przypada miedzy innymi redaktorowi
naczelnemu Delty, profesorowi Markowi Kordosowi.
Dziekuje.

Andrzej SCHINZEL
matematy k, Instytut Matematyceny PAN

Szkota obecna nie opiera sie na rozwoju
talentow swoich ucznidow; operuje skostniatym
werbalnym przekazem fragmentow wiedzy
skatalogowanych w sztywnych okltadkach podstaw
programowych. Tak prowadzona dziatalnosd
edukacyjna staje sie coraz bardziej czyms w rodzaju
niezrozumiatego utrapienia. W tej sytuacji wszelka
dziatalnosc rozwijajgca wirdd miodych ludzi
podstawe wyksztatcenia i przygotowania do
Zmierzenia sie z wspdtczesnoscig, to znaczy
umiejetnosc samodzielnego myslenia
i samodzielnego poznawania prawdy ma niebywatg
wartosd.

Defta, formalnie czasopismo dla miodych
entuzjastow nauk scistych, w swej dziatalnosci
odgrywata i odgrywa role wykraczajaca poza
formalne granice. Byta i jest osrodkiem spotecznosd
mitodziezy i dorostych naukowcow, dla ktorych nauka
stanowi sedno Zycia.

Delta nie osiggnetaby tych sukcesdw gdyby nie
jej redaktor naczelny Profesor Marek Kordos i jego
umiejetnosc aktywizowania, przez wiele, wiele lat,
dziatan redakcji, autorow tekstow i, przede
wszystkim, rzesz czytelnikdw. Redaktor Kordos
zakonczyt swojg dziatalnosc w Delcie. Nie wyobrazam
sobie by tak zupetnie zniknat z kregu Deltowiczow.
Cokolwiek jednak postanowi, zawsze bedzie mu
towarzyszyla nasza wdziecznosc za wszystko co
zrobit dla tego bysmy wszyscy nie stracili zdolnosd
i checi do myslenia.

Panie Redaktorze, redakcjo Delty, dobrze
przystuzyliscie sie myslacej czedci naszego
spoteczeristwa.

tukasz TURSK!
fizyk, Centrum Fizvki Tecretyczne] PAN

Znam Marka od dziecinstwa, byt moim
instruktorem w harcerstwie. Najpierw uczyt mnie,
jak by¢ czlowiekiem a potem jego ksigzki, artykuty
i wykiady uczyly, jak piekna jest matematyka, jak na
nig patrzed i jak o niej mowic. Dziekuje, Marku.
Bronisfaw WAINRYE

matematyk, Politechnika Rzeszowska



