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* Centrum Fizyki Teoretycznej PAN

Gazowa nadciekltosé
Krzysztof PAWELOWSKI*

Bohaterowie filmu ,,Incepcja” potrafia wkracza¢ w swoje sny. Aby
odréznié sen od jawy, uzywajg toteméw — znanych tylko sobie
przedmiotéw, ktore we $nie zachowujg sie w nietypowy sposéb.
Gléwny bohater bawi sie mala zabawka, baczkiem. W rzeczywisto$ci
taki bak chwile kreci sie wokdél swojej osi, ale po pewnym czasie na
skutek tarcia zwalnia, ostatecznie przewraca sie. Natomiast w snach
gléwnego bohatera bak kreci sie bez przerwy, wskazujac mu, ze jest
we $nie. Czy naprawde uklad bez tarcia jest nierealny?

Przytoczmy eksperyment myslowy Lwa Landaua, ktéry prowadzi do warunku,
jaki nalezy spelnié¢, aby dzialy sie rzeczy tak niezwyktle, jak brak taré¢ i oporéw.
Zal6zmy, ze mamy pojemnik z pltynem, do ktérego wrzucamy malutks kulke,
mase punktowa m, poruszajaca sie z predkoscia v. Zastanawiamy sie, czy kulka
musi by¢ spowalniana przez ciecz. Wiemy, ze obiekty poruszajace sie¢ w wodzie
czy w powietrzu ze wzgledu na lepko$¢ hamuja. Lepkos¢ powietrza jest mala,
jednak to ona powoduje, ze skoczek spadochronowy bezpiecznie laduje na ziemi.
Nawet przed otworzeniem spadochronu predko$é¢ skoczka nie rosnie dowolnie,
ale stabilizuje si¢ na okolo 200 km/h, w wyniku réwnowagi miedzy oporami
powietrza a sila grawitacji. Lepko$¢ wody jest znaczna, o czym przekonujemy
sie, plywajac w niej. Na czym wlasciwie polega to spowalnianie przez lepko$¢?
Zasada zachowania pedu oznacza, ze skoro ciatlo hamuje w plynie, to co§ obok
powinno przyspiesza¢. Tym czym$ musza by¢ czastki ptynu. Za lepkoscia stoi
wiec mechanizm, w wyniku ktérego cialo poruszajace sie¢ w ptynie przekazuje
jego czastkom czesé pedu. Z kolei poruszajace si¢ masy niosa ze soba energie —
energie kinetyczna wynikajaca z ich ruchu, by¢ moze rowniez energie wynikajaca
z oddzialywan miedzy czastkami. Nie wchodzac w szczegdly, nazwijmy te energie
dostarczona do ptynu E,, gdzie u niech bedzie predkoscia, o jaka zwolnita
masa punktowa. Tym samym poczatkowa energia kinetyczna masy to mwv?/2,

a koficowa m(v — u)?/2. Zasada zachowania energii ma postaé:

mv?  mv—u)?

= E,.
2 2 P
Po przeksztalceniach dostajemy vu = %UZ + iEu, co prowadzi do nastepujacego
warunku:
VU 1 1
(1) v — = —u’+ —E,.
U 2u mu

Naiwnie mogliby$my oczekiwaé, ze iloraz F, /(mu) moze by¢ dowolnie maly.
Jesli np. wzbudzeniem jest czastka albo grupa czastek, poruszajacych sie

z predkoscia u, wtedy ich energia kinetyczna wynosi: (masa czastek) -u?/2,

a iloraz ﬁEu pozostanie proporcjonalny do u. Wtedy dla predkosci u dazacej
do 0 réwniez caly iloraz E, /(mu) znika. Co by sie natomiast stalo, gdyby te
najmniej energetyczne wzbudzenia plynu nie zalezaly od predkoéci jak u?, ale
byly do tej predkosci proporcjonalne? Rozwazmy hipotetyczna sytuacje, w ktérej
energia plynu wraz z dostarczanym pedem mu ro$nie proporcjonalnie do tego
pedu, czyli E, = cmu. Wtedy nieréwnosé (1) prowadzi do warunku:

(2) v > e

Warunek oznacza, ze jesli masa wrzucona w plyn z taka niezwykla zaleznoscia
energii od predkoéci bytaby wolna, wolniejsza niz krytyczna wartosé ¢, to
niemozliwym byloby spelnienie zasady zachowania energii i pedu, zakladajac, ze
plyn zyskat ped. Innymi stowy, wolne czastki poruszalyby si¢ w tym plynie tak,
jakby tego plynu w ogdle nie byto! Tak, jakby wokot byla préznial Natomiast
szybsze czastki, poruszajace si¢ z predkoéciami przekraczajacymi ¢, moglyby
oddawac energie pltynowi, a tym samym zwalniac.

Czy takie plyny z nietypowa zalezno$cia energii od predkosci istnieja? Okazuje
sig, ze tak! Plyny takie nazywamy nadcieklymi, a badane sa od dekad.
Pierwsze doswiadczenia, dotyczace nadcieklego helu, przeprowadzone zostaly
w 1937 roku przez Piotra Kapice, ktéry za te badania zostal uhonorowany
Nagroda Nobla (ponad 40 lat péZniej). Odkrycie Kapicy wzbudzito olbrzymie
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Nazwa kondensatu Bosego—Einsteina
pochodzi od hinduskiego fizyka Satyendra
Nath Bosego, ktéry zaproponowatl nowe,
statystyczne wlasnosci fotonéw
(wprowadzil nierozréznialno$é czastek),
oraz Alberta Einsteina, ktory zrozumiat
glebig rozwazan Bosego i zastosowal jego
ide¢ do atoméw. O tym, co to jest
kondensat Bosego-Einsteina, pisal
réowniez Kazimierz Rzazewski w A?G.

Pomyst, by gaz utworzyl kondensat
Bosego—Einsteina, pojawil sie juz
w 1924 roku, jednak na doswiadczalng

realizacje nalezalto czeka¢ az do roku 1995.

Obecnie uktad ten jest badany przez setki
laboratoriéw. W Polsce kondensat
osiggnieto wysitkiem szerokiej
spolecznosci, kilku uczelni i instytutéw
PAN, ktére doprowadzily do powstania
Krajowego Laboratorium FAMO

w Toruniu.

Za teoretyczne prace nad nadcieklosciag
Anthony Leggett zostal wyrézniony

w 2003 roku Nagroda Nobla. Co ciekawe,
Leggett dos¢ dlugo rozwazal studia
inzynieryjne. Ostatecznie wybral kariere
uniwersytecka, co w jego przypadku
okazato si¢ dobrym wyborem.

zainteresowanie éwcezesnych fizykéw teoretycznych, ktorzy prébowali na

rozne sposoby zrozumieé to zjawisko. Okazuje sie, ze $cisty opis jest dosé
skomplikowany. Wprawdzie wczesne fenomenologiczne modele Laszlé Tiszy i Lwa
Landaua dawaly zgodno$é jakosciows z dos$wiadczeniem, ale na mikroskopijne
wyjaénienia, tzw. ab initio, nalezalo czekaé¢ dekady. Nawet kiedy juz poznano
mechanizmy rzadzace nadciekloscia, poprawne ilosciowe wyniki zaczeto obliczaé
dopiero w latach 90-tych, kiedy pojawily sie dostatecznie mocne komputery

i poglebilo sie zrozumienie teorii ukladéw wielu cial. Okazuje sie, ze w bardzo
schlodzonych gazach i cieczach, dla doéé typowych oddzialywan miedzy
czastkami, energia rosnie proporcjonalnie do predkosci. Rozumowanie z poczatku
tego artykulu prowadzi wiec do warunku (2), w ktérym pojawia si¢ krytyczna
predko$é ¢, bedaca przy okazji predkoécia rozchodzenia sie dzwieku w tych
uktadach. W doéwiadczeniach nadciektosé jest zjawiskiem bardzo stabilnym —
do$wiadczenia z nadcieklym helem dotycza litréw plynu, a efekty sa tak wyrazne
i zaskakujace jak sztuczki magiczne Davida Copperfielda (odsylacze do nagran
na konicu artykulu).

W trakcie dekad badan pojecie nadcieklosci ulegto pewnemu ,,rozmyciu”.
Funkcjonuja liczne, nieréwnowazne kryteria nadciekloéci. Ponizej oméwiono
rozne ujecia nadcieklosci w kontekécie nadciektych gazéw. Samo sformutowanie
moze wydawaé sie dziwne — jak gaz ma by¢ nadciekly, skoro nawet nie jest
ciekly? Z powyzszych rozwazan wynika, ze nadciekto$é dotyczy nie tylko
plynéw, réwniez gazow, a ma przejawiaé sie brakiem lepkosci lub sit oporu.
Nadciekly gaz tak naprawde byl juz prezentowany w Delcie — jest to gaz
schtodzony do temperatur miliardy razy nizszych niz temperatura pokojowa,
ktory przechodzi w tzw. kondensat Bosego—Einsteina. W typowym gazie
czastki poruszaja sie chaotycznie w losowych kierunkach z losowa szybkoscia.
W gazie schlodzonym do kondensatu Bosego—Einsteina wszystkie czastki maja
taka sama, prawie zerowa predkos¢, do tego na bodzce reaguja kolektywnie.
Zachowuja sie tak samo jak zolnierze w trakcie marszu (cytujac nobliste
Wolfganga Ketterlego). W tym kontekscie nie jest to moze dziwne, ze faza

ta jest nadciekta — intuicyjnie wynika ona z regularnosci ruchu wszystkich
atoméw. Czastkom tworzacym kondensat Bosego—Einsteina praktycznie zawsze
towarzyszy reszta czastek, tworzaca ,zwykla” chmure termiczna, ztozona

z czastek o losowych predkosciach, zachowujacych sie niezaleznie. Uktad
zawiera jakby dwa gazy na raz — nadciekly kondensat oraz faze normalna.
Pierwszy eksperyment demonstrujacy nadciektosé gazéw wykonata w 2004 roku
grupa noblisty Wolfganga Ketterlego, pracujacego w Massachusetts Institute

of Technology. Kondensat Bosego—Einsteina o$wietlono silng waska wiazka
laserowa, ktérej polozenie i predkosé byly precyzyjnie sterowane. Gdy wiazka
byla przesuwana po kondensacie z predkodcia mniejsza niz krytyczna predkosé c,
ktéra w kondensacie jest rzedu 0,1 cm/s, wtedy nie obserwowano zadnych zmian
w schltodzonym gazie. Dopiero gdy potozenie wigzki zmieniano szybciej niz c,

w gazie pojawily si¢ wiry i fale dZzwieckowe. Tym samym zrealizowano wprost
dos$wiadczenie myslowe przeprowadzone przez Lwa Landaua, opierajac si¢ na
warunku (2). Warto zwr6cié¢ uwage na pewna subtelnosé, gdyz mozliwe jest
zmniejszanie, a nawet wylaczenie, oddzialywan miedzy czastkami. Kondensat
Bosego—Einsteina gazu doskonalego (zlozonego z czastek nieoddziatlujacych) nie
jest nadciekly — przynajmniej nie w sensie kryterium Landaua.

Sa inne kryteria nadciekltosci, ktére oméwimy na przyktadzie pltynéw
umieszczonych w pojemniku w ksztalcie pierscienia. Jeden z nich dotyczy
zachowania plynu, gdy pojemnik, w ktérym sie znajduje, zaczyna sie powoli
obracac¢. Plyn przejawia nadciektos¢ pierwszego rodzaju, gdy nie zaczyna

sie obraca¢, mimo ze obraca sie naczynie, ktore go utrzymuje. Tego typu
nadciekto$éé ma miejsce nawet w przypadku gazu doskonatego i wynika wprost
z og6lnych cech mechaniki kwantowej. Ot6z w ukladzie zamknietym energie
sa ,,skwantowane”, tzn. uklad moze przyjac tylko pewne wartosci energii.
Zalézmy, ze pojemnik utrzymujacy gaz obraca si¢ powoli, z matg predkoscia
katowa w. Klasyczny ptyn obracalby sie wraz z pojemnikiem, a czastki ptynu
mialyby predkosé proporcjonalna do wr, gdzie r to promien pierdcienia.

Jesli jednak odpowiadajaca temu energia kinetyczna mv?/2 jest znacznie
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Nadcieklosé jest podobna do
nadprzewodnictwa. W przypadku
nadprzewodnictwa czastkami, ktére nie
czujg tarcia, sa tadunki elektryczne.

Akceleratory szybkich czastek bardzo sig
grzeja. Do ich chlodzenia uzywany jest
ciekly hel o temperaturach okoto 4 K. To
temperatura tylko troche powyzej
nadciektosci.

mniejsza niz minimalny kwant energii obliczony dla danego uktadu, to ptyn
po prostu pozostaje nieruchomy.

Innym kryterium nadcieklodci jest istnienie trwalych wiréw. Zatézmy, ze
pojemnik i znajdujacy sie w nim plyn juz si¢ obracaja, z taka sama duza
predkoécia katowa. Jak zachowa si¢ ciecz, gdy pojemnik nagle przestanie sie
obracac¢? Zwykly, klasyczny obracajacy sie ptyn na skutek tarcia o Scianki
naczynia i zderzen miedzy jego czastkami po chwili zatrzyma sie. Inaczej
wyglada sprawa, gdy méwimy o ptynie nadcieklym. Ptyn nadciekly moze
obraca¢ sie niezwykle diugo, nie zwazajac na zatrzymanie sie pojemnika.
Kondensat Bosego—Einsteina oddzialujacych czastek spelnia to drugie
kryterium nadciektosci, co potwierdzono doswiadczalnie w eksperymencie
przeprowadzonym w grupie Gretchen K. Campbell (National Institute of
Standards and Technology). W do$wiadczeniu kondensat Bosego—Einsteina
umieszczono w putapce o ksztalcie pierscienia. Z przyczyn technicznych
putapka byta nieruchoma, natomiast mozliwe bylto rozkrecenie kondensatu
dodatkowym laserem odpychajacym atomy. Wiazka lasera obracala si¢ po
obwodzie pierScienia, wprawiajac atomy w ruch. Przy stopniowym wylaczaniu
wiazki obserwowano, ze skondensowany gaz porusza sie dlugo po obwodzie
pierécienia, analogicznie do nadciektego helu.

Zainteresowanym Czytelnikom polecam obejrzenie na YouTube nagran
doswiadczen przeprowadzonych na schtodzonych cieczach, konkretnie cieklym
helu. Pierwszy film (youtu.be/2Z6UJbwxBZI) pokazuje doswiadczenie, w ktérym
widaé, jak nadciekty hel wspina sie po $ciankach naczynia, pozornie whrew
grawitacji. W drugim filmie (youtu.be/YVMuI_shltE) widaé tak zwang fontanne
helowa.

W komentarzach pod filmami o nadcieklosci pojawia si¢ pytanie — czy w cieczy
nadcieklej da sie plywacé¢? Z powyzszych rozwazan wynika, ze jak najbardziej —
wystarczy machac¢ rekoma szybciej niz predkosé krytyczna nadciektego ptynu.
A czy krecacy sie bez konica baczek jest zawsze dowodem na to, ze $nimy? Jak
widaé¢, niekoniecznie: obserwujac krecacy si¢ baczek zrobiony z nadcieklego helu,
nie bedziemy w stanie rozstrzygnaé, czy to jawa czy sen.

i Zadania

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 977. Sita F,, potrzebna do pokonania oporéw
toczenia kota po plaskiej powierzchni jest
proporcjonalna do sity N nacisku na o$ kota:
Fop = frN. Typowy wagon z weglem ma mase

Przygotowal Eukasz BOZYK

M 1603. W turnieju pitkarskim bierze udzial 2n druzyn.
Pierwszego dnia odbylo si¢ n meczéw, przy czym kazda
druzyna rozegrata dokladnie jeden mecz. Podobnie drugiego
dnia kazda druzyna rozegrala dokladnie jeden mecz, z inng
druzyna niz pierwszego dnia. Wykazaé, ze po dwdch dniach
rozgrywek mozna wskazaé¢ n druzyn o tej wlasnosci, ze
zadne dwie jeszcze ze soba nie graly.

Rozwiazanie na str. 21

m = 80 ton. Ile takich wagonéw moze pociagnaé M 1604. W konferencji bierze udzial 2n oséb, przy czym
lokomotywa o masie M = 120 ton po poziomym torze? kazda z nich zna doktadnie trzech innych uczestnikow
Jakie jest najwieksze nachylenie toru, po ktérym ta konferencji. Co wiecej, wszystkich uczestnikéw mozna

lokomotywa moze wciagna¢ 40 wagonéw z weglem? tak posadzié¢ przy okraglym stole, aby kazdy siedziat
Wspélczynnik tarcia statycznego stal-stal f = 0,7, pomiedzy dwoma sposréd swoich znajomych. Wykazaé, ze
wspdlezynnik tarcia tocznego kot o stalowe szyny wszystkich uczestnikéw mozna na co najmniej trzy rézne
fr =0,002. sposoby zakwaterowaé¢ w n pokojach dwuosobowych tak,

Rozwiazanie na str. 9

F 978. Wagi laboratoryjnej uzywamy do mierzenia
niewielkich mas z dokladnoscia do 1 miligrama.
Podczas wazenia zabytkowej figurki szachowej

aby kazdy byl w pokoju ze swoim znajomym. Dwa sposoby
zakwaterowania uznajemy za rozne, jesli co najmniej jedna
osoba ma w nich innego wspéllokatora.

Rozwiazanie na str. 4

wykonanej z hebanu suma réwnowazacych ja mas M 1605. W konferencji bierze udzial 2n oséb, przy czym
mosieznych odwaznikow wynosi my; = 30 g. Ile kazda z nich zna doktadnie trzech innych uczestnikow
wynosi rzeczywista masa M figurki? Gesto$¢ hebanu konferencji. Czy wynika z tego, ze wszystkich uczestnikéw
prr = 1,2 g/em®, gestosé mosiadzu pyr = 8,5 g/cm?®,  mozna zakwaterowaé w n pokojach dwuosobowych tak, aby

a powietrza pp = 1,2 mg/cm3.
Rozwiazanie na str. 8

kazdy byl w pokoju ze swoim znajomym?
Rozwiagzanie na str. 6



@

Rozwigzanie zadania M 1604.
Rozwazmy usadzenie przy okraglym stole
spelniajace opisany w zadaniu warunek.
Kolejne pary uczestnikéw siedzacych obok
siebie przy stole polgczmy na zmiane
odcinkami czerwonymi i niebieskimi.
Ponadto kazdego polaczmy zielonym
odcinkiem z tym znajomym, obok ktérego
nie siedzi. Wystarczy teraz zauwazyc¢, ze
kazdy z trzech uzytych koloréw wyznacza
inny sposéb zakwaterowania.

ST

Czytelnik moze stusznie skojarzy¢
przedstawiony tu problem

z protokotem transferu utajnionego,
opisanym w A%Q. Tutaj jednak nie
wymagamy, aby jedyna informacja
uzyskang przez Bogumila byta
warto$é x;.

W calym artykule: sumowanie nalezy
rozumie¢ ,modulo 2”7, czyli np.
1+14+04+1=1.

Przyklad

Jedli = (1,1,0,1,1
oraz a = (0,1,0,0,1
to a' = (0,1,1,0,1
i Tq =1, x4 = 1.
Koszt komunikacji to 20.

1,1,0,1), =3
1’07170)7
1,0,1,0)

)

)
)
) )

) )

A jednak sie da (VII),

czyli saga kryptologiczna w odcinkach.
Tym razem: nie wiem, ale powiem.

tukasz RAJKOWSKI

Wyobrazmy sobie nastepujaca wakacyjna historie milosna, ktéra miata prawo sie
zdarzy¢ przed nastaniem ery wszechobecnych mediéw spotecznosciowych.

Bogumit ma problem sercowy. Na dyskotece z okazji ostatniego dnia kolonii
poznal wspanialg dziewczyne, Aldone. Niestety, pechowym zbiegiem okolicznosci,
rodzice zabrali Aldone do domu zanim Bogumil zdgzyl uzyskaé od niej numer
telefonu. Biedny Bogumil Zycia bez Aldony sobie nie wyobraza, wiec kombinuje
jak moze, aby ow numer posiqg$é i bez konca do niej wydzwaniaé z wyznaniami
mitosci. Szczesliwie, Bogumil ma kolegow, ktorzy w sprawach sercowych sq¢ duzo
bardziej biegli od niego. Podobno Dobromir podczas kolonii zapisal w zeszycie
numery telefonow wszystkich dziewczyn z wyjazdu. Sek w tym, Ze Dobromir

to straszna papla, a Bogumilowi nie usmiecha sie, by wszyscy jego koledzy

z podwdrka wiedzieli, co czuje do Aldony, bo glgby i tak tego nie zrozumiejg —
Dobromir nie moze zatem dowiedzieé sie, Ze chodzi o Aldone. Na domiar zlego,
Dobromir wyjechal do Szwajcarii, choé¢ szczesliwie akurat on zostawil Bogumilow:
swdj numer telefonu (jednak polgczenie sporo kosztuje). Co powinien zrobié
Bogumil, aby odzyskaé kontakt z Aldong i zaplacié jak najmniejszy rachunek

za polgczenie z Dobromirem?

To, czego potrzeba Bogumitowi do szczescia, to protokdt prywatnego uzyskiwania
informacji (jest to préba tlumaczenia angielskiego terminu private information
retrieval), czyli sposéb na odpytywanie bazy danych (Dobromira) tak, aby
baza danych nie wiedziala, o co ja pytamy, i mimo to dostarczyta odpowiedzi
(tytulowe nie wiem, ale powiem). Oczywiscie Bogumil méglby poprosié

o przeslanie calej bazy danych (czyli o przedyktowanie zawartosci calego
zeszytu), ale zalezy mu na tym, by zminimalizowaé ilo$¢ przesylanej informacji.
Zaprawieni w lekturze kacika AJSD Czytelnicy nie powinni mie¢ trudnosci

z przettumaczeniem tego problemu na bardziej matematyczny jezyk: Dobromir
zna ciag bitéw x = (z1, 22, ..., T,). Bogumil chce poznaé wartosé x; dla
wybranego przez siebie i < n, jednak nie chce zdradzi¢ Dobromirowi wartosci <.
Zakladamy, ze kazda informacja wystana do i od Dobromira kosztuje, a Bogumit
chce uczyni¢ ten koszt jak najmniejszym. Wydaje sie, ze nie moze on zrobic
niczego istotnie lepszego od poproszenia Dobromira o caly ciag ... Céz,

a jednak sie da!

Kolegéw dwéch (lub wiecej)

Na poczatku uprosémy sytuacje i zatézmy, ze Bogumil ma jeszcze jednego
kolege, Eustachego, ktéry zna x, ponadto nie zna si¢ on z Dobromirem.
Woéwezas Bogumil méglby zastosowaé nastepujaca egzotyczna (i, jak sie

zaraz okaze, niezbyt madra) procedure: losuje ciag binarny a = (a1,...,a,)

i prosi Dobromira o przeslanie zq := Y ,_, Txak, a Eustachego o x4/, gdzie

a = (dy,...,a.) to ciag a, w ktérym warto$é¢ i-tego bitu zostala zmieniona (tzn.
a; + a; =1 oraz aj, = a, dla k # i). Okazuje si¢, ze wéwczas xq + o = ¥;, gdyz

n
Ta + Tq = Zxk(ak +a)) = Z 2zay + xi(a; + ai) = ;.
k=1 ki
W tej sytuacji, znajac x4 oraz x4/, Bogumit jest w stanie odtworzy¢ z;.
Z drugiej strony, ciag a jest losowy, wiec nie dostarcza Dobromirowi zadnej
informacji o i. Ponadto z punktu widzenia Eustachego ciag a’ jest losowy (co
wymaga by¢ moze krétkiej chwili zastanowienia), wiec on tez nie uzyskuje zadnej
informacji o i. Zauwazmy, ze gdyby Dobromir i Eustachy potaczyli sity, to
mogliby tatwo odtworzy¢ ¢ — jest to jedyny indeks, na ktérym réznia si¢ ciagi
a i a’. Zakladamy jednak, ze nie komunikuja sie oni ze sobg, zatem Bogumil nie
musi si¢ przejmowaé taka ewentualnoscia.
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Kontynuacja przyktadu:

0 1
a= (0,0,1), = (0,1,1), wbwczas
a’ = (1,0,1), & = (0,1,0), oraz
Ea.,b =4 Ea’,b =0, Ea,b’ =0,
:Ba.',b’ =1

Co prawda, koszt komunikacji to 28
(czyli zwiekszy! sie), ale juz dla n > 25
bylby on mniejszy niz przy
wykorzystaniu dwoch baz danych.

Jak juz wspomnieliSsmy, powyzszy sposob — cho¢ wykorzystuje pewne chytre
obserwacje — jest dla Bogumita bezwartosciowy. Przypomnijmy bowiem, ze
przesyl informacji w obie strony jest kosztowny, a w zaprezentowanym protokole
Bogumil wysyla dwa ciagi dlugosci n, czyli az 2n bitéw. Juz (dwa razy) lepiej
byloby poprosié Dobromira o przestanie calego ciggu !

Rzecz jasna, nie zaprezentowaliSmy powyzszej idei tylko po to, by stwierdzié jej
bezuzyteczno$é. Okazuje sie, ze mozna jg tak zmodyfikowaé, zeby jednak cos
na niej zyska¢. W tym celu potrzebujemy kolejnych dwoch kolegdéw z dostepem
do x, ktorzy sie ze sobg nie komunikuja. Umiesémy wartosci x w kwadratowej
tablicy X = [Tk,i]k,1<m rozmiaru m x m, gdzie m = [/n]. Powiedzmy, ze

T; = Ta,3- L'ym razem Bogumil losuje dwa binarne ciagi a i b dtugosci m

i wysyla je Dobromirowi. Dobromir oblicza Zq. 4 := Zk,lgm Ty, 1a,b;. Podobnie
jak poprzednio niech a’ powstaje z a przez zmiane a-tego bitu, a b’ powstaje

z b przez zmiane B-tego bitu. Do kolejnych znajomych Bogumil wysyta pary
ciagéw bitéw (a,b), (a’,b), (a,b) i (a’,b"), otrzymujac od nich Za b, Ta’ b, Tapr
oraz Te . WOWCzZas W sumie ZTg p + Ta/ b + Ta,b’ + Ta/ b/

e dla k # o, # § skladnik Ty, jarb; liczony jest cztery razy (wystepuje w kazdej
skladowej sumie), wiec nie jest liczony wcale,

o dla [ # 8 sktadnik T, ja,b; liczony jest dwa razy, tak samo jak T, ;al,b;; obu nie
musimy zatem liczy¢,

e dla k # « skladniki Ty gaibs i fkwgakb’ﬁ liczone sa dwa razy, wiec podobnie jak
w poprzednim punkcie nie wpltywaja na wynik,

o wirdd liczb anbs, agbp, anbl, ayby sa trzy zera i jedynka, a zatem suma
sktadnikéw fa’gaabg, fa,ga;b[% Ia,gaab’ﬂ, fa’ga/ab% daje Za,p-

Powyzsze rozwazania dowodzg, ze Ta b + Ta/p + Tap' + Ta' b’ = Ta,p-

Bogumil uzyskuje zatem szukang warto$¢ T, g = x;, a jego koledzy nie
dowiaduja sie niczego o «, 8 (co uzasadniamy tak jak poprzednio). Tym razem
wykorzystujemy cztery bazy danych, ale za to rozmiar naszej komunikacji

to 4(2y/n + 1). W analogiczny sposdb, poprzez zapisanie & w d-wymiarowej
tablicy i wykorzystanie 2¢ baz danych, mozemy dokonaé prywatnego uzyskania
informacji przy komunikacji rozmiaru 2¢(d¢/n + 1). Widzimy zatem, ze mozemy
w ten sposob uzyskaé¢ dowolnie maly wyktadnik przy n, jednak kosztem
wyktadniczo rosnacej liczby potrzebnych, nieskomunikowanych baz danych.

...a moze jednak wystarczy jeden?

Co, jedli nie jestedmy w tak wygodnej sytuacji i Bogumil jest skazany wylacznie
na Dobromira? Czy mozemy istotnie zmniejszy¢ koszt transmisji, majac

do czynienia tylko z jedna baza danych? Co6z, gdyby bylo inaczej, temat
niekoniecznie zastugiwalby na prezentacje w naszym kaciku. Okazuje sig, ze
nawet majac do dyspozycji jeden egzemplarz bazy danych, mozemy dokonaé
»brywatnego zapytania” kosztem rzedu rozmiaru bazy danych podniesionego do
dowolnie matej potegi. Po raz pierwszy taki magiczny sposéb zaproponowali
Eyal Kuszilewi¢ i Rafail Ostrowski w 1997 roku. Aby dokonaé jego prezentacji,
musimy przedstawi¢ male przypomnienie z teorii liczb (patrz réwniez artykul

o commicie w Al}).

Niech n bedzie liczba naturalna. Kwadratem z dzielenia przez n nazwiemy taka

liczbe naturalng, r, ze istnieje x, dla ktérego r = 2 (mod n). Dla przyktadu, 23 jest
kwadratem z dzielenia przez 7, gdyz 23 = 3% (mod 7), ale 3 juz nim nie jest. Oznaczmy
przez Q, zbiér kwadratéw z dzielenia przez n, ktére sa wzglednie pierwsze z n. Dla

n = pq, gdzie p i ¢ sa réznymi liczbami pierwszymi, mozna nietrudno pokazaé, ze

9, = 9, N Q,. Niech B,, bedzie zbiorem liczb wzglednie pierwszych z n, ktére nie naleza
ani do 9, ani do Q,. Mozna pokazaé, ze Q,, i O, ,zachowuja sie” jak liczby dodatnie
i ujemne, to znaczy: pomnozenie dwéch liczb z Q,, lub dwoch liczb &, daje liczbe

z Qn, a pomnozenie liczby z Q,, i liczby z ©,, daje liczbe z 0,,. Ponadto, dla duzych
wartosci p, ¢ stwierdzenie, czy liczba z Q, U ®,, nalezy do Q,, jest trudne obliczeniowo,
jedli znamy tylko warto$é n (a bardzo tatwe, jedli znamy p i q).
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Rozwigzanie zadania M 1605.
Odpowiedz: Nie wynika.

Na ponizszym obrazku zilustrowana jest
przykladowa sieé¢ znajomosci
(uczestnikom konferencji odpowiadaja
punkty, a znajomosciom — odcinki), dla
ktérej stosowne zakwaterowanie nie
istnieje.

Rzeczywiscie, niezaleznie od sposobu
zakwaterowania osoby A, pozostali
uczestnicy dziela si¢ na dwie grupy
5-osobowe i jedng 4-osobowa o tej
wtlasnosci, ze kazdy ma
niezakwaterowanych dotad znajomych
tylko w obrebie danej grupy. Zadnej

z grup 5-osobowych nie da sie
zakwaterowaé w dwuosobowych pokojach.

* Wydzial Matematyki i Fizyki
Stosowanej, Politechnika Rzeszowska

[VIRH

Rys. 1

Wykorzystujac przedstawiona teorig, mozemy zaproponowaé nastepujacy
protokot prywatnego uzyskiwania informacji dla jednej bazy danych
(Dobromira):

(a) Bogumil i Dobromir umawiaja sie na reprezentacje ciagu & w postaci
tablicy X = [Ek,l}kgs,lgr Zalézmy, ze x; = To,8;
(b) Bogumil wybiera duze liczby pierwsze p, ¢ (ktérych reprezentacja dwéjkowa
ma K bitéw) i oblicza n = pgq, po czym wybiera losowo y1,...,ys < n w taki
Sposob, ze y, € Oy oraz yi € Q,, dla k # a. Nastepnie przekazuje n oraz
wszystkie liczby 1, ..., ys Dobromirowi. Zauwazmy, ze zgodnie z nasza
uwaga Dobromir (nieznajacy p, ¢) dla zadnego k < s nie jest w stanie
stwierdzi¢, czy yr € Oy, nie dowie sie zatem niczego o «;
Dla kazdego < t Dobromir oblicza z, = [[;_, yiﬂg’” modulo n. Jest to
iloczyn wszystkich wystanych liczb yi, przy czym niektére — te, ktérym
w 7-tej kolumnie odpowiada jedynka — mnozone sg ,,w kwadracie”. Poniewaz
tylko y, nie jest kwadratem modulo n, wigc 2, jest kwadratem tylko wtedy,
gdy yo jest mnozone ,w kwadracie”, czyli gdy x4, = 1;
(d) Bogumil sprawdza, czy zg jest kwadratem (moze to uczynié, gdyz zna p, q).
Jesli tak, to x4,3 wynosi 1, w przeciwnym przypadku 0.

Przedstawiona komunikacja zajmuje Ks + Kt bitéw, czyli w ten sposéb, biorac
s =t = /n, mozemy juz osiagna¢ komunikacje rozmiaru 2K+/n. A mozna jeszcze
lepiej! Zauwazmy, ze spoérdéd skonstruowanych przez Dobromira liczb z1, ..., 2
Bogumita interesuje tylko zg, przy czym nie chce on, by Dobromir poznat j.
Toz to brzmi doktadnie jak wyjSciowy problem, wiec rzecz pachnie rekurencja
na kilometr! Bogumil moze zastosowaé ten sam protokoét dla ciggu zq,. .., z,
aby poznaé zz. Wéwczas rozmiar komunikacji jest rzedu Ks + K - 2K+/t;
optymalizujac ze wzgledu na s,t, pod warunkiem st = n, dostajemy koszt
3K°%/3/n. W ten rekurencyjny sposéb mozemy dowolnie zbijaé¢ wykladnik

przy n (odwrotnie proporcjonalnie do gltebokosci rekurencji); niestety, kosztem
puchnacego (z grubsza liniowo wraz z glebokos$cia rekurencji) wykladnika

przy K. C6z, odwotujac sie do klasyka, nie udato nam si¢ przyrzadzi¢ zupetnie
darmowego obiadu, mamy jednak nadzieje, ze Czytelnicy i tak docenia
(podobnie jak Bogumil) chytros$é i elegancje przedstawionych protokotéw.

Kto ma racje?
Jarostaw GORNICKI*

Skoriczyt sie mecz — najwazniejsze wydarzenie tygodnia. Po burzliwej wymianie
zdan na jego temat trzej przyjaciele: Diugi, Gruby i Ludek wracali do domu.
Nagle Ludek zapytal o zadanie z matematyki, ktore bylo na jutro. Dtugi i Gruby
staneli jak zaczarowani. Zapomnieli o zadaniu. W necie na chwile sie zagotowalo!
Nastata cisza przerywana wiadomosciami przychodzacymi na komérki. Nikt

z klasy jeszcze zadania nie zrobil. Zadanie byto krétkie:

Jak gruba powinna byé moneta, aby szansa, Ze wylgduje ona na krawedzi,
wynosita %?

Wszyscy zgodzili sie przyjaé uproszczenie, ze moneta jest jednorodnym,
symetrycznym walcem. Gruby, ktory poczatkowo zbladl i spocil sie, nieSmialo
zglosil pomysl. Posmarujemy deske miodem (by rzucana moneta nie odbijala sie
i nie toczyla), sklejajac pieciogroszéwki stworzymy kilka wariantéw ,,grubych”
monet i na podstawie eksperymentu wybierzemy odpowiedz.

Dtlugi uznal, Zze zadanie jest tatwe i szkoda miodu. To, na ktérej ,stronie”
wyladuje moneta, jest proporcjonalne do pola powierzchni poszczegdlnych
»stron”. Zatem warunki zadania beda spelnione, gdy pole powierzchni bocznej
walca bedzie réwne polu podstawy. Obliczyt (rys. 1):

d d\? d 1
2-7r--g:7'r-<>, zatem 2¢g = —, skad g:zd.

2 2 2’



Rys. 3

I triumfalnie oznajmil: grubo§¢ monety powinna stanowi¢ 25% dlugosci jej
érednicy. Zycie jest piekne, a my jesteémy genialni! Jednak Ludek, ktéry lubit
fizyke, nad czym$ rozmyslal. Po chwili powiedzial, ze widzi inne rozwiazanie.
Poza przypadkiem, gdy moneta wyladowata od razu na swojej podstawie lub
na krawedzi, musiata wyladowac¢ koslawie. Miodek chwyta koslawie padajaca
monete, ktéra pod wpltywem sily ciezkosci ostatecznie wyladuje na tej stronie,
na ktorej rzut jej srodka ciezkosci znajdzie sie we wnetrzu powtoki wypuktej
rzutu tej strony. To za$ zalezy od kata % AOB, i tu zrobil rysunek (rys. 2).
Warunki zadania beda spelnione, gdy kat x AOB bedzie réwny % kata prostego
X AOC. Przy oznaczeniach z rysunku

1

?—g =tg30° = ﬁ, skad g = ﬁd ~ 0,577 - d.
sd 3 3
Oznacza to, ze grubo$¢ monety spetniajacej warunki zadania powinna wynosié¢
57,7% dlugoscei jej Srednicy. No to mamy problem, przyznali chlopcy, ale
najwazniejsze byto dla nich, ze na lekcje nie péjda z niczym.

Gruby po powrocie do domu zaczal szukaé¢ czegos na temat zadania w necie.
Znalazt fascynujaca historie. Pewnego razu, gdy John von Neumann wraz

z uczonymi kolegami wysiadal z takséwki, takséwkarz zadal mu pytanie, ktére
jest trescig naszego zadania. Ku niematemu zdziwieniu kolegéw, po jakichs
1520 sekundach von Neumann ocenit, ze grubo$¢ takiej monety powinna
stanowié okoto 35% dlugosci jej $rednicy. Jak rozumowal von Neumann, mozemy
sie tylko domyélaé.

Federick Mosteller widzial to tak (Fifty challenging problems in probability with
solutions, Dover Publ., N. York, 1965, Problem 38). Na monecie (=walcu) opisana
jest sfera o promieniu R (rys. 3). Te sfere tworza wszystkie mozliwe wektory
momentu sity znormalizowane do dlugosci R, zaczepione w srodku cigzkosci
walca. Sa to tez wszystkie mozliwe kierunki rzutu srodka ciezkosci walca. Aby
spelni¢ warunki zadania, trzecia cze$¢ powierzchni kuli powinna przypadaé na
sytuacje, gdy rzut srodka cigzkosci pozwala na ladowanie monety na krawedzi.
Poniewaz pole warstwy kulistej jest proporcjonalne do jej grubosci (= 2w Ryg), wiec

nasza moneta powinna mie¢ grubo$¢ réwna 3 $rednicy sfery opisanej na monecie.
Zatem 1
9=73" 2R, czyli 2R = 3g.

Pozostaje obliczy¢ grubosé takiej monety w stosunku do jej srednicy. Tu
wystarczy Pitagoras:

1
2, 2 2

+d° = (2R)*, skad g= d~ 0,353 -d.
g (2R)%, skad g 23

Kto ma racje?

Dowody ,,just-do-it” w zadaniach o przeliczalnosci

*student, Uniwersytet Cambridge

We wrzesniu 2018 roku mial miejsce
kolejny, trzeci miedzynarodowy obdz
matematyczny Maths Beyond Limits,
odbywajqcy sie corocznie w Miléwce kolo
Zywca. W zeszlym roku wzielo w nim
udziatl 60 licealistéw z 12 europejskich
panstw. Rekrutacja uczestnikéw na
tegoroczny obdz jest juz zakoriczona,
natomsiast potencjalni tutorzy wcigz
mogaq zglaszaé sie do prowadzenia zajec.
Szczegoly dotyczqce aplikacji oraz obozu
dostepne sq na stronie
mathsbeyondlimits.eu

Przeliczalnie wiele, czyli tyle, ze mozna
je ponumerowad liczbami naturalnymi.

Robert CRUMPLIN*

W zeszlym roku (juz po raz drugi!) mialem przyjemnosé petnié¢ funkcje tutora
podczas obozu Maths Beyond Limits. Poprowadzitem dwie serie zajeé, z ktorych
jedna dotyczyta teorii mnogoéci. Starajac si¢ da¢ uczestnikom podstawy
arytmetyki zbioréw nieskoniczonych w zajmujacy i bezbolesny, mam nadzieje,
sposéb, pokazalem ciekawe zadania, wykorzystujace ré6zne metody i pomysty.
Jeden z nich jest szczegdlnie warty uwagi. . .

Zadajac proste pytanie ,Czy istnieje zbidr [...] spelniajacy warunki [...]?”,
mozna wygenerowaé wiele zadan. Niektorzy nawet zaznacza, ze przeliczalnie
wiele. Struktura zbioréw jest na tyle prosta, ze jesli rozwiazanie istnieje

(i przypadkiem nie jest réwnowazne hipotezie continuum), prawdopodobnie
znajdziemy je, korzystajac z podstawowych wtasnoéci funkcji dziatajacych
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Gesty podzbiér plaszczyzny to taki, ktory
ma przynajmniej jeden punkt wspdlny

z dowolnym podzbiorem otwartym
ptaszczyzny. Np. zbiér wszystkich
punktéw o wspdlrzednych niewymiernych
Q x Q jest podzbiorem gestym
plaszczyzny. Jezeli z tego zbioru
wyrzucimy punkt o wspétrzednych
(v/2,/2), to zbiér nadal bedzie gesty.

Jezeli Az jest gesty w zbiorze Aq, a Az
jest gesty w zbiorze As, to z tego wynika,
ze Ag jest gesty w Aj.

Kule otwarte na plaszczyznie to nic
innego niz kota bez brzegu.

Jeszcze uzasadnienie, dlaczego faktycznie
zbibér A jest gestym podzbiorem
plaszczyzny: w dowolnym zbiorze
otwartym mozna umiescié¢ ktorys ze
zbioréw D, (dowolnie mala kula), a z nim
zbiér A ma na pewno co najmniej jeden
punkt wspélny.

Rozwigzanie zadania F 978.
Podczas dokladnego wazenia nalezy
uwzglednié¢ sily wyporu powietrza.
Réwnowaga mas na szalkach wagi
oznacza rownowage ciezarow

z uwzglednieniem sit wyporu powietrza:

M mar
g (M —ppP > =g (mM —ppP ,
PH PM

gdzie g oznacza przyspieszenie ziemskie.
Otrzymujemy stad:

mar (l — :\PI)

M = R — ~
PH
1 1
~my +mypp | — — — | -
PH PM

Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy M =~ 30,027 g.

na zbiorach. Dodatkowo, czasem warto przeformutowaé problem, powigzaé

go z czym$ dobrze znanym, pozwalajacym lepiej go zwizualizowaé (np. mysleé
o podzbiorach plaszczyzny zamiast o calej plaszczyznie). Dobrym planem ataku
moze by¢ wiec nie préba znalezienia abstrakcyjnego dowodu, a konstrukcja
przykladu metoda just-do-it! Jezeli zbiér rzeczywiscie istnieje, by¢ moze nie
bedzie trudno go znalezé. Jezeli za$ pomysly (badz nerwy) wyczerpia sie, mozna
sprobowaé dowies¢ jego nieistnienia.

Metode just-do-it dobrze promuje na swoim blogu Medalista Fieldsa, Tim
Gowers, poprzez nastepujace zadanie:

Czy istnieje gesty podzbidér plaszczyzny, ktéry nie zawiera trzech wspétliniowych
punktéw?

Istnienie takiego zbioru byloby raczej zaskakujace, majac na uwadze, ze zbiory
geste sa w pewnym sensie duze (w odniesieniu do zbioru, w ktérym sa geste),
natomiast brak trzech wspoétliniowych punktéw sugeruje, ze zbiér powinien by¢
maly. Wszelkie watpliwosci znikna jednak, gdy zastosujemy podejscie just-do-it.
Oczywiscie zachecam Czytelnika do proby samodzielnego rozwiazania przed
przejéciem do dalszej czesci tekstu.

Spréobujmy zatem 6w zbior skonstruowaé. Oznaczmy go przez A. Wiemy, ze
zbiér punktéw o wspélrzednych Q x Q jest gesty na plaszczyznie. Zauwazmy,
ze wystarczy pokazaé gestosé zbioru A wzgledem zbioru Q x Q. Zamiast
analizowac cala plaszczyzne na raz, rozwazmy jej mniejsze kawatki: kule
otwarte {B((p7 q), %)|(p, q) € Q x Q,n € N} o $rodkach w punktach Q x Q

i promieniach ;.. Czyli dla kazdego punktu z Q x Q rozwazmy przeliczalnie wiele
kul (moga mieé¢ dowolnie maly promien). Przeformulujmy zadanie nastepujaco:
»Dany jest przeliczalny zbior kul otwartych Dy, Do, ... Czy istnieje zbiér A
(podzbiér Q x Q) taki, ze AN D, jest niepusty dla kazdego n i zadne trzy punkty
z A nie leza na jednej prostej?”. Zbiér A skonstruujemy indukcyjnie. Niech aq
bedzie dowolnym punktem z D;, natomiast as dowolnym punktem z Ds. Dalej,
wybierzmy as € D3 takie, ze nie lezy ono na prostej zawierajacej a; i az. Kuli
otwartej nie da si¢ pokry¢ skonczona liczba prostych, zatem na pewno istnieje
odpowiednie az. Te konstrukcje mozna kontynuowaé, co daje finalne rozwigzanie.

Okazuje si¢ zatem, ze nasza konstrukcja sprowadza sie do kilku pomystéw, ktore
mozna uogolni¢ do calej klasy zadan tego typu. Po pierwsze, skorzystalismy

z faktu, ze zbiér R X R ma przeliczalny podzbiér gesty (jest osrodkowy). Pozwolito
nam to sprowadzi¢ problem do podobnego, prawie ze skonczonego i umozliwito
konstrukcje krok po kroku. Jedyne, co pozostato, to zacisnaé¢ zeby i dokonczyé
rozumowanie.

Podczas moich zajeé wiele zadan mozna bylo rozwiazac¢, korzystajac
z podobnego rozumowania. Na przyktad:

Czy istnieje nieprzeliczalny zbiér parami rozlacznych balwankéw na
plaszczyznie?

Balwankiem nazywamy tu niezdegenerowana figure w ksztalcie é6semki (np. dwa
zewnetrznie styczne okregi).

Nie mozna zapomnie¢, ze funkcje w pewnym sensie sa takze zbiorami, czyli
ze o f: A — B mozna my$leé¢ jako o podzbiorze A x B. Mozemy zatem mieé¢
nadzieje, ze pytania o istnienie funkcji o okreslonych wtasnosciach mozna
rozwiazywac podobnie. Warto przyjrze¢ si¢ nastepujacemu zadaniu:

Wykazaé, ze dla kazdej funkcji g : Q x Q — R istnieje funkcja f: Q x Q — R
taka, ze f(z, Az + pu) — g(A\, u) przy @ — oo. W przypadku probleméw, wystarczy
przypomnieé sobie przytoczone rozumowanie i... Just do it!

Thumaczyli Anna EEN (MISMaP UW) oraz
Pawel PIWEK (Uniwersytet Cambridge)
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Rozwigzanie zadania F 977.
Wartoéé poziomej sity F', z jaka
lokomotywa dziata na tory, ograniczona
jest przez tarcie statyczne kot o szyny,
F < Mgf, gdzie g jest przyspieszeniem
ziemskim. Podczas jazdy ze stala
predkoscig sita F' pokonuje site Fi)p
oporéw toczenia két lokomotywy i kot
n wagonéw. Mamy wiec:

Mgf > (M+nm)gfr.

Stad wynika, ze maksymalna liczba
wagonéw wynosi:

n < <i — 1) M
fr m

Podczas wjazdu na zbocze nachylone
do poziomu pod katem o« maksymalna
sktadowa sity wzdluz toru wynosi

F = Mgf cos a. Podczas jazdy sila ta
musi pokona¢ opér toczenia oraz
sktadowa sily ciezkosci réwnolegtla

do toru:

= 523.

>

> (M+nm)gsina + (M +nm)gfr cos a.
Stad:

Mgf cosa

t < My f

ga L ——— — fr,

ST M + nm !

co dla n = 40 daje ograniczenie o < 1,34°.

Gdy konieczne jest pokonywanie odcinkéow
bardziej stromych, wagonéw musi by¢
mniej lub nalezy doczepié¢ druga
lokomotywe. Dla predkosci do 50 km/h
opér powietrza jest kilkadziesiagt razy
mniejszy od oporéw toczenia.

Od redakcji: Pawel Sawicki jest laureatem
Konkursu Uczniowskich Prac

z Matematyki im. Pawla Domanskiego

z 2018 roku, organizowanego przez Delte
oraz Polskie Towarzystwo Matematyczne.
Prace ucznia mozna znalezé na stronie
www.deltami.edu.pl/delta/redakcja/konkurs
_prac_uczniowskich/lista_laureatow/

Nadchodzs. ..

Justyna Dabrowska, psycholozka, pisarka, kontynuuje cykl wywiadéw z ludZmi
starymi, w ktorych jako wyréznik przyjela urodziny rozmoéwcy przed II Wojna
Swiatowa. Kolejny tom tych rozméw, ,Miloéé jest warta starania” (Wyd. Agora),
ilustrowany jest pigknymi portretami z obiektywu Mikotaja Grynberga.

Mboéwi si¢ wciaz i wszedzie, ze ,,spoleczenstwa si¢ starzeja”. Wiem co$ na ten
temat, znalaztam si¢ w grupie oséb, z ktorymi w tej ostatniej ksigzce Justyna
rozmawiala. Osobowo$¢ autorki, a takze jej zawdd sprawiaja, ze wie jak
prowadzi¢ ROZMOWE - rozmowe, ktéra aktywizuje takze Czytelnika.

Jest ,nas”, dtugowiecznych, coraz wiecej, bo: ...zyliSmy w trudnych czasach,
ktore wymagaly aktywnodci fizycznej i umystowej, . ..nasze odzywianie bylo
blisko natury, ...zycie w pewnym sensie wymuszalo na nas aktywnos¢ spoteczna,
liczne kontakty i wspélprace. Wreszcie, bo widocznie nosimy korzystny uktad
gendéw. Rozméwey Justyny to ludzie wyksztatceni, czytajacy, dzialajacy

w réznych dziedzinach. To, co mnie ujmuje, to ré6znorodnos¢ odpowiedzi na
zadawane wszystkim pytanie o staro$é¢ i Smieré, a takze o stosunek do pytan
metafizycznych, w szczegdlnosci do Boga.

Bedac jeszcze pod wrazeniem ksiazki, udatlam sie na final polskiej edycji

31. Konkursu Unii Europejskiej dla Mlodych Naukowcéw (EUCYS). W Polsce
opieke nad konkursem sprawuje Krajowy Fundusz na rzecz Dzieci. Moga

w nim bra¢ udzial uczniowie, prezentujac wyniki swoich oryginalnych badan

w zakresie nauk $cistych i przyrodniczych. Od kilku lat do tradycyjnych

nauk ,szkolnych” dotaczyly réwniez nauki techniczne i informatyka. Trzech
tegorocznych laureatéow I Nagrody, pracujacych w réznych dziedzinach, pojedzie
na final europejski (w tym roku do Bulgarii).

Grupa ponad 20 oséb, finalistéw polskiego konkursu, jest co roku bardzo
roznorodna. Laczy ich jednak pewien zaséb cech, tak jak tych ,staruszkéw”

z potowy XX wieku. Wszyscy sa niebywale pracowici — wiekszos¢ z nich wyniki
badan uzyskala w trakcie roku szkolnego, a takze w czasie wakacji, ktére
przeznaczyli na prace w lesie, na tace, w starych, zaniedbanych parkach,

w gospodarstwach rolnych, pasiekach... Czesto pracujac w laboratoriach, do
ktorych zaprosili ich naukowcy, takze za granicg. Analizuja fotografie nieba

z obserwatoriéw w odleglej Ameryce Poludniowej. Konstruuja réznorodne
urzadzenia... W tym roku zbudowali drona wynoszacego do$wiadczalne balony
do stratosfery, oryginalny pojazd do natychmiastowej oceny stanu gleby, robota
towarzyszacego strazakom w trakcie gaszenia pozaréw (ten ostatni ulepszony

w wyniku konsultacji z miejscowym posterunkiem strazackim). Co roku
EUCYS odkrywa mlodych matematykéw, ktérzy rozwiazuja problemy mniej
lub bardziej bliskie (choé tego nigdy nie jest si¢ pewnym) zycia codziennego.
W tym roku jedna z nagréd uzyskal Pawel Sawicki z Gdanska za prace
Heksapawn wydiuzony. Brzmi tajemniczo, a oznacza projekt gry planszowej

(w ktéra moglaby tez graé sztuczna inteligencja; jury w gre gralto i z Pawlem
przegrywalo) i jej matematyczny opis. W pracach biologiczno-medycznych
zaproponowano analize wpltywu réznych substancji i organizméw na procesy
chemiczne i biochemiczne. Z Rybnika, jednego z najbardziej smogowych miast
w Polsce, przyjechal Mateusz Kotek, ktory analizowal rybnickie powietrze dzieki
badaniom porostéw. Matematycy wciagali w dyskusje wokot tajemniczych
tematdéw, jak kolorowanie prostych lub ciggi Perrina.

W wigkszosci prac pomyst wyjsciowy pojawil si¢ w gltowie tych mtodziutkich
badaczy. Potem opiekowali si¢ nimi nauczyciele, a takze pracownicy z pobliskich
uczelni. Tam, gdzie to konieczne — przeprowadzili analize statystyczna. Pare

z tych prac czeka na publikacje, niektore na zatwierdzenie patentu, by mozna
byto je wdrazaé. Wszystkie spetniaja warunki oryginalnoéci i naukowosci.

Ze spotkan z finalistami wychodze co roku pelna entuzjazmu i uznania, co
towarzyszy zawsze poznawaniu ludzi myslacych i ciekawych $wiata. Ci maja
jeszcze jedna ceche — sa mtodzi i gotowi nas zastapié¢. Witajcie w Swiecie
dorostych!

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)



* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Przepis, majacy mniej niz 40 lat:
Transmutacja bizmutu w (jakies) zloto.
Po prostu wez foli¢ z bizmutu i mocno
uderzaj w nig bardzo rozpedzonymi
jadrami wegla i neonu. Zrédlo: Phys.
Rev. C 23, 1044; 1 March 1981.
Ewentualnie, mozna mocno zderzy¢ ze
soba dwie gwiazdy neutronowe, wtedy tez
powstanie troche zlota: pisaliSmy o tym
w Delcie 7/2018.

Raspberry Pi 3+ w skali 1:2
Zrodlo: Wikipedia

Mozna tez uzy¢ Pythona i bogatego
zestawu moduléw obstugujacych czujniki.

Wiecej o tym, jak zaczaé przygode

z Raspberry Pi, mozna przeczytaé

np. na stronie
www.raspberrypi.org/documentation. Jest
tez kilka polskich serwiséw poswieconych
Malince.

P ma wspoélrzedne biegunowe (r, ¢)

Idea Gielisa byta inspirujaca.

Na przyktad gra komputerowa No Man’s
Sky generuje swoje sztuczne niezliczone
$wiaty w spos6b proceduralny, opierajac
si¢ na pomysle podobnym do
superformuly Gielisa — co pare lat temu
zdradzil Sean Murray, jeden z twércéw
gry.

Po6t szklanki mocnego kodu

Alchemia Piotr KRZYZANOWSKI*

Witajcie, Mtodzi Alchemicy! Na dzisiejszym spotkaniu nie bedziemy sie zajmowaé
tak przebrzmialym tematem, jak zamiana zwyklego metalu w ztoto... (Kto jeszcze
nie wie, jak to nalezy prawidlowo robi¢, moze przeczytaé przepis na marginesie
niniejszych notatek.) Przed nami znacznie ciekawszy problem:

Jak z maliny wydobyé wolfram?

Okazuje sie to catkiem proste, pod warunkiem, ze wydobedziemy nie ,zwykty”
wolfram, tylko Wolfram Language. A i malina nie bedzie zwyklta: to popularny
komputerek wielkoéci karty kredytowej, o apetycznej nazwie Raspberry Pi.

W rzeczywistosci osiggniemy jeszcze wiecej: majac ten komputerek, bedziemy
mogli uruchomié na nim pelng (no, prawie pelna) wersje najnowszej Mathematiki,
poteznego systemu obliczenn symbolicznych. Na pozoér nie wydaje sie to szczegdlnym
osiagnieciem, gdyz kazdy moze to samo zrobi¢ na dowolnym laptopie — pod
warunkiem wszakze, ze wczesniej wyasygnuje pokazng sumke na zakup licencji
(uczciwie dodajmy, ze jedli jest uczniem lub studentem, wystarczy skromne £30

za polroczne uzytkowanie). Jednak na Raspberry Pi mozemy mieé ten software
natychmiast, legalnie (do uzytku niekomercyjnego) i... calkowicie za darmo!

Oczywiscie, jest pewien haczyk: mozliwosci nawet najmocniejszego Raspberry Pi

sg daleko ponizej laptopa ze $redniej pétki, wiec zestaw zadan, jakie mozna
wygodnie rozwiazywaé¢ w Mathematice na Raspberry Pi jest tym samym mocno
ograniczony. Z drugiej strony, ten malty komputerek pozwala na prosty i tani kontakt
ze $wiatem realnym (przez mozliwoéé podlaczenia rozmaitych czujnikéw: $wiatta,
temperatury itp., a takze mikrofonu i kamery). Co wiecej, jego Mathematica —
doktadniej Wolfram Language, w ktérym ja programujemy — ma rozszerzenia
pozwalajace w prosty sposob to wykorzystaé. No i — last but not least — zabawa

z Malinka jest przednia (moim zdaniem, dla poczatkujacych lepsza niz z Arduino),
dziala tez na nim programowalny w paru jezykach, w tym: Pythonie © Mathematice. . .
Minecraft! (W wersji pocket edition.)

Zaczynamy od instalacji systemu operacyjnego Raspbian (specjalna wersja Linuxa)
na karcie microSD — ktéra zastepuje dysk w Raspberry Pi — a potem calosé
uruchamiamy i aktualizujemy. Oprogramowanie Wolframa juz tam bedzie.

Majac w jednej garsci i Malinke, i Wolframa, az korci, aby doktadajac stosowne
czujniki, szybko transmutowad te pare — np. w parapetows stacje pogodowa. Dzi$
jednak skupimy sie tylko na zabawie z samym Wolframem (czyli Mathematika)

i dokonamy ,alchemicznego” przeksztalcenia garsci liczb w obiekty o naturalnym
ksztalcie, takim jak kwiaty, nasiona, rozgwiazdy.

Wybierzemy sze$¢ liczb: a,b > 0, m,n1,n2,n3 > 0, a nastepnie zdefiniujemy na
plaszczyznie krzywa we wspoirzednych biegunowych (r, ¢), zadajac promien wodzacy
wzorem

r=5(¢),

nz\ —1/n1
S(¢) = < a” ' cos (an) b~ sin ((;Zn) ) .

Powyzszy wzor podal w 1999 roku belgijski botanik Johan Gielis i — zachwycony tym,
jak réznorodne ksztalty mozna z niego uzyskaé — ochrzcil bez zbednej skromnoéci
superformulg. A nastepnie, w co trudno uwierzyé, swdj pomyst... opatentowal, zob.
patents.google.com/patent/EP1177529B1. My jednak zauwazmy (Gielis oczywiscie
tez to wiedzial), ze jest to uogdélnienie wzoru na elipse poprzez umozliwienie wyboru
poteg: faktycznie, dla m = 4 i n1 = ng = n3 = 2 dostajemy zwyczajne réwnanie
elipsy. Gielis poszed! jeszcze dalej i w swdj wzoér radosnie wplétt mozliwosé dalszego
skalowania promienia:

gdzie

nz

Jr

r=f(¢)-5(¢),
gdzie f jest, hmm..., dowolng funkcja. ..

Jednak nawet gdy f = 1, efekty wyboru 6 parametréw potrafig by¢ intrygujace,
co nie powinno nas dziwié: po prostu mamy catkiem duzo stopni swobody.
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Czy potrafisz znalez¢é parametry

funkcji S, ktére generujg ksztalty
podobne do tych na ikonie Mathematiki
powyzej?

Wprowadzenie do Mathematiki na
Raspberry Pi:
projects.raspberrypi.org/en/projects/
getting-started-with-mathematica/

\/ [

Nuphar luteum Scrophularia
petiole (3,4.5,10) nodosa stem
(4,12,15)

SR

Equisetum stem  Starfish 1 (5,2,7)
(7,10,6)

- 2%

Starfish 2 (5,2,13) Modified Rose
curve
(10,1/1.3,2.7),
7(¢) = |cos(2.5¢)|

Jedna z nieskoriczenie wielu form, ktérych
nie byto w artykule Gielisa:
(40,8,8),7(¢) = |cos(3.5¢)|

2

3

Jak trzezwo zauwazylt Eric Weisstein, redaktor strony mathworld.wolfram.com/
Superellipse.html, juz John von Neumann mial sarkastycznie (cho¢ moze z pewna
przesada) powiedzieé:

Przy czterech parametrach [krzywej] dopasuje ja do [ksztaltu] stonia; przy
pieciu, bedzie machal traba.

No to do roboty! Wykorzystajmy Mathematike do rysowania krzywych zadanych
superformuty. Dzieki mozliwosci wygodnego definiowania wykreséw zaleznych
od parametréow, a takze umiejetnosci rysowania krzywych zadanych wprost we
wspdélrzednych biegunowych, calosé zamkniemy w dwu liniach kodu, na ktéry
gtéwnie sktada sie seria zagniezdzonych wywotan funkcji:

S[t-, a_, b, m_, nl_, n2_, n3_] := ( Abs[ Cos[(mxt)/4]/a |"n2 + Abs[ Sin[(mxt)/4]/b
]"n3 )" (=1/nl);

Manipulate[ PolarPlot[ S[t, a, b, m, n1, n2, n3], {t, 0, 2xPi}, PlotLabel —> {m, n1, n2,
n3}, Axes —> False |, {{a, 1}, 0, 5}, {{b, 1}, 0, 5}, {{m, 4}, 0, 20, 1}, {{n1, 2},
0, 20}, {{n2, 2}, 0, 20}, {{n3, 2}, O, 20}]

Nalezy pamieta¢ o dziwnym zwyczaju zatwierdzania kazdej instrukcji nie przez
zwykty Enter, tylko przez kombinacje klawiszy Shift+FEnter.

Ten krétki kod daje nam przedsmak charakteru jezyka Mathematiki, czyli Wolfram
Language. Kilka rzeczy, ktére od razu rzucaja sie w oczy, to:

e argumenty funkcji otacza sie nawiasami kwadratowymi,
e nazwy funkcji wbudowanych (np. sinus) pisze sie wielka litera.

W pierwszej linii programu definiujemy funkcje S (dla uproszczenia, zmienng ¢

w kodzie zamieniamy na t; poniewaz parametry S tez traktujemy jako nastepne jej
argumenty, w kodzie powyzej definiujemy w efekcie funkcje siedmiu argumentéw).
Definiujac w Mathematice wtasna funkcje, korzystamy z operatora ,:=", a argumenty
po lewej stronie definicji funkcji musimy — co uzytkownikom innych jezykdéw

moze wydawaé sie dziwaczne — wyrézniaé przyrostkiem ,,_”. Dlatego funkcje,

ktéra wyznacza oba pierwiastki zadanego tréjmianu kwadratowego axz? + bz + ¢,
zapisaliby$my Pierwiastki[a_,b_,c_] := Roots[a*x 2+bxx+c==0, x] (wbudowana
funkcja Roots rozwiagzuje réwnania wielomianowe), a nastepnie uzyli na przyklad
tak: Pierwiastki[2,0,—m]. W linii numer 3 najwazniejsza jest funkcja PolarPlot,
rysujaca wykres we wspélrzednych biegunowych [a,b] 3 ¢ — (r(t),t), gdzie r jest
dtugoscia promienia wodzacego, a t jest katem, jaki tworzy z osig OX. Najprostsze
jej wywotanie w tym kontekscie miatoby postaé PolarPlot[ r[t], {t, a, b} ]. W naszym
kodzie dodatkowo zmieniamy pewne opcje tej funkcji, korzystajac z operatora
nadawania wartosci ,,—>":

PolarPlot[ S[t, a, b, m, n1, n2, n3], {t, 0, 2«Pi}, PlotLabel —> {m, nl1, n2, n3}, Axes
—> False ]

powodujac, ze w tytule wykresu sa wypisywane wartosci parametréw m,ni, nz, ns,
a osie wspolrzednych nie beda rysowane.

Aby mie¢ mozliwo$¢ interaktywnego zmieniania wartosci argumentéw funkcji S
innych niz t, zanurzamy wywolanie PolarPlot w funkcji Manipulate, ktéra
automatycznie stworzy okno z suwakami odpowiadajacymi warto$ciom podanym
jako dalsze jej argumenty. Przykladowo, podajac (zob. w trzecim wierszu trzeciej
linii kodu) {{a, 1}, 0, 5}, instruujemy Manipulate, ze parametr a moze przyjmowaé
wartosci z przedziatu [0, 5], z domy$lnie ustawiona wartoscia réwna 1. Nieco bardziej
ztozony argument {{m, 4}, 0, 20, 1} oznacza, ze m bedzie domy$lnie réwne 4, bedzie
mialto wartoéci z zakresu od 0 do 20, ale zmiana m bedzie odbywaé sie ze skokiem
co 1 — dzieki czemu m bedzie przyjmowac tylko catkowite wartosci.

Teraz mozemy zaczaé zabawe z suwakami i §ledzi¢ na biezaco, jak zmiany
parametréw wplywaja na zmiany ksztattu krzywej. Na marginesie powyzej pokazano
te efekty dziatania superformuty, ktére sg zblizone do naturalnych ksztaltéow i ktére
tak zachwycily Gielisa. Parametry w postaci (m,ni,n2 = ns), z ,biologicznymi”
interpretacjami, pochodza z artykutu Gielisa w American Journal of Botany 90(3)

z 2003 roku. Czy obrazki sg ladne? Niewatpliwie. Ale czy jest w nich co$ glebszego?
Na to pytanie nie podam odpowiedzi: przeciez alchemia to wiedza tajemna.
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Nieskonczonosé¢: 4. Nie kazda jest taka samal!

W poprzednim odcinku sprawdziliSmy, ze zbiér liczb naturalnych jest
réwnoliczny ze zbiorem liczb wymiernych (takze zbiér liczb calkowitych jest
réwnoliczny z kazdym z nich). Inaczej méwiac, mozna ustawié liczby wymierne
w pary z liczbami naturalnymi w taki sposéb, ze kazda liczba wymierna stoi

w parze z doktadnie jedna liczba naturalng i kazda liczba naturalna stoi w parze
z dokladnie jedng liczba wymierna. Mozna tez powiedzie¢, ze wszystkie liczby
wymierne da sie zakwaterowa¢ w hotelu Hilberta.

Wobec tego kazde dwa rozwazane do tej pory zbiory nieskoniczone okazywaty sie
réwnoliczne. A moze po prostu zawsze tak jest? Moze kazde dwa nieskoriczone
zbiory sa réwnoliczne? Moze elementy dowolnych dwoch nieskonczonych zbiordéw
da sie ustawi¢ w pary? Moze kazda nieskonczonosé jest pod tym wzgledem taka
sama?

Okazuje sie, ze nie! Udowodnimy mianowicie, ze wszystkich liczb rzeczywistych
nie da si¢ zakwaterowa¢ w hotelu Hilberta. Jasne jest, ze liczb rzeczywistych
jest nie mniej niz liczb wymiernych — w takim sensie, ze kazdy z Czytelnikéw
prawdopodobnie jest w stanie wskazaé liczbe rzeczywista, ktora nie jest
wymierna. Na przykltad /2 albo takie stynne liczby, jak 7 czy e. Okazuje sie
jednak, Ze jest ich duzo wiecej — jest ich wiecej réwniez w sensie rozwazanego
przez nas pojecia réwnolicznoéci zbioréw.

Zanim jednak ten fakt udowodnimy, niezbedne jest ustalenie pewnej
podstawowe]j wlasnoéci liczb rzeczywistych. Wygodne w tym celu bedzie
wyobrazenie sobie liczb rzeczywistych jako wszystkich punktéw na prostej,
zwanej osig liczb rzeczywistych. Przy takim wyobrazeniu stanie si¢ jasne,

ze jesli rozpatrze dowolny ciag coraz krétszych domknietych przedzialéw

Ip 21 D12 ...,z ktérych kazdy kolejny zawiera sie w poprzednim, to
istnieje punkt na osi (czyli liczba rzeczywista), ktéry nalezy do wszystkich tych
przedziatéw. Mam nadzieje, ze wszyscy Czytelnicy zgodza sie z ta wlasnoécia,
a zreszta definicja zbioru liczb rzeczywistych bezposrednio wlaénie na tej
wlasnoéci jest oparta.

Majac to w pamieci, przejdZzmy do dowodu faktu, ze liczb rzeczywistych nie

da sie¢ zakwaterowaé w hotelu Hilberta. Wiasciwie sprobujmy zakwaterowac
tylko liczby z przedziatu [0, 1]. Jesli nawet ich nie uda sie zakwaterowad,

to oczywiScie tym bardziej nie da si¢ tego zrobié ze wszystkimi liczbami
rzeczywistymi. Zalézmy jednak, nie wprost, ze jest to mozliwe. Zalézmy, ze
udalo sie zakwaterowaé wszystkie liczby rzeczywiste z przedziatu [0, 1] w hotelu
Hilberta. Zostala zatem stworzona lista kwaterunkowa xg, x1, T2, ... wszystkich
liczb z tego przedziatu, gdzie liczba x( to liczba zakwaterowana do pokoju

o numerze 0, liczba x1 to liczba zakwaterowana do pokoju 1 itd. Co wiecej, na
tej liScie sa wszystkie liczby z rozwazanego przedziatu.

To zalozenie doprowadzi nas jednak do sprzecznosci. Podzielmy bowiem
rozwazany przedzial na trzy czesci [0,1/3], [1/3,2/3] i [2/3,1]. Zauwazmy, ze
jeden z tych trzech przedzialéw nie zawiera liczby x. W najgorszej sytuacji
(gdy jest réwna 1/3 lub 2/3) lezy w dwdch z nich. A zatem wybierzmy z nich
ten przedzial, w ktérym nie lezy xg. Niech to bedzie przedziat Iy. Nastepnie
podzielmy przedzial Iy na trzy réwne domkniete odcinki (stykajace sie
brzegowymi punktami). Zauwazamy, ze 1 na pewno nie lezy w jednym z nich.
Oczywiscie byé moze x1 nie lezy nawet w calym przedziale I. Ale jesli lezy,
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to co najwyzej w dwdch z tych trzech czedci jego
podziatu. Tak czy inaczej, jest jedna czes$é, ktora
nazwiemy Iy C Iy, w ktérej x1 na pewno nie lezy.
Dzielimy podobnie I; na trzy czesci i podobnie
wybieramy te z nich, w ktorej nie ma xo, nazywajac

ja I. I postepujemy tak dalej, konstruujac nieskonczony
ciag coraz mniejszych domknietych przedziatéw

Iy 211 DI, D ..., z ktorych kazdy kolejny zawarty jest
w poprzednim.

Ale, zgodnie z naszg obserwacja, istnieje liczba p,
ktora lezy we wszystkich tak wybranych przedziatach.
Zauwazmy jednak, ze p # xg, bowiem p lezy w I,

w przeciwienstwie do xg. Podobnie p # x1, bowiem

p jest punktem na I7, a x1 nie jest. Rozumujac tak
dalej, zauwazamy, ze wobec tego liczby p nie ma

w ogdble na naszej liscie kwaterunkowej xg, x1, 2, . . .,
co jest sprzeczne z zalozeniem, ze umiesciliSmy na niej
wszystkie liczby z przedziatu [0, 1].

A zatem liczb rzeczywistych nie da si¢ zakwaterowaé
w hotelu Hilberta! Zbiér liczb rzeczywistych nie jest
réownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych.

Poszukajmy innych tego typu przyktadéw. Okazuje

sie, ze zbidr wszystkich nieskonczonych ciagéw
zero-jedynkowych tez ma te wlasnosé, ze nie jest mozliwe
zakwaterowanie wszystkich jego elementéw w hotelu
Hilberta. Zalézmy przeciwnie, ze to mozliwe, i rozwazmy
liste kwaterunkowa, na ktorej przyporzadkowano
wszystkie takie ciagi do pokoi. Lista ta bedzie miata
charakter tabelki o nieskoniczonej szerokosci i wysokosci,
w ktorej w kolejnych rzedach zapisano kolejne
nieskonczone ciagi zer i jedynek przyporzadkowane

do kolejnych pokoi hotelu Hilberta. Jej lewy gorny rog
mogltby wyglada¢ nastepujaco:

0101 1 01
171 1 0 1 1
210 0 0 01
311 1 011
410 1 1 11

W poszukiwaniu sprzecznosci spéjrzmy na przekatna

tej tabelki i rozwazmy ciag zer i jedynek, w ktérym
wszystko jest zrobione ,na zto§¢”. Niech ten ciag bedzie
skonstruowany nastepujaco: jesli poczatkowy (zerowy)
wyraz ciagu z pokoju 0 to 0, to niech nasz ciag na tym
miejscu ma 1, za$ jesli wyraz ten to 1, niech nasz ciag
ma na tym miejscu 0. Podobnie, jesli kolejny (pierwszy)
wyraz ciagu zakwaterowanego w pokoju 1 to 0, niech
nasz ciag na tym miejscu ma 1, za$ jesli wyraz ten

to 1, niech nasz ciagg ma na tym miejscu 0. I tak dalej,
nasz ciag na n-tym swoim miejscu niech ma te z liczb

0 lub 1, ktora nie wystepuje na n-tym miejscu ciagu
zakwaterowanego w n-tym pokoju. Gdyby lewy gorny
rég listy kwaterunkowej wygladat tak, jak przedstawiono
wyzej, nasz ciag zaczynalby sie wigc nastepujaco:
1,0,1,0,0,...

Ale tego znalezionego ciagu, wbrew zalozeniu, nie ma na
liscie kwaterunkowej. Rzeczywiscie, rézni sie¢ od kazdego
ciaggu na tej liscie: od zerowego na zerowym miejscu,

od pierwszego na pierwszym, i tak dalej, od n-tego
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ciagu na n-tym swoim miejscu. Co stanowi sprzecznosé
i dowodzi, ze zbiér wszystkich nieskonczonych ciggdéw
zer i jedynek nie jest réwnoliczny ze zbiorem liczb
naturalnych.

Aby znalezé kolejny taki przyktad, rozwazmy pojecie
zbioru wszystkich podzbioréw danego zbioru. Jedli zbiér
A to trzyelementowy zbiér oséb, do ktérego naleza
Alojzy, Bonifacy i Cezary, to zbiér jego podzbioréw
ma 8 elementéw. Sa to: zbiér pusty, trzy zbiory
jednoosobowe (zbidr, ktérego jedynym elementem

jest Alojzy, zbidr, ktérego jedynym elementem jest
Bonifacy, i taki sam zbidr, tyle ze z Cezarym), trzy
zbiory dwuosobowe o elementach odpowiednio: Alojzy
z Bonifacym, Bonifacy z Cezarym i Alojzy z Cezarym,
oraz w koricu caly trzyelementowy zbiér. Latwo mozna
wysnué wniosek, ze podzbioréw zbioru n-elementowego
jest 2™ — zachecamy Czytelnikéw do zastanowienia

sie przez chwile, dlaczego tak jest. Zbiér wszystkich
podzbioréw zbioru A bedziemy oznaczaé jako P(A).

Rozwazmy zbiér P(N). Jego elementy to wszystkie
podzbiory zbioru liczb naturalnych, a wiec na przyktad
zbior liczb nieparzystych, zbior licz pierwszych,

ale tez zbiér pusty. Oczywiscie P(N) jest zbiorem
nieskonczonym. Okazuje sie, ze jest on na tyle duzy, ze
takze nie jest mozliwe zakwaterowanie jego elementow
w hotelu Hilberta. Aby tego dowie$¢, zauwazmy, ze
kazdy podzbiér liczb naturalnych mozna zakodowaé

za pomoca nieskonczonego ciggu zero-jedynkowego,

w ktérym kolejne cyfry koduja obecno$é (oznaczana
jako 1) lub nieobecno$é (oznaczana jako 0) kolejnych
liczb naturalnych w rozpatrywanym podzbiorze.

Zatem kod zbioru liczb pierwszych zacznie si¢ od
0,0,1,1,0,1,0,1,0,0,0,1,..., bowiem 0, 1,4,6,8,9,10
nie sg pierwsze, wiec na tych miejscach w ciagu widzimy
zera, a 2,3,5,7,11 sg liczbami pierwszymi, co skutkuje
jedynkami na odpowiednich miejscach ciagu.

Ale skoro kazdy podzbiér zbioru liczb naturalnych ma
swéj unikalny kod w postaci nieskonczonego ciagu zer
i jedynek (oraz kazdy ciag zer i jedynek odpowiada
pewnemu podzbiorowi liczb naturalnych), to nie

jest mozliwe zakwaterowanie wszystkich podzbioréw
zbioru liczb naturalnych w hotelu Hilberta, bowiem,
jak juz wiemy, nie da sie tego zrobi¢ dla zbioru
wszystkich ciagéw zero-jedynkowych. Zbiér P(N) nie
jest réwnoliczny ze zbiorem N. Mozemy napisaé, ze

IN| < [P(N)].

Okazuje sig, ze zachodzi ogdlniejszy fakt. Powyzsza
zalezno$é jest prawdziwa dla dowolnego zbioru A
(skoriczonego lub nieskoniczonego). Podzbioréw zbioru A
nigdy nie da sie ustawi¢ w pary z jego elementami, co
bedziemy notowaé |A| < |P(A)|. Zachecam Czytelnikéw
do zastanowienia sie, dlaczego tak jest. Wystarczy nieco
zmodyfikowaé przedstawiony dowéd, ze |N| < |P(N)|!

Twierdzenie to udowodnil juz Georg Cantor. Nosi
ono jego imie. Pora wiec wrocié¢ do jego rozwazan

i przesledzi¢ historie zaskakujacego problemu,
ktérego Cantorowi nie udalo sie rozwiazaé. Ale to juz
w nastepnym odcinku.

Michat KORCH



Salamandry buszuja w JOWach
Andrzej DABROWSKI

W konicu 2016 roku sad okregowy stanu Wisconsin

po raz pierwszy w historii wyboréw do Kongresu

USA zdecydowal o zmianie dystryktéw wyborczych.
Uzasadnieniem bylo to, ze jednomandatowe

dystrykty wyborcze dawaly niesprawiedliwa przewage
Republikanom. Zdaniem sadu partia ta, majac przewage
w kongresie stanowym, po spisie powszechnym 2010 roku
wyznaczyla dogodny dla siebie uktad dystryktéw.

Spis powszechny, oglaszany w USA co 10 lat (poczawszy
od 1930 zawsze 1 kwietnia), ustala aktualna liczbe
ludnosci w USA. Na jego podstawie, zgodnie

z Konstytucja, okresla sie liczbe kongresmandw
reprezentujacych kazdy stan w Izbie Reprezentantow.

Rozdziat drugi 14. poprawki Konstytucji USA stanowi: ,Reprezentanci
zostana rozdzieleni migedzy stany proporcjonalnie do ich licznoéci,
ustalonej jako catkowita liczba mieszkancéw kazdego stanu,

z wylaczeniem Indian niepodlegajacych opodatkowaniu”.

W kazdym stanie ustala si¢ jednomandatowe dystrykty
wyborcze (tytulowe JOWy). Liczba dystryktéw
odpowiada aktualnej liczbie reprezentantéw danego
stanu. Z wyjatkiem standéw, ktore reprezentuje jeden
cztonek Izby Reprezentantéw (np. Alaska czy Vermont),
dystrykty w kazdym stanie powinny by¢ tak wybrane,
by mialy zblizong liczbe ludnosci, a ich ksztalt winien
by¢ zwarty i spdjny.

Pierwszy z tych probleméw, polegajacy na podziale
mandatéw wedtug zadanej proporcji ludnosci w stanach,
nie ma jednoznacznego rozwigzania. Pisalem o tym

juz w Delcie (Mandaty z urny, Ai?). Drugi problem

jest o wiele trudniejszy. Dystrykty powinny by¢ tak
wyznaczone, aby nie tylko spelnialy wymagania co

do réwnej liczby ludnoéci, mialy odpowiedni ksztalt,
uwzgledniaty proporcje rasowe, nie dzielily miast,

ale i odzwierciedlaly proporcjonalne poparcie partii
politycznych w stanie.

Manipulowanie ksztattem dystryktéw w celu uzyskania
nieproporcjonalnie korzystnego wyniku wyboréw
jednomandatowych nazwano gerrymanderingiem.
Dziwny ksztalt, przypominajacy salamandre, nadatl w 1812 roku
jednemu z dystryktéw gubernator Massachusetts Elbridge Gerry — stad
gerry — salamander. Dzigki takim manipulacjom Demokraci uzyskali
przewage mandatéow w stanie.

Gerrymandering jest coraz bardziej agresywny.

Mozna konstruowaé wygodne dla siebie mapy, majac
dostep do danych o preferencjach wyborczych oraz
wyspecjalizowanych narzedzi informatycznych (np.
program Maptitude). Nastapilo odwrdcenie relacji: to nie
wyborcy wybieraja politykéw, a politycy — wyborcow.

Udowodnienie, ze mamy do czynienia z tendencyjnym
podziatem stanu na dystrykty, jest niezwykle trudne.
Sedzia Sadu Najwyzszego USA Justice Stewart powiadal:
Gerrymandering jest jak pornografia — latwo zobaczyd,
trudno zdefiniowadé. Sad Najwyzszy w 2004 roku odrzucit
wszystkie dowody na gerrymandering, nazywajac go
problemem nierozstrzygalnym.
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W poszukiwanie metod wykrywania symptoméw
gerrymanderingu zaangazowali sie réwniez matematycy.
Prébuje sie zdefiniowaé, co to znaczy odpowiedni
ksztalt dystryktu. Na Tufts University powstala grupa
badawcza Metric Geometry and Gerrymandering Group.
Co roku organizowany jest otwarty konkurs na prace,
ktore pozwola wykry¢ wystepowanie gerrymanderingu.

Problem gerrymanderingu dotyczy nie tylko USA,

ale i innych krajow, nie wykluczajac Polski. Wszedzie
tam, gdzie mandaty ustalane sa w jednomandatowych
okregach wyborczych, zagrozenie gerrymanderingiem jest
mozliwe.

Gerrymandering

Oto przyktad obszaru, sktadajacego sie z 50
obwodéw wyborczych, w ktérym zieloni maja 40%
poparcia, a szarzy — 60%. Obszar nalezy podzieli¢
na 5 rownolicznych dystryktow.

Rys. 1 a b c

Obszar mozna podzieli¢ zgodnie z proporcja glosow
zielonych do szarych w calym obszarze (2:3) (rys. 1la),
dokladnie sprzecznie z ta proporcja (0:5 i 3:2)

(rys. 1b i 1c). Podzial z rysunku 1b charakteryzuje
sie regularnymi ksztaltami dystryktéw, a podzial

z rysunku lc — nieregularnymi. Ze wzgledu na ksztalty
podziat 1c nazwano by gerrymanderingiem. Niestety
podzial 1b nie zwrécitby niczyjej uwagi. Dopiero

po wyborach okazatoby sie, ze podzialy z rysunkéw
1b i 1c sa manipulacja wyborcza. W rzeczywistosci
mamy czasami bardzo dziwny podzial na dystrykty

— przyktady dystryktéw o fantazyjnych ksztattach
pokazano na rysunku 2.

Greensboro
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Durham

High Point

North Carolina
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Nalezy sobie odpowiedzie¢ na pytanie: czy jest

to zmanipulowany podzial, czy tez stan ma takie
ograniczenia ludnosciowe lub geograficzne, ze lepszych
dystryktéw nie da sie wykresli¢?

Rozwigzanie statystyczne

Naturalnym sposobem na stwierdzenie, czy przekroczono
akceptowalny stopien gerrymanderingu, jest uzycie
testéw statystycznych. Ich dzialanie podobne jest

do matematycznego dowodu nie wprost. Bardzo
upraszczajac, dowod nie wprost polega na tym, ze
zalozenie, iz teza jest nieprawdziwa, prowadzi do
falszywego wniosku. W przypadku testéw statystycznych
uzasadnienie tezy, zwane w statystyce weryfikacja
hipotezy roboczej (konkurencyjnej), polega na
pokazaniu, ze jej zaprzeczenie (hipoteza zerowa)
prowadzi do mato prawdopodobnego, w $wietle
zebranych danych, wyniku.

Pierre Simon de Laplace na poczatku XIX wieku
twierdzil, ze komety nie naleza do Uktadu Stonecznego.
Uzasadnienie tego stwierdzenia bylo statystyczne.
Gdyby komety nalezaly do Ukladu Stonecznego, to ich
plaszczyzny orbitalne bylyby zblizone do siebie, tak jak
plaszczyzny orbitalne planet. Tymczasem obserwacje
pokazywaly, ze ptaszczyzny orbitalne komet byty
bardzo zréznicowane. Jest wigc mato prawdopodobnym,
(Laplace nie wylicza tego prawdopodobiefistwa), aby
obiekty o tak zréznicowanych orbitach nalezaly do
Uktadu Stonecznego.

W czasach Laplace’a pojecie testu statystycznego nie istniato.

Testy statystyczne sa uznanym sposobem weryfikacji
hipotez. W ten sposéb uznano za udowodnione istnienie
czasteczki Higgsa, skutecznoéé aspiryny w profilaktyce
atakow serca czy nawet fakt, ze rakiety V2 atakowaly
przypadkowe punkty Londynu.

Podstawowym problemem w testowaniu jest obliczenie
prawdopodobienstwa wystapienia nietypowych
obserwacji (w ,teScie” Laplace’a: zréznicowanych

orbit komet), gdy prawdziwa jest hipoteza zerowa

(np. ze komety pochodza z Ukladu Slonecznego).
Obliczenia te moga nie by¢ proste z wielu powodow.

Z jednej strony, nalezy okresli¢ symptomy (testy)
nietypowych obserwacji, a z drugiej — znalezé rozklad
prawdopodobienstwa tych symptoméw przy zalozeniu, ze
hipoteza zerowa jest prawdziwa.

W wigkszodci praktycznych sytuacji trudno jest znalezé
odpowiedni rozklad teoretyczny. Stosuje si¢ wtedy
techniki intensywnie wykorzystujace moc obliczeniowa
komputeréw. Do nich naleza metody Monte Carlo oraz
metoda MCMC (Monte Carlo Markov Chain).

Symptomy gerrymanderingu

W praktyce prawniczej tylko niektére z wielu
proponowanych symptoméw zyskaly popularnosé.

Asymetria

Nietrudno zauwazy¢, ze nawet majac mniejsze poparcie
w obszarze, ktéry bedzie dzielony na dystrykty, mozna
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uzyskaé przewage mandatéw na swoja korzysé. Metoda
»,dzielenie i pakowanie” polega na tym, ze tworzy sie
dystrykty dla przeciwnika, wybierajac do nich jak
najwicksza liczbe obwoddédw, w ktérych ma on przewage
(,pakowanie”). Pozostale dystrykty tworzy sie tak,

aby uzyskaé¢ w nich minimalna przewage, rozdzielajac
réwnomiernie obwody przeciwnika (,,dzielenie”).

Rozklad gloséw na partie, ktorej glosy zostaty
odpowiednio upakowane i podzielone w dystryktach,
charakteryzuje si¢ tym, ze przewazaja w nim wartosci
male, a wartosci duze i bardzo duze sa rzadkie.

Taki rozktad nazywany jest w statystyce dodatnio
asymetrycznym (np. rozklad dochodéw czy ci$nienia
krwi u pacjentéw).

W przykladowym podziale (rys. 1c) obwody szare
upakowano do dwdch dystryktow, w kazdym z nich

9 szarych i 1 zielony obwdd. Pozostalych 12 szarych

i 18 zielonych obwoddéw rozdzielono réwno miedzy trzy
dystrykty. Powstaly trzy dystrykty z 60-procentowa
wygrang zielonych i dwa z 90-procentowsa przewaga
szarych. Wybory wygrywaja zieloni w stosunku 3:2,
mimo ze w calym obszarze oddano na nich tylko 40%
gltosow. Rozklad wynikéw dla szarych 40, 40, 40, 90, 90
jest dodatnio asymetryczny.

W wyborach z 2012 roku w Pensylwanii rozktad
gloséw oddanych na Demokratéow w 18 dystryktach byl
dodatnio asymetryczny.

Mimo ze w calym stanie poparcie dla Demokratéow byto
nieznacznie wieksze (50,28% gloséw), to uzyskala ona
tylko 5 mandatéw (27,78%). Rzadzaca w Pensylwanii
partia Republikanska tak rozdzielita dystrykty,

ze znaczace poparcie na Demokratéw skupito sie

w 5 dystryktach, a w pozostalych 13 z niewielka
przewaga wygrali Republikanie.

Rozklad wygranych w dystryktach
Pensylwania 2012
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+ +

liczba dystryktéw
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Rys. 3. Kolorami (zielony — Republikanie, szary — Demokraci)
oznaczono dystrykty, w ktérych wygrala dana partia.

Wielkosé asymetrii mozna zmierzy¢ réznica miedzy
$redniag arytmetyczna a mediang. Dla rozktadow
dodatnio asymetrycznych ta réznica jest dodatnia, dla
symetrycznych — réwna 0. Takiej metody uzyly niektoére
sady w Stanach Zjednoczonych, uznajac, ze wystepuje
gerrymandering, gdy ta réznica jest duza.



W przypadku wyboréw w Pensylwanii réznica miedzy
$rednia a mediana wsréd danych z 18 dystryktow
wynosila 7,71%. Czy ta réznica jest duza? Zgodnie

z metodologia testowania nalezatoby ocenié, jakie
bytoby prawdopodobienstwo przekroczenia tej wartosci,
gdyby rozklad gtosow na Demokratéw w 18 dystryktach
byl symetryczny wokét 50,28%. Przyjmujac, ze

procent gtosow w dystryktach ma rozklad jednostajny
w przedziale (30,28; 70,28), prawdopodobienstwo, ze
réznica miedzy $rednig a mediang jest wieksza niz 7,71%,
wynosi 0,0004.

Whiosek: Jest niezwykle mato prawdopodobne, aby w tej
sytuacji rozktad wynikéw glosowania na Demokratéw
byt symetryczny wokét 50,28%.

Symulacja metoda Monte Carlo (prébka 10 000 powtérzeri). Uzywany
zazwyczaj w tej sytuacji test t Studenta nie jest dobrym rozwigzaniem.

Symulacja Pensylwania 2012
30,28% < p < 70,28

0,15
0,15
0,05
0,00 —
—10 -5 0 5 10
réznice [%)
Rys. 4

Na rysunku 4 przedstawiony jest rozklad réznic miedzy
$rednia a mediana w 18 dystryktach, przy zatozeniu
symetrii rozkltadu gloséw na Demokratéow ze srednia,
50,28%. Ledwo widoczny czerwony obszar na prawo

od 7,71 odpowiada prawdopodobiefistwu osiagnietego
wyniku w wyborach przy tym zalozeniu.

Rozwleklosé

Zauwazono, ze w stanach z dystryktami o dziwnych,
rozwlektych ksztattach dochodzi do niesprawiedliwego
podzialu mandatow. Sad Najwyzszy USA wielokrotnie
powtarzal w swoich ocenach, ze dziwnie wyglgdajgce
ksztalty sq wskaznikami ztych intencji.

Aby oceni¢ stopien tej manipulacji, nalezaloby

znalez¢ jaki$ ,,wskaznik dziwnosci ksztattu”. Jednym

ze stosowanych jest wskaznik Polsby’ego—Poppera
(wskaznik PP), bedacy stosunkiem pola powierzchni
dystryktu do pola kota o obwodzie réwnym obwodowi
dystryktu. Z nier6wnosci izoperymetrycznej wynika, ze
wskaznik ten nigdy nie przekracza 1 — wartosci dla kola,
czyli obszaru idealnie ,niedziwnego”.

Pole wewnatrz prostej zamknietej krzywej ptaskiej o dlugosci L jest
najwieksze dla kota o obwodzie L (p. artykul w A?l Symetryzacja
Steinera).

Jednak nie zawsze male wartosci PP wskazuja na
zafalszowanie, a duze na poprawnos$¢ wyboréw. Podziat
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z rysunku la, gdzie dystrykty sa najbardziej wydtuzone
(wskaznik PP jest najmniejszy i wynosi okoto 0,26),
idealnie odpowiada proporcjom gloséw. Podziat

z rysunku 1b (PP = 0,64 jest najwiekszy) skrajnie
zafalszowuje proporcje gloséw

PP zalezy tez od skali mapy — im mniejsza skala, tym mniejsze

wartosci. Odpowiedzialny za to jest efekt fraktalny — im mniejsza skala,
tym dluzsza jest linia brzegowa.

Niezgodno$¢ gloséw i mandatéw — wskaznik EG

Najbardziej przemawiajacym do wyobrazni jest
wskaznik EG (Efficiency Gap — wskaznik
niewykorzystanych gloséw). Wskaznik ten liczy
frakcje réznicy niewykorzystanych przez partie gltoséw
w stosunku do ogdélnej liczby oddanych gtoséw.

Artykul Jak wykryé salamandre w A?S poswiecony jest wadom
i zaletom EG.

Gdy partia zdobywa mandat w danym dystrykcie,

to glosy niewykorzystane sa nadwyzka nad potows
glosow niezbedng do jego uzyskania. Gdy partia nie
zdobywa mandatu, to wszystkie oddane na nia glosy sa
niewykorzystane.

Na rysunku la zieloni stracili po 5 gloséw w dwdch
dystryktach, szarzy — po 5 gloséw w trzech. Réznica
15 — 10 = 5 gloséw dla szarych oznacza, ze nie
wykorzystali oni 5/50 = 10% wszystkich gloséw.

Jest to wlasnie wspélezynnik EG dla szarych (dla
zielonych wynosi on —10%). Jak widaé, EG nie oddaje
poprawnego podzialu na dystrykty w tym przypadku.
Lepiej byloby, gdyby stracone glosy byly liczone
proporcjonalnie do zasobu gloséw danej partii na
calym obszarze (stanie). Tu zieloni stracili 10/20 = 50%
swoich gloséw, szarzy 15/30 = 50%, wiec skorygowany
wspétezynnik EG (E’\é) wynosi 0%. Mimo wielu
niekorzystnych wtasnoéci EG wysokie wartosci tego
wskaZznika (powyzej 7%) sa przyjete jako argument
sadowy przemawiajacy za gerrymanderingiem.

Szerzej: dustingmixon.wordpress.com/2017/10/11/an-impossibility-
theorem-for-gerrymandering/

Anthony Kennedy, sedzia Sadu Najwyzszego
USA, zalecal uzycie EG jako obiektywnego testu:
Setka roznych sedziow moze badaé te same mapy
i pod warunkiem, Ze sq oni biegli w arytmetyce,
dojdg oni do identycznych konkluzji, czy mapy
mieszczq sie w dopuszczalnym zakresie i ktore

z nich nalezy uznaé za niekonstytucyjne. (cyt. za:
ballotpedia.org/Efficiency__gap).

Metoda MCMC — test /¢

Rozklad prawdopodobienstwa symptoméw
gerrymanderingu jest trudny do wyznaczenia gtéwnie
z powodéw geograficzno-politycznych. Lista wszystkich
mozliwych podzialéw na dystrykty w danym stanie
spelniajacych prawnie wymagane warunki spojnosci,
reprezentatywnoéci rasowej i niepodzielnoéci miast jest
trudna do ustalenia.



Szczegbly twierdzenia Pegdena mozna
znalez¢é w pracy: M. Chikina, A. Frieze,
W. Pegden Assessing significance in

a Markov chain without mizing, PNAS
March 14, 2017 114 (11) 2860-2864.

Ll l |

]
Wybér dystryktow ‘Wymiana
sasiednich okregéw

Rys. 5

Nieprzywiedlno$é — z kazdego stanu
mozna przej$¢ do kazdego.

Odwracalnos$é — prawdopodobienstwo
przejscia trajektorii g, 41, ..., jest
réwne prawdopodobienstwu przejscia
trajektorii ¢x, ix—1,...,%0-

Stacjonarnos$é — dla kazdego stanu
startowego po odpowiednio dtugim czasie
taricuch zbiega do tego samego

rozkladu 7.

Do utworzonego lancucha map mozna
zastosowaé twierdzenie Pegdena. W tym
przypadku X jest mapg podlegajaca
ocenie, X1,..., X, — mapami
wygenerowanymi w kolejnych krokach.

7 jest rozkladem prawdopodobienstwa
w przestrzeni wszystkich dopuszczalnych
map. Etykiety e; to wartosci funkcji
opisujacej wartoéci testu na wystepowanie
gerrymanderingu (np. réznica miedzy
$rednig a mediang, miara rozwlektosci
1/PP, wspélczynnik EG, EG).

Z twierdzenia Pegdena wynika, ze
prawdopodobienstwo wystapienia
e-outliera w ciagu eg, e1, ..., e, nie

przekracza V/2e.

Test Studenta powstal przy okazji
kontroli jakosci w browarze Guinessa.

Oszacowanie prawdopodobienstwa wystapienia symptomu gerrymanderingu

na zaobserwowanym poziomie jest mozliwe dzigki algorytmowi ,,pelzajacego”
generowania map podziatu na dystrykty i twierdzeniu udowodnionemu przez
Wesleya Pegdena i innych.

Algorytm startuje od mapy, ktéra podlega ocenie. W kolejnych krokach nowa
mapa powstaje przez wymiane pary losowo wybranych obwodéw na granicy
dwdéch losowo wybranych sasiadujacych ze soba dystryktéw. Jesli ta wymiana
prowadzitaby do podzialu prawnie niedozwolonego, losowanie powtarza sie az do
skutku. Ciag map utworzonych w kolejnych krokach tworzy taricuch Markowa.

Twierdzenie (Pegden, test v/g). Niech M = X, X1, ... bedzie odwracalnym,
nieprzywiedinym tarncuchem Markowa o stacjonarnym rozkladzie stanow .
Przypusémy, ze stanom M przypisano etykiety o wartosciach rzeczywistych.
Jezeli Xo ma rozklad w, wtedy dla kazdego ustalonego k prawdopodobienstwo, Ze

etykieta X jest e-outlierem posrod etykiet przypisanych trajektorii Xo, X1, ... . Xk,
nie przekracza \/2¢.
Etykieta eq jest e-outlierem dla ciggu etykiet eg,eq,...,ex, gdy
#{l eiZG()} <e
E+1
Gdy na bazie mapy X, wygenerujemy 1000 map i ep > max(eq, €2, ..., €1000),

to prawdopodobienstwo, ze ey osiagneto przypadkowo tak duza wartosé,
jest mniejsze niz 0,045. Gdy wsréd 1000 dodatkowo wygenerowanych map
pie¢ bedzie mialo wartosci co najmniej takie jak eg, to mapa Xy nie moze
by¢ uwazana za zmanipulowana, gdyz prawdopodobienstwo takiego wyniku
wynosi 0,11, co jest stosunkowo wysokim prawdopodobienstwem.

Z twierdzenia Pegdena mozna tez oszacowad, ile ,,pelzajacych” map nalezy
wykonaé, aby uzyska¢ zadany poziom dziwnosci tej mapy (zwany w statystyce
poziomem istotnosci). Aby prawdopodobienstwo, ze duza warto$é etykiety eg
jest przypadkowa, nie przekroczyto 0,05, nalezy wygenerowaé wiecej niz

800 - » map takich, ze spoéréd nich dokltadnie r — 1 etykiet ma warto$é¢ co
najmniej tak duza jak eg. Analizujac ta metoda podzial Pensylwanii na
dystrykty w 2012 roku, obliczono, iz prawdopodobienistwo, ze obserwowane
wartosci réznicy miedzy Srednia i mediang sa przypadkowo tak duze,

jest mniejsze niz 0,0004. Oznacza to silne argumenty za wystapieniem
gerrymanderiungu. Wymagalto to bardzo wielu godzin pracy silnych
komputerow.

Final

Rozstrzyganie o mozliwosdci wystapienia gerrymanderingu wymusza na sadach
uzycie coraz bardziej skomplikowanych metod matematycznych i statystycznych.
Wykraczaja one daleko poza umiejetnosci arytmetyczne, o ktérych moéwit sedzia
Kennedy.

Tradycyjne sadownictwo broni si¢ przed takimi nowinkami. Nawet wskaznik FG
spotyka si¢ z oporem. Jeden z sedziéw argumentowal, ze trudno$é w zrozumieniu
tego wskaznika, z jaka spoleczenstwo mogloby sie spotka¢, doprowadzitaby
ostatecznie do ostabienia wiarygodnoéci sadu. Inny z kolei powiada: Moze to

po prostu wynikac z mojego wyksztatcenia, ale moge ten wskainik opisac tylko
jako socjologiczny belkot.

W reakcji na takie wypowiedzi w kwietniu 2018 roku pojawita sie na
Uniwersytecie Princeton praca pod tytutem Antidotum na belkot. Propozycja
zestawu narzedzi dla sedziow do testowania stronmiczego gerrymanderingu.

W pracy tej proponuje sie m.in. uzycie testu Studenta do oceny zagrozenia
gerrymanderingiem. I na jej koncu pojawia sie zloliwe stwierdzenie: Skoro
piwowarzy potrafig wykorzystaé moc statystycznego rozumowania, z pewnosciq
sedziowie tez mogq.

Nadeszly ciekawe czasy dla prawnikow.
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Miara

Przypusémy, ze i jest miarg okreélong na
wszystkich podzbiorach R, ktéra jest
dodatnia i skonczona na odcinkach oraz
niezmiennicza ze wzgledu na przesuniecia.
Podzielmy odcinek [0, 10] na cze¢éci w taki
sposéb, ze dwie liczby naleza do jednej
czesci tylko wtedy, gdy réznica miedzy
nimi jest wymierna. Dla przyktadu, liczby
21 7,3 sa w tej samej czedci, ale w innej
czgéci niz /5. Niech V C [0, 10] bedzie
zbiorem, do ktérego wybraliSmy
dokladnie jednego reprezentanta z kazdej
czedci. Ustawmy wszystkie liczby
wymierne z przedziatu [—10, 10]

w nieskonczony cigg (qn)p; i niech V,
bedzie zbiorem V przesunietym o g .
Zbiory V, sa parami rozlgczne, ich suma
zawiera odcinek [0, 10], ale jest zawarta
w [—10, 20] (dlaczego?). Poniewaz
wszystkie zbiory V,, maja t¢ samg miare,
to jesli wynosi ona 0, to odcinek [0, 10]
musialby mieé¢ miare 0, a jesli jest ona
dodatnia, to odcinek [—10, 20] miatby
miare¢ nieskoriczong. W obu przypadkach
dostajemy sprzeczno$é. Zbiér V
nazywamy zbiorem Vitaliego.

Coraz dokladniejsze pokrycia zbioru A
prostymi prostokatami daja coraz lepsze
przyblizenie jego miary zewnetrznej A*.

tukasz RAJKOWSKI

Czlowiek to istota nie tylko myslaca, ale i mierzgca — mozna by rzec gérnolotnie,
ze mierzenie (rozmiaréw wrogiej armii, zaopatrzenia spichrzéw, stanu skarbca
itp.) lezy u podstaw naszej cywilizacji. W jezyku matematyki miara jest
definiowana przez nastepujace, zdroworozsadkowe warunki. Po pierwsze, jest
to funkcja, ktéra podzbiorom pewnej przestrzeni przyporzadkowuje liczby
nieujemne (np. miara pewnego podzbioru przestrzeni powietrznej ograniczone;j
balonikiem jest 100 cm?). Po drugie, jakakolwiek przestrzeri rozpatrujemy,

jej pusty podzbiér ma miare 0 (tak jak pusty skarbiec czy nienapompowany
balonik). Po trzecie, jesli polacze wiele rozlgcznych podzbioréw w jeden, to
miara tak powstalego podzbioru ma byé¢ suma miar podzbioréw wyjsciowych
(tutaj ,wiele” moze réwniez oznaczaé ,przeliczalnie wiele”, szczegdly mozna
znalezé w artykutach Michata Korcha i Marty Szumanskiej w Aly).

Czy kazdy podzbior dowolnej przestrzeni mozemy zmierzy¢? Okazuje sie,

ze moga by¢ z tym problemy. Dla przykladu, nie istnieje miara p okreslona

na wszystkich podzbiorach zbioru liczb rzeczywistych w taki sposéb, ze miara
dowolnego odcinka jest dodatnia i skoficzona oraz przesuwajac zbiér na prostej,
nie zmieniamy jego miary (uzasadnienie na marginesie). Wazne jest zatem,

aby definiujac miare, zaznaczy¢, jaka jest jej dziedzina, czyli jakie zbiory

sg wzgledem niej mierzalne.

Jak w takim razie mozemy zdefiniowa¢ miare — poza trywialnym przypadkiem
miary liczacej, ktora podzbiorom zbioru przeliczalnego przyporzadkowuje
liczbe elementéow? Z pomoca przychodzi nam pojecie miary zewnetrznej. Jest
to nieujemna funkcja v okreslona na wszystkich podzbiorach danej przestrzeni,
ktéra spelnia warunki: (a) v(0) = 0, (b) jesli A C B, to v(A) < v(B), (c¢) miara
zewnetrzna ,polaczenia” dowolnie wielu zbioréw (niekoniecznie roztacznych) jest
nie wieksza od sumy miar zewnetrznych tych zbioréw. Jesli znajdziemy miare
zewnetrzng (warunki sa lagodniejsze od tych, ktére definiuja miare!), to mozemy
zapytaé o zbiory A, ktére sg dobrymi ,rozdzielnikami”, to znaczy dla dowolnego
podzbioru S badanej przestrzeni zachodzi v(S \ A) + v(S N A) = v(S). Méwimy
wéwcezas, ze zbiér A spelnia warunek Carathéodory’ego wzgledem v.
Okazuje sie, ze jesli ograniczymy v do zbioréw spelniajacych warunek
Carathéodory’ego wzgledem niej, to otrzymamy miare (jak juz wspomnieli$my,
okredlenie dziedziny przy definiowaniu miary jest bardzo istotne!).

Uf, zrobilo si¢ bardzo abstrakcyjnie — zobaczmy, jak to dziata na przykladzie.
Co to jest pole powierzchni, kazdy widzi, ale mato kto potrafitby je zdefiniowaé
w spos6b zadowalajacy matematyka (Czytelniku, jesli nie wiesz jak, sprobuj
przez chwile uczynié to sam!). Zacznijmy od zdefiniowania pola prostokata

o bokach réwnoleglych do osi ustalonego ukladu wspoélrzednych (taki prostokat
nazwiemy ,prostym”). Dla prostego prostokata [a1,b1] X [az, ba] okreslamy

pole zgodnie z naszymi oczekiwaniami, czyli (b1 — a1)(ba — a2). Dla dowolnie
ustalonego podzbioru plaszczyzny A rozwazmy teraz wszystkie mozliwe jego
pokrycia przeliczalna liczba prostych prostokatéw, a dla kazdego takiego
pokrycia zsumujmy pola tych prostokatéw. Kres dolny (czyli najwieksze
ograniczenie dolne) tych sum oznaczmy jako A*(A4). Mozna udowodnié, ze

A* jest miarg zewnetrzna na plaszczyznie. Jesli wiec ograniczymy ja do zbioréw,
ktére spelniaja wzgledem niej warunek Carathéodory’ego, dostaniemy miare
nazywana dwuwymiarowa miarg Lebesgue’a — i to jest dla matematyka
porzadnie zdefiniowane pole. Oczywiscie, nalezaloby sie jeszcze zastanowié,
jakie wlasciwie zbiory sa mierzalne wzgledem miary Lebesgue’a (warunek
Carathéodory’ego nie jest bowiem szczegélnie wygodny). Jedna z charakteryzacji
méwi, ze sa to zbiory bedace zlaczeniem co najwyzej przeliczalnej liczby zbioréw
domknietych oraz zbioru, ktérego miara zewnetrzna A* wynosi 0. Brzmi bardzo
skomplikowanie, ale oznacza miedzy innymi, ze mozemy $miato mierzy¢ pola
wszystkich figur geometrycznych znanych ze szkoty $redniej. I jak tu nie
wierzy¢ w stowa Goethego: Matematycy sq jak Francuzi: cokolwiek im sie powie,
od razu przekladajg to na swdj wiasny jezyk i wowczas staje sie to zupelnie
czyms innym.
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Informatyczny kacik olimpijski (128): Trzej znajomsi

W tym odcinku oméwimy rozwiazanie zadania ,, Trzej znajomi”, ktére
pojawilo sie na drugim etapie XIII Mlodziezowej Olimpiady Informatyczne;j.

Trzej znajomi: Adam, Blazej i Cezary postanowili napisac cigg n liczb naturalnych. Kazdy z nich mial inny

pomyst na cigg. Adam chcial napisaé cigg a = (a1, aq, ..
c= (Cla C2, ..
d = (di,ds, ..

.,an), Blazej cigg b= (b1, ba,. ..
.y Cn). Znajomi dlugo nie mogli dojsé do porozumienia, dlatego postanowili zbudowaé nowy cigg
., dyn). Ustalili, Ze na kazdej pozycji wybiorq ktdrgs ze swoich opcji, czyli d; € {a;,b;,c;}. Koledzy

,bn), za$ Cezary cigg

zgadzajq sie, Ze roznica pomiedzy najwiekszym a najmniejszym elementem ciggu d powinna byc jak najmniejsza.

Jakq najmniejszq réznice moze mieé cigg d?

Rozwigzanie O(3" - n)

Zacznijmy od rozwigzania, ktére generuje wszystkie
mozliwe ciagi d. Takich ciagéw jest 3" (wartosé
kazdego z n elementéw mozna wybraé na 3 sposoby).
Spoéréd wygenerowanych ciggdéw nalezy wybraé ten,
ktéry ma najmniejsza réznice pomiedzy najwiekszym

a najmniejszym elementem, oraz wypisaé te réznice.
Dla ustalonego ciagu d znalezienie najmniejszego

i najwiekszego elementu mozna wykonaé w czasie O(n)
(przegladamy kolejne elementy, pamietajac najmniejszy
oraz najwiekszy). Rozwiazanie dziala w czasie O(3™ - n).

Obserwacja:

Zauwazmy, ze dla ustalonych catkowitych z,y (z < y)
mozemy w czasie O(n) sprawdzié, czy istnieje ciag d,
ktérego wartosci elementéw naleza do przedzialu [z;y].
Warunkiem koniecznym i wystarczajacym jest, aby
dla kazdego indeksu i (1 < ¢ < n) przynajmniej jeden
z trzech elementéw a;, by, ¢; nalezal do [z;y].

Rozwiazanie O((ma —m1)? - n)

Niech my i me oznaczaja odpowiednio wartosé
najmniejszego i najwiekszego elementu w ciggach

a,b i c. Korzystajac z powyzszej obserwacji,
wystarczy dla wszystkich par liczb catkowitych

z iy (m <z <y < me) sprawdzié, czy istnieje

ciag d, ktérego wartosci naleza do przedziatu [z;y].
Sposrod poprawnych przedzialéw nalezy wybraé ten
o najmniejszej réznicy y — x. Wszystkich przedzialow
do sprawdzenia jest O((mo — my)?). Zatem rozwigzanie
zajmuje czas O((mg —m1)? - n).

Rozwiazanie O(n?)

Niech S bedzie zbiorem wartosci, ktére wystepuja
przynajmniej raz w ciagu a, b lub c¢. Zauwazmy, ze
wystarczy rozwazaé tylko takie przedzialy [z;y],
dla ktorych x < y oraz z,y € S. Moc zbioru S jest
rzedu O(n) (co najwyzej 3n réznych wartosci moze
pojawié sie w a, b, ¢, poniewaz tyle jest w sumie
elementéw). Stad do sprawdzenia mamy O(n?)
przedzialéw, zatem caltkowita ztozonosé czasowa
wynosi O(n?).

Rozwiazanie O(n? - log(n))

Okazuje sie, ze nie musimy sprawdzaé wszystkich wyzej
wymienionych przedzialéw. Wystarczy, ze dla kazdego

x € S wyznaczymy takie najmniejsze y, ze istnieje ciag d,
ktérego wartosci elementéw naleza do [z;y]. Ustalmy
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z € S, dla ktorego szukamy najmniejszego y. Nastepnie
warto$¢ y wyszukajmy binarnie w przedziale [x; max(.9)].
Rozwiazanie dziala w czasie O(n? - log(n)).

Rozwiazanie O(n?)

Podobnie jak wyzej, dla kazdego x € S wyznaczymy
najmniejsze poprawne y. W tym celu skonstruujemy
ciag d, ktorego najwickszy element bedzie mozliwie
najmniejszy. Dla kazdego d; mamy trzech kandydatow
a;, b, c;. Sposrdd nich wybieramy najmniejszego,
ktory jest wigkszy lub réwny x. Jesli taki element

nie istnieje, to znaczy, ze nie istnieje ciag d

z minimalnym elementem x. W przeciwnym przypadku
y = max(dy,ds,...,d,). Dla ustalonego = wyznaczenie
minimalnego y odbywa si¢ w czasie O(n), zatem cale
rozwiazanie dziala w czasie O(n?).

Rozwigzanie O(n - log(n))

Kazdy z elementéw ciagdéw a,b i ¢ opiszmy parg liczb:
warto$¢ i indeks. W ten sposob otrzymamy 3n par:
(a1,1),(a2,2),...,(an,n), (b1,1),(ba,2),..., (by,n),
(e1,1),(c2,2),...,(cn,n). Nastepnie posortujmy te

pary rosnaco wzgledem pierwszej wspolrzednej,

aby otrzymac ciag (p1,q1), (p2,42)s - - - (P3n, @3n)-
Zauwazmy, ze z ciagu p;,...,p; (dla 1 <@ < j < 3n)
mozna wybraé n elementow, ktére utworza ciag d, jesli
{L,2,...,n} C{qi, git1,...,¢;}. Innymi slowy, dla kazdej
pozycji (od 1 do n) musimy ustali¢ przynajmniej jeden
element. Zatem chcemy znalez¢ takie indeksy 4, j
(1<i<j<3n),zezp;,...,p; mozna zbudowaé

ciagg d oraz p; — p; jest minimalne. Wystarczy, ze

dla kazdego i od 1 do 3n znajdziemy najmniejsze takie
j =1, ze z elementéw p;, ..., p; mozna zbudowaé ciag d.
Do rozwiazania tego problemu wykorzystamy metode
gasienicy. Na poczatku i = j = 1. Dopdki fragment

Di, - - .,p; nie pozwala stworzyé poprawnego ciagu,

to zwigkszamy j o jeden. W przeciwnym przypadku
przechodzimy do kolejnego i. W kazdym kroku zliczamy
liczbe wystapien kazdego indeksu na rozpatrywanym
fragmencie oraz pamigtamy liczbe réznych indeksow,
ktére wystepuja przynajmniej raz. Jesli ta wartos$¢ jest
rowna n, to wtedy rozpatrywany fragment tworzy ciag d.

Sortowanie dziala w czasie O(n - log(n)), zas faza
szukania najkrétszych fragmentéw dla kazdego poczatku
zajmuje czas O(n). Zatem cale rozwiazanie dziala

w czasie O(n - log(n)).

Bartosz LtUKASIEWICZ
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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadann z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyta¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspoélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
os6éb, ktére nadestaly rozwigzanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytut
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 680, 681
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Termin nadsytania rozwigzan: 31 VIII 2019

680. Walec o masie M znajduje sie miedzy ruchoma poziomsa platforma

i nieruchoma powierzchnia nachylona do poziomu pod katem « (rys. 1).
Wspblezynnik tarcia walca o platforme wynosi p;, a o powierzchnie
nachylona po. Jaka minimalna site trzeba przylozyé¢ do platformy, aby walec
nie obracal sie, a platforma poruszala sie w lewo ruchem jednostajnym?

681. Na powierzchnie szkla naniesiono cienks warstwe materiatu, ktorego
wspOlezynnik zalamania n = 4/3 jest mniejszy od wspélezynnika zatamania
szkla. Jaka moze by¢ najmniejsza grubosé tej warstwy, aby przy prostopadiym
padaniu $wiatta biatego dtugosci fali Ay = 700 nm oraz Ay = 420 nm w $wietle
odbitym byly jednocze$nie maksymalnie wygaszone?

Rozwigzania zadan z numeru 2/2019

Przypominamy tre$¢ zadan:

672. Na poziomej powierzchni stoi cienka obrecz o promieniu R. Mija ja ze stala predkoscia v taka
sama obrecz (rys. 2). Obrecze przylegaja do siebie. Znalezé zaleznosé predkosci gérnego punktu
»przeciecia” obreczy od odlegltosci miedzy ich §rodkami.

673. W cylindrze zamknietym tlokiem znajduje si¢ w stanie réwnowagi n moli jednoatomowego
gazu doskonatego. Tlok moze przemieszczac si¢ w cylindrze bez tarcia, cylinder i ttok sa izolowane
cieplnie od otoczenia. Cisnienie zewnetrzne wynosi py, temperatura gazu w cylindrze T7. W pewnej
chwili ci$nienie zewnetrzne wzrasta skokowo do wartosci p2, a po ustaleniu si¢ stanu réwnowagi
spada skokowo do pierwotnej wartos$ci. Znalezé i poréwnaé temperatury gazu w skrajnych stanach
réwnowagi.

e

672. Poniewaz obrecz o srodku w punkcie Oy jest nieruchoma, predko$é va
(‘ punktu A jest w kazdej chwili styczna do okregu o érodku w O; (rys. 3).

e Odcinek AB dzieli odleglo$é d = |OO;| na dwie réwne czesci, zatem skladowa

pozioma predkosci v4 ma stala wartos$é v/2. Wektor v tworzy z pionem kat o

i ma dlugo$é va = v/(2sin «). Zachodzi zwiazek sin @ = /1 — (d/2R)? i szukana

zalezno$¢é ma postaé
Rys. 3 v

673. W stanie poczatkowym objeto$é gazu wynosi Vi = (nRT1)/p1. Oznaczmy
objetosé gazu po zwiekszeniu cisnienia do p» i ustaleniu sie réwnowagi przez Vs,
a temperature w tym stanie przez Tb. Przemiana jest adiabatyczna, ale nie
kwazistacjonarna, korzystamy wiec z pierwszej zasady termodynamiki: AU = W,
Crotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F gdzie AU = 3nR(Ty — T1)/2 jest zmiang energii wewnetrznej, a praca wykonana

po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan  nad gazem jest dodatnia i wynosi W = po (V7 — Vo) = nR(pT —1T5). Stad
666 (WT = 3,05), 667 (WT = 2,40) gazem ) wy p2(Va 2) (2T /p1 ). Sta

668 (WT = 3.06), 669 (WT = 1.45) temperatura w stanie rownowagi po sprezeniu gazu wynosi

z numeréw 11/2018 i 12/2018 T 2p2 + 3p1 T
Marian Lupiezowiec Gliwice 41,74 2= 5p1 L
Tomasz Rudny Poznann 40,29 . . /s , . .
Jan Zambraycki Bialystok 34.68 Oznaczajac objetos¢ koncows przez Vs, a temperature przez T3 i ponownie
Krzyllet(of Magiera ff)osiéw 30,15 korzystajac z pierwszej zasady termodynamiki oraz réwnan Clapeyrona,
Jace onieczny oznan 29,80 . . . o o
Ryszard Wozniak ~ Krakéw 2877 otrzymujemy réwnanie: 3nR(T5 — T»)/2 = p1(Va — V3) = nR(p1T>/p2 — T3). Stad
Tomasz Wietecha ~ Tarnéw 27,80 temperatura w stanie konicowym dana jest wzorem
Aleksander Surma Myszkéw 25,69 9
Mateusz Kapusta Wroctaw 25,37 To =T 6(P2 — pl) T
Michal Kozlik Gliwice 25,18 3 =11+ 25 > 11.

P1D2
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Termin nadsylania rozwigzan: 31 VIII 2019

@

Rozwigzanie zadania M 1603.
Przypiszmy druzynom 2n punktéw
przestrzeni, z ktérych zadne trzy nie lezg
na jednej prostej. Jesli dwie druzyny
rozegraly ze soba mecz pierwszego dnia,
polaczmy odpowiadajgce im punkty
odcinkiem niebieskim, a jesli drugiego
dnia — odcinkiem czerwonym.

Zauwazmy, ze uzyskujemy w ten sposéb
uktad tamanych zamknietych, z ktérych
kazda ma parzysta liczbe odcinkéw, gdyz
w kazdej z nich kolejne odcinki maja
rézny kolor. Wystarczy z kazdej takiej
tamanej wybraé¢ co drugi wierzchotek —
w ten sposob uzyskamy n punktéw,

z ktérych zadne dwa nie sa polaczone
odcinkiem. Druzyny odpowiadajace tym
punktom majg wiec zagdang wlasnosé.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
769 (WT =1,62) i 770 (WT = 2,71)
z numeru 11/2018

Andrzej Kurach Ryjewo 44,06
Marcin Malogrosz Warszawa 43,64
Franciszek S. Sikorski Warszawa 40,74
Michal Adamaszek Kety 39,75
Pawel Najman Krakow 36,72
Pawel Kubit Krakéw 36,23
Krzysztof Kaminiski ~ Pabianice 35,75
Michal Kozlik Gliwice 35,73
Witold Bednarek Lédz 35,31

Nowa twarz w Klubie 44: pan Andrzej
Kurach. Witamy!

Zadania z matematyki nr 783, 784
Redaguje Marcin E. KUCZMA

783. Na plaszczyznie narysowano N kwadratéw o bokach réwnoleglych

i prostopadtych do ustalonego wspodlnego kierunku. Niech S bedzie zbiorem
srodkéw tych kwadratéw; zaktadamy, ze jest to N réznych punktéw oraz ze
zaden punkt zbioru S nie lezy na brzegu zadnego kwadratu. Udowodnié, ze
mozna wyrdzni¢ niektére z tych N kwadratéw tak, by kazdy punkt zbioru S
lezal w co najmniej jednym wyrdznionym kwadracie oraz w co najwyzej czterech
wyrdznionych kwadratach.

784. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, ktére mozna zapisa¢ w postaci
sumy p = a?+b? (a,b > 1 calkowite) tak, by liczba 2ab byla kwadratem liczby
catkowitej.

Zadanie 784 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.
Rozwigzania zadan z numeru 2/2019

Przypominamy tre$¢ zadan:

775. Znalezé wszystkie czwdérki liczb nieujemnych a, b, ¢, d, ktére jednocze$nie spelniaja nieréwnosci
a+b>c+d, ab+ecd>(a+b)(c+d), (a+b)ed> ablc+d).

776. SzeScian o krawedzi dtugosci k przecinamy plaszczyzng m, polozona w odleglosci d od srodka

szeScianu. Jaka jest maksymalna wartos¢ d, przy ktérej plaszczyzna m moze mieé z kazdg $ciang
szescianu co najmniej jeden punkt wspdlny?

775. Niech a,b,c,d > 0 beda liczbami o rozwazanej wlasnosci. Wielomian
o pierwiastkach —a, —b, ¢, d
W(z)=(z+a)(z+b)(z—c)(x—d) =2*+ Az + Ba®> + Cx + D

ma wspolczynniki nieujemne, co wynika z podanych zalozen:

A=a+b—c—d=>=0,

B=ab+cd—ac—ad—bc—bd >0,

C = —abc — abd + acd + bed = —ab(c + d) + (a + b)ed > 0,

D = abed = 0.
Skoro A, B,C, D > 0, zatem W(z) > 0 dla > 0. Brak pierwiastkéw dodatnich
oznacza, ze ¢ = d = 0.
Na odwrét, gdy c=d =0, a > 0, b > 0, zadane nieréwnosci sa spelnione.
Rozwiazaniem zadania sg czworki (a,b,0,0) z a,b > 0.

776. Przyjmijmy k = 2 i ustalmy prostokatny ukltad wspélrzednych, w ktérym
wierzcholkami szedcianu sa punkty (+1,+1, £1), a rzutem prostokatnym punktu
O = (0,0,0) na plaszczyzne 7 jest punkt P = (a,b,c) o wspdlrzednych a, b, c > 0.
Zatem d? = |OP|? = a? + b% + ¢?; za$ plaszczyzna 7 jest dana réwnaniem

ax + by + cz = d>.

Zal6zmy, ze ma ona punkty wspoélne ze wszystkimi $cianami szescianu; wiec

np. ze $ciang o wierzchotkach (1,1,-1), (1,—-1,-1), (-1,1,-1), (-1,-1,-1).
Kazda z pétprzestrzeni (az + by + cz < d?, ax + by + cz > d? ) musi zawieraé
jeden z tych czterech wierzchotkéw. Zatem przy pewnym doborze znakéw mamy
nieréwnoéé +a + b — ¢ > d?. Skoro a,b > 0, znaczy to, ze a+b—c > d>.
Analogicznie a —b+c¢ > d? oraz —a+ b+ c > d?. Dodajemy te trzy
nieréwnosci i otrzymujemy

a+b+c>3d>=3a% +3b% + 3¢
czyli, rownowaznie,

N L oY oY oL
“7% 6 “76) S12°

Lewa strona to kwadrat odlegtoéci punktu P od punktu @ = (
|PQ| < $V/3. A poniewaz |0Q| = ¢

Gdy P = (a,b,c) = (%, %, %), wszystkie nieréwnosci staja si¢ rownosciami;
plaszczyzna o réwnaniu x + y + z = 1 lezy w odleglosci %\/ﬁ od O i spotyka
wszystkie Sciany. Dla k = 2 szukane maksimum wynosi wiec %\/g, zas

w przypadku ogdélnym — po przeskalowaniu — wynosi %\/3 - k.
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3, ostatecznie |OP| < |0Q| + |QP| < %\/3



Prosto z nieba: nie $wieci, a grzeje. ..

Tak zwana ciemna materia jest jednag z najwigkszych zagadek nie tylko
wspolczesnej astronomii, ale takze fizyki. Jest potrzebna do wyjasnienia
obserwacji astronomicznych, na przyktad krzywych rotacji galaktyk, ktore
kreca sie tak, jakby znajdowaly sie¢ w potencjale grawitacyjnym tworzonym
przez co$ wiecej niz tylko widoczna, Swiecacg materie gwiazd i gazu. Ciemna
materia z definicji nie emituje fal elektromagnetycznych, oddziatuje natomiast
grawitacyjnie. Z punktu widzenia fizyki kluczowa jest odpowiedZ na pytanie,
czym jest ciemna materia: nieodkrytymi do tej pory czastkami elementarnymi
(spoza Modelu Standardowego?), czarnymi dziurami czy czyms§ jeszcze zupelnie
innym, o czym obecnie nie mamy pojecia. Szacuje sig¢, ze ciemna materia

to okolo 25% calej materii-energii Wszech$wiata (dla poréwnania, ,zwykla”
materia barionowa to tylko okolo 4%).

Niedawno znaleziono dowody na to, ze ciemna materia oddzialuje i przemieszcza
sie w wyniku tworzenia sie gwiazd w galaktykach. Obserwacje astronomiczne,

o ktorych ponizej, dostarczaja pierwszych dowodéw efektu nazywanego
»grzaniem ciemnej materii” i w przyszlosci dadza wskazoéwki co do tego, z czego
moze skladaé sie ciemna materia.

Dowody obserwacyjne pochodza z centrow pobliskich galaktyk kartowatych.
Galaktyki te to mate, stabo $wiecace galaktyki, ktore zwykle znajduja sie na
orbitach wokét wiegkszych, takich jak na przyktad Droga Mleczna. Podczas
formowania sie gwiazd, promieniowanie i emisja czastek (wiatry gwiazdowe)
wypychaja gaz i pyl z centrum galaktyki. W rezultacie samo centrum galaktyki
ma mniejsza mase, co wplywa na to, jak mocno jest przyciagana ciemna materia.
W efekcie z powodu mniejszego przyciagania grawitacyjnego ciemna materia
migruje z dala od centrum: kinematycznie ,,podgrzewa si¢”.

J. I. Read, M. G. Walker, P. Steger,
,Dark matter heats up in dwarf galaxies”,
Monthly Notices of the Royal
Astronomical Society, 484, 2019

Zespdél astrofizykéw z uniwersytetéw w Surrey i Zurychu oszacowal ilosé ciemnej
materii w centrach 16 kartowatych galaktyk z bardzo réznymi historiami
powstawania gwiazd. Galaktyki, ktére dawno temu przestaly tworzyé¢ gwiazdy,

mialy wyzsze gestosci ciemnej materii w swoich centrach niz te, w ktorych
wciaz zachodza procesy gwiazdotworcze. Potwierdza to hipoteze, ze w starszych
galaktykach ciemna materia jest mniej podgrzana.

Dzieki temu mozna takze w teorii ustanowi¢ ograniczenia na modele ciemnej
materii. Musi ona by¢ w stanie formowaé karlowate galaktyki w szerokim
zakresie gestosci centralnych, a gestosci te musza zalezeé¢ od ilosci formujacych
sie gwiazd. Jak na razie wyniki obserwacji sugeruja, ze ciemna materia jest
praktycznie bezzderzeniowym plynem, ktory mozna kinematycznie ,,podgrzac”
i przemieszczaé, natomiast nie umozliwiaja precyzyjnego okreslenia, czym jest
ciemna materia. Sa jednakze istotnym krokiem do tego odkrycia.

Niebo w czerwcu

Czerwiec to miesiac najdtuzszych dni i najkrétszych

nocy w ciagu roku. Na poczatku trzeciej dekady,
doktadnie 21 czerwca o godzinie 17:54 naszego
czasu, Stonce przejdzie przez najbardziej na
péinoc wysuniety punkt ekliptyki, rozpoczynajac
na potkuli péinocnej astronomiczne lato. Od
tego momentu dnia zacznie ubywacé, a proces

ten potrwa az do poczatku zimy. Pierwszego
dnia lata nastepuje kulminacja kilku proceséw:
jest to najdhuzszy dzien na poétkuli péinocne;j,
strefa dnia polarnego (a takze strefy bialych
nocy cywilnych, zeglarskich i astronomicznych)
na polnocy i nocy polarnej na potudniu siega
najdalej i zaczyna si¢ cofaé, jest to srodek sezonu
na obtoki srebrzyste i tuki okotohoryzontalne

22

Michat BEJGER

(wiecej o tym zjawisku na angielskiej stronie:
www.atoptics.co.uk/halo/cha2.htm).

Koniec wiosny to ostatnia pora dobrego nachylenia ekliptyki
(ktére jest gléwnym wyznacznikiem dobrej widocznosci
planet wewnetrznych i pozostatych planet, jesli sa blisko
Stonica) do wieczornego widnokregu. Wraz z poczatkiem
lata kat ten zaczyna sie zmniejszaé, a rano — przeciwnie,
staje sie coraz wiekszy. W czerwcu zmiana dopiero si¢
zaczyna, zatem w tym miesiacu panuja jeszcze dosé
dobre warunki widocznosci wieczornej, za$ przed switem
znajdujace si¢ blisko Storica planety nie wznosza sie zbyt
wysoko. Ma to swoje odbicie w warunkach obserwacyjnych
planet wewnetrznych oraz przebywajacych blisko Slonca
planet Mars, Neptun i Uran.



Planeta Merkury, po przejéciu w maju tuz na péinoc

od Stonica, dazy do maksymalnej elongacji wschodniej,
ktora osiagnie 23 czerwca, oddalajac si¢ od naszej
Gwiazdy Dziennej na 23°. Planete mozna obserwowaé
przez caly miesigc (niestety nie wiecej niz 5° nad
p6inocno-zachodnim widnokregiem), jak przemierza
poczatkowo gwiazdozbiér Byka, potem BliZniat,

a ostatni tydzien miesiaca spedzi w gwiazdozbiorze Raka.
W tym czasie jasnos¢ planety spadnie z —1,1" do +1,2™,
§rednica tarczy urosnie z 5 do 10 sekund katowych, a jej
faza spadnie z 85 do 25%. Towarzystwa Merkuremu
dotrzyma planeta Mars, zblizajaca si¢ do wrzesniowej
koniunkcji ze Stoncem. Czerwiec to ostatni miesiac,

w ktérym mozna dostrzec Marsa na niebie wieczornym.
Przed jego konicem planeta zniknie w zorzy wieczornej

i pojawi sie na niebie porannym dopiero w pazdzierniku.
Mars swieci w czerwcu z jasnodcia +1,8™, a jego tarcza
ma $rednice 4”. Mars i Merkury 18 czerwca zbliza sie

do siebie na zaledwie 13’ (to mniej niz potowa $rednicy
tarczy Ksiezyca czy Stonica).

Obie planety czeka w czerwcu jeszcze bliskie spotkanie
z powracajacym na wieczorne niebo Ksiezycem. Na
poczatku miesiaca, 3 czerwca w poludnie polskiego czasu
Ksiezyc znajdzie si¢ w nowiu, a juz 4 czerwca, majac
faze zaledwie 2%, przejdzie 4,5 stopnia pod Mekrurym.
Jednak jest to spotkanie trudne do dostrzezenia, gdyz
pdét godziny po zachodzie Stonica Srebrny Glob znizy sie
na wysokosé 4°, a tatwiej wtedy dostrzegalny Merkury
znajdzie si¢ prawie 3° na prawo i w gére od niego. Dobe
pdzniej o tej samej porze Ksigzyc wzniesie si¢ na 8°,
zwiekszajac faze do 7%, a nieco ponad 3° na prawo od
niego znajdzie sie planeta Mars. Wieczorem 10 czerwca
Merkury przejdzie okoto 10’ od Mebsuty, gwiazdy 3.
wielko$ci, oznaczanej na mapach nieba grecka litera €.
Przez caly miesiac za wskazdéwke do odszukania planet
moga stuzy¢ Kastor i Polluks, dwie jasne gwiazdy
BliZzniat §wiecace kilka stopni nad nimi.

Po minieciu Marsa Ksiezyc powedruje dalej i 8 czerwca
przemknie 2° od Regulusa, najjasniejszej gwiazdy

Lwa, za$ 10 czerwca przejdzie przez I kwadre. Dobe
pézniej, w fazie 68%, znajdzie si¢ 2° od Porrimy,

a 12 czerwca, w fazie 78% — ponad 6° na Spika, jasnymi
gwiazdami Panny. Do gwiazdozbioru Skorpiona

Srebrny Glob dotrze 15 czerwca, prezentujac tarcze

w fazie 98%. Kilka stopni na prawo i w dét od niego da
sie dostrzec charakterystyczny tuk z péinocno-zachodniej
czesci Skorpiona, z gwiazdami Graffias i Dschubba.
Najjasniejsza gwiazda konstelacji, Antares, pokaze sie
8° pod Ksiezycem.

W tym samym rejonie nieba przebywa planeta kartowata
(1) Ceres, ktéra ostatniego dnia maja przeszla przez
opozycje wzgledem Storica i kresli zygzak na pograniczu
gwiazdozbioréw Wagi, Skorpiona i Wezownika,
kilkakrotnie w calym sezonie obserwacyjnym przecinajac
dzielace je granice. W polowie miesiaca, 15 czerwca,
Ceres zajmie pozycje troche ponad 3° na zachéd od
Ksiezyca i jednoczesnie 100’ nad gwiazdg Graffias,
ktoéra jest o tyle ciekawa, ze jest szerokim uktadem
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podwdjnym, gdzie dwie gwiazdy o jasnosciach 42,6

i +4,9™ dzieli na niebie prawie 14”. Podczas tegorocznej
opozycji Ceres pojasnieje do okolo +7™, czyli uplasuje
sie miedzy Uranem a Neptunem. Zatem do jej
dostrzezenia jest potrzebna przynajmniej lornetka

i ciemne niebo.

16 czerwca Ksiezyc w pelni dotrze na odlegtosé troche
ponad 1° od Jowisza. Takie spotkanie oznacza, ze Jowisz
jest w opozycji wzgledem Sltonica. I faktycznie, opozycja
planety wypadta 6 dni wczeéniej. W zwiazku z opozycja
czerwiec jest najlepszym miesiacem do obserwowania
najwigkszej planety Uktadu Stonecznego. Jest ona
wtedy widoczna calg noc w srodkowej czedci Wezownika.
W czerwcu blask Jowisza wyniesie —2,6™, za$ jego
tarcza bedzie miala $rednice 46”. Jest to odpowiednio
0,1™ i 2" wiecej niz podczas opozycji rok temu.

Kolejne 2 dni pézniej Srebrny Glob, w fazie zmniejszonej
do 97%, przejdzie 2° od planety Saturn, ktérej opozycja
wypada na poczatku lipca. Do konca miesiaca blask
Saturna uroénie do +0,1 wielkoséci gwiazdowej, za$ jego
tarcza zwiegkszy $rednice do 18”.

Dzien przed ostatnia kwadra, 24 czerwca, Ksiezyc
spotka sie z tréjka gwiazd 1, ¥2 i 3 Aquarii oraz

z odleglym o 5° Neptunem. Dwa dni wczesniej planeta
zmieni kierunek swojego ruchu na wsteczny, a zatem
bedzie praktycznie nieruchoma wzgledem gwiazd

tla, okoto 70’ na wschéd od gwiazdy 4. wielkosci

¢ Aquarii i jednoczesnie 20’ od gwiazdy 5. wielkosci 96
Aquarii. W czerwcu Neptun $wieci z jasnoécig +7,9™

i okoto godziny 2 wznosi si¢ na wysokos¢ niewiele
przekraczajaca 10°.

Po spotkaniu z Neptunem Ksiezyc podazy ku nowiu,
przez ktéry przejdzie na poczatku lipca, powodujac
przy tym calkowite za¢mienie Stonca, widoczne

z poludniowego Pacyfiku. Jego warunki obserwacyjne
szybko si¢ pogorsza, gdyz ekliptyka rano jest juz

wtedy nachylona niekorzystnie, a dodatkowo, z naszej
perspektywy, Ksiezyc wedruje kilka stopni pod nia.

7Z tego wzgledu praktycznie niewidoczne sa planety Uran
i Wenus, $wiecace na tle gwiazdozbioréw Barana i Byka.

Pod koniec czerwca, jak co roku, maksimum

swojej aktywnosci maja meteory z roju Bootydéw,
promieniujacych z péinocnej czedci Wolarza.

W najciemniejszej czeéci nocy ich radiant wznosi sie
wysoko nad péinocno-zachodnim widnokregiem. Jest to
najwolniejszy z obfitych rojéw meteoréw, ich predkosé
zderzenia z atmosfera wynosi zaledwie 18 km/s, stad
przelot kazdego meteoru trwa kilka sekund. W tym roku
warunki widocznoéci roju sa dobre, gdyz Ksiezyc po
ostatniej kwadrze pojawi sie na niebosklonie, jak juz
zacznie sie ponownie rozwidniaé¢, i nie wplynie znaczaco
na liczbe widocznych zjawisk. Aktywno$é roju jest
zmienna, od kilku do ponad 100 meteoréw na godzine.
Nie prognozuje sig, niestety, ich szczegdlnie wysokiej
aktywnosci w tym roku.

Ariel MAJCHER



Fizyczne potyczki
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Rys. 1. Model teoretyczny I; 1 — sita
oddzialywania woda-pitka, 2 — sila
grawitacji, 3 — sita reakcji podtoza,
4 — sita oporu.
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Rys. 2. Model teoretyczny II; 1 — sita
oddzialywania woda-pitka, 2 — sita
grawitacji, 3 — sita reakcji podtloza,

4 — sita oporu.

iptnet.info

Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Kazdy moze przeprowadzi¢ w domu nastepujace do$wiadczenie. Dowolnej
wielkos$ci pitke ktadziemy pod stabilnym strumieniem wody. Mozemy wtedy
zaobserwowad, ze pitka oscyluje pod lejaca sie woda, ale nie ucieka spod niej.
Nie wyglada to na skomplikowany uktad fizyczny, sprébujmy zatem zrozumieé
ruch pitki, analizujac sily na nig dziatajace.

Pobiezna analiza mogtaby wygladaé tak jak na rysunku 1. Strumien wody
uderzajacy o pitke dziala na nig sila skierowana prostopadle do powierzchni
pitki. Pionowa sktadowa tej sily jest rownowazona przez reakcje podtoza, zas
skladowa pozioma przez sile tarcia statycznego. Chociaz dzialajace sily sie
rownowaza, sita, z jaka strumienn wody oddzialuje na pitke, ma niezerowy
moment wzgledem punktu stycznosci pilki z podlozem, co powoduje, ze pitka
bedzie si¢ toczy¢.

Niestety, wedlug naszego prostego modelu pitka potoczy sie tak, ze wyjdzie
spod strumienia wody, nie bedzie zatem wykonywata zadnych oscylacji. Co$
musieliSmy zrobié zZle. Jak si¢ zatem porzadnie rozwiazuje to zadanie? Autor
tych stéw nie zna zadnego podrecznika albo zbioru zadan, w ktérym mozna by
znalezé odpowiedz. Sprébujmy wiec nieco pokombinowad.

Uwazne przygladanie sie pitce w wannie prowadzi do wniosku, ze realizowana
jest sytuacja przedstawiona na rysunku 2: woda optywa pitke, a wiec zakreca
po powierzchni pitki, przy czym znacznie wiecej wody plynie po stronie

pitki, w ktora uderza strumien, niz po stronie przeciwnej. Taki ruch wymaga
wystepowania dzialajacych na wode sit o niezerowych sktadowych w kierunku
Srodka pitki. Zgodnie z trzecia zasada dynamiki na pitke powinna dziataé¢ wtedy
sita o sktadowej na zewnatrz pitki powodujaca poziomy ruch ,wciagajacy” pitke
pod strumien wody.

Jak duza jednak bedzie sita wciagajaca pitke pod strumien wody? Jej
wyznaczenie nie jest bardzo tatwa sprawa. A jest to tylko jedno z siedemnastu
zadan, z jakimi mierzyli sie uczestnicy Miedzynarodowego Turnieju
Fizykéw odbywajacego sie w Lozannie w ostatnim tygodniu kwietnia. Inne
dotyczyly m.in. tego, czy struga wody moze okrecié sie wokét natadowanego
elektrycznie preta albo jakie prawa fizyki dyktuja ruch nasion klonu. Zadania te
oglaszane sa z ponadpodtrocznym wyprzedzeniem i dotycza fizyki spotkanych
na co dzien zjawisk, ktore nie doczekaly sie¢ jeszcze satysfakcjonujacego
wyjasnienia. Uczestnicy po kilkumiesigcznej pracy w grupach przedstawiaja
swe rozwigzania przed migedzynarodowym jury. Nie przypomina to jednak
zwyklego egzaminu, gdyz rozwiazania moga by¢ krytykowane i ulepszane przez
innych uczestnikow — wywiazuje sie stad czesto prawdziwa naukowa potyczkal
To wlasnie stanowi o wyjatkowosci Turnieju, ktéry ksztalci umiejetnosci
prowadzenia prawdziwej debaty naukowej przez studentéw. W biezacym roku
nasz kraj reprezentowala druzyna z Uniwersytetu Warszawskiego, a jeden

z jej cztonkow, Jerzy Szuniewicz, zdobyt nagrode indywidualna za najlepsze
moderowanie dyskusji rozwiazania zadania turniejowego.

Wréémy jednak do naszej pitki polewanej woda. Mozna
probowaé stworzyé model, w ktéorym masa wody
bedzie reagowaé¢ na ruch pitki z pewnym skonczonym
op6znieniem. Takie rozwiazanie zostalo zaproponowane
przez druzyne niemiecka i reprezentowalo podejscie,

w ktérym nie wyprowadza sie wszystkich elementéw
rozwiazania ,z pierwszych zasad”, ale umiejetnie
parametryzuje wlasng niewiedze na temat otaczajacego
Swiata, a nastepnie prébuje okresli¢ wartosci liczbowe

tych parametréw na podstawie danych do$wiadczalnych.

Innym sposobem jest przeprowadzenie pelnej symulacji
hydrodynamicznej ruchu wody po poruszajacej sie
pitce. To bylo z kolei zrealizowane przez druzyne
ukrainska, ktérej rozwigzanie wymagato wielokrotnie
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wiekszego naktadu pracy w poréwnaniu do rozwiazania
studentéw zza Odry, a opisywalo ruch pitki z taka sama
dokladnoscia. Tak czy siak, proste z pozoru zadanie
okazalo si¢ niebanalnym problemem teoretycznym,

a przedstawione rozwigzania odpowiadatly réznym
podejéciom metodologicznym stosowanym we
wspélczesnej ,,prawdziwej” fizyce.

Dlatego wedlug autora tej kolumny Miedzynarodowy
Turniej Fizykéw jest jedna z najciekawszych propozycji
rywalizacji naukowej oferowanych studentom fizyki.
Moze warto, by wziely w niej udzial takze inne polskie
uczelnie?

Krzysztof TURZYNSKI
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Jak przechytrzy¢ stereometrie
Barttomiej BZDEGA

Zadania z geometrii przestrzennej potrafia przysporzy¢ probleméw, ale niektére
z nich mozna z powodzeniem sprowadzi¢ do zadan z planimetrii. Najprotsza
metoda jest rozwazenie pewnego przekroju danej w zadaniu bryty. Jesli
zauwazymy, ze sporo punktéw wystepujacych w tresci zadania lezy na wspdlnej
plaszczyznie, to rozwazenie przekroju ta plaszczyzna daje realne szanse na
rozwiazanie. Cwiczymy to w zadaniach 1 i 2. Dobrze jest wykonaé osobny
rysunek dla wybranego przekroju — mozna wtedy wiecej dostrzec.

W szkole sktadamy wieloSciany z ich siatek. Czasem warto zrobi¢ na odwrdt,

a wtedy z obiektu przestrzennego otrzymamy latwiejszy do analizy obiekt ptaski.
Takie podejscie przynosi efekt w zadaniach 4 i 6. W szczegdlnoséci dobrym
pomystem jest wyprostowanie pewnego kata dwusciennego wieloscianu, co
pozwala dwie sasiednie éciany i ich wspolna krawedz potraktowaé jako wielokat
i przekatna. Zadania 3 i 5 nadaja si¢ do tego wySmienicie.

Rzut prostokatny na plaszczyzne 11 jest przeksztatceniem, w ktérym kazdemu
punktowi P przyporzadkujemy taki punkt P’ € II, ze PP’ L1I. Jesli A’ i B’ sg
rzutami prostokatnymi punktéow, odpowiednio, A i B na ptaszczyzne II oraz
prosta AB przecina tg¢ plaszczyzne w punkcie K, to tréjkaty prostokatne AA'K
i BB'K s podobne, a ponadto punkty A’, B’ i K lezg na jednej prostej. Mozna
zrobié z tego uzytek, rozwiazujac zadania 7 i 8.

Zadania

1. Okrag o jest czeScia wspdlng sfer s i s’. Trzy rézne punkty A, B i C leza na
okregu o. Punkt P lezy na sferze s, na zewnatrz sfery s’. Prosta PA przecina
sfere s’ w punkcie A’ # A; analogicznie okreslamy punkty B’ i C’. Dowies¢,
ze ptaszczyzna II, przechodzaca przez punkt P i styczna do sfery s, jest
réwnolegla do plaszczyzny A'B/C.

2. Dany jest czworoscian ABCD. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego
w trojkat ABC. Punkt K lezy na odcinku AD i spelnia warunek

|AK|  |AB|+ |BC|+ |CA]
|[KD| |BC|
Proste AI i BC przecinaja sie w punkcie L. Dowies¢, ze prosta KL
przechodzi przez $rodek odcinka DI.

3. Prostopadloscian ma krawedzie dtugosci a, b i c. Wyznaczy¢ najkrotsza droge
laczaca dwa przeciwlegle wierzcholki tego prostopadtoscianu, biegnaca po
jego powierzchni.

4. Suma miar katéw ptaskich przy wierzchotku nienalezacym do podstawy
ostrostupa jest rowna 60°. Dowies¢, ze obwod podstawy tego ostrostupa jest
nie mniejszy od dtugosci kazdej jego bocznej krawedzi.

5. W czworo$cianie ABC D zachodza réwnoéci

|AB| =|CD| i |xBAD|+ |¥BCD|=180°.
Dowiesé, ze |« BAD| > |xADC).

6. Odcinek DD’ jest wysoko$cig czworoScianu ABCD, w ktérym zachodza

réownosci

|AB| = |CD|, |AC|=|BD| i |AD|=|BC|.
Niech O bedzie $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC, zas S $rodkiem
cigzkosei tego trojkata. Dowiesé, ze punkty D', O i S leza na jednej proste;.
7. Prosta przechodzaca przez $rodek J sfery wpisanej oraz érodek O sfery
opisanej na czworoécianie ABC'D przecina krawedz AB. Wykazaé, ze miary
katéw ACB i ADB sa réwne lub sumuja si¢ do 180°.
8. W czworoécianie ABC' D wszystkie wewnetrzne katy dwuscienne sg ostre.
Punkt S lezy wewnatrz tego czworo$cianu, a jego odleglosé od kazdej
z ptaszczyzn ABC, BCD, CDA i DAB jest wigksza niz 1. Dowiesé, ze
przynajmniej dwa spoéréd odcinkéw AS, BS, C'S, DS maja dlugos¢ wieksza
niz /5.
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Popularyzacj

Matemat[__“-ﬂ wrzesnia 2019 roku
900 - 1400

Uniwersytet Pedagogiczny
w Rrakowie

ydarzenie edukacyjno-popularyzatorskie wpisane w program
W Jubileuszowego Zjazdu Matematykow Polskich .@

w stulecie Polskiego Towarzystwa Matematycznego @

L

yktady plenarne
krotkie prelekcje
warsztaty

reczenie nagrod
W w Ronkursie im. Anny Zofii Rrygowskig)
na najlepsza prace studencka z dydaktyki matematyki
inat Ronkursu
F Uczniowskich Prac z Matematyki
im. Pawta Domanskiego

reczenie nagrod w Ronkursie
W Uczniowskich Prac z Matematyki im. Pawta Domanskiego
Auditorium Maximum UJ godz. 14:30



