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Do 2012~ 2014

Srednia miesieczna liczba zachorowan na
dzient (u$rednienie troche wygtadza
wykres). Gérna kolorowa prosta zostala
dopasowana do pikéw z lat 2014—-2018

2016 2018

metoda najmniejszych kwadratéw.

Analogicznie dopasowano dolng do chwil

listopadowej stagnacji

minimum maksimum
08.08.2012 23.01.2013
08.08.2013 08.03.2014
08.08.2014 01.03.2015
08.08.2015 16.02.2016
08.07.2016 23.01.2017
08.08.2017 08.02.2018
08.08.2018 08.02.2019

Daty rocznych ekstremoéw raportowanej
zachorowalnosci na grype (podana jest

data poczatku pomiaru).

Dla prostoty w powyzszej tabelce
poréwnywalismy liczby z kolejnych
raportéw, ktére obejmuja okresy

nieréwnej dlugosci. W rzeczywistosci
powinni$my dziataé¢ na s$redniej dziennej
zachorowalno$ci — i tak wlasnie robimy

w pézniejszych obliczeniach

Wyjatkowa byla ubiegta zima, kiedy
grypa przebiegla nad wyraz lagodnie.
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Pot szklanki mocnego kodu

Zanim dopadnie nas grypa
Piotr KRZYZANOWSKI*

Czy lubicie dltugoterminowe prognozy pogody? Odbija sie w nich gleboko
zakorzeniona ludzka wiara, ze odlegta przyszlosé mozna przewidzie¢ — na przekér
efektowi motyla. No c6z, sam musze przyznaé, ze ciesze sie, gdy grudniowe
prognozy przewiduja piekna, stoneczna i mrozna aure na zimowe ferie; ale jesli
zapowiadaja ponury mokry standard, wtedy ratuje sie mysla, ze to przeciez tylko
prognoza...

Oczywiscie mozna przewidywaé nie tylko pogode: na przyklad zima byloby
calkiem ciekawie przepowiedzie¢ rozwdj corocznej epidemii grypy. I wlasnie
teraz, mimo braku wiedzy medycznej, uzbrojony jedynie w serie liczb, prosty
model i kilka linii kodu (wybiore moje ulubione $rodowisko obliczeniowe Octave,
www.octave.org) sprobuje przewidzied, jak bedzie przebiegaé w tym sezonie.

Szczerze méwiace, zdziwitbym sie, gdyby przysztosé postuchata sie moich
prognoz: uzyte przeze mnie narzedzia sg raczej malto wyrafinowane. Ale... gdyby
przewidywania sie sprawdzily... czyz nie byloby zabawnie?

Skorzystamy z publicznie dostepnych danych NIZP-PZH na temat raportowanej
przez lekarzy w calej Polsce liczby zachorowan na grype (jak je zdobyé¢ samemu,
pisaliémy w A1Y). Zaczniemy od naszkicowania wykresu zachorowaii w ostatnich
latach, zobacz rysunek obok. (Dane zbierane sa cztery razy w miesiacu).

Wykres jest malo regularny, niemniej mozemy zauwazy¢, ze w pierwszym
kwartale kazdego roku ma silny pik, a w sierpniu — wyrazne minimum. Tabelka
obok pokazuje daty, gdy zostalo osiagniete ekstremum, a dane do niej mozna
wygenerowaé kodem:

pkg load signal;

[~, loc] = findpeaks(infected, 'MinPeakDistance’, 24);
maxinfected = infected(loc); maxdays = days(loc);
disp( datestr(maxdays) );

W programie przyjeliSmy, ze w zmiennej infected znajduja sie liczby zachorowan,
ktére wezesniej SciagneliSmy z NIZP-PZH, a w days — daty odpowiadajacych
pomiaréow. Funkcja findpeaks z pakietu signal znajduje potozenia loc lokalnych
maksimow danych zawartych w wektorze infected. Dodatkowo wymagamy, by
odleglos¢ miedzy maksimami wynosila co najmniej 24 pomiary, czyli 6 miesigcy
(jasne, sa przeciez odlegle z grubsza o rok). W trzeciej linii wydobywamy

z danych tylko te odpowiadajace znalezionym maksimom, ktore w kolejnej linii
wypisujemy na ekranie.

Minimum zawsze przypada na drugi tydzien sierpnia. Maksimum nie zachowuje
sie az tak regularnie, ale jak mozemy obliczy¢, érednia odleglo$é¢ miedzy
maksimami na przestrzeni ostatnich 6 lat wynosi okolo 368 dni — czyli z grubsza
tez jeden rok (co w koricu nie powinno nas az tak dziwié...).

Rzuca sie w oczy, ze od kilku lat piki zgltaszanej liczby zachorowan
systematycznie rosna (niemal liniowo). Nie bedac lekarzem, ale za to troche
wyobrazajac sobie, jak dziala sprawozdawczosé, przypuszczalbym, ze za

tym wzrostem nie stoi realny wzrost liczby wszystkich zachorowan na grype
w Polsce — ale ze zapewne jest on efektem coraz lepiej dzialajacego systemu
zbierania danych (coraz wiecej lekarzy odsyla stosowne formularze?). Gdyby
wiec liniowy trend mial utrzymac sie jeszcze w tym sezonie, tatwo bedzie
przewidzie¢ orientacyjna szczytowsa liczbe zgloszen:

P = polyfit(maxdays, maxinfected, 1);
disp( polyval(P, maxdays(end)+365) );
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Typowy przebieg sezonu grypowego
(tu dla sezonu 2015/2016)

Opisany model to tzw. model
Kermacka—McKendricka, o ktérym
pisaliSmy w A?G u nas w wersji
z czasem dyskretnym.

Miedzy innymi wiadomo, ze istotnym
czynnikiem wplywajacym na skutecznosé
rozprzestrzeniania si¢ grypy jest pogoda —
co powoduje, ze w rzeczywistosci wartosé
wspoélczynnika b zmienia sie w czasie,
podczas gdy my radosnie przyjmujemy, ze
jest stala.

Cala robote — dopasowanie wykresu prostej do maksiméw — wykonuje pierwsza
linia powyzszego kodu: funkcja polyfit wyznacza metodg najmniejszych
kwadratow wielomian P stopnia pierwszego, najmniej oddalony od punktow
pomiarowych (x,yr), gdzie xx = maxdays(k), a yx = maxinfected(k). W drugiej linii
obliczamy wartos¢ tego wielomianu w dniu nastepnego maksimum zachorowan
(przyjelidmy, ze wypadnie dokladnie za rok od ostatniego).

Naturalnie w dtuzszej perspektywie liniowy wzrost nie moze si¢ utrzymac, co
zrozumiemy, przedtuzajac kolorowa prosta w lewo: ,przewiduje” ona, ze juz
w 2008 roku lekarze powinni byli zgtosi¢... ujemna liczbe zachorowan.

Modelowanie w wybranym sezonie

Powyzsze mialto charakter czysto rozrywkowy, wiec czas na co$ powazniejszego.
Prawie kazdy sezon chorobowy ma podobny przebieg (rysunek obok):

e dosy¢ szybki wzrost zachorowan od polowy sierpnia,

e 7 poczatkiem pazdziernika nastepuje stabilizacja liczby zachorowan, a nawet —
w pierwszym tygodniu stycznia — jej chwilowy spadek,

e od poczatku stycznia — kilkutygodniowa faza szybkiego wzrostu liczby
zachorowan,

e osiagniecie szezytowej liczby zachorowani (najczedciej w lutym),

e szybkie zmniejszanie si¢ liczby zachorowan gdzies tak do konca kwietnia,

e powolny spadek do kolejnego minimum.

Czy wiec daloby sie — dysponujac biezgcymi danymi ze strony internetowej
NIZP-PZH - przewidzie¢ rozwéj tegorocznej grypy? Do tego wykorzystamy
nastepujacy, bardzo prosty, model zachorowan. Niech S; oznacza liczbe oséb
podatnych na wirusa (ale na razie zdrowych) w dniu ¢, z kolei I; — liczbe oséb
zarazonych (i przy tym zarazajacych), a R; — liczbe os6b, ktére juz nie moga
by¢ zarazone ani zarazaé, bo np. wyzdrowialy i nabraly odpornosci. W modelu
przyjmujemy nastepujaca zaleznos¢ S, I, R w dniu nastepnym od tychze w dniu
obecnym:

Sei1 =S5 —b-I- 5,

Liywv=L+b-I;- S5 —a-Ii

Rt+1 = Rt +a- It.
Gdybysmy znali wspdélczynniki modelu: a, b, to moglibysmy go uzy¢ do
wyznaczenia przyszlych wartosci S, I, R tak, jak w ponizszej funkcji:

function [S,I,R] = KMcK(a,b,S1,11,R1,n)

% wyznacza S = [S1,S2,...,Sn], I =[I1,I2,...,1,], R=[Ri,Ro,..., R,].
S(1) = S1; 1(1) = I1; R(1) = Ry;
fort = 1:n—1

S(t+1) = S(t) — bxI(t)S(t);
I(t+1) = I(t) + bxl(t)*S(t) — axI(t);
R(t+1) = R(t) + axl(t);
end
end

To bardzo zgrubny model, ale mamy nadzieje, ze okaze sie¢ wystarczajacy, jesli
ograniczymy zakres jego stosowalnosci. Nie mozemy liczy¢ na to, ze uda si¢ nam
w modelu dopuszczajacym tylko jeden pik zachorowan odtworzy¢ wieloletni
przebieg choroby. Ale wymodelowanie okresu najwiekszej zachorowalno$ci

w sezonie, powiedzmy: od poczatku stycznia do konca kwietnia, wydaje sie celem
jak najbardziej realnym.

Poniewaz 1/a odpowiada $redniej dlugosci okresu, gdy zainfekowany zaraza,

to mozemy z dobrym skutkiem przyjaé, ze 1/a = 2,5 dnia (potem bierzemy
zwolnienie i kladziemy sie do lézka), wiec a = 0,4 (na dzienh).

Nie znajac dobrej wartosci wspotczynnika b, dopasujemy ja tak, by wartosci I
wyznaczone przez model jak najlepiej przyblizaly te, ktore juz znamy z raportow
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Pomijamy istotny szczegdl, ze raporty
NIZP-PZH nie podaja liczby wszystkich
zachorowan, co wiecej — podawane
przypadki nie zawsze musza by¢
prawdziwa grypa. Taki urok medycyny.

01-01 16-02 16-04

01-01 08-02 16-04

‘Wymodelowany przebieg grypy dla
sezonéw 14/15, 15/16 i 16/17. Pionowa
kreska wskazuje realne maksimum
zachorowan. Linia kolorem: wynik
dzialania modelu dla b wyznaczonego na
podstawie wszystkich danych. Czarna,
przerywana linia: dla b wyznaczonego na
podstawie tylko pierwszych czterech
pomiaréw

-

V)

w

NIZP-PZH. W tym celu definiujemy funkcje
b F(b) :=[I1(), I2(D), ..., L.(b)],
ktéra dla zadanego b wyznacza (za pomoca powyzszego modelu) wartosei I
w punktach pomiaréw w zadanym przez nas okresie. Nastepnie, korzystajac
z funkcji leasqr z pakietu optim, znajdziemy warto$¢ b, ktéra zminimalizuje sume
kwadratéw odchylen wartosci przewidywanych od wartosci zmierzonych:
(I1(b) — infected(1))? + ... + (I,,(b) — infected(n))* — min!

Listing 1. (Octave)

[infected, days] = przytnijdane(infected, days, '01—01—2016', '23—04—2016");
pkg load optim;
[~, b] = leasqr(days, infected, 0.4, F);

Najpierw ograniczamy zbiér danych infected, days do interesujacego nas okresu
(implementacje funkcji przytnijdane mozna sobie z grubsza wyobrazic), a po
zaladowaniu pakietu optim funkcja leasqr wyznacza b minimalizujace sume
kwadratéw odchyleri (czwarty argument, F, jest potrzebny, bo ta funkcja
wyznacza wartosci Iy (b), I2(b), ... potrzebne do obliczenia odchyleri) — oméwienie
jej implementacji, wykorzystujacej KMcK, pominiemy.

Jak wida¢ na wykresach obok, dla tak wyznaczonego b dostaliémy kolorowa
krzywa, catkiem dobrze wpasowujaca sie w punkty pomiarowe (sezon 2016,/2017
jest — jak widzieliSmy wczes$niej — pod wieloma wzgledami wyjatkowy i model
nie przewiduje prawidlowo wielkosci piku). Okazuje sie, ze dla wiekszosci
sezon6éw dostajemy podobna warto$¢ optymalnego b. Aby wiec przewidywaé
przyszle epidemie, mozemy po prostu skorzysta¢ ze ,$redniej” wartosci

b =~ 0,434, co zamyka sprawe (po prostu startujemy symulacje z wartosci
znanych w konkretnym dniu). Z drugiej strony wybdér usrednionego b
powoduje, ze nie mozemy reagowaé na ewentualne atypowosci biezacego sezonu
(np. niesprzyjajaca aure lub szczegélnie zjadliwy szczep wirusa, co w kazdym
przypadku powoduje zmiane wspolczynnika b). Wéwezas lepiej dopasowaé
nowe b do biezacych danych. Przyktadowy wynik dopasowania b na podstawie
jedynie czterech pomiaréw ze stycznia (linia przerywana na wykresach obok)
pokazuje, ze mozemy sie wtedy sporo pomyli¢; jednak im wiecej pomiaréw
wykorzystamy, tym lepsze beda przewidywania.

A zatem... zagladajac do mojej szklanej/krzemowej kuli...
PRZEPOWIADAM, ZE:

1. Nastepny sezon grypy... juz sie zaczal: w polowie sierpnial

2. Od pazdziernika do konica grudnia raportowana liczba zachorowan nie
przekroczy... 140 tysiecy w tygodniu! [Odezytany liniowy trend z pierwszego
wykresu/.

3. Szczyt zachorowan przypadnie... w drugim tygodniu lutego! [Po prostu
zakladam, Ze stanie sie to za ok od ostatniego]. Bedzie wtedy zglaszanych
az 400 tysiecy zachorowan tygodniowo! [Z liniowego trendu na pierwszym
wykresie; jednak nie wierze w to zbytnio i mam nadzieje, zZe naprawde bedzie
ich znacznie mniej... Chociaz, z drugiej strony, grypa jest chorobg zdradzieckq,
wiec po poprzednim roku ciszy teraz moze zaatakowad ze zdwojong silg).

4. Przebieg zachorowalnosci w I kwartale 2020 roku... bede na
zywo monitorowaé i prognozowaé na swojej stronie internetowej
(www.mimuw.edu.pl/~przykry) juz od teraz, co tydzien uwzgledniajac nowe
dane! [Bede dopasowywaé na biezgco parametry modelu, minimalizujgc blgd
Sredniokwadratowy, podobnie jak opisano powyzej].

No dobra, czas konczyé pisanie. Juz w trakcie poczutem sie — jakos tak —
niewyraznie: boli mnie glowa, drapie w gardle i... tak jakby... lamie w koSciach?
Czyzby —

Aaa... apsik!...

3


http://www.mimuw.edu.pl/~przykry

*LaBRI, Bordeaux

Oryginalne pytanie postawione przez
Hilberta dotyczylo istnienia rozwigzan
réwnania diofantycznego w zbiorze liczb
catkowitych. Nietrudno jednak wykazad,
ze obie wersje problemu sg réwnowazne.

O dziesigtym problemie Hilberta
Joanna OCHREMIAK*

Podczas odbywajacego sie w 1900 roku w Paryzu Drugiego Miedzynarodowego
Kongresu Matematykdéw jeden z referatéw wyglosit wybitny niemiecki
matematyk David Hilbert. W swoim wystgpieniu zawart on liste dwudziestu
trzech zagadnienn matematycznych stanowiacych, jego zdaniem, szczegdlne
wyzwanie dla matematykow w rozpoczynajacym sie XX wieku. Wigkszoéé

z nich doczekala sie rozwiazania. Inne, jak stynna hipoteza Riemanna, pozostaja
otwarte, inspirujac kolejne pokolenia naukowcow.

Dziesiaty sposréd probleméw Hilberta dotyczy rownan diofantycznych, czyli
réwnan postaci P(xo,...,x,) =0, gdzie P jest wielomianem o wspdlezynnikach
catkowitych. Przykladem réwnania diofantycznego jest wiec 223z1 — 23 +1=0
oraz 53:095135% — ToTo + m% = 0. Hilbert postulowal znalezienie procedury, ktéra
pozwalataby dla dowolnego rownania diofantycznego rozstrzygnaé w skoniczonej
liczbie krokéw, czy rownanie to ma rozwigzanie w zbiorze liczb naturalnych,
czy tez nie. Problem ten jest o tyle wyjatkowy, ze jako jedyny na licie Hilberta
odwotuje sie do pojecia algorytmu, ktére na przetomie XIX i XX wieku nie miato
jeszcze formalnej definicji. W przypadku wynalezienia postulowanej metody
(czego, jak mozemy sie domyslaé, spodziewal sie Hilbert) byloby intuicyjnie
jasne, ze stanowi ona pozytywne rozwigzanie problemu. Negatywne rozwigzanie
dziesiatego problemu Hilberta nie byloby jednak mozliwe bez doprecyzowania
jego sformulowania w jezyku matematycznym.

Wspélczesnie powszechnie przyjete definicje pozwalaja w sposéb catkowicie
formalny stwierdzié¢, ze nie istnieje algorytm, ktéry majac dane na wejsciu
réwnanie diofantyczne, rozstrzyga, czy ma ono rozwiazanie w liczbach
naturalnych. Negatywne rozwiazanie dziesigtego problemu Hilberta jest
konsekwencja stynnego twierdzenia z roku 1970, wienczacego wiele lat pracy
czworki matematykéw: Jurija Matijasiewicza, Julii Robinson, Martina Davisa
oraz Hilarego Putnama.

Celem tego artykulu jest sformutowanie tak zwanego twierdzenia MRDP

(od Matijasiewicz, Robinson, Davis, Putnam), wyjasnienie zawartej w nim
fascynujacej idei rozwiazania dziesiatego problemu Hilberta oraz przedstawienie
pewnych jego zaskakujacych konsekwencji.

Intuicyjnie, algorytm to po prostu skonczony zbiér instrukcji. Powszechnie
znany jest algorytm dodawania pisemnego, zwany ,,dodawaniem pod kreska”,
czy tez algorytm Fuklidesa wyznaczania najwiekszego wspélnego dzielnika
dwdch liczb. Pojecie algorytmu zostalo sformalizowane w latach trzydziestych
XX wieku niezaleznie przez Kurta Godla, Alana Turinga, Emila Posta oraz
Alonzo Churcha. Zaproponowane definicje, na pozor bardzo rézne, okazaly

sie rownowazne i stanowia dzi$§ podstawe zaréwno sposobu funkcjonowania
komputerow, jak i teoretycznych badan nad ich mozliwosciami. Na potrzeby tego
artykulu pozostanmy jednak przy intuicyjnym rozumieniu pojecia algorytmu,
pamietajac, ze kryje si¢ za nim dobrze zdefiniowany obiekt matematyczny.

Wracajac do zagadnienia, z ktérym mierzyli sie Matijasiewicz, Robinson,
Davis oraz Putnam — w jezyku wspolczesnej informatyki dotyczy ono tak
zwanego problemu decyzyjnego: chcemy wiedzieé, ktére elementy zbioru A
maja interesujaca nas wlasno$¢ w. Dziesiaty problem Hilberta to problem
decyzyjny (A, w), gdzie zbiér A to zbiér wszystkich réwnan diofantycznych,
a wlasno$é w to posiadanie co najmniej jednego rozwiazania w liczbach
naturalnych. Innym znanym przykladem problemu decyzyjnego jest problem
pierwszodci: interesuje nas w tym przypadku zbiér A wszystkich liczb
naturalnych oraz wlasnos¢ w bycia liczba pierwsza.

Problem decyzyjny (A, w) jest rozstrzygalny, jesli istnieje algorytm, ktéry, majac
dany na wejsciu dowolny element a zbioru A, po wykonaniu skoriczonej liczby
operacji rozstrzyga, czy element a ma wlasno$¢ w, czy tez nie. Bezposrednia
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Rozwigzanie zadania F 989.

Masy atomowe pierwiastkéow
wystepujacych naturalnie w przyrodzie
wypelniajg przedzial od 1 (wodér) do 244
(pluton), a promienie atomowe, przedzial
od 0,5-107'% m (wodér) do

2,67-1071% m (cez) — wynik oszacowania
zalezy od charakteru wigzan, jakie atom

tworzy, gdy wchodzi w zwigzki chemiczne.

Masy atoméw nie zalezg od tworzonych
przez nie wigzan, a wiec w obliczeniach
postuzymy sie ich masami. Sprébujmy
oszacowad ,typowa” mase atoméw
wchodzacych w sklad Ziemi.

W atmosferze mamy niemal wytacznie
azot i tlen o masach atomowych 14 i 16,
w skorupie Ziemi dominuje tlen oraz
krzem o masie atomowej 28, a jadro
Ziemi sklada si¢ gléwnie z zelaza i niklu

o masach atomowych 56 i 59. Przyjmijmy,

ze typowa liczba masowa to 50,

i obliczmy, ile takich atoméw ,sktada” sie
na mas¢ Ziemi:

M 6,0-10°* kg

T 50-u  50-1,7-10727 kg
Dla ,sprawdzenia” oszacujmy, ile
»typowych atoméw” wypelni objetosé
Ziemi. Promienie atoméw najczesciej
wystepujacych na Ziemi mieszcza sie
w przedziale od 1,0 - 107 m do
2,0 -1071% m. Przyjmijmy promieri
Ltypowego” atomu r = 1,5 - 107 ° m.
Otrzymujemy, ze do ,wypelnienia”
objetosci Ziemi potrzeba:

(6,4 -10°% m)?
(1,5-10-10 m)3
PrzyjeliSmy kulisty ksztalt atoméw
i pomingliSmy fakt, ze ciasno upakowane
kule wypelniaja ,tylko” okoto
3/4 objetosci przestrzeni, oraz wplyw
ogromnych ci$niei we wnetrzu Ziemi (do
okoto 330 GPa). Zgodno$é otrzymanych
wartosci N i N’ jest nawet nieco
zaskakujaca.

N

N =R*/r® ~8-10

Rozwigzanie zadania F 990.

W sieci fcc atomy obsadzaja wierzchotki
szescianu i §rodki jego $cian bocznych.
Najblizsze atomy znajduja sie wiec

w odlegtosci

2
dp = (I,Fg =2,5786 - 10" m.

‘W sieci bece atomy obsadzaja wierzchotki
szescianu i jego srodek. Najblizsze atomy
sa wiec odlegle o
V3 —10

dp :a57 = 2,5152-10 m.
Réznica odleglosci miedzy atomami jest
bardzo mata i odpowiada stosunkowi
gestosci fazy fce do fazy bee, rownemu
0,928. Warto zauwazy¢, ze w sieci bee
przypadaja 2 atomy na jedng komérke
elementarng (atom w $rodku nalezy do
komérki, a kazdy z atoméw ,naroznych”
nalezy do o$miu sgsiadujacych komoérek),
a w sieci fcc 4 atomy (kazdy ,narozny”
nalezy do oémiu komérek, a te
w $rodkach $cian do dwéch sgsiadujacych
komérek).

~7-10%.
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konsekwencja twierdzenia MRDP (do ktérego sformutowania zmierzaja nasze
rozwazania) jest nierozstrzygalno$¢ dziesiatego problemu Hilberta.

Zwrdéémy jednak uwage, ze zdefiniowane powyzej pojecie rozstrzygalnosci

jest stosunkowo restrykcyjne. Mniej satysfakcjonujace rozwiazanie problemu
decyzyjnego (A, w) otrzymamy, wymagajac jedynie, zeby algorytm po skoniczonej
liczbie krokéw zwrécit pozytywna odpowiedz dokladnie wtedy, gdy na wejsciu
ma dany element zbioru A o wlasnoéci w. Natomiast je$li dany element

nie spelnia w, to algorytm moze si¢ nie zatrzymaé. Problem decyzyjny, dla
ktorego taki algorytm istnieje, nazywamy czesciowo rozstrzygalnym. Latwo
stwierdzi¢, ze dziesiaty problem Hilberta jest czeSciowo rozstrzygalny: wystarczy
rozwazy¢ algorytm, ktéry dla danego réwnania diofantycznego sprawdza po
kolei wszystkie mozliwe warto$ciowania w liczbach naturalnych wystepujacego
w nim zbioru niewiadomych. Jesli ktores z kolei warto$ciowanie spelni réwnanie,
algorytm zwraca odpowiedz pozytywna, natomiast w przeciwnym przypadku
nigdy nie zakonczy on swojego dzialania.

Dziesiaty problem Hilberta jest wiec przykladem problemu decyzyjnego,

ktory jest czeSciowo rozstrzygalny, ale nie jest rozstrzygalny. Wynika to

jednak dopiero z udowodnionego w 1970 roku twierdzenia MRDP. Na dtugo
przed rokiem 1970 matematycy zdawali sobie sprawe z istnienia czesciowo
rozstrzygalnych, ale nierozstrzygalnych probleméw decyzyjnych postaci (N, w),
gdzie w jest pewna wlasnodcia liczb naturalnych. Twierdzenie MRDP potwierdza
odwazna hipoteze, wedlug ktorej zbiér wszystkich czeSciowo rozstrzygalnych
probleméw decyzyjnych dotyczacych liczb naturalnych jest w pewien sposéb
silnie powiazany ze zbiorem réwnan diofantycznych.

Kazda wlasnos$¢ w liczb naturalnych definiuje podzbiér A,, liczb naturalnych

o wlasnoéci w. Jednoczednie, kazdy podzbiér A liczb naturalnych definiuje
wlasnos$¢ w4 nalezenia do podzbioru A. Upraszczajac nieco terminologie, zamiast
o rozstrzygalnych lub cze$ciowo rozstrzygalnych problemach decyzyjnych postaci
(N, w) mozemy wiec méwié o rozstrzygalnych lub czedciowo rozstrzygalnych
podzbiorach zbioru liczb naturalnych. W 1950 roku Martin Davis sformutowat
hipoteze, zgodnie z ktéora kazdy czesciowo rozstrzygalny podzbior zbioru liczb
naturalnych jest tak zwanym zbiorem diofantycznym.

Definicja zbioru diofantycznego wymaga rozwazenia réwnan diofantycznych

z parametrem. Parametrem nazwiemy po prostu jedna, wyrézniong niewiadoma.
Réwnanie diofantyczne z parametrem jest wiec postaci P(a,z1,...,2x) = 0.
Definiuje ono cala rodzine réwnan diofantycznych: podstawiajac za parametr a
dowolna liczbe naturalna n, otrzymamy réwnanie diofantyczne (bez parametru),
ktére oznaczaé¢ bedziemy przez P, (x1,...,x) = 0. Dla dowolnego réwnania
diofantycznego z parametrem P(a,x1, ...,z ) = 0, zbiér tych liczb naturalnych n,
dla ktérych réwnanie P, (z1,...,2;) = 0 ma rozwiazanie w liczbach naturalnych,
nazywamy zbiorem diofantycznym. Przykladem zbioru diofantycznego jest zatem
zbiér drugich poteg liczb naturalnych odpowiadajacy réwnaniu 23 — a = 0, a takze
zbiér liczb zlozonych odpowiadajacy réwnaniu (z1 + 2)(z2 +2) —a = 0.

Zauwazmy, ze kazdy zbior diofantyczny jest czesciowo rozstrzygalny.
Rzeczywiscie, przypusémy, ze mamy dany zbiér diofantyczny zadany przez
réwnanie diofantyczne z parametrem P(a,x1,...,x;) = 0. Algorytm $wiadczacy
o tym, ze zbiér ten jest czesciowo rozstrzygalny, dla danej na wejsciu liczby
naturalnej n oblicza réwnanie diofantyczne P, (z1,...,z;) = 0, a nastepnie
sprawdza po kolei wszystkie wartosciowania jego niewiadomych w liczbach
naturalnych. Jesli ktére§ warto$ciowanie spelni réwnanie P, (x1,...,z) =0,
algorytm zwraca odpowiedz pozytywna, za$ w przeciwnym przypadku nie
zakonczy on swojego dziatania.

Hipoteza Davisa, jak juz wspomnieliSmy, dotyczy implikacji przeciwnej: kazdy
czesciowo rozstrzygalny podzbiér zbioru liczb naturalnych jest diofantyczny.
Zostala ona udowodniona po dwudziestu latach intensywnych badan. Jej
potwierdzenie stanowi tres¢ twierdzenia MRDP, ktore mozemy zatem
sformulowac nastepujaco:
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Zdefiniowanie zbioru, ktéry nie jest
czesciowo rozstrzygalny, jest zadaniem
zdecydowanie nietrywialnym.

Twierdzenie MRDP. Podzbior zbioru liczb naturalnych jest cze$ciowo
rozstrzygalny wtedy @ tylko wtedy, gdy jest zbiorem diofantycznym.

Uwzgledniajac fakt istnienia cze$ciowo rozstrzygalnych, ale nierozstrzygalnych
podzbioréw zbioru liczb naturalnych, twierdzenie MRDP implikuje istnienie
nierozstrzygalnych zbioréow diofantycznych i w konsekwencji negatywne
rozwiazanie dziesiatego problemu Hilberta. Zanim jednak przesledzimy
dokladniej te ostatniag implikacje, przyjrzyjmy sie, jak zaskakujaca jest w istocie
tres¢ twierdzenia MRDP.

Wspomniany powyzej problem pierwszosci jest z pewnosciag rozstrzygalny: dla
danej na wejsciu liczby naturalnej n trywialny algorytm sprawdza po kolei, czy
n jest podzielne przez jakakolwiek liczbe ze zbioru {2,...,n — 1}. W szczegdlnosci,
zbior liczb pierwszych jest czesciowo rozstrzygalny. Z twierdzenia MRDP wynika
zatem, ze istnieje réwnanie diofantyczne z parametrem P(a,x1,...,z;) = 0, ktére
ma rozwigzanie w liczbach naturalnych wtedy i tylko wtedy, gdy a jest liczba
pierwsza! Podobnie ma sie sprawa ze zbiorem wszystkich poteg liczby 2, zbiorem
liczb Fibonacciego... i przypuszczalnie z kazdym innym podzbiorem zbioru liczb
naturalnych, ktérego definicja przychodzi nam tatwo do glowy.

Pozostaje nam przyjrzeé sie, w jaki sposéb z twierdzenia MRDP wynika
negatywne rozwigzanie dziesiatego problemu Hilberta. Przypusémy, ze
odpowied? ta bytaby pozytywna, i niech A oznacza algorytm, ktéry dla
dowolnego réwnania diofantycznego rozstrzyga, czy ma ono rozwiazanie

w liczbach naturalnych, czy tez nie. Rozwazmy réwnanie diofantyczne

z parametrem P(a,x1,...,2;) = 0 definiujace pewien zbiér diofantyczny X.
Zauwazmy, ze nastepujacy algorytm rozstrzyga przynaleznosé do zbioru X:
dla danej na wejéciu liczby naturalnej n oblicz rownanie diofantyczne

P, (x1,...,2) = 0, a nastepnie za pomoca algorytmu A rozstrzygnij, czy ma
ono rozwiazanie w zbiorze liczb naturalnych. Odpowiedz pozytywna oznacza,
ze n € X, natomiast odpowiedZ negatywna oznacza, ze n ¢ X. Wykazalidémy
w ten sposéb, ze kazdy zbior diofantyczny jest rozstrzygalny. Na mocy
twierdzenia MRDP oznacza to, ze kazdy czesciowo rozstrzygalny podzbiér
zbioru liczb naturalnych jest rozstrzygalny. Otrzymana sprzeczno$¢ implikuje
nierozstrzygalno$¢ dziesiatego problemu Hilberta.

Jak unikngé¢ czeSciowej rozstrzygalnosci?

W artykule powyzej wspomniano, ze prawie kazdy zbiér algorytm). To pokazuje, ze istotnie w takiej sytuacji
liczb naturalnych, ktory przyjdzie nam na mysl, jest S jest rozstrzygalny.

czesciowo rozstrzygalny. Sprobujmy jednak pokazad,
ze stowo prawie jest tu istotne, czyli ze mozliwa jest
konstrukcja zbioru S C N, ktéry nie jest czeSciowo

A zatem do konstrukcji zbioru, ktéry nie jest nawet
czedciowo rozstrzygalny, wystarczy znalezé S C N taki, ze
jest on czesciowo rozstrzygalny, ale nie jest rozstrzygalny.

rozstrzygalny. Woéwezas N\ S nie bedzie nawet czedciowo rozstrzygalny.
Po pierwsze zauwazmy, ze jesli zaréwno zbiér S, jak Aby skonstruowac taki zbiér S, potrzebna jest pewna

i jego dopelnienie N\ S sa czeéciowo rozstrzygalne, wiedza; zakladamy, ze Czytelnik Doswiadczony zna

to wéwcezas S jest nawet rozstrzygalny. To, ze S jest definicj¢ i podstawowe intuicje zwigzane z maszynami
czesciowo rozstrzygalny, oznacza, ze istnieje algorytm Turinga. Zbi6ér maszyn Turinga, ktére akceptuja
(nazwijmy go pozytywnym), ktéry dla danej liczby n € N slowo puste, jest czgSciowo rozstrzygalny (wystarczy
zatrzyma si¢ i odpowie ,,n nalezy do S”, jedlin € S znalez¢ bieg akceptujacy dla tego slowa pustego), ale
(ale byé moze nie zatrzyma sie, jesli n ¢ S). Podobnie, nie jest rozstrzygalny (uzasadnienie mozna znalezé

skoro N\ S jest czeéciowo rozstrzygalny, to istnieje np. w artykule Szymona Toruiiczyka ,,Paradoks
algorytm (nazwijmy go negatywnym), ktéry dla danej Russella” w A{7). Kazda maszyne Turinga mozna

liczby n € N zatrzyma si¢ i odpowie ,n nalezy do N'\ §”, jednoznacznie zakodowac jako liczb¢ naturalng. Zatem
oilen € N\ S. A zatem jesli puScimy naraz oba zbior zakodowan maszyn Turinga, ktére akceptujg stowo
algorytmy, pozytywny i negatywny, to ktérys z nich sie  puste, jest cz¢sciowo rozstrzygalny, ale rozstrzygalny juz
zatrzyma i zwrdci poprawna odpowiedz (zakladamy, nie jest. .

ze wtedy automatycznie zatrzymujemy réwniez drugi Wojciech CZERWINSKI
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Ze sztuczng inteligencja na czarne dziury

* Centrum Astronomiczne im. Mikolaja
Kopernika Polskiej Akademii Nauk
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Rys. 1. W procesie analizy danych
odksztalcenie czasoprzestrzeni h
przedstawia si¢ w postaci spektrogramu
(czestotliwosci w funkcji czasu).
Latwiejsze staje si¢ wtedy okreslenie
charakteru sygnalu. Rysunki
przedstawiajg przyktady
instrumentalnych gliczy oraz, dla
poréwnania, fali grawitacyjnej.

Powyzsze zaklocenia sa jednymi z czesciej
zauwazanych w interferometrze. Nazwano
je ,puls” (blip, gérny rysunek) oraz
»gwizd” (whistle, Srodkowy rysunek).
Sygnal fali grawitacyjnej emitowany przez
ciasny uklad podwdéjny nazywany jest
»Cwierkiem” (chirp, dolny rysunek).
Sygnaly te moga si¢ wydawadé tatwo
rozréznialne, jednakze biorac pod uwage
ztozong morfologie szuméw i ich
zmieniajace sie¢ ksztalty, analiza zaklécen
staje sie zadaniem nietrywialnym

Filip MORAWSKI*

Jak bardzo inteligentna jest wspdlczesna sztuczna inteligencja (artificial
intelligence, AI)? W przeciwienistwie do tego, co przedstawia fantastyka
naukowa, Al jest na razie do$¢ malo zaawansowana, zeby nie powiedzie¢ —
prymitywna. Rzeczywistos¢ i fantastyke naukowsa wiele rézni; daleko nam
jeszcze do stworzenia androidéw i maszyn, ktore potrafia mysle¢ i funkcjonowaé
jak ludzie. Mimo to wspolczesna Al stanowi nieodlaczng cze$é naszego zycia,
chociaz czesto mozemy nie zdawaé sobie z tego sprawy. Z dobrodziejstw Al
korzysta sie w wielu dziedzinach, poczawszy od marketingu, a skoniczywszy na
diagnostyce medycznej. Szczegdlnie przydatna okazuje sie w nauce, pomagajac
zrozumie¢ prawa stojace za fascynujacymi zjawiskami natury. Jednym z tych
zjawisk sa fale grawitacyjne (gravitational waves, GW), do ktérych wylawiania
z szumu kosmosu i detektoréw mozna wykorzystaé¢ wlasnie Al

Odkrycie GW przez zespoly LIGO i Virgo — mimo iz miato miejsce

w 2015 roku — juz uznawane jest za jedno z najwiekszych odkryé XXI wieku,

o czym $wiadczy Nagroda Nobla przyznana w 2017 roku. Otworzylto ono

nowe okno na Wszechswiat, nazwane astronomia grawitacyjna. Dzigki
astronomii grawitacyjnej uzyskaliémy wglad w procesy znane do tej pory tylko
z teorii lub obserwowane jedynie posrednio, jak czarne dziury. Detekcja GW
powstalej w wyniku polaczenia sie dwéch czarnych dziur to nie tylko triumf
nauki, lecz takze technologii i inzynierii. Zarejestrowana fala grawitacyjna
odpowiadala zmianie odleglosci o rzedy wielko$ci mniejszej niz rozmiar protonu.
Byto to mozliwe dzigki wielu przelomom w dziedzinie fizyki laseréw, fizyki
kwantowej, a takze analizy danych. Wielkim sukcesem teorii jest takze zgodnosé
obserwowanych sygnaléw z Ogdlna Teoria Wzglednosci (OTW).

Rejestrowany sygnal jest bezwymiarowsg wartoscia, wzglednym odksztalceniem
detektora (strain), opisywanym wzorem

oL
=7
Fala grawitacyjna rozchodzac sie w czasoprzestrzeni, periodycznie znieksztatca
ja (w kierunku prostopadlym do kierunku propagacji, wedlug OTW). Ten efekt
jest rejestrowany w interferometrze o ramionach dtugosci L; d L oznacza zmiane
dhugoéci wywolana przejéciem fali. Dotychczas zarejestrowane sygnaly osiagnety

odksztalcenie h rzedu 10721, Biorac pod uwage dtugos$é ramienia interferometru
(3-4km), §L wyniosta okoto 10718 m.

h

Glownym zadaniem analizy danych jest zrozumienie zrédet szuméw
przeszkadzajacych w detekcji sygnalow z kosmosu. 7 tego powodu interferometry
LIGO i Virgo wyposazone sa w liczne dodatkowe detektory rejestrujace

stan otoczenia detektoréw, np. drgania podloza, dzwigki, stan pola
elektromagnetycznego. W efekcie pewne zrédla szuméw sa wzglednie tatwe do
wyeliminowania. Dzieki swej czulosci detektory rejestruja praktycznie wszystko:
falowanie i przyplywy morz, przelatujace samoloty, ale takze np. kruki stukajace
dziobami w obudowe systemu chlodniczego pokrytego lodem, co przez pewien
czas stanowilo problem w LIGO Hanford. Wiele artefaktéw pojawia sie¢ jednak
tylko w gtéwnym kanale interferometru. Wraz z poprawa czultoéci wzrasta tez
liczba sygnaléw (amplituda fali jest proporcjonalna do odleglosci — 10-krotna
poprawa czulosci oznacza 1000-krotnie wieksza objetos¢ Wszech$wiata dostepna
do badan!), ale tez czuloéé na przerézne zrédla szumu. Dlatego poszukiwania
stabego sygnalu GW wymagaja doskonalszych metod analizy danych niz te
uzywane aktualnie.

Szczegdlnie wymagajacym etapem w redukcji szuméw jest charakterystyka
przejsciowych sygnaléw, tzw. gliczy (glitches), ktérych przyklady przedstawiono
na rysunku 1. Czes¢ z nich jest wzglednie latwa do identyfikacji i eliminacji

z danych. Jednakze Zrodla wielu gliczy sa wciaz nieznane.
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Rys. 2. Wyniki dziatania algorytmu
glebokiego filtrowania (deep filtering).
Goérny rysunek przedstawia dokladnosé
klasyfikacji sygnatu fali grawitacyjnej,
czyli skuteczno$é, z jaka algorytm
rozréznia sygnal od szumu. Jak widac,
dla wigkszoéci rozwazanego SNR, metoda
dzialala prawie w 100% poprawnie.
Dolny rysunek przedstawia wyniki
estymacji bledu wzglednego mas
laczacych si¢ czarnych dziur. Im mniejsza
jego wartosé, tym dokladniejsze
oszacowanie wzgledem rzeczywistej
warto$ci. Podobnie jak w przypadku
klasyfikacji, dla wigkszo$ci analizowanych
sygnaléw metoda osiggneta znakomite
wyniki.

Warto zauwazyé, ze metoda filtru
dopasowanego (matched filtering)

i algorytm glebokiego filtrowania
osiggnety bardzo podobne rezultaty

Zrozumienie i eliminacja gliczy z danych ma doprowadzi¢ — w idealnym
przypadku — do otrzymania szumu gaussowskiego, w ktérym zawarty jest tylko
astrofizyczny sygnat o duzo mniejszej niz sam szum amplitudzie. Odnalezienie
tak stabego impulsu wymaga zastosowania czutego algorytmu, jakim jest
metoda filtru dopasowanego (matched filtering method, MEM). Jest ona
optymalng z punktu widzenia teorii metoda poszukiwania GW. MFM polega
na wyznaczaniu korelacji krzyzowej pomiedzy analizowanymi danymi a pewnym
zalozonym wzorcem sygnalu. W celu odnalezienia gleboko ukrytej w szumie GW
korelacja ta obliczana jest w poszczegdlnych przedziatach czestotliwosci

i wazona przez widmowa gesto$¢ amplitudy szumu. Daje to wieksza wage
czestotliwodciom, w ktérych szum jest niski. Tym samym, uzyskiwany na
wyjsciu stosunek sygnalu do szumu (signal to noise ratio, SNR) jest w danym
przedziale czestotliwosci tym wyzszy, im nizszy jest tam szum.

Definicja SNR uzywana w analizie danych GW uwzglednia zaréwno amplitude
sygnalu zanurzonego w szumie, jak i jego czas trwania. W ponizszym
uproszczonym wzorze h odpowiada amplitudzie wzorca GW, s danym
zawierajacym ten sygnal, f czestotliwoéci sygnalu, zas S jest widmowsa gestoscia
amplitudy szumu.

“+o0
SNR x /dfh(gzi()f)eszt

Pomyst wykorzystania Al w poszukiwaniach GW narodzil sie wraz z rosnaca
popularnoscia zaawansowanych algorytméw uczenia maszynowego. Niewatpliwa,
ich zaleta jest mozliwo$¢ analizowania stabych sygnaléw o zltozonym charakterze.
Ponadto AI moze by¢ wykorzystana do analizy w czasie rzeczywistym.

' W kontekécie astronomii grawitacyjnej stanowi to nie lada zalete ze wzgledu na

wymogi astronomii wieloaspektowej (multimessenger astronomy). Tylko szybka
reakcja i dokladna detekcja GW umozliwia obserwatoriom astronomicznym na
calym $wiecie zwrécenie teleskopéw w kierunku zZrodla sygnalu i zaobserwowanie
go w dziedzinie elektromagnetycznej. Ogromna ilos¢ informacji zwiazana

z tego typu interdyscyplinarna analiza wyzwolitla w sierpniu 2017 roku

taka ogélnoswiatows interwencje, ktéra pozwolita zaobserwowaé¢ dwie

zlewajace sie gwiazdy neutronowe na obu falach jednoczesnie: grawitacyjnych

i elektromagnetycznych.

Jednym z najciekawszych projektow wykorzystujacych Al w badaniach GW jest

| glebokie filtrowanie (deep filtering, DF, zob. D. George and E. A. Huerta, Phys.

Lett. B 778 (2018)). Projekt ten prowadzony jest przez uczonych z Uniwersytetu
Illinois w Stanach Zjednoczonych Eliu Huerte oraz Daniela George’a i stawia
sobie za cel stworzenie systemu do detekcji GW w czasie rzeczywistym przy
uzyciu Al. Glebokie filtrowanie wyrdznia sie na tle innych algorytméw nie tylko
dokladnag klasyfikacja sygnalow, ale réwniez mozliwoécia estymacji parametréw
fizycznych obiektéw-zrodel GW, na przyktad mas zlewajacych sie czarnych
dziur. Dokladna estymacja umozliwi lepsze zrozumienie zachodzacych w trakcie
trwania tego zjawiska proceséw, poprzez zastosowanie w treningu algorytmu
najbardziej zaawansowanych modeli sygnatu.

DF opiera swoje dzialanie na jednym z najpopularniejszych algorytmow Al —
konwolucyjnych sieciach neuronowych (convolutional neural networks, CNN).
Metoda ta powstala w oparciu o badania kory wzrokowej u ssakéw — czeéci
mozgu, ktora specjalizuje sie w przetwarzaniu informacji wizualnej. Kluczowym
elementem CNN jest tzw. warstwa konwolucyjna (convolutional layer). Jej
zadaniem jest ekstrakcja charakterystycznych cech z danych wejéciowych

i rzutowanie ich do ,mapy cech” (feature map), jak to pokazuje rysunek 3.
Mniejsza warstwa konwolucyjna pozwala na otrzymanie bardziej szczegdétowych
map, a wowczas CNN charakteryzuje sie wieksza rozdzielczoscia. Z kolei wieksza
warstwa konwolucyjna doprowadzi do zmniejszenia rozdzielczosci algorytmu na
zmiany lokalne, jednocze$nie umozliwiajac ogélniejsza charakterystyke.
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konwolucja

klasa obiektu

dane wejsciowe

mapy cech

Rys. 3. Przyktad dzialania konwolucyjnej sieci neuronowej. Algorytm poprzez szereg operacji
konwolucji (realizowanych przez warstwy konwolucyjne) ma za zadanie zaklasyfikowac¢ dane
wejsciowe (zdjecie) do jednej z klas obiektu widocznego na tym wejsciu (czlowiek, pies lub fotel).
Kazdorazowa konwolucja prowadzi do utworzenia mapy cech. Przewaznie tylko pierwsza z map
zawiera zrozumiale dla nas informacje (w niniejszym przypadku jest to mapa konturéw widocznych
na zdjeciu). Kolejne (glebiej polozone) mapy charakteryzuja sie bardziej abstrakcyjna, trudng do

zrozumienia reprezentacja

DF sktada sie z dwoch réownolegtych CNN, ktére
nazwano klasyfikatorem i estymatorem. Klasyfikator
ma za zadanie odrézni¢ sygnal fali grawitacyjnej od
szumu badz tez czegokolwiek, co moze ja imitowaé

(jak wspomniane wczesniej glicze). W kontekscie AL
realizuje on zagadnienie klasyfikacji. Skutecznosé
dzialania algorytmu wyraza si¢ poprzez doktadnosé
klasyfikacji. Dokladnos$é 100% odpowiada modelowi
idealnie klasyfikujacemu dane — CNN zawsze rozpoznaje
sygnal GW.

7 kolei estymator realizuje zagadnienie nazywane
regresja, dostarczajac iloéciowej informacji na temat
analizowanego sygnalu. W kontekécie DF celem
estymatora jest dokladne okreslenie mas skladnikow
uktadu podwdjnego czarnych dziur. Skutecznosé
dziatania algorytmu wyraza sie poprzez pordéwnanie
generowanych przez CNN wynikéw z wartosciami
oczekiwanymi. Istnieje wiele mozliwosci na okreslenie tej
wartosci. Tworcy DF zdecydowali sie wykorzystaé btad
wzgledny. Idealnie dzialajacy estymator osiaga wartosci
btedu réwne 0%.

Autorzy na potrzeby treningu DF stworzyli obszerny
zbiér danych zawierajacy wzorce GW emitowanych
przez ciasne uklady podwodjne czarnych dziur. Zbior
ten zostatl tak przygotowany, by odzwierciedli¢ sygnaty,
ktore interferometry LIGO oraz Virgo sa w stanie
zarejestrowa¢ z najwiekszym prawdopodobienstwem.
Masy czarnych dziur zostaly dobrane tak, by ich
wartosci znalazly si¢ w przedziale od 5 do 75 Mg,

za$ stosunek ich mas wynosit od 1 do 10. W sumie
otrzymany zbioér danych zawieral 5000 wzorcéw GW,
ktore zostaly ,zanurzone” w rzeczywistym szumie
interferometru. Przygotowane w ten sposéb dane
podzielono na dwie czesci: treningows oraz testowa.
Zbior testowy zostal dodatkowo wzbogacony o glicze
imitujace GW. Zabieg ten mial sprawdzi¢ podatnosé
DF na detekcje sygnatéw niebedacych ani gaussowskim
szumem, ani pochodzenia kosmicznego.

W implementacji DF zwraca uwage fakt nietypowego
wykorzystania CNN. Zazwyczaj algorytm ten
operuje na obrazach, takich jak przedstawione na
rysunku 1 spektrogramy, i skupia si¢ na przestrzennej

9

analizie danych. Jednakze w przypadku DF algorytm
wykorzystuje jednowymiarowe ciagi czasowe i analizuje
je pod katem zmiennosci czasowej. Klasyfikacja

sygnalu GW, a tym bardziej estymacji jego parametrow,
za pomoca badania ewolucji czasowej sygnalu nie nalezy
do prostych zadan. Jednakze twércy DF osiagneli
znakomite wyniki, zamieszczone na rysunku 2. Okazalo
sig, ze CNN dzialaja niezwykle dokladnie dla szerokiego
zakresu SNR, zaréwno w kontekscie klasyfikacji, jak

i regresji. Pomimo obecnosci gliczy w zbiorze testowym
klasyfikator nie dat sig¢ oszukaé i nie przypisatl blednie
tych sygnalow jako GW. Co wiecej, Al osiagneta tak
dobre wyniki, jak wykorzystywana od wielu lat MFM.
Estymacja mas czarnych dziur zdala si¢ dzialaé jeszcze
lepiej. Wyniki te napawaja duzym optymizmem na
przysztosé.

W dotychczasowych badaniach DF analizowany byt

pod katem GW emitowanych podczas laczenia sie
czarnych dziur. Jednakze twércy projektu nie zatrzymali
sie na analizie tylko tego zjawiska. Aktualnie pracuja
nad rozszerzeniem DF na sygnaly emitowane podczas
taczenia sie gwiazd neutronowych. Praca ta moze
odegra¢ kluczowa role w astronomii wieloaspektowe;j.

Na podsumowanie warto wspomnieé

o interdyscyplinarnym charakterze takich badan.

Celem algorytmoéw Al jest optymalizacja pewnej

funkcji wielowymiarowej, opisujacej dane zagadnienie.
Naukowcy nadaja znaczenie generowanym wynikom
analizy. Z punktu widzenia AI nie ma znaczenia,

czy poszukiwany sygnal w szumie jest GW, czy tez

falg elektromagnetyczna rozchodzaca sie w mozgu.

Ta niezalezno$¢ algorytméw otwiera perspektywe na
wzajemne oddzialywanie niezwiazanych ze sobg dziedzin
nauki. Probujac rozwiazac¢ astrofizyczne zagadnienie

za pomocg Al, przy okazji i przypadkiem mozemy
wplynac¢ na rozwdj metod diagnostycznych w medycynie.
Nie bylby to pierwszy raz, gdy potencjalnie niezwiazane
ze soba dziedziny nauki korzystaja ze swoich wynikéw.
Nawet po dlugim czasie. Sto lat temu mato kto
podejrzewal, ze ogdlna teoria wzglednosci Alberta
Einsteina umozliwi nawigacje satelitarna z doktadnoscia
do milimetréw albo obserwacje zderzajacych sie czarnych
dziur w odlegtym kosmosie.



Nieskonczonosé: 7. Rozmyslania o myslakach

Michat KORCH

W pazdziernikowym numerze Delty przedyskutowalidémy hipoteze continuum

i zaskakujace rozwiazanie problemu dotyczacego jej prawdziwosci (o ile
Czytelnik zgodzi si¢ nazwaé to rozwiazaniem). Na pytanie, czy istnieje

nieskonczony podzbiér zbioru liczb rzeczywistych, ktéry nie jest réwnoliczny
ze zbiorem liczb naturalnych ani ze zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych
(jest wiec ,wigkszy” od zbioru liczb naturalnych, ale ,mniejszy” od zbioru
liczb rzeczywistych), odpowiedZ nie brzmi ,tak” ani ,nie”. Okazalo sie, ze nie
jest mozliwe udowodnienie, ze taki zbior istnieje, ani ze taki zbior nie istnieje.
Inaczej méwiac, umiemy udowodnié, ze nie da sie udowodni¢, iz taki zbior
istnieje (czego dokonal Paul Cohen). Ale tez umiemy udowodnié, ze nie da

sie udowodnié, ze taki zbior nie istnieje (tego dokonal wezesniej Kurt Godel).
Wszystko to przy zalozeniu, ze same aksjomaty matematyki (czyli, powiedzmy,
teorii zbioréw) sa niesprzeczne.

Ale jak to mozliwe? Czy nie jest przypadkiem tak, ze kazde matematyczne
zdanie jest albo prawdziwe, albo nie? Sprobujemy sie nad tym zastanowi¢ w tym
odcinku naszej nieskoriczonej przygody.

Zblizamy sie wiec nieuchronnie do $wiata logiki. Ten Swiat wygodnie nam bedzie
zwiedza¢ razem z myslakami — stworzonkami wymys$lonymi przez Raymonda
Smullyana, ktére mysla w bardzo precyzyjny sposob. Bedziemy zatem okreslaé
precyzyjnie coraz bardziej interesujace style mys$lenia i wnioskowania.

Zacznijmy od najprostszego typu myslaka. Myslak podstawowy po pierwsze
wierzy we wszystkie tautologie. Tautologia to takie zdanie, ktore zawsze

jest prawdziwe, niezaleznie od okolicznoéci. Na przyktad, jesli p to dowolne
zdanie logiczne, to zdanie ,,p lub nie p” jest tautologia. Myslak wierzy we
wszystkie tego typu zdania. Po drugie, myslak podstawowy ma te ceche, ze jesli
wierzy w dowolne zdanie p oraz w zdanie ,,z p wynika ¢”, to réwniez uwierzy

w zdanie q.

O myslaku powiemy, ze jest sprzeczny, jesli wierzy

w pewne sprzeczne zdanie (np. w zdanie ,nie jest
prawda, ze p lub nie p”, takie zdanie bedziemy
oznaczaé 1). Zauwazmy, ze sprzeczny myslak
podstawowy ma te ceche, ze wierzy absolutnie we
wszystko. Rzeczywiscie, skoro z falszu wynika wszystko,
dla dowolnego zdania p zdanie ,jeéli L, to p” jest
tautologia, wiec myslak w nie wierzy. Skoro jednak
wierzy rowniez w 1, to wierzy takze i w p. Myélaka
bedziemy nazywaé zuchwalym, jedli wierzy on w to, ze
nie jest sprzeczny.

Warto jeszcze zwrdci¢é uwage na jedna kwestie. Nigdy
do tej pory nie powiedzieliSmy, ze jesli myslak wierzy

w jakie$ zdanie p, to wierzy, ze w nie wierzy. To jest
zwigzane z pewna samo$wiadomoscia, ktérej myslak
podstawowy moze nie posiadaé. Ta cecha bedzie nam
jednak przydatna w dalszych rozwazaniach. Dla kazdego
zdania p zdanie ,myslak wierzy w p” oznaczmy jako Mp.

Powiemy na przyklad, ze myslak wie o mysleniu, jesli
dla kazdych zdan p i ¢ wierzy on, ze jesli uwierzy w p
oraz w zdanie ,,jesli p, to ¢”, to uwierzy tez w ¢. Inaczej
moéwiac, myslak wie o my$leniu, jesli ma $§wiadomosé
reguly rzadzacej jego rozumowaniem. Formulujac to
jeszcze inaczej, myslak taki wierzy w kazde zdanie
postaci ,,jesli Mp oraz M (jesli p to q), to Mq”.

To jednak jeszcze nie wszystko. Dodajmy myslakom
kolejny element samoswiadomosci. Powiemy, ze myslak,
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ktory wie o mysleniu, jest normalny, jesli za kazdym
razem, gdy wierzy w zdanie p, wierzy tez w to, ze wierzy
w p. Inaczej méwiac, jesli wierzy w p, to rowniez wierzy
w Mp.

No i w koncu, o normalnym myslaku bedziemy mowié,
ze jest samoswiadomy, jesli wie, ze jest normalny. Czyli
jedli dla kazdego zdania p wierzy, ze jesli uwierzy w p,
to uwierzy, ze uwierzy w p. Inaczej méwiac, wierzy

w kazde zdanie postaci ,,jesli Mp, to M(Mp)”. O ile
my$lak normalny nie musi koniecznie wierzy¢ w to, ze
jest normalny (ta cecha to wladnie samoswiadomosé),
to okazuje sig, ze mys$laki samosdwiadome nawet
wiedza, ze sa samoswiadome! Zachecamy Czytelnika

do samodzielnego udowodnienia tego faktu.

Zalozymy takze, ze jesli ktos powie do myslaka pewne
zdanie p (np. ,pada deszcz”), to myslak uwierzy

w zupelnie naturalne w tej sytuacji zdanie ,ten kto$
moéwi prawde wtedy i tylko wtedy, gdy pada deszcz”.

Powiedzmy teraz, ze do samoswiadomego myslaka
przychodzi pewien czlowiek. Czlowiek ten niech nazywa
sie¢ Kurt (oczywiscie, ku czci Kurta Godla). Kurt

mowi nastepujace stowa: ,nie uwierzysz, ze méwie
prawde”. Okazuje sie, ze wtedy my$lak, o ile nie jest
sprzeczny, nigdy sie o tym nie dowie (nigdy w to nie
uwierzy, ze jest niesprzeczny). Jesli natomiast myslak
jest zuchwaly (czyli wierzy, ze jest niesprzeczny), to
stanie si¢ sprzeczny!



Jak to mozliwe? Aby sie przekonaé, przesledzmy
rozumowanie samoswiadomego zuchwalego myslaka.

A mysli on tak: ,Zatézmy, ze uwierze, ze Kurt méwi
prawde. To znaczy, ze uwierze w to, co powiedziat.
Uwierze, Ze nie uwierze, ze on méwi prawde. Ale skoro
uwierze w to, ze mowi prawde, a jestem normalny,

to takze uwierze, ze wierze w to, ze on mowi prawde.
Zatem jednoczesnie uwierze w to, ze nie wierze, ze on
méwi prawde, i w to, ze wierze w to, ze méwi prawde.
Czyli uwierze w dwa przeciwne sobie zdania, czyli stane
sie sprzeczny. Ale ja nie mogg si¢ staé sprzeczny”. To
ostatnie my$li myslak, bedac myslakiem zuchwaltym.
Rozumuje wiec dalej: ,,Poniewaz to sprzecznosé, to
zalozenie, ze uwierze, ze Kurt méwi prawde, nie jest
prawdziwe. Wynika z tego, ze na pewno nie uwierze, ze
Kurt méwi prawde. A zatem rzeczywiscie méwi prawde
Myslak ten wierzy zatem w to, ze Kurt méwi prawde,
a takze bedac normalnym, wierzy w to, ze wierzy, ze
Kurt méwi prawde. Ale mysli dalej: ,Wierze, ze on
moéwi prawde, a on jednak powiedzial, ze w to nie
uwierze. Wiec nie méowi prawdy”. W tym momencie
myslak wierzy zaréwno w to, ze Kurt méwi prawde,
jak i w to, ze Kurt nie méwi prawdy. A zatem nasz
myslak rzeczywiscie popadl w sprzecznosé! Do czego
moze doprowadzi¢ myélaka zuchwalos¢!

kM

Druga wersja naszego wniosku powinna by¢ zatem
jasna. Jesli myslak jest samo$wiadomy, ale nie jest
sprzeczny, to na pewno nigdy nie uwierzy w to, ze nie
jest sprzeczny. Gdyby bowiem w to wierzyl, wtedy, co
pokazali$my, jest sprzeczny!

Zauwazmy jeszcze, ze jesli zdanie ,Kurt méwi prawde”
oznaczymy jako p, to zdanie, ktére Kurt wypowiedzial,
to ,nie Mp”. W takim razie zdanie, w ktére w wyniku
wypowiedzi Kurta myslak uwierzyt, to: ,Kurt méwi
prawde wtedy i tylko wtedy, gdy nie Mp”. Czyli po
prostu zdanie ,,p wtedy i tylko wtedy, gdy nie Mp”.

Okazuje sig, ze matematyka jest w pewnym sensie
samo$wiadomym myslakiem, ktéry rozmysla nad

takim wtasnie zdaniem. Kurt Gédel udowodnit,

ze jesli zalozymy aksjomatyke, z ktérej wynikaja
wszystkie twierdzenia arytmetyki liczb naturalnych
(tzw. arytmetyke Peano), to system dowodzenia ma
wladciwosci samodwiadomego myslaka. W tym wypadku
wiara mys$laka w pewne zdanie p odpowiada mozliwosci
udowodnienia zdania p. Co wiecej, Godel pokazal, ze
istnieje zdanie p takie, ze nasz system matematyczny
zawiera zdanie postaci ,,p wtedy i tylko wtedy, gdy

nie Mp” (w tym wypadku Mp dla pewnego zdania p
znaczy po prostu, ze z przyjetych aksjomatéow mozna
udowodni¢ p). Aby znalezé takie zdanie p, Kurt

Godel wykorzystal sprytny pomyst, ktéry polegal na
ponumerowaniu wszystkich mozliwych zdan. Czytelnika
zainteresowanego, w jaki dokladnie sposéb mozna
znalez¢ takie zdanie, odsylamy do podrecznikéw
akademickich (np. ,,Godel’s Theorems”, Peter Smith,
dostepny w Internecie).

W kazdym razie okazuje sig, ze przyjmujac dowolny
system aksjomatow zawierajacy arytmetyke na liczbach
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naturalnych, jesli sa one niesprzeczne, nie jest mozliwe
udowodnienie tego faktu. Wobec tego, paradoksalnie,
fakt, ze nie ma dowodu wewnetrznej niesprzecznosci
aksjomatéw matematyki, mozna traktowaé jako
pozytywna informacje! Inaczej méwiac, wiadomo, ze
nie da sie udowodni¢ tego, ze aksjomaty matematyki sg
niesprzeczne (no chyba ze sa sprzeczne, bo wtedy da sie
z nich udowodni¢ wszystko!). Ten fakt nazywany jest
drugim twierdzeniem Goédla o niezupelnosci.

Stowo ,niezupelnosé” w nazwie tego twierdzenia odnosi
sie do tego, ze istnieja takie zdania, ktérych nie da

si¢ udowodnié ani obalié¢, wychodzac od przyjetych
aksjomatéw. Jako przyklad drugie twierdzenie

Godla podaje wlasnie zdanie o tym, ze aksjomaty sa
niesprzeczne. Nie jest to jedyny przyklad takiego zdania
(pierwsze twierdzenie Godla o niezupelnosci méwi po
prostu, ze takie zdanie istnieje). My juz poznaliémy inny
przyklad takiego zdania — jest nim hipoteza continuum.

Co mozna z tym poczaé¢? Mozna mysle¢ na dwa sposoby.
Pierwszy z nich to wyobrazenie, ze istnieje wiele $wiatéw
matematycznych. Za kazdym razem, gdy spotykamy
takie zdanie, jak hipoteza continuum, to bedziemy
wiedzieli, ze istnieja matematyczne Swiaty, w ktoérych

to zdanie jest prawdziwe, jak tez i Swiaty, w ktérych

to zdanie jest nieprawdziwe. Mozemy mysle¢, jakie sa
konsekwencje dla takiego matematycznego systemu,

gdy na przyklad hipoteza continuum jest prawdziwa,

a jakie, gdy nie jest prawdziwa. Mozemy rozwazaé rézne
przypadki matematycznych $wiatéw.

Mozna tez mysleé, ze istnieje jeden prawdziwy
matematyczny $wiat. I po prostu jeszcze nie wiemy,
czy hipoteza continuum jest w nim prawdziwa, czy
tez nie, bowiem nasz system aksjomatéw nie jest
wystarczajaco silny. Trzeba zatem pracowaé nad
znalezieniem nowego aksjomatu — stwierdzenia, ktore
wszyscy uznaja za prawdziwe, i to takiego, ze dodanie
go do aksjomatéw rozstrzygnie hipoteze continuum.
Oczywiscie, zgodnie z twierdzeniem Gdédla nadal beda
zdania nierozstrzygniete takze przez ten nowy system
aksjomatéw. Ale to podejscie w szczegdlnosci oznacza,
ze chociaz problem hipotezy continuum jest rozwiazany
w zakresie przyjetych obecnie aksjomatow, to nie jest
rozwiazany w sensie ogélnym.

Sam Godel byl wyznawca istnienia jednego prawdziwego
matematycznego $wiata. Uwazal, ze prawdopodobnie
hipoteza continuum nie jest prawdziwa — dowod

jej nierozstrzygalnosci uznawal za $wiadectwo tego,

ze przyjete aksjomaty w niewystarczajacy sposob
opisuja $wiat matematyczny. Kwestia ta wywotata
sporo dyskusji w matematycznym Swiecie. Jeden

z najwybitniejszych matematykow zajmujacych

sie¢ wspolczesdnie teoria mnogosci, Hugh Woodin,
zaproponowal nowy aksjomat, z ktérego w szczegdlnosci
wynika zaprzeczenie hipotezy continuum. Nie mozna
jednak w zaden sposéb o tym stwierdzeniu powiedzied,
ze oczywiste jest, iz powinno ono by¢ uznane za
aksjomat.



Nie brakuje jednak wybitnych badaczy, ktérych poglady
na matematyczny Swiat i hipoteze continuum sa
zblizone do idei wieloswiata matematycznego. Izraelski
matematyk, autor niejednego przetomowego odkrycia
matematycznego, Saharon Shelah, napisal w artykule
,Logical Dreams” z 2003 roku: ,,Niektérzy uwazaja, ze
przekonujace dodatkowe aksjomaty teorii mnogosci,
ktére rozstrzygaja problemy o duzym znaczeniu,
zostang znalezione lub nawet juz zostaly znalezione.
Trudno dyskutowaé z ta nadzieja oraz trudno rozwazadé
argumenty, ktore nie zostaly jeszcze zasugerowane. Nie
zgadzam sie jednak z czystym platonskim pogladem,
ze interesujace problemy w teorii mnogo$éci mozna

rozstrzygnaé, musimy tylko odkryé¢ dodatkowy aksjomat.

Moje wyobrazenie jest takie, ze mamy wiele mozliwych
teorii mnogosci, wszystkie zgodne z aksjomatami ZFC”
(z podstawowymi aksjomatami teorii mnogosci).

Zostawmy ten problem w tym miejscu. Kazdy Czytelnik
ma prawo do swoich wyobrazen co do wynikajacego

z powyzszych rozwazan obrazu matematyki. Faktem
jest, ze powszechnie przyjete aksjomaty nie rozstrzygaja,
czy istnieja jakie$ ,nieskonczonoéci” pomiedzy
nieskoriczono$cia przeliczalng a tg mocy continuum.
Mozemy jednak z latwoscia konstruowaé nieskonczenie
wiele (bardzo nieskoriczenie wiele!) jeszcze wiekszych
nieskonczonoéci. Tym zajmiemy sie w kolejnym,
ostatnim, odcinku naszych przygod z nieskonczonodcia.

Przygotowal Lukasz BOZYK

ﬁ Zadania

M 1621. Na tablicy poczatkowo napisana zostala liczba 1. Jedli na tablicy
napisana jest co najmniej jedna z liczb n, 2n, 3n + 1, to mozna dopisa¢ kazda

z pozostalych. Rozstrzygnaé, czy kazda dodatnia liczba catkowita moze
w pewnym momencie pojawi¢ sie na tablicy.

Rozwiazanie na str. [I6]

M 1622. Dany jest kwadrat ABC'D. Punkty P i Q lezace odpowiednio
wewnatrz tréjkatow ABC i ADC maja te wlasnoéé, ze 3xPAQ = xPCQ = 45°.
Wykazaé, ze BP?2 4+ DQ? = PQ>.

Rozwiazanie na str.

M 1623. Dany jest kwadrat ABC'D. Punkty P i @ lezace odpowiednio
wewnatrz trojkatow ABC i ADC maja te wlasnosé, ze X PAQ = xPCQ = 45°.

Wykazaé, ze

[ABP] + [ADQ] + [CPQ] = [CDQ] + [BCP] + [APQ)],
gdzie [F] oznacza pole figury F.

Rozwiazanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 989. Oszacuj liczbe atoméw, z ktérych sktada sie Ziemia. Promien Ziemi
R ~ 6400 km, masa Ziemi M = 6,0 - 102* kg, jednostka masy atomowej
(1/12 masy atomu *2C) u ~ 1,7 - 10727 kg. Pozostale informacje znajdz, analizujac

Rys. 1

Rys. 2
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dane przytaczane w ukladzie okresowym pierwiastkow.
Rozwigzanie na str. [5]

a F 990. W temperaturze 910°C zelazo podlega przemianie fazowej, w ktorej
zmienia si¢ sposéb uporzadkowania jego atomoéw. W niskich temperaturach
atomy krysztalu zelaza obsadzaja wezly sieci regularnej, centrowanej
przestrzennie (rysunek 1 przedstawia komoérke elementarna takiej sieci, zwanej
siecig bee). Powyzej 910°C atomy obsadzaja wezly sieci regularnej centrowanej
powierzchniowo (rysunek 2 przedstawia jej komodrke elementarna — sieé fec).
Badajac dyfrakcje promieni X na krysztale, mozna nie tylko ustali¢ rodzaj
struktury, ale takze rozmiar komoérki elementarnej. Dla sieci bee dlugosé boku
komoérki wynosi ag = 2,9044 - 10710 a dla fcc ap = 3,6467 - 10710 (obie dlugoéci
mierzone w temperaturze 910°C). Jak podczas przemiany zmienia sie odlegto$é
a miedzy najblizszymi atomami sieci? Jak zmienia si¢ gestosé zelaza?

Rozwigzanie na str. [5]



Zyclie na
ZY \~A®105

Rehabilitowa¢ epoke

Koniec wrzesnia, poczatek pazdziernika — to czas, kiedy nauka latwiej przebija
sie do swiadomosci spotecznej. To czas na festiwale nauki.

W tym roku w Warszawie odbyta si¢ debata oksfordzka pt. ,,Uniewinnié¢
$redniowiecze” (debatyoksfordzkie.org/). Chyba kazdy z nas, przynajmniej
w szkole, zetknal sie z okresleniem ,mroki Sredniowiecza”. Czy zatem to
obiegowe powiedzenie ma racje bytu?

Tym, ktérzy nie brali udzialu w jakiejkolwiek debacie oksfordzkiej

(zachgcam), wyjasniam, ze odbywa sie zgodnie ze $cisle okre$lonymi regutami
rzadzacymi dyskusja uczestnikéw (limitowany czas na wypowiedz i dyskusje),
umozliwiajacymi jasne sformulowanie opinii. W warszawskim Teatrze Polskim
do debaty staneto trzech méwcoéw po stronie obroncéw tezy, trzech przeciw niej.
Osiagnie¢ sredniowiecza bronili Jarostaw Szczepanski, Andrzej Gierszewski,
Przemystaw Urbanczyk. Oskarzali Jan Hartman, Grzegorz Pac, Andrzej Zybala.

Argumenty...?

Sredniowiecze to wielka rewolucja rolnicza, upowszechnienie pieniadza, poczatki
nauk ekonomicznych, powstawanie i rozbudowa miast, upowszechnienie metod
pomiaru czasu i odlegtosci, wspaniate budowle Swieckie i sakralne, eksploracja
globu, refleksja nad Wszechéwiatem, zalazki metody naukowej. Rozwoj filozofii,
etyki ekonomicznej, etyki pracy, Marcin Luter i jego nauki. Formowanie
narodéw, cywilizacja i religia zachodniej Europy wkracza do Europy srodkowej,
rozwdéj panstw stowianskich. Argumentacja rzeczowa, materialna, prezentowana
przez adwokatéw Sredniowiecza zetknela sie z atakiem emocji prokuratorow.

Ci zauwazyli czlowieka, jego cierpienie, nedze, choroby i masowe epidemie,
coraz szerzej atakujace przeludnione miasta. Towarzyszace temu zaostrzenie
prawodawstwa, surowe wyroki (slynne ,czarownice” topione i palone na stosach).
Wyzysk ekonomiczny, $redniowieczne niewolnictwo. Despotyzm wladcéw, wojny,
zaczatki totalitaryzmu.

Czy chcialbys zy¢ w tamtych czasach, pytali oskarzajacy. Upraszczajac

(lub wznoszac na inny poziom), dyskusja toczyta sie takze wokdt pytania
filozoficznego: czy uwazamy, ze zlo jest immanentna cechg ludzkiego charakteru,
ludzkiej natury? Czy w kolejnych stuleciach nauczyliémy sie kontrolowaé
(przynajmniej czasem) zlo panujace w ludzkich spolecznosciach, o réznym
stopniu ucywilizowania, czy ewoluowaliémy w kierunku istot ,lepszych”

ze spotecznego punktu widzenia?

To nie byla ,akademicko” chlodna debata. Chwilami co bardziej rozgrzani
sporem dyskutanci podnosili gtos, broniac okreslonych pogladéw. Taka goraca
dyskusja ujawnia wyraznie zalety jej porzadkowania, zamykania w formalnych
ramach. Stuchacze i dyskutanci niechetnie opuszczali sale — duzo zostato do
przegadania. . .

Przed rozpoczeciem debaty publiczno$é glosowata, z pewnym nadmiarem
broniac $redniowiecza (58/52), a wynik ten znaczaco ulegl zmianie przy
powtérnym glosowaniu na zakoniczenie spotkania (79/40). Zwyciezyly
osiagniecia materialne nad emocjami i przemijajacymi ludzkimi zachowaniami.

Na koniec ,,wisienka” w postaci innej jesiennej wiadomosci naukowej — ze

nie wspomne o laureatce literackiej Oldze Tokarczuk. Jeden z laureatéw
Nagrody Nobla z chemii, John Goodenough, jest profesorem w dziedzinie

fizyki ciala stalego w Uniwersytecie w Austin (Texas). Jest tez najstarszym

z dotychczasowych laureatéw: ma 97 lat. Obecnie opracowuje wysoko sprawne,
niepalne baterie z nowego typu elektrodami. Lekarze dokuczaja mu, zakazujac
pracy dluzej niz do godziny 16. Byl w podrézy, gdy sie dowiedzial o swojej
nagrodzie. I podobno powiedzial: ,mam nadzieje¢, ze tam, w Teksasie, dalej beda
mnie zatrudniac¢”.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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* Wydzial Matematyki i Fizyki
Stosowanej, Politechnika Rzeszowska

O toczeniu okregu
Nasir al-Din al-Tus
Kopernik w 1543 r.

pisali perski astronom
i w 1247 r., Mikotaj
,aw 1570 r. wloski

matematyk Gerolamo Cardano,
odpowiedzialny réwniez za wzory
opisujace rozwigzania réwnan trzeciego

stopnia.
K
A C
% 2c
«
\4 / |
Rys. 1
A/
' = (z,y)
8

-
]

Rys. 2

Rys. 3

Slad ruchomego odcinka
Jaroslaw GORNICKI*

Cho¢ ruch jest wszechobecny w naszym otoczeniu, to opis dynamicznych
zmian bedacych jego wynikiem sprawia nam klopot. Oto kilka prostych
obserwacji.

Gdy okrag toczy sie bez poslizgu po wewnetrznej stronie nieruchomego okregu
o dwa razy wiekszej Srednicy, to dowolnie wybrany punkt mniejszego okrequ
przesuwa sie po Srednicy duzego okregu tam © z powrotem.

Wykazemy, ze tak jest. Na malym okregu ustalmy punkty A i B, tak jak na
rysunku 1. Gdy maly okrag toczy sie po tuku BC i kat XxBAC =

= a > 0, to przecina odcinek AB w takim punkcie B’, ze kat <xB'O’'C = 2a.
Woéwezas tuki BC oraz B'C s3 tej samej dlugosci. Oznacza to, ze podczas
toczenia malego okregu punkt B przesuwa sie do punktu B’ wzdluz

prostej AB, co chcieliSmy uzasadnié.

Zauwazmy, ze w tym samym czasie punkt A przesuwa sie do punktu A’
wzdluz prostej AK. Punkt A’ z punktem B’ sa koricami $rednicy malego
okregu (bo tuki CB’ i AA’ sa réwnej dlugosci), wiec kat XA’ AB jest
prosty. Mamy wiec dodatkowsa informacje: podczas opisanego toczenia konce
odcinka AB §lizgaja sie po wzajemnie prostopadtych érednicach wiekszego
okregu.

Okazuje sie, ze:

Kazdy punkt posredni odcinka AB, ktorego kotice $lizgajq sie po wzajemnie
prostopadlych prostych, zakresla elipse (rys. 2).

Wiedzial to juz Proklos (412-485). Uzasadnienie jest latwe. Poniewaz

\A;TC’| = cos 3, ﬁ = sin 3,
wiec z zaleznosci
sin? B+ cos? B =1, |A'C’| = |AC|, |C'B'| = |CB|
mamy , ,
x
Acr *jBe =

a to jest rownanie elipsy. Analogiczna sytuacja ma miejsce, gdy punkt
zakreslajacy krzywa lezy na przedtuzeniu odcinka AB. Mamy zatem kolejng
obserwacje:

Jesli punkty A i B prostej L $lizgajq sie po wzajemnie prostopadlych
prostych, to kaZdy inny punkt prostej L zakresla elipse.

Rezultat ten jest podstawa konstrukcji ,cyrkla” do wykreslania elipsy
o danym Srodku, danych kierunkach gtéwnych i danych dlugosciach osi

(rys. 3).
A jak wyglada sytuacja, gdy punkty A i B §lizgaja sie po ramionach kata
a€ (0,m), a# g? Problem ten rozstrzygnal w 1646 roku Frans van Schooten

(Mlodszy, 1615-1660). Byl on holenderskim matematykiem zwiazanym ze
szkola inzynierska w Lejdzie oraz uczniem i przyjacielem René Descartesa
(Kartezjusza). W 1637 roku pomagal Kartezjuszowi w przygotowaniu
ilustracji do pierwszego wydania traktatu Discours de la méthode..., ktéry
zawieral esej La géométrie. W 1649 roku van Schooten przettumaczyt

na tacing i wydal Geometrie Kartezjusza, wraz z licznymi komentarzami

i uzupelnieniami (swoimi i swoich uczniéw). Van Schooten stal si¢ jednym
z pierwszych matematykéw promujacych i rozpowszechniajacych nowsg
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Rys. 4

Rys. 6. Kazdy tréjkat da si¢ zamies¢
odcinkiem przy odpowiednim ruchu

Rys. 7

Geometrie Kartezjusza. Znakomitym uczniem van Schootena byl Christiaan
Huygens.

Rozwiazanie van Schootena jest geometryczne i niezwykle pomystowe. Niech
dany bedzie kat <XIPH, rézny od kata prostego. Po ramionach tego kata
slizga sie¢ odcinek AB (rys. 4). Jaka krzywa zakresla wéwczas punkt C
nalezacy do tego odcinka i nie bedacy jego koncem? Punkty A, B i P
jednoznacznie wyznaczaja okrag o srodku S opisany na tréjkacie AABP.
Prosta SC' wyznacza srednice M N. Wéwczas proste PM i PN tworza

kat prosty. Po przemieszczeniu si¢ odcinka AB do polozenia A’ B’ punkty
A’, B' i P wyznaczajg okrag o $rodku S’ opisany na tréjkacie AA’B’P.
Prosta S'C’ wyznacza jego $rednice M'N'. Oczywiscie |MN| = |M’'N’|, bo
utworzone okregi sa przystajace (gdyz kat <XIPH wpisany w oba okregi
wyznacza w nich cieciwy réwnej dlugosci). Ponadto katy xNCA i xN'C’ A’
sa réwne (cieciwy AB i A’B’ sa takiej samej dlugosci, wiec ich odleglosci od
$rodkéw odpowiednich okregéw pozostajg stale). Analogicznie, katy <xBC M
i XB'C'M’ sa réwne. W tej sytuacji, dla przystajacych okregéw tuk AN jest
takiej samej dlugosci jak tuk A’ N’, wiec katy wpisane oparte na tych tukach
sa rowne, tj. |[XNPA| = |xN'PA’|. Poniewaz katy te leza po tej samej
stronie prostej PH, wiec punkt N’ lezy na prostej PN. Z analogicznych
powodéw punkt M’ lezy na prostej PM. Oznacza to, ze $lad punktu C
mozemy wyznaczy¢ z ruchu odcinka M N, ktorego konce §lizgaja sie po
wzajemnie prostopadtych prostych PX i PY. 7 wczesniejszych rozwazan
wiemy juz, ze w tym przypadku punkt C zakredla tuk elipsy. Zatem mamy:

Twierdzenie (Frans van Schooten (Mlodszy), 1646 r.). Jesli punkty A i B
prostej L $lizgajg sie po ramionach kgta o € (0, ), to kazdy inny punkt
prostej L zakresla elipse.

A moze potrafimy co$ powiedzie¢ o obszarach ,zakreslanych” przez tak
wedrujace odcinki? W Kalejdoskopie matematycznym Hugona Steinhausa
wiele wyjasniaja rysunki (rys. 5, 6) oraz tekst: , Gdy poruszamy zapalke
tak, Zeby jej oba kornice biegly po prostych przecinajgcych sie, to ruch jej
jest identyczny z ruchem cieciwy mniejszego kola w systemie (...) dwdch kél
[patrz rys. 1]. Trzeba tylko wzigé przeciecie prostych za Srodek duzego kola,
a mate koto narysowaé przez Srodek duzego i oba korice zapalki.” Gdy konce
odcinka §lizgaja sie po wzajemnie prostopadtych prostych, to zamiecie on
obszar ograniczony asteroidg (rys. 7).

7 przemieszczaniem odcinka na plaszczyznie zwiazanych jest wiele ciekawych
i niebanalnych zagadnien, np.:

Twierdzenie (Hamnet Holditch, 1858 r.). Jesli oba korice odcinka Slizgajg
sie po krzywej zamknietej L, a punkt C' dzielgcy odcinek w stosunku a : b
zakresla krzywqg L', to réznica pdl figur ograniczonych krzywymi L 1 L' jest
réwna wab. (Patrz rys. 8 oraz A§,, ALQ)

Problem (Soichi Kakeya, 1917 r.). Na plaszczyinie wyznaczydé zbior
o najmniejszym polu, w ktorym mozna odcinek jednostkowy obrocié o kgt co
najmniej ™ (o zmaganiach z tym problemem pisalismy tez w AS;, Als).

Dwa przyktady zbioréw, w ktérych mozliwy jest obrét odcinka, pokazano na
rysunku 9.

| @ |
Rys. 8 Rys. 9
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Putapka z fal grawitacyjnych

Nikogo prawdopodobnie nie dziwi fakt, ze gdy
wyrzucimy jaki$ przedmiot, np. pitke, to tor jego lotu
nie bedzie linia prosta, tylko zakrzywi sie¢ w strone Ziemi.
Interpretujemy to jako konsekwencje oddzialywania
grawitacyjnego miedzy tym obiektem a Ziemia.
Wiekszos$¢ ludzi wie (aczkolwiek ciagle aktywni sa
przeciwnicy tej tezy), ze Ziemia, tak jak inne planety
Ukladu Stonecznego, krazy po orbicie woko6t Storica.
Podobnie satelity kraza wokél Ziemi, ktéra zakrzywia
tor ich ruchu, tak samo jak zakrzywia tor lotu pitki. Nie
dziwi wiec nas, ze co$ krazy wokél jakiego§ masywnego
obiektu. Mierzac parametry orbit gwiazd krazacych

po eliptycznych orbitach w okolicy centrum naszej
Drogi Mlecznej, astronomowie wyliczyli mase czarnej
dziury, ktéra sie znajduje w samym centrum. Mimo

Na naszym kanale DeltamiEduPl na
YouTube pod filmem prezentujacym
prosty argument za tym, ze Ziemia nie
jest plaska (youtu.be/PUfrFoxd2_A),
rozpetala sie swego czasu goraca
dyskusja.

Rozwigzanie zadania M 1621.
Wykazemy, ze kazda dodatnia liczba
catkowita n mogta zostaé¢ uzyskana
(poprzez ciag kilku kolejnych dopisywan)
z pewnej mniejszej liczby. Stad
dostaniemy odpowiedz twierdzaca na
postawione w zadaniu pytanie.

Liczbe dajaca reszte 1 z dzielenia przez 3,

powiedzmy 3k + 1, mozna uzyskac

w jednym kroku z liczby k. Liczba dajaca
reszte 2 z dzielenia przez 3, powiedzmy
3k + 2, moze zostaé uzyskana w dwdéch
krokach z liczby 2k + 1: w pierwszym
kroku dopisujemy liczbe 6k + 4. Wreszcie
liczba podzielna przez 3, powiedzmy 3k,
moze zostaé¢ uzyskana w siedmiu krokach
z liczby k: w kolejnych posrednich
krokach dopisujemy 2k, 4k, 12k + 1,

36k + 4, 18k + 2, 9k + 1.

Szymon CHARZYNSKI

ze jej nie widaé, to wnioskujemy, ze musi tam by¢, bo
widzimy gwiazdy, ktére kraza wokot niej. Takie krazace
po orbitach obiekty sa w tzw. stanie zwiazanym — nie
moga uciec od centrum przyciggania.

A czy w pustej przestrzeni, w ktérej nie ma zadnego
masywnego obiektu, grawitacja moze sprawié, ze czastka
bedzie krazy¢? Wydaje sie to sprzeczne z intuicja, ale
najnowsze prace teoretyczne wskazujg na to, ze pewne
konfiguracje fal grawitacyjnych moga zmusi¢ masywne
czastki do krazenia wokdl pewnej osi (wyréznionej

przez te fale). Fale grawitacyjne same w sobie sa

bardzo trudno uchwytne, jak wiec to mozliwe, ze pewne
konfiguracje takich fal moga pulapkowaé czastki? Co
wyroznia te konfiguracje i czy moga one byé¢ wytwarzane
gdzie$ we Wszechswiecie?

Skad sie biorg fale grawitacyjne?

Czternastego wrzesnia 2015 roku w Stanach Zjednoczonych dwa detektory LIGO
zarejestrowaly po raz pierwszy w historii fale grawitacyjne, o czym pisalismy

w Alg. W 2017 roku za odkrycie to Nagroda Nobla zostali uhonorowani Rainer
Weiss, Barry C. Barish i Kip S. Thorne. Nie byla to jednak pierwsza Nagroda
Nobla zwiazana z falami grawitacyjnymi. W 1993 roku otrzymali ja Russell

A. Hulse i Joseph H. Taylor za obserwacje odkrytego przez nich w 1974 roku
pulsara PSR 1913 + 16, ktore otworzyly nowe mozliwosci badania grawitacji

i dostarczyly pierwszych posrednich dowodow wskazujacych na istnienie fal
grawitacyjnych.

To, co taczy obserwacje pulsara Hulse’a—Taylora i detekcje LIGO—Virgo

(po pierwszej, oznaczanej GW150914, bylo kilkanascie kolejnych), to fakt, ze
dotycza uktadéw podwodjnych, ktérych opis w teorii grawitacji Newtona jest
bardzo prosty. W teorii grawitacji Newtona, skladniki ukladu (takiego jak

np. Ziemia—Ksiezyc) okrazaja srodek masy uktadu po orbitach eliptycznych
(lub w szczegdlnym przypadku kolowych). Calkowita energia takiego ukladu
oraz calkowity moment pedu zwiazany z ruchem orbitalnym sa stale w czasie.
Do tego prostego newtonowskiego obrazka Ogélna Teoria Wzglednosci Einsteina
(OTW) wnosi istotne poprawki, o czym pisatem szerzej w A}2.

Przewidywane przez OTW promieniowanie grawitacyjne (nie wystepujace

w teorii Newtona) unosi energie z ukladu podwdjnego, czego skutkiem jest
»spadanie” na siebie sktadnikéow uktadu, czyli stopniowe zaciesnianie sig¢

orbit i skracanie okresu obiegu. Pulsar obserwowany przez Hulse’a i Taylora
ma towarzysza o podobnej masie, czyli jest jednym ze sktadnikéw uktadu
podwdjnego. Dokladne pomiary parametréow jego orbity (o ktérych wiecej pisal
»nasz cztowiek” w zespole LIGO-Virgo, Michat Bejger, w Ai2) przeprowadzone
w latach 1974-1978 wykazaly, ze okres jego obiegu skraca sie, czyli sktadniki
ukladu spadaja na siebie, a wigc promieniowanie grawitacyjne unosi z uktadu
energie. Pomiary dokladnie zgadzaly sie z przewidywaniami OTW.

Zblizanie sie do siebie sktadnikéw uktadu podwdjnego oznacza réwniez
zmniejszanie orbitalnego momentu pedu ukladu. Promieniowanie grawitacyjne
unosi wiec nie tylko energie, ale takze moment pedu. Fala grawitacyjna jest fala
poprzeczng, moze wiec mie¢ spinowy moment pedu zwiazany z polaryzacja lub
orbitalny moment pedu zwigzany z ksztaltem frontu falowego (o czym wiecej
pisalem w AZ2g). Tutaj szczegdlnie bedzie nas interesowaé orbitalny moment
pedu fali grawitacyjnej. Mozna obliczy¢, ze w poblizu ukladu podwdjnego
promieniowanie grawitacyjne przez niego wytwarzane niesie orbitalny moment
pedu. Oznacza to, ze w przyrodzie wystepuja naturalne zrédla tego rodzaju
promieniowania.
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Rys. 1. Dwie bliskie geodezyjne startujace
réwnolegle w plaskiej przestrzeni

Rys. 2. Dwie bliskie geodezyjne startujace
réwnolegle w zakrzywionej przestrzeni

Rys. 3. Przykladowe rozwigzanie
réwnania dewiacji geodezyjnej. Rzut
trajektorii czastki na plaszczyzne
prostopadly do osi wigzki

Od pulapek elektromagnetycznych do grawitacyjnych

Fale elektromagnetyczne posiadajace orbitalny moment pedu pultapkuja czastki
natadowane wokoél tzw. osi wirowej, wokot ktorej fala wiruje. Ruch ztapanej
czastki wygodnie jest opisywaé, wyrdzniajac dwie skale czasowe. W malej

skali czastka oscyluje z czestoscia fali. Amplituda tych oscylacji jest mala.

W duzej skali czasowej obserwuje sie powolne zmiany sredniego polozenia
czastki, wokotl ktorego wykonuje ona szybkie oscylacje o matej amplitudzie.
Zmiany sredniego polozenia mozna opisaé, wprowadzajac usredniona efektywna
site, ktéra Sciaga czastke do osi fali i dziala tak samo na czastki o tadunku
dodatnim i ujemnym (co moze by¢ zaskakujace). Niezaleznie od tadunku czastki
sa ,tapane” w kierunkach prostopadtych do osi wirowej i wykonuja wokét niej
oscylacje (patrz Ajg).

Skoro fale elektromagnetyczne maja taka wlasnosé, to naturalnie nasuwa sie
pytanie, czy fale grawitacyjne niosace orbitalny moment pedu réwniez beda
putapkowaé czastki wokdl osi wirowej. Odpowiedz na to pytanie okazuje sie
pozytywna, co zostalo pokazane w pracy [#].

Ruch czastki swobodnej w zakrzywionej czasoprzestrzeni

OTW opisuje grawitacje jako zakrzywienie czasoprzestrzeni. Czastka swobodna
porusza sie w takiej czasoprzestrzeni po tzw. linii geodezyjnej. W geometrii
euklidesowej, ktorej uczymy sie w szkole, geodezyjne to odcinki prostych.
Natomiast na sferze geodezyjnymi sa odcinki okregéw wielkich (tréjkaty
budowane z takich odcinkéw maja sume katéw wieksza niz 180°). Ogdlnie

w geometrii Riemanna geodezyjne to linie lokalnie najkrétsze (patrz na
przyklad artykut Witolda Mozgawy Afy). W OTW (jest to tzw. geometria
pseudoriemannowska) geodezyjna lokalnie maksymalizuje czas wlasny. Dlatego
wlaénie zegary na satelitach systemu GPS chodza szybciej (patrz Alj) niz te
na powierzchni Ziemi. Satelita porusza si¢ swobodnie, nie doznajac zadnych
przyspieszen, czyli po geodezyjnej. Natomiast zegar stojacy na Ziemi do$wiadcza
stalego przyspieszenia g ~ 9,81 3 i nie porusza si¢ po linii geodezyjnej.

Zeby zobaczy¢, jak fala grawitacyjna wplywa na czastki swobodne, trzeba
znalezé geodezyjne czastek w czasoprzestrzeni, zawierajacej interesujaca nas fale
grawitacyjna. Najbardziej przemawiajacy i przekonujacy obraz daje poréwnanie
bliskich sobie trajektorii czastek.

Dewiacja geodezyjna

Wyobrazmy sobie dwie czastki startujace z dwoch réznych punktéw z takimi
samymi predkos$ciami (ten sam kierunek i ta sama warto$é¢ predkosci).
Geometrycznie odpowiada to dwém geodezyjnym startujacym z dwédch
réznych punktéw w réwnoleglych kierunkach. W ptaskiej przestrzeni
euklidesowe]j takie linie pozostana na zawsze rownolegtle, jak na rysunku 1.

W przestrzeni zakrzywionej nie musi tak byé. To, jak zmienia sie odleglosé
miedzy dwiema bliskimi geodezyjnymi i kierunek wektora taczacego punkty na
tych geodezyjnych, opisuje tzw. réwnanie dewiacji geodezyjnej. Gdyby przestrzen
byta ptaska, czyli krzywizna bylaby réwna zero, to wektor taczacy punkty na
dwdch geodezyjnych, ktore poczatkowo byty réwnolegle, bytby statly, czyli
dwie czastki wystrzelone réwnolegle z tymi samymi predkoSciami lecialyby

w stalej odleglosci od siebie. Obecno$é¢ krzywizny powoduje, ze wektor ten
zmienia sie w miare przesuwania sie po krzywej. Oznacza to, ze w zakrzywionej
czasoprzestrzeni czastki wystrzelone réwnolegle moga z czasem zaczaé sie
oddalaé albo przyblizaé do siebie (rys. 2).

Ruch czastek w polu fali grawitacyjnej z orbitalnym momentem pedu

W optyce przykladem fal elektromagnetycznych niosacych orbitalny moment
pedu i w zwiazku z tym wykorzystywanych do putapkowania czastek sa tzw.
wiazki Bessela. W ich opisie wystepuja funkcje specjalne, ktére wzielty swa nazwe
od niemieckiego astronoma, geodety i matematyka Friedricha Wilhelma Bessela.
Okazuje sig, ze istnieja rozwiazania zlinearyzowanej OTW (opisujacej stabe
pola grawitacyjne) posiadajace wlasnosci analogiczne do elektromagnetycznych
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Rys. 4. Przykladowe rozwigzanie
réwnania dewiacji geodezyjnych. Jedna
czastka porusza si¢ ruchem jednostajnym
wzdluz osi wigzki. Druga czastka krazy
wokoél tej osi. Warunki poczatkowe sg tak
dobrane, ze ruch jest dokladnie okresowy

wiazek Bessela, ktére zostaly nazwane grawitacyjnymi wigzkami Bessela. Wiazka
taka w pewnym otoczeniu osi wirowej ma rowniez podobne wlasnosci, jak fala
grawitacyjna emitowana przez uklad podwdjny w otoczeniu osi przechodzacej
przez $rodek masy i prostopadlej do plaszczyzny orbitalnej uktadu (w pewnym
zakresie odleglosci). W odréznieniu jednak od fali emitowanej przez uklad
podwdjny wiazka Bessela ma znacznie prostszy opis matematyczny, pozwalajacy
na $ciste analityczne rozwiazanie réwnania dewiacji geodezyjnej.

W czasoprzestrzeni opisywanej przez pewna konkretna wiazke Bessela o§ wirowa
fali jest geodezyjna, czyli czastka swobodna moze poruszaé sie dokltadnie po tej
osi, z dowolna stala predkoscia. Rozwiazujac rownanie dewiacji geodezyjnej
wokol tej geodezyjnej, mozemy zobaczy¢, jak beda poruszaé sie czastki

w jej otoczeniu. Analityczne rozwiazania tego rownania przedstawione sg na
rysunku 3. Widaé, ze trajektorie czastek oscyluja wokoél osi wirowej fali, czastki
pozostaja wiec ,,zlapane” w jej otoczeniu — nawet jak sie oddalaja, to potem
zawracaja. Mozna w dodatku tak dobra¢ warunki poczatkowe, zeby dosta¢ ruch
doktadnie okresowy, jak na rysunku 4.

Czy to ma jakie$ zastosowanie praktyczne?

Poprzedni numer Delty byt w calo$ci poswiecony przykitadom nieoczekiwanych
zastosowan praktycznych wynikéw abstrakcyjnych badan podstawowych.
Wyniki tutaj referowane sa na razie czysto teoretyczne. Taka matematyczna
ciekawostka. Nie wiadomo nawet, czy zjawisko to da sie zaobserwowaé w jakims
eksperymencie, ani czy wystepuje ono w jakich$ procesach astrofizycznych.

Na razie mozna tylko spekulowa¢. Moze ma jakie$ znaczenie w tworzeniu
galaktycznych dzetéw, czyli strumieni materii wyrzucanych prostopadle do
dysku aktywnej galaktyki, wzdtuz osi jej obrotu? Na razie ciagle zbyt mato
wiemy o tym efekcie, ale badania trwaja.

Srednie w zawodach studenckich
Bartosz BIEGANOWSKI*, Aurelia DYMEK*, Daniel STRZELECKI*

* doktoranci, Uniwersytet Mikolaja
Kopernika w Toruniu

Autorzy brali udzial w takich zajeciach —
prowadzonych przez doktora Roberta
Skibe¢ na Uniwersytecie Mikolaja
Kopernika w Toruniu, oraz startowali m.
in. w zawodach Vojtéch Jarnik
International Mathematical Competition
w Ostrawie (Czechy), International
Mathematical Competition for Students
w Blagojewgradzie (Bulgaria) oraz North
Countries Universities Mathematical
Competition w Sankt Petersburgu (Rosja)
Challenges.

Okazuje sig, ze z twierdzenia Lagrange’a
mozna wyprowadzi¢ twierdzenie
Cauchy’ego. Zachg¢camy Czytelnika do
proby przeprowadzenia tego
rozumowania.

Czytelnicy Delty zapewne znaja zawody matematyczne dla uczniéw, takie jak
Olimpiada Matematyczna lub Kangur Matematyczny. Nie wszyscy wiedza
jednak, ze konkursowe zmagania mozna kontynuowaé¢ réwniez podczas studiéw.
Na niektérych uczelniach odbywaja sie nawet specjalne zajecia, podczas ktérych
rozwiazuje sie¢ i omawia zadania konkursowe.

Przyjrzyjmy sie blizej czesto uzywanemu podczas zawoddéw studenckich
twierdzeniu o wartosci sredniej, przypisywanemu Lagrange’owi. Stwierdza ono,
ze dla funkcji ciagtej f: [a,b] — R i r6zniczkowalnej w przedziale (a,b) istnieje
punkt ¢ w przedziale (a,b) taki, ze

f) = fla) = f'(c)(b - a).

Inaczej méwiac, przyrost wartosci funkcji wyraza sie przez przyrost wartosci
zmiennej i pochodng funkcji w pewnym punkcie posrednim.

Rownie przydatne jest uogdlnienie powyzszego twierdzenia, znane jako
twierdzenie Cauchy’ego. Mianowicie, dla funkcji ciaglych f,g: [a,b] = R
i r6zniczkowalnych w przedziale (a,b) istnieje punkt ¢ w przedziale (a,b) taki,

ze
g'(©)(f(b) — f(a)) = f'(c)(g(b) — g(a)).
Zauwazmy, ze biorac w twierdzeniu Cauchy’ego funkcje g(z) = z dla kazdego «,

uzyskujemy twierdzenie Lagrange’a.

Jestedmy gotowi, aby zastosowa¢ powyzsze twierdzenia do rozwiazywania
zadan z miedzynarodowych zawodéw dla studentéw. Rozwazmy rézniczkowalna
funkcje f: [0,1] — [0, 1] taka, ze |f'(x)| # 1 dla wszystkich x z przedziatu [0, 1].
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L. .1

Rozwigzanie zadania M 1622.

Skoro AB = AD oraz

¥xPAQ = xBAP + xDAQ, to istnieje
punkt jednoczesnie symetryczny do B
wzgledem AP i do D wzgledem AQ);
nazwijmy go M. Tréjkat PQM ma boki

o dlugosciach BP, DQ, PQ, a jego kat
wewnetrzny przy wierzchotku M ma
miar¢ XABP + XADQ.

Podobnie istnieje punkt IV, jednoczeénie
symetryczny do B wzgledem CP oraz

do D wzgledem CQ. Tréjkat PQN jest
przystajacy do tréjkata PQM, a kat
wewnetrzny przy wierzchotku N ma miare
*xCBP + xCDQ. Pozostaje zauwazy¢, ze
¥PMQ+ ¥PNQ =

= XABP + ¥ADQ + xCBP + xCDQ =
= 180°,

skad ¥ PMQ = ¥PNQ = 90°. Teza
zadania wynika wiec z twierdzenia

Pitagorasa zastosowanego do dowolnego
z tych dwéch trojkatéw.

Udowodnimy, ze réwnosci f(a) = a i f(8) = 1 — 3 sa spelnione dla co najwyzej
jednej pary liczb « i 8 z przedziatu [0, 1]. Zalozywszy, ze f(a) = ai f(o/) =d/
dla 0 < a < o <1, z twierdzenia Lagrange’a otrzymujemy, ze istnieje ¢ € («, o)
takie, ze

o —a = f(o) - f(a) = F(O)( —a),
wiec f'(c) =1, ale to jest sprzeczne z zalozeniem |f'(z)| # 1 dla x € [0, 1].
Podobnie wykluczamy istnienie dwoch elementéw S o wlasnosci f(8) =1 — 5.
Dowdéd pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie, Ambitnemu Czytelnikowi
proponujemy pokazanie istnienia pary punktow « i 5 o powyzszych
wlasnosciach. W ten sposéb zostanie uzyskane rozwiagzanie zadania 1.
w kategorii I z 22. Zawodéw im. Vojtécha Jarnika.

Okazuje sie, ze twierdzenie o wartosci sredniej moze zostaé zastosowane takze do
rozwiazywania réwnan. Rozwazmy nastepujace réwnanie:

17° 42" =11" + 2% zeR.
Rozwiazanie tego réwnania zostalo postawione jako problem 1. w kategorii 11
podczas 28. Zawoddéw V. Jarnika.

Rozwiazanie rozpoczniemy od prostej obserwacji, ze liczba x = 0 jest
rozwiazaniem powyzszego réwnania. Przyjmijmy zatem, ze z # 0 réwniez jest
rozwigzaniem. Réwnanie mozemy przepisa¢ w nastepujacy sposéb:
(%) 17 — 11% = 8% — 2°.
Niech f:[0,00) — R bedzie funkcja okreslona wzorem f(t) = t*. Funkcja ta
spelnia zalozenia twierdzenia Lagrange’a na odcinku [2, 8]. Zatem istnieje taka
liczba t; € (2,8), ze

(8= 2)f (h) = £(8) — F(2) = 8" — 2".

Funkcja ta spelnia réwniez zalozenia tegoz twierdzenia na odcinku [11,17], wiec

Rozwigzanie zadania M 1623.

Skoro AB = AD oraz

¥xPAQ = xBAP 4 xDAQ, to istnieje
punkt jednoczesnie symetryczny do B
wzgledem AP i do D wzgledem AQ);
nazwijmy go M. Skoro [ABP] = [AM P]
oraz [ADQ] = [AMQ)], to lewa strona
dowodzonej réwnosci przybiera postac
[APCQ] + [PQM].

Podobnie istnieje punkt N, jednocze$nie
symetryczny do B wzgledem C'P oraz
do D wzgledem CQ i podobnie prawg
stron¢ dowodzonej réwnosci mozna
przepisaé jako [APCQ] + [PQN]. Do
zakonczenia rozwigzania wystarczy
zauwazy¢, ze trojkaty PQM oraz PQN
sa przystajace (cecha bok—bok—bok).

Poniewaz x # 0, to t7 "

istnieje liczba to € (11,17) spelniajaca zaleznosé

(17 —11)f'(t2) = f(17) — f(11) = 17° — 117,
Zauwazmy, ze t1 < ty. Podstawiajac otrzymane zaleznosci (przypomnijmy, ze
x jest rozwiazaniem) do réwnania , dostajemy réwnoscé

6f'(t1) = 6f'(t2),

ktéra mozemy przepisa¢ rownowaznie jako

6xt9f71 = Gxtgfl.

=t~ { w konsekwencji

o
ta

Skoro 0 < t1 < tg, to x = 1. Latwo sprawdzié, ze x = 1 jest réwniez rozwiazaniem
rownania. Zatem jedynymi rozwigzaniami sa x = 0 oraz x = 1.

Twierdzenie o wartosci Sredniej moze takze przyniesé
zaskakujaco proste rozwigzanie zadania, ktére
poczatkowo zdaje sie wymagaé zupelnie innych metod.
Wykazemy, ze jesli

n

i=0

to wielomian w(z) = apz™ + ap_12" "1 + ...+ a1x + ag
ma dodatni pierwiastek rzeczywisty. To zadanie

nie pochodzi wprawdzie bezposrednio z zawodow
matematycznych, ale jest motywowane zadaniem 2.10.1.

z bardzo dobrego zbioru zadan: T. Andreescu, R. Gelca,
Mathematical Olympiad Challenges.

Kiedy juz wiemy, ze chcemy wykorzystaé twierdzenie

o wartoéci Sredniej, to nie pozostaje nic innego, jak
znalez¢ odpowiednia funkcje. Chcemy udowodnié
istnienie punktu, w ktérym zeruje sie dany wielomian,
dlatego pierwszym stusznym pomysltem jest rozwazenie
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funkcji

@i i+
x) = E '
f(@) prd
ktérej pochodna jest wlasnie w(x). Pozostaje zauwazyd,

ze
1/~ 2
2) = - ;) =o.

UCh (; ir1” )
Zatem na mocy twierdzenia Rolle’a, ktore jest
szczegblnym przypadkiem twierdzenia Lagrange’a dla
f(a) = f(b), wnioskujemy istnienie punktu zo € (0,2)
takiego, ze w(zg) = 0.

f(0)=0 oraz

Mamy nadzieje, ze przekonalidémy Czytelnika do tego,
ze twierdzenia o wartosci $redniej moga by¢ bardzo
uzyteczne podczas rozwigzywania zadan w trakcie
miedzynarodowych zawodéw matematycznych — i nie
tylko...



Informatyczny kacik olimpijski (133): Cyfrowy ciag

W tym odcinku oméwimy rozwiazanie zadania ,,Cyfrowy ciag”, ktére
pojawilo sie w eliminacjach do zawodow Romanian Master of Informatics.

Cyfrowy ciag: Tadek napisal cigg S = (s1, 52, ..

.y 8n), 2lozony zn cyfr od 1 do 9. Chcialby podzieli¢ ten cigg

na k spdjnych fragmentow. Kazdy fragment czytany od lewej do prawej tworzy liczbe. Tadek chcialby dokonac takiego
podzialu, aby najwieksza z k otrzymanych liczb byla jak najmniejsza.

Niech Sla : b] oznacza fragment Sq, Sq41,- - - » Sb-

Zauwazmy, ze S zawiera tylko cyfry od 1 do 9 — nie ma
cyfry 0. Zatem dowolny jego fragment opisuje liczbe

bez zer wiodacych. Od tego momentu zakltadamy,

ze rozwazamy tylko liczby bez zer wiodacych. Wiadomo,
ze dtuzsza liczba jest wieksza niz krétsza. W zwiazku

z tym chcemy tak podzieli¢ ciag, aby najwieksza

liczba byla mozliwie najkrétsza. Najwieksza liczba
zawiera przynajmniej f%] cyfr. Zauwazmy, ze w jakims
optymalnym podziale beda wytacznie liczby [%W—cyfrowe
lub ([%W - 1)—cyfrowe. Doktadniej, w jakim$ optymalnym
podziale bedzie:

e 1z liczb {%]—cyfrowych, gdzie x =k, jeSli klnix =n
mod k w przeciwnym przypadku,
e y liczb ([%W — 1)—cyfrowych7 gdzie y = k — x.

Niech d, = [%W oraz d, = {%] — 1. Szukamy
takiego podziatu S na x liczb d,-cyfrowych i y liczb
d,-cyfrowych, zeby najwigksza liczba byla jak
najmniejsza.

Rozwigzanie O(nk)

Ten problem mozemy rozwigza¢ za pomoca metody
programowania dynamicznego. Otéz niech D P[i][j]
oznacza wartos¢ najwiekszej liczby w optymalnym
podziale id, + jd, pierwszych cyfr ciagu na i liczb
dg-cyfrowych oraz j liczb dy-cyfrowych. Wyznaczymy
wartosci D P[i][j] dla wszystkich takich i,7, ze 0 < i < x
oraz 0 < j < y. Woéwcezas wynikiem bedzie DP[x][y].
Niech DP[0][0] = 0, za§ DPi][j] = min(p1, p2)

dla i+ j > 0, gdzie:

e p; to wynik podziatu przy zalozeniu, ze ostatnia
liczba ma d,, cyfr. Wtedy p; = max(DP[i — 1][4],
S[1+ (i —1)dy + jdy : idy + jdy]), jeslii >0
i p1 = oo w przeciwnym przypadku.

e ps to wynik podziatu przy zatozeniu, ze ostatnia
liczba ma d, cyfr. Wtedy p2 = max(DPi][j — 1],
S[1+idy + (j — 1)dy : idy + jdy]), jesli j >0
i po = 00 w przeciwnym przypadku.

Mamy O(k) liczb ,,dluzszych” oraz O(k) liczb

Hkrotszych”, czyli wszystkich standéw do obliczenia

jest O(k?). Obliczenie jednego stanu zajmuje O(%)

(poréwnanie dwéch liczb dlugosci O(%)). Zatem cale

rozwiazanie dziala w czasie O(nk).

Rozwigzanie O(%2 -log(n))

W tym rozwiazaniu wykorzystamy algorytm
wyszukiwania binarnego. Wiemy, ze wynikiem jest
wartosé¢ jakiego$ podstowa dlugosci d,. W pierwszej
fazie rozwiazania wezmy wszystkie d,-cyfrowe podstowa
i uporzadkujmy je niemalejaco. Takich liczb jest O(n).
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Ich posortowanie wymaga O(n - log(n)) poréwnan, zas
jedno poréwnanie zajmuje czas O(%) Zatem pierwsza

faza dziala w czasie O(%2 -log(n)).

Kiedy mamy juz uporzadkowany ciag i wiemy, ze jedna
z tych liczb jest wynikiem, to mozemy wykonaé¢ w tym
ciagu wyszukiwanie binarne — druga faze¢ rozwiazania.
Zalézmy, ze w kroku algorytmu sprawdzamy, czy wynik
jest nie wiekszy niz w. Zatem chcemy dowiedzie¢ sie,
czy istnieje podzial ciagu na co najwyzej k liczb

nie wiekszych niz w. W tym celu bedziemy dokonywali
podziatu od lewej do prawej. W kazdym kroku
zachtannie wybieramy najwieksza mozliwa liczbe. Jesli
liczba tworzona przez d, kolejnych cyfr jest nie wieksza
niz w, to dodajemy ja do podzialu. W przeciwnym
przypadku dodajemy liczbe o jeden krétsza. Jesli

po k krokach wykorzystamy wszystkie cyfry, to
znalezliSmy podzial o wyniku co najwyzej w.

Algorytm wyszukiwania binarnego wykona O(log(n))
krokéow. W kazdym kroku przechodzimy po calym ciagu,
co zajmuje O(n) operacji. Zatem druga faza dziata

w czasie O(n - log(n)), a w calym rozwiazaniu wykonuje
sie O(%2 -log(n)) operacji.

Rozwiazanie O(n - log(n))

Sprébujmy przyspieszy¢ pierwsza faze poprzedniego
rozwigzania. W tym celu wykorzystamy slownik podstow
bazowych, ktérego konstrukeja wymaga O(n - log(n))
operacji. Za pomocy tej struktury danych mozemy

w czasie O(1) poréwnaé leksykograficznie dwa podstowa,
co jest rownowazne poréwnaniu wartosci liczbowych
przez nie reprezentowanych. A wiec pierwszg faze
rozwiazania wykonujemy w czasie O(n - log(n)).

Wersja trudniejsza — cyfry na okregu

Dla ambitnych Czytelnikéw proponujemy trudniejsza
wersje zadania — cyfry sa ulozone na okregu, ktory
mozemy rozcia¢ w dowolnym miejscu. Przedstawimy
krotki zarys rozwiazania. Zduplikujmy ciag S, sklejajac
dwie jego kopie. W ten sposob kazde podstowo
dlugosci n opisuje jakas rotacje cykliczna S. Wynik
bedziemy wyszukiwali binarnie (jak w poprzednim
rozwiazaniu). W kazdym kroku, dla kazdej pozycji
wyznaczamy najdalsza pozycje na prawo, gdzie moze
zaczynac sie kolejna liczba. Jesli pozycje zinterpretujemy
jako wierzchotki, a przejscia do kolejnych liczb jako
krawedzie, to otrzymamy graf acykliczny. Pytamy, czy
w takim grafie istnieje k-krawedziowa $ciezka, ktéra
pokrywa n liter. Mozna to sprawdzi¢ metoda skokéw
potegami dwdéjki.

Bartosz LtUKASIEWICZ



Calkowita energia potencjalna (dla
uproszczenia, jednorodnej) kuli

o masie M i promieniu R to

U = —3GM?/(5R). W przypadku Storica
Ug ~ 4-10*" J. Jasnosé Stonca, czyli
moc emitowanego promieniowania, to
Lo ~4-10% W. Dzielac Ug/Lg
dostajemy prawie dokladnie

30 milionéw lat.

Inspirowane noblowskim wykladem Johna
Bahcalla i wyktadem TED Davida
Deutscha pt. A new way to explain
explanation.

Prosto z nieba: Co z tego, ze $wieci Stonce?

W jaki sposéb Stonce wytwarza ogromng ilos¢ energii niezbednej do
podtrzymania zycia na Ziemi? Poczawszy od pierwszej poltowy XIX wieku
pytanie to bylo nie lada wyzwaniem dla astronoméw i fizykéw teoretycznych,
ktorzy spierali si¢ o to goraco z geologami i biologami ewolucyjnymi,

a problemem pogodzenia wieku Stonica i Ziemi zajmowali si¢ najznamienitsi
fizycy epoki. Dziewietnastowieczni fizycy uwazali, ze Zzrodlem energii stonecznej
jest grawitacja. W wykladzie z 1854 roku Hermann von Helmholtz zaproponowat
model, w ktorym energia Storica pochodzi z grawitacyjnego kurczenia sig¢

(i zwiazanego z tym rozgrzewania) duzej masy — czyli konwersje energii
grawitacyjnej na cieplto; podobne hipotezy stawiali nieco wczedniej Julius von
Mayer i John James Waterston. William Thomson, lord Kelvin, oszacowat
wiek Slonca — a zatem tez i Ziemi — w nastepujacy sposob. Obliczyt energie
grawitacyjna Stonca i podzielit wynik przez tempo, w jakim promieniuje ono
energie, co daje czas zycia rzedu zaledwie 30 milionéw lat. Dla poréwnania,
drugi co do atrakcyjnosci pomysl, czyli produkcja energii dzigki reakcjom
chemicznym (np. spalaniu wegla), daje znaczaco gorszy wynik — czas rzedu
tysiecy lat.

Podczas gdy fizycy koncentrowali sie na pochodzeniu promieniowania, biologowie
i geolodzy rozwazali jego wplyw na procesy zachodzace na Ziemi i zwiazane

z tym skale czasowe. W 1859 roku Karol Darwin w pierwszym wydaniu swojego
dzieta O powstawaniu gatunkow przez dobor naturalny dokonal zgrubnego
oszacowania wieku Ziemi na podstawie obserwacji w dolinie Weald na potudniu
Anglii. Uzyskal wiek Ziemi okoto 300 milionéw lat — zupelnie wystarczajacy, by
dobdr naturalny wytworzyl obserwowana réznorodno$é gatunkéw istniejacych na
Ziemi, ale jednocze$nie drastycznie niezgodny z obliczeniami Kelvina.

Dzi§ wiemy, ze Kelvin sie mylil, a geolodzy i biologowie mieli racje. Rézne
pomiary, m.in. radioaktywne datowanie meteorytéw, wykazuja, ze wiek Stonca
i Ukladu Slonecznego to okolo 4,6 miliarda lat. Te ,niewielka” pomytke
mozna jednak wybaczy¢ — w tamtych czasach nie wiedziano o innych, bardziej
efektywnych metodach produkcji energii, czyli o mozliwosci przeksztalcania
masy w energie w reakcjach jadrowych. Odkrywcy tej nowej dziedziny — fizyki
jadrowej — to Wilhelm Roentgen (promieniowanie X, 1895 r.), Henri Becquerel
(naturalna radioaktywnos$é soli uranu, 1986 r.), Maria Skltodowska-Curie i Pierre
Curie (szczegdltowe badania spontanicznej radioaktywnosci pierwiastkéw

i dowdd na to, ze promieniowanie pochodzi wprost z atomoéw, a nie

z oddzialywania miedzy nimi), Ernest Rutherford (podwaliny fizyki jadrowej).
Przelom w zrozumieniu, jak dziala Stonce, dokonal sie w okolo 40 lat. Ponizej
jedna z wersji cyklu proton-proton zachodzacego w jego wnetrzu:

1 H+H — 3D +e" + v,
() 1A 1 b 2'« d
(2) et +e  — 29
g h
D H H
(3) 2D+, —> sHe + vy
(4) sHe 4+ 3sHe — 4He +2:H

Cykl koniczy sie wyprodukowaniem 26,73 MeV energii, z ktérych przewazajaca
wiekszo$¢ doceniamy pézniej na Ziemi.

Zatrzymajmy sie na chwile w tym miejscu, zeby doceni¢ takze, ile ciekawej
wiedzy znajduje sie w tych rownaniach. Dowiadujemy sie¢ z nich o: a jadrach
atomowych, b reakcjach jadrowych, c¢ istnieniu izotopow, d antymaterii,

e oddzialtywaniach stabych, f czastkach przenoszacych tadunek elektryczny,

g zamianie materii na promieniowanie, h fotonach gamma, i transmutacji;
czyli spelnieniu snéw alchemikow starajacych sie przez stulecia zamienié¢ jedne
pierwiastki w inne.

Michat BEJGER
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Klub 44 F

Zadania z fizyki nr 688, 689

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

688. Na nieruchomej tasémie transportera lezy klocek o masie M, przyczepiony
do $ciany za pomoca sprezyny o wspolczynniku sprezystosci k (rys. 1). Tasme
wprawiono w ruch ze stalg predkoscia vy i po pewnym czasie ustalily sie drgania

harmoniczne klocka. Znalez¢ czas, po ktérym to nastapito, oraz amplitude
ustalonych drgan. Wspotczynnik tarcia klocka o tasme jest rowny pu.

689. Punktowe zrédlo $wiatta S porusza sie 7

Termin nadsylania rozwigzan: 29 II 2020

77

ruchem jednostajnym réwnolegle do ekranu, 2
w ktérym znajdujag sie dwa malte otworki
w odleglosci d = 2 mm od siebie. Odlegtosé

7
2 ( . — e

zrédla od ekranu wynosi h =1 m (rys. 2).
O$wietlenie w punkcie A na osi ukladu Ve

zmienia si¢ z czestotliwoscia f = 15 Hz,

dhugosé fali $wietlnej emitowanej przez h
zrédlo A = 6 - 1077 m. Znalezé predkoéé

zrédia v. Podczas pomiaréw oswietlenia %
zrodlo znajduje sie w matej odlegtosci od

osi ukladu.

Klub 44 M

d Rys. 2

Zadania z matematyki nr 791, 792

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
781 (WT = 1,36) i 782 (WT = 2,41)
z numeru 5/2019

/()

asymptoty.

Pawel Kubit Krakéw 43,07

Krzysztof Kamiriski ~ Pabianice 41,30

Franciszek S. Sikorski Warszawa 41,28

Janusz Olszewski Warszawa 40,97 . .

Michat Kozlik Gliwice 35,73  jest podzielna przez n
Janusz Fiett Warszawa 31,91

Mikotaj Pater Opole 30,32

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do koinca miesigca n 4 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech,
dwdéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesyltaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z doktadnosciag do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez

Niebo w grudniu

Nastal ostatni miesigc 2019 roku. Stonice przebywa nizej
niz 21° pod réwnikiem niebieskim, dlatego grudniowe
dni sa najkrétsze w caltym roku, a noce najdluzsze.

22 grudnia o godzinie 5:19 naszego czasu Stornice osiagnie
najbardziej na potudnie wysunigty punkt ekliptyki,

i tym samym na pélnocnej potkuli Ziemi zacznie sie
astronomiczna zima. Na poczatku stycznia nasza
planeta przechodzi przez peryhelium, stad w grudniu

i styczniu porusza sie najszybciej, pokonujac na orbicie

22

791. Funkcja f: (0,00) — R jest dana wzorem

1

- In(z + a) — In(x + b)
Wykazaé, ze ma ona asymptote ukosna (przy z — 00), i znalezé réwnanie tej

(stale: a>b>0).

792. Dane sa liczby naturalne m, n, przy czym n jest liczba nieparzysta,
wieksza niz 2m. Udowodnié, ze liczba

mt+(m+1)"+...+(n—m)"

Zadanie 792 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

wspélcezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

o0séb, ktore nadestaly rozwiagzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.

ponad 1° dziennie. Dlatego poczatek zimy nie oznacza
najpdézniejszego wschodu i najwczesniejszego zachodu
Stonca. Najwczesniejszy zmierzch w tym roku ma
miejsce juz 11 grudnia, natomiast najpozniejszy Swit —
31 grudnia. W czerwcu analogiczny odstep jest znacznie
mniejszy, poniewaz wtedy z kolei Ziemia porusza sie po
swojej orbicie najwolniej. Dzigki temu réwniez zima jest
najkrétsza pora roku, lato za$ — najdtuzsza. Réznica
wynosi ponad 4 dni.



Grudzien to miesiac, w ktérym zaréwno rano, jak

i wieczorem nachylenie ekliptyki do widnokregu jest
calkiem spore, dzigki czemu przebywajace blisko Stonca
i ekliptyki ciata niebieskie sa widoczne do$¢ dobrze,
niezaleznie od tego, czy znajduja sie na wschdd, czy

na zachéd od niego. Stad tak samo przed, jak i po
nowiu panuja dobre warunki do obserwacji tzw. Swiatla
popielatego, czyli nocnej strony Ksiezyca oswietlonej
$wiattem slonecznym odbitym od Ziemi. Przypomneg
tutaj, ze Ziemia jest prawie czterokrotnie wigksza od
Ksiezyca i odbija w przestrzen kosmiczng zdecydowanie
wiecej Swiatta. Ponadto fazy Ksiezyca i Ziemi sie
uzupelniaja, a wiec gdy Ksiezyc z perspektywy Ziemi
jest w nowiu, to Ziemia z perspektywy Ksiezyca jest

w pelni, i odwrotnie. To wszystko sprawia, ze Ziemia na
niebie widocznym z Ksiezyca w okolicach nowiu swieci
bardzo jasno, dzigki czemu nocna strona naturalnego
satelity Ziemi jest bez ktopotu widoczna wtedy gotym
okiem, jesli tylko znajduje si¢ on nad horyzontem jeszcze
przed wschodem lub po zachodzie Stonca.

Pierwsza potowa miesiaca uptynie w blasku Ksiezyca.
Srebrny Glob 4 grudnia przejdzie przez I kwadre,

12 grudnia — przez pelnie, 19 grudnia — przez ostatnia
kwadre, za$ 26 grudnia — przez néw, okraszony
za¢mieniem Stonca, widocznym z Azji i Australii.

W grudniu, ze wzgledu na bliskos¢ peryhelium,

tarcza stoneczna jest duza, a zatem Srebrny Glob nie
zdota zastonié jej calej i dojdzie tylko do zaémienia
obraczkowego, czyli w momencie fazy maksymalnej
wokél tarczy Ksiezyca pozostanie jasna obwodka
stoneczna. Faza obraczkowa potrwa maksymalnie prawie
3 minuty i 40 sekund w okolicach ciesniny Malakka.
Pas za¢mienia obraczkowego przejdzie od Potwyspu
Arabskiego przez tropikalng cze$é Oceanu Indyjskiego
po zachodni Pacyfik.

Niestety w tym miesiacu Ksiezyc nie zakryje gwiazdy
jasniejszej od 4™. Na poczatku miesiaca, 4 grudnia,
Srebrny Glob w fazie 54% przejdzie 4,5° od Neptuna

i niewiele ponad 1° od trojki gwiazd ¥1, ¥2 i ¢3 Aqr.
Dobe pézniej wieczorem za ksiezycowsa tarcza znikng

na chwile gwiazdy 30 i 33 Psc, o jasnosci okoto +4,5™.
Osmego dnia miesiaca Srebrny Glob w fazie 87%
przejdzie 5° od Urana (i 12° od Miry, o ktérej wiece]j
ponizej). Juz trzy dni p6Zniej Ksiezyc w pelni minie

w odleglosci 4° Aldebarana, najjasniejsza gwiazde
Byka, za$ 15 grudnia jego tarcza, o$wietlona w 85%,
wzejdzie 2° na wschdd od M44, widocznej gotym okiem
gromady otwartej gwiazd. W nocy z 16 na 17 grudnia
Ksiezyc utworzy tréjkat réwnoboczny z Regulusem

i R Leo, druga jasng w grudniu miryda, zblizajac sie don
na 5°. Cienki juz sierp Ksiezyca w fazie 28% przejdzie
21 grudnia prawie 7° na poéinoc od Spiki, najjasniejszej
gwiazdy Panny, a 23 grudnia, 10-procentowy sierp
Srebrnego Globu minie planete Mars w odleglosci 3°.
Po nowiu, w ostatnich dniach miesiaca, najpierw cienki
sierp Ksiezyca 28 i 29 grudnia zblizy si¢ na 5° do planety
Wenus, zas§ w Sylwestra, z sierpem pogrubionym do 27%,
Ksiezyc ponownie przejdzie 6° od Neptuna.

Miesiac zacznie sie od dobrej widocznosci Merkurego na
niebie porannym, $wiecacego niedaleko poprawiajacego
swa, widocznos¢ Marsa. Pod koniec ubieglego miesiaca,
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28 listopada, Merkury osiagnal maksymalna elongacje
zachodnia, oddalajac sie od Stonca na ponad 20°.
Poczatkowo planeta na 45 minut przed $witem zdazy sie
wznie$¢ na 10° i pozostanie widoczna do potowy grudnia.
W tym czasie przejdzie od srodka gwiazdozbioru Wagi
poprzez Skorpiona do Wezownika, prezentujac tarcze

o $rednicy 6", jasnosci —0,6™ i fazie rosnacej od 70

do 90%. Merkury przejdzie niecaly stopien od gwiazdy
Graffias 11 i 12 grudnia.

Dystans miedzy Merkurym a Marsem urosnie do polowy
grudnia od 10 do 20°. Czerwona Planeta o tej samej
porze wznosi sie na wysoko$é¢ ponad 15°, lecz jej blask
to tylko +1,7™, przy $rednicy tarczy 4”. Mars wedruje
przez gwiazdozbiér Wagi i 12 grudnia zblizy sie na nieco
ponad 15" do gwiazdy Zuben Elgenubi.

Wieczorem nisko nad poludniowo-zachodnia czescia
firmamentu ciasna pare utworza planety Wenus i Saturn.
Pierwsza planeta poprawia swoja widocznos$é po
spotkaniu ze Storicem, druga za$ zbliza sie do niego

i niebawem zginie w zorzy wieczornej. Wenus przejdzie
niecate 2° na potudnie od Saturna 11 grudnia. Jednak
godzine po zmierzchu obie planety znajda si¢ na
wysokosci zaledwie 7°, stad nie sa tatwym celem do
obserwacji. Z ich odréznieniem nie powinno by¢ ktopotu,
gdyz Wenus $wieci z jasnoScig —4™, przy Srednicy
tarczy 13" i fazie od 88 do 82%. Druga z planet $wieci
blaskiem +0,6™, a jej tarcza ma $rednice 15”.

Najlepiej widoczne sa ostatnie dwie planety Ukladu
Stonecznego. Neptun kresli swoja petle ponad 70" na
zachéd od gwiazdy ¢ Aqr, Swiecac z jasnoscia +7,9™,

a zatem jest widoczny przez lornetki. Natomiast
jasniejszy o ponad 2" Uran znajduje sie 7° na potudnie
od gltéwnej figury Barana, jednak w jego bezposrednim
sasiedztwie nie ma jasnych gwiazd, ktérymi mozna sig
kierowa¢ w jego szukaniu.

W grudniu promieniuja dwa coroczne roje meteorow:
Geminidy z maksimum okoto 14 grudnia oraz Ursydy,
majace maksimum 23 grudnia. Obserwacje Geminidéw
popsuje Ksiezyc w fazie 92%, wedrujacy wtedy niecate
15° od radiantu. Drugi ré6j ma szczescie do Ksiezyca
prawie w nowiu i jest widoczny bardzo dobrze. Radiant
Ursydéw znajduje sie na przedtuzeniu linii laczacej
gwiazdy Pherkad i Kochab, czyli kola Malego Wozu,
jakies 2,5° od drugiej z nich. Sa to raczej wolne meteory,
zderzaja sie z nasza atmosfera z predkoscia 33 km/s.
Mozna sie spodziewa¢ nawet do 30 meteoréw na godzine.
Maksimum aktywnosci mirydy R Leo, znajdujacej

sie okolo 5° na zachdd od jasnego Regulusa w Lwie,
prognozuje si¢ na 6 grudnia. W tym czasie moze

by¢ ona wyraznie jasniejsza od +5™ i na ciemnym
niebie widoczna bez pomocy przyrzadéw optycznych.
Juz w lornetkach R Leo wyrdznia sie tez oczywista
ciemnoczerwona barwa, dzigki czemu nie mozna jej
pomyli¢ z innym obiektem. Gwiazda widoczna jest

w drugiej potowie nocy, goérujac jeszcze w czasie nocy
astronomicznej, na wysokosci 49°. W listopadzie przez
maksimum blasku przeszta inna miryda, o Ceti, ktora
w grudniu nadal powinna by¢ dostrzegalna gotym okiem.
Mira na poczatku miesiaca géruje okoto godziny 21 na

wysokosci 35°.
Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nagroda Nobla z (astro)fizyki

W tym roku Nagroda Nobla z fizyki zostala przyznana
trzem astrofizykom. Polowe nagrody otrzymal James
Peebles za rozwdj teoretycznych podstaw wspodlczesnej
kosmologii, natomiast kolejna potowe otrzymali Michel
Mayor oraz Didier Queloz za odkrycie pierwszej planety
pozastonecznej krazacej wokol gwiazdy typu stonecznego.

Teoretyczne podstawy wspélczesnej kosmologii

James Peebles jest profesorem emerytowanym na
Uniwersytecie w Princeton. Jest uwazany za jednego

z twércow wspblezesnej kosmologii, dla ktérej stworzyt

(i nadal rozwija) podstawy teoretyczne. Zaczynajac juz od
1964 roku, znaczaco przyczynit si¢ do poglebienia naszej
wiedzy o budowie i ewolucji Wszech$wiata od Wielkiego
Wybuchu do czaséw wspodlczesnych. Zapytany, ktora

z jego prac stanowi najwickszy wklad w rozwéj kosmologii,
stwierdzil po prostu ,,It’s work of my life” (Praca mojego
zycia).

I trudno temu zaprzeczy¢ — wielkoskalowa struktura
Wszech$wiata, kosmiczne promieniowanie tla, ciemna
materia, ciemna energia, powstanie pierwiastkow ciezszych
od wodoru czy epoka inflacji to tylko niektére z zagadnien,
dla ktérych podstawy teoretyczne istnieja dzieki pracy
Jamesa Peeblesa.

W roku 1965 Peebles wyjasnil znaczenie kosmicznego
promieniowania tta (Cosmic Microwave Background
radiation — CMB) w kontekscie formowania sie struktur
we Wszech$wiecie. Przewidzial, Ze promieniowanie
wypelniajace Wszech$wiat w poczatkowych etapach jego
ewolucji powstrzymywalo wzrost zageszczen materii,

i dopiero gdy Wszechswiat rozszerzyt si¢ do odpowiednich
rozmiaréw, gaz ochtodzit si¢ na tyle, by mogly powstaé
gwiazdy i galaktyki. Pomoégt réowniez w oszacowaniu,
jak duze powinny by¢ fluktuacje w rozktadzie materii
yswdrukowane” w temperature CMB, jeszcze zanim te
przewidywania potwierdzily obserwacje satelity COBE
(Cosmic Background Explorer). Dodatkowo w 1968 roku
badajac gromady kuliste, argumentowal, ze mogly one
powstaé przed galaktykami.

W pracy Primeval Adiabatic Perturbation in an Ezpanding Universe
(1970) Peebles i Yu argumentowali, ze fluktuacje temperatury

wpisane w CMB mogtlyby by¢ spowodowane falami dZzwi¢kowymi
pochodzacymi z poczatkowych zmian w gestosci plazmy wypelniajacej
weczesny Wszech$§wiat. Autorzy przewidzieli, na podstawie obliczen
teoretycznych, ze wariacje te beda rzedu 15 na 100 000. Pomiary
wykonane dziesigciolecia pézniej przez satelite COBE wykazaly, ze
byly one jeszcze mniejsze, rzedu 1 na 100 000.

Na tym jednak przelomowe prace Peeblesa sie nie koncza.
Na podstawie symulacji numerycznych opisujacych
tworzenie tzw. galaktyk z poprzeczka stwierdzil on, ze
potrzebna jest duza ilos¢ dodatkowej masy — ciemnej
materii — aby galaktyki takie jak Droga Mleczna mogty by¢
stabilne. Podazajac tym tokiem myslenia, juz w 1982 roku
opublikowat teorie zimnej ciemnej materii. Pare lat

pdzniej przywrécil stata kosmologiczng do teoretycznego
opisu Wszechswiata, na poczatku w kontekscie opisu
zimnej ciemnej materii i tworzenia wielkoskalowej
struktury Wszechswiata, a potem jako sktadowej modelu
kosmologicznego, gdzie stala kosmologiczna reprezentuje
wewnetrzna energie samej przestrzeni i jest najprostszym
wyjaénieniem dla ciemnej energii — nieznanego mechanizmu,
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przez ktory Wszechdwiat rozszerza sie w coraz szybszym
tempie. Jednym stowem, wraz z wczesniejszymi pracami,
Peebles polaczyl kluczowe elementy standardowego modelu
kosmologii: zimng ciemna materie i ciemng energie.

Tegoroczny laureat Nagrody Nobla jest jednym

z pierwszych astrofizykéw, ktérzy zaadaptowali prawa
fizyki do studiowania Wszech$wiata jako jednego, spéjnego
systemu ewoluujacego z czasem. Jego metody i obliczenia
przeksztalcity kosmologie z pola spekulacyjnego w nauke
precyzyjna — sprawdzalng za pomoca obserwacji.

Pierwsza planeta krazaca wokol gwiazdy takiej jak
Stonice

Chociaz istnieje wiele sposobéw na znalezienie egzoplanety
(zostang one opisane w Al), laureaci Nagrody Nobla

w swych badaniach zastosowali metode predkosci radialne;.
Wykorzystuje ona fakt, ze gwiazda i planety jej uktadu
orbituja wokot wspdlnego srodka cigzkoéci. Mimo iz ruch
gwiazdy odbywa si¢ po znacznie mniejszej ,,orbicie”, to
jednak wykazuje ona zauwazalne chybotanie. Obserwujgc

te niewielkie ruchy gwiazdy, mozliwe jest wywnioskowanie,
ze wokot niej orbituje planeta, a na podstawie dluzszych
obserwacji oszacowanie jej wielkosci i odlegtosci do gwiazdy.
Wspdlczesnie wiadomo, ze metoda ta jest szczegdlnie
przydatna w znajdowaniu super-Jowiszéw (planet wigkszych
niz najwigksza planeta w naszym Ukladzie Stonecznym),
poniewaz powoduja one duze — stosunkowo latwe do
zaobserwowania — ruchy swojej macierzystej gwiazdy.

W ten sposéb w roku 1995 Michel Mayor oraz Didier
Queloz znalezli dziwny obiekt orbitujacy wokét gwiazdy

51 Pegasi — planete dwa razy wieksza niz Jowisz, a do tego
krazaca 7 razy blizej swojej gwiazdy niz jest oddalony
Merkury od Storica. Obiekt ten znany jest obecnie jako

51 Peg b. Odkrycie to bylo niezmiernie zaskakujace, gdyz
nikt woéwczas nie spodziewal sie, ze gazowy gigant moze
znajdowad si¢ tak blisko swojej gwiazdy macierzystej — gazy
tworzace takie obiekty potrzebuja znacznie chtodniejszych
temperatur, aby uformowaé planete (musza znajdowaé sie
poza tzw. ,linia $niegu”). W kontekscie obowiazujacych
wezedniej teorii formowania sie planet 51 Peg b nie mégt
wiec istnie¢ — byl pierwszym z wielu odkrytych pdzniej
,Goracych Jowiszéw”.

51 Peg-b nie byla pierwsza odkryta egzoplaneta. W 1992 roku
Aleksander Wolszczan, wspélnie z kanadyjskim naukowcem Dale
Frailem, dokonat odkrycia planet krazacych wokél nietypowego
obiektu — pulsara PSR 1257+12. Pulsar jest bardzo szczegdlnym
typem gwiazdy neutronowej bedacej pozostatoéciag po wybuchu
supernowej. Metoda wykrywania planet zaproponowana przez polskiego
astronoma nie moze by¢ wiec zastosowana do innych typéw gwiazd.
Mayor i Queloz zaproponowali metode, ktéra pozwolita odkry¢é
planete krazaca wokél gwiazdy typu slonecznego, czyli taka, na ktorej
potencjalnie mogto rozwinaé sie zycie — rozbudzajac uzasadniony
entuzjazm wokol egzoplanet.

Odkrycie Szwajcaréw zapoczatkowalo fale poszukiwan
egzoplanet. Wspoélczesdnie, 25 lat pdzniej, liczba
zaobserwowanych egzoplanet wzrosta do 4057 i stale si¢
powieksza. Co wigcej, opracowano wiele nowych metod
wyszukiwania planet, szacowania ich wielkosci, okreslania
skladu atmosfery, kompozycji, orbit i wielu innych.
Zaobserwowano typy planet, ktére nie istnieja w naszym
ukladzie slonecznym (takie jak ,super-Ziemie”), a nawet
odkryto planete krazaca wokét najblizszej nam gwiazdy —

Proxima Centauri.
Anna DURKALEC
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Twierdzenie Bézouta
Barttomiej BZDEGA

Rozwazmy wielomian P(z) = an,a™ + ...+ a1x + ap. Korzystajac ze wzoru
oy e I
mozemy zapisac
P(z) = P(y) = (x — y)F(x,y), gdzie F(z,y) = Y airjp12'y’
i,j>0

= (z

(przyjmujemy, ze ar = 0 dla k wigkszych od stopnia wielomianu P). Dzigki tej
tozsamosci mamy trzy nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 1. Dla dowolnego wielomianu P w wyrazeniu P(x) — P(y) mozna
wylgczyé przed nawias roZnice T — .

Twierdzenie 2. Jesli wielomian P ma wspdlczynniki catkowite, to dla réinych
liczb calkowitych a i b zachodzi podzielno$¢ liczb calkowitych a — b | P(a) — P(b).
W szczegdlnosdcei, jesli d | P(n), to d | P(n+d) dla calkowitych d # 0 i n.

Twierdzenie 3 (Bézouta). Wielomian P(x) dzieli si¢ przez dwumian z — o
wtedy 7 tylko wtedy, gdy P(a) = 0.

Twierdzenie 1 juz zostalo wykazane. Aby udowodnié¢ twierdzenie 2, wystarczy
zauwazy¢, ze w wyrazeniu F'(a,b) wszystkie wspélezynniki sa jednoczesnie
wspolczynnikami wielomianu P, wiec sg caltkowite. Zatem wartos¢ tego
wyrazenia jest réwniez liczba catkowita.

Kolej na dowdd twierdzenia Bézouta. Niech y = a bedzie stala. Wtedy wyrazenie
F(z,a) jest wielomianem zmiennej x, a zapis P(z) = (x — a)F(x,a) + P(«a) jest
dzieleniem wielomianu P(x) przez dwumian x — « z reszta P(«).

Uwaga. Jesli wielomian P o wspélczynnikach catkowitych ma pierwiastek
catkowity ¢, to wielomian P(z)/(x — ¢) réwniez ma wspolczynniki catkowite.
Dowdéd pozostawiamy Czytelnikowi.

Zadania

1. Wielomian P ma wszystkie wspélczynniki catkowite i dla kazdej liczby
naturalnej n zachodza nieréwnosci P(—n) < P(n) < n. Wykazaé, ze
P(—n) < —n dla wszystkich naturalnych n.

2. Wielomian P o wspoélczynnikach catkowitych przyjmuje wartosci nieparzyste
dla pewnych dwdéch kolejnych liczb naturalnych. Udowodnié, ze ten
wielomian nie ma pierwiastkéw bedacych liczbami catkowitymi.

3. Wielomian P o wspoélczynnikach catkowitych przyjmuje wartosé¢ 2019 dla
pieciu réznych argumentéw bedacych liczbami catkowitymi. Dowiesé, ze ten
wielomian nie ma pierwiastkéw catkowitych.

4. Wielomian P ma trzeci stopien i wszystkie wspdélczynniki catkowite oraz
spelnia réwnoéci: P(1) =1, P(2) =2 i P(3) = 3. Wyznaczy¢ najmniejsza
mozliwg warto$¢ |P(4)].

5. Znalez¢ taki wielomian P, ktéry ma czwarty stopien i spelnia réwnosci:
P(0)=0,P(1)=1% P22)=2, P(3) =2, P(4) = 2.

6. Roézne wielomiany P i @ spelniaja warunek P(Q(x)) = Q(P(z)). Wykazad, ze
wielomian P(P(z)) — Q(Q(x)) jest podzielny przez wielomian P(z) — Q(z).

7. Wielomian P o wspdlczynnikach catkowitych ma te wlasnosé, ze P(n)
jest liczba pierwsza dla wszystkich naturalnych n. Dowiesé, ze P jest
wielomianem statym.

8. Ustalmy liczbe catkowita dodatnig a. Niech P(x) = 2% + x — a. Udowodnié,
ze jedli dla pewnego naturalnego n > /a liczby P(0), P(1),...,P(n—1) sa
wzgledne pierwsze z P(n), to liczba P(n) jest pierwsza.

9. Wyznaczy¢ wszystkie niestale wielomiany P o wspoétczynnikach catkowitych,

spelniajace warunek: Dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n co najwyzej

jedna z liczb P(1), P(2),...,P(2n — 1) dzieli sie przez n.

Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P o wspoélczynnikach catkowitych, ktore

dla kazdego naturalnego n spelniaja podzielnosé P(n) | 2™ — 1.

10.
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LXI SZKOLA MATEMATYKI POGLADOWE]

MATEMATYCZNE

Xeo ZMIANY

42. Konkurs UCZNIOWSKICH
PRAC Z MATEMATYKI
IM. PAWLA DOMANSKIEGO

W konkursie biorg udziat matematyczne, tworcze prace

N . : . napisane przez uczniow szkot ponadpodstawowych
Bedzie migdzy innymi o tym: oraz podstawowych w klasach 7-8.

® s_,mm._E_m NEmmn_.w .—._.m—.mawm_:mai w Emﬁm:_m.gnm. : Mowiac krétko: nalezy udowodnié cos,
©® zmiany bardziej lokalne - powazne skutki matych zmian czego jeszcze nikt inny nie udowodnit!
w wielkich twierdzeniach,

uktady dynamiczne - czyli matematyczne modelowanie zmian,
@ niezmienniki - czyli co pozostaje niezmienne, gdy wszystko
sie zmienia.

TERMIN ZGLASZANIA PRAC:
30 KWIETNIA 2020 ROKU

= FINAL:
Szkoly s3 otwarte dla wszystkich zwigzanych z matematyka, niezaleznie od tego, czy jej ucza, WRZESIEN 2020 ROKU
uprawiaja ja, pisza o niej, czy sie nig pasjonuj3. Szczegolnie mile widziani s3 mlodzi matematycy,
ktérzy ucza badz chcg uczyé w szkolach wyzszych. ZAPRASZAMY.
N.m?mumam —._nNnunan—iu przyjmowane beda do 20 grudnia 2019 roku poprzez formularz znajdujgcy 1 Siqudanishoniorsis projiidbve it prag iiia diyehiczasonyeh
sie na stronie www.smp.uph.edu.pl. - w B mm D laureatow, niektore prace oraz wiele innych przydatnych informacji: deltami@mimuw.edu.pl
www.deltami.edu.pl/delta/redakcja/konkurs_prac_uczniowskich 3 pelta.czasopismo

Pytania nalezy kierowac na adres okmf@uph.edu.pl. = MNEDHHUO@
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