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Problem komiwojazera w praktyce

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Korzystajac z popularnych serwiséw internetowych,
btyskawicznie znajdziemy najkrétsza trase miedzy dwoma
miastami. A co, gdyby$my chcieli znalezé najkrétsza trase,
ktora pozwoli po wyruszeniu z domu odwiedzi¢ wszystkie
interesujace nas miasta i wréci¢ do punktu wyjscia?
Mozemy to pytanie sformalizowaé¢ w nastepujacy sposob.
Wybrane miasta (wraz z tym, w ktérym mieszkamy)
numerujemy od 1 do n. Zaktadamy, ze mamy tabele

n X n o wartosciach d;; dla i,j = 1,...,n, gdzie d;;
oznacza odleglo$é (np. podana przez nasz ulubiony
serwis) z miasta ¢ do miasta j. Tabela jest symetryczna,
tzn. d;; = dj;. Naszym celem jest znalezienie kolejnosci
odwiedzania miast, czyli permutacji vy, ..., v,, ktora
minimalizuje dlugos¢ trasy, tzn. Z?:o dy, v, ., PrZyjmujac
vy = vp. To zadanie znane jest jako problem komiwojazera
i od kilkudziesigciu lat spedza sen z oczu informatykom.

7 jednej strony jest to problem NP-trudny, a najlepszy

w sensie ztozonoéci pesymistycznej algorytm dziata

w czasie O(2"n?). Z drugiej strony, istnieja implementacje,
ktore dla instancji pochodzacych ze Swiata rzeczywistego
uzyskuja spektakularne wyniki (tabela ponizej), ale ich
pesymistyczna zlozonosé czasowa nie jest znana.

rok autorzy hC,Zba
miast
1954 | Dantzig, Fulkerson, Johnson 49
1977 Grotschel 120
1987 Padberg, Rinaldi 2392
2004 Applegate, Bixby, Chvatal, 24978
Cook, Helsgaun
Cook, Espinoza
2016 ! ’ 49603
Goycoolea, Helsgaun

Wszystkie powyzsze rekordy dotycza optymalnych
rozwigzan dla rzeczywistych map polaczen drogowych

(w USA, Niemczech, Szwecji), z wyjatkiem rekordu
Manfreda Padberga i Giovanniego Rinaldiego, ktorzy
znalezli najkrotsza trase dla wiertarki wiercacej otwory

w plytce obwodu drukowanego. Aktualnie rozwiazanie
problemu na zwyklym laptopie dla 1000 miast to kwestia
kilkudziesieciu sekund, ale juz wynik z ostatniego wiersza
tabelki (2016) uzyskano za pomoca 310 procesoréw
pracujacych przez 8 miesiecy. Choé pierwszy wiersz
tabelki wyglada skromnie, w rzeczywistoéci stanowi wielkie
osiagniecie, a kolejne rekordy byly wynikiem rozwiniecia
technik wypracowanych przez George’a Dantziga, Delberta
Fulkersona i Selmera Johnsona. W dalszej czesci artykutu
zobaczymy, jak dziala ich metoda na nieco blizszym nam
przyktadzie 51 duzych miast w Polsce.

Kluczowy pomyst polega na zapisaniu naszego problemu
jako zbioru réwnan i nieréwnosci liniowych. Dla kazdej
pary réznych miast ¢, = 1,...,51 wprowadzmy

zmienng x;;, przy czym ;; oraz x;; traktujemy jako dwie
nazwy tej samej zmiennej. Na poczatek przyjmijmy, ze
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zmienne x;; mogg przyjmowac tylko dwie wartosci: 01 1.
Myslimy o nich w ten sposob, ze polaczenie miedzy

i oraz j jest uzywane w naszym rozwiazaniu wtedy i tylko
wtedy, gdy z;; = 1. Zauwazmy, ze dlugos¢ takiej trasy
wynosi 21§i<j§n dijxij.

Czy mozemy za pomoca prostych réownan i nieréwnosci
wymusié¢, aby spelniajace je wartosci zmiennych
odpowiadaly dokladnie mozliwym trasom komiwojazera
(czyli cyklom dlugosdci n)? Pierwsza obserwacja jest prosta:
dla kazdego miasta i doktadnie dwie zmienne x;; powinny
mie¢ warto$¢ 1, co mozna wyrazié¢ jako Zj 2 Tij = 2.

To jednak nie wystarczy, gdyz zamiast jednej trasy
mogliby$my dosta¢ kilka krotszych, roztacznych cykli

(w skrajnym przypadku n/3 rozlacznych tréjkatow).

Aby zagwarantowaé, ze miasta z pewnego zbioru S

nie tworza krotszej trasy, mozemy doda¢ warunek
eliminacji podtras, ktéry méwi, ze do tego zbioru
musimy co najmniej jeden raz wejsé¢ i co najmniej jeden
raz z niego wyjs¢. Zwykle ten warunek zapisujemy

w réwnowaznej formie 3, ;g ; %ij < |[S| =1 (czyli
Zie s, jgs Tij 2 2). Réwnowazno$é latwo dostaniemy,
mnozac oryginalna nieréwnoé¢ przez —1, dodajac do

niej réwnosci Zj 2 iy = 2 dla wszystkich i € S i dzielac
otrzymana nieréwnos¢ przez 2. Niestety, taki warunek
musimy dodaé dla kazdego zbioru miast S o mocy miedzy
3 a |n/2]. Otrzymujemy nastepujace zadanie, ktére jest
przyktadem tzw. programu liniowego catkowitoliczbowego.

Zminimalizuj g dijzi; przy ograniczeniach
1<i<j<n

ozj#wij:Q,dlai:l,...,n,
(] I-Zr;zjjes’z<jl‘”§|S|—1,dlasg{1,,TL}13<|S‘<
2h

e z;; €{0,1},dlal<i<j<n

Skad pomyst na zapisanie problemu w jezyku réwnan

i nieréwnosci liniowych? Ot6z teraz rozluzniamy zatozenia
naszego zadania: warunki z;; € {0, 1} zamieniamy

na 0 < z;; < 11 szukamy rozwigzania w liczbach
rzeczywistych. Woéwczas otrzymujemy tzw. program
liniowy. Tak sie sktada, ze nasi bohaterowie umieli
szybko rozwiazywaé programy liniowe, gdyz jeden z

nich, George Dantzig, w 1947 roku opublikowal do dzi$
najskuteczniejszy w praktyce algorytm realizujacy ten
cel, nazywany algorytmem simplez. Jest on obecnie
dostepny w bibliotekach dla wielu popularnych jezykdw
programowania, np. przygotowujac ten artykul, uzyliémy
modutu PulLP dla jezyka Python.

Plan jest nastepujacy. Jesli szczedliwie jako rozwiazanie
optymalne naszego programu liniowego dostaniemy same
zera i jedynki, to beda one definiowaly pewng trase, ktéra
musi by¢ optymalna, poniewaz kaZda trasa komiwojazera
spelnia wszystkie warunki programu. Niestety moze si¢
okazadé, ze dostaniemy rozwigzanie ulamkowe, w ktorym
niektére zmienne beda mialy warto$é w przedziale (0,1).
Wtedy bedziemy musieli jako$ zareagowad.



Dodatkowy klopot polega na tym, ze nasz program liniowy
ma gigantyczng liczbe warunkéw eliminacji podtras: tylko
dla [S| = 25 jest ich (5}) = 247959266 474 052. To za duzo
nawet dla wspotczesnych komputeréw. Pomyst Dantziga

i jego kolegéw polegal na tym, aby zacza¢ od prostego
programu liniowego postaci:

Zminimalizuj E dijri; przy ograniczeniach
1<i<j<n

. Zj;éixij =2 dlai=1,...,n,

e 0<z; <1,dlal<<i<j<m

a nastepnie dodawaé¢ warunki w miare potrzeby. Taki
program ma (521) = 1275 zmiennych i 2601 warunkéw
liniowych. Uruchamiamy na komputerze algorytm simplex
i w ulamku sekundy dostajemy ponizsze rozwiazanie.

Liniami ciaglymi oznaczyliémy zmienne o wartosci 1,
natomiast przerywanymi o wartoéci % (innych utamkowych
warto$ci w uzyskanym rozwiazaniu nie bylo). Widzimy,

ze mozemy dodaé¢ warunki eliminacji podtras dla zbioréw
{14,33,41},{2,6,13},{32, 34,18}, {17, 24,42, 48} oraz
{12,15,36}. Chociaz miasta 4, 21 i 49 nie utworzyly
krétkiego cyklu, zauwazmy, ze dla S = {4,21,49} oraz

dla S = {11,44, 19} warunek eliminacji podtras tez nie
jest spelniony; dodajemy wiec jeszcze te dwa warunki

i ponownie uruchamiamy algorytm.

W nowym rozwiazaniu mamy nowe kroétkie

cykle, dodajemy warunki eliminacji podtras dla
kolejnych dwdéch zbioréw {2,6,13,17,42, 24,48} oraz
{4,21,0,35,45,37,33,14,41, 34, 18,32,49} i generujemy
kolejne rozwigzanie.

Otrzymalismy dwa cykle, a wiec dodajemy warunek
eliminacji podtras dla krétszego z nich o zbiorze
wierzcholkéw {11,19,44,47}. Efekt kolejnego uruchomienia
algorytmu simplex widzimy ponizej.

Niestety wszystkie warunki eliminacji podtras sa spetnione,
a jednak nie uzyskaliémy pojedynczego cyklu. Jest to
spowodowane dopuszczeniem utamkowych wartosci
zmiennych. Ratunkiem w takiej sytuacji jest znalezienie
nowej nieréwnosci, ktéra spelniaja trasy komiwojazera,

ale nie spelnia jej nasze rozwiazanie. Takie nieréwnosSci
nazywamy plaszczyznami odcinajgeymi. Dlaczego?
Wyobrazmy sobie, ze nasz program liniowy ma tylko dwie
zmienne, a wszystkie warunki to nieréwnosci. Wéwczas
zbior punktéw spelniajacych te warunki jest wielokatem na
plaszczyznie, jak ponizej.

Zminimalizuj x;
przy ograniczeniach
o 1o < 71 +4,

e 2x1 + 12 <8,

e 2xy+1x1 20,

® o > 0.

Algorytm simplex ma te wlasno$é, ze zwraca nam
rozwiazanie optymalne, ktore jest wierzchotkiem wielokata.
Tymczasem my szukamy calkowitoliczbowego rozwiazania
optymalnego. Mozemy wéwczas do programu liniowego
doda¢ nieréwno$é, ktéra oddzieli nasz wierzchotek

od wszystkich punktéw o wspdlrzednych catkowitych
wewnatrz wielokata, odcinajac fragment wielokata



za pomocy linii prostej (na rysunku fioletowa linia jest
przykladem takiej prostej). W wyniku tej procedury
mozemy znéw dostaé rozwiazanie niecatkowitoliczbowe,
wowczas powtarzamy operacje. Z analogiczng sytuacja
mamy do czynienia w wiekszej liczbie wymiaréw, gdzie
uogolnieniem linii jest hiperptaszczyzna.

Wréémy do ostatniego rozwiazania i spéjrzmy na tréjkat
H ={19,20,50}, ktorego krawedzie odpowiadaja zmiennym
poléwkowym 1920, 2050 i T5019, Oraz na sacsiadujacce
z nim polaczenia T = {1911,2031,5010}. W naszym
rozwigzaniu suma s = %1920 + 2050 + Ts019 + L1911 +
+ x9031 + T5010 Wynosi 4%. Tymczasem w dowolnej trasie
komiwojazera s < 4. Dlaczego? Z warunku Ej# Tij =2
dla i € H wiemy, ze

Z1920 + 1950 + L1911 < 2,

T2019 + T2050 + T2031 < 2,

%5020 + 5019 + Ts010 < 2.
Dodajac stronami te nieréwnodci i trywialng
Y eer Te < [T, otrzymujemy 2s < 9. Ale jesli zmienne
opisuja trase komiwojazera, to s jest liczba catkowita,
a wtedy otrzymana nieréwno$¢ jest réwnowazna 2s < 8,
czyli s < 4. Zachecamy w tym miejscu Pracowitego
Czytelnika, aby wykazal, ze ogélniej, dla dowolnego zbioru
miast H i nieparzystej liczby polaczen T wychodzacych
z H, Zi,j€H7i<j Ty + EijeT zi; < |H|+ H% Sa to
tzw. nierownosci 2-skojarzeniowe, gdyz zostaly odkryte
w kontekscie problemu skojarzen w grafach. Do naszego
programu dodajmy nieréwnos¢ 2-skojarzeniowa s < 4, ktora
pozwoli sie pozby¢ potéwkowego trojkata {19,20,50}.
Okazuje sig, ze w rozwigzaniu optymalnym takiego
programu liniowego wszystkie zmienne maja juz warto$é¢ 0
lub 1, a odpowiadajace im rozwiazanie tworzy pojedynczy
cykl, a wiec jest optymalna trasa komiwojazera. Wyglada
ona nastepujaco.

Dantzig z kolegami nie odkryli nieréwnosci
2-skojarzeniowych, podobnie jak w naszym przykladzie
nieréwnosci eliminacji podtras nie byty wystarczajace,
wiec musieli uzyé¢ dwéch dziwacznych nieréwnoéci.

W kolejnych latach odkryto metody automatycznego
znajdowania plaszczyzn odcinajacych, jednak wciaz
najbardziej skuteczne okazuja sie rodziny plaszczyzn (czyli
po prostu nieréwnosci) projektowane z mysla o konkretnym
problemie, jak nasze nieréwnosci 2-skojarzeniowe. Dla
problemu komiwojazera odkryto wiele takich rodzin. Dla
niektérych z nich jesteSmy w stanie szybko (w czasie
wielomianowym) znajdowaé nieréwno$¢ niespelniong

przez dane rozwiazanie, o ile taka istnieje (jest to

3

mozliwe dla nieréwnosci eliminacji podtras i nieréwnoéci
2-skojarzeniowych). Dla innych stosujemy heurystyki, ktére
wprawdzie dzialaja szybko, ale moga pozostawié¢ jakas
niespelniong nieréwnosc.

Dociekliwy Czytelnik na pewno zadaje sobie teraz
pytanie, co si¢ dzieje, gdy program rozwiazujacy problem
komiwojazera nie miat tyle szczescia co my z mapa
Polski i w pewnym kroku generuje rozwiazanie, ktére

nie jest catkowitoliczbowe, a mimo to wszystkie rodziny
nieréwnosci, ktore jest w stanie sprawdzié, sa spelnione.
Odpowiedz jest prosta: wowczas uzywa sie brutalnej sity.
Wybieramy dowolng zmienng x;; o wartosci w przedziale
(0,1) i rekurencyjnie rozwiazujemy dwa podproblemy.

W pierwszym dodajemy warunek z;; = 1, w drugim z;; = 0.
Zauwazmy, ze kazda optymalna trasa komiwojazera
spelnia warunki doktadnie jednego z tych podproblemdw.
W kazdym z podprobleméw mozemy znowu szukaé
plaszczyzn odcinajacych i rozgaleziaé sie na kolejne
podproblemy. W ten sposéb znajdziemy wiele tras
komiwojazera, z ktérych najkrétsza bedzie optymalna.

Liczba podprobleméw moze szybko wymknadé sie spod
kontroli, bo k pozioméw rozgaltezien to 2* podprobleméw.
7 pomocy przychodza wowczas heurystyki znajdujace
niekoniecznie optymalne trasy komiwojazera (obecnie
najskuteczniejsza, heurystyka Lina—Kernighana-Helsgauna,
dla mapy swiata zawierajacej 1904 711 miast znajduje trase
dluzsza od optymalnej o co najwyzej 0,023 %). Powiedzmy,
ze heurystyka znalazla nam trase¢ komiwojazera

o dtugosci u, i rozwazmy podproblem, w ktérym wartosé
rozwigzania optymalnego programu liniowego wynosi [.
Kazda trasa, ktora mozemy znalez¢é w tym podproblemie,
bedzie miata dlugo$é¢ co najmniej [, a wiec jesli | > u, to
taki podproblem mozemy zignorowaé, gdyz nie pozwoli on
znalez¢ lepszej trasy niz ta, ktéra juz mamy. Dzigki temu
mozliwe jest znaczne ograniczenie szybkiego wzrostu liczby
podproblemoéw.

Okazuje sie, ze dla danych pochodzacych ze Swiata
rzeczywistego i dostatecznie bogatych rodzin plaszczyzn
oddzielajacych liczba generowanych podprobleméw nie
jest astronomiczna. Jest to jednak jedynie obserwacja
empiryczna. W 2018 roku Stefan Hougardy i Xianghui
Zhong wymyslili sposéb generowania sztucznych,
wyjatkowo trudnych instancji problemu komiwojazera.

Na podstawie testow oszacowali, ze Concorde, najlepszy
obecnie program korzystajacy z naszkicowanej w tym
artykule metody, uruchomiony na wspoétczesnym
komputerze potrzebuje 3 - 1022 lat obliczeri dla
wygenerowanej przez nich instancji 1000 miast. To
pokazuje, ze przynajmniej na razie NP-trudnosci
problemu nie dalo sie oszukac¢. Na szczescie duze instancje
problemu komiwojazera rozwiazane optymalnie lub niemal
optymalnie pokazuja, ze Swiat wokdt nas rzadko jest az tak
zlosliwy jak generator Hougardy’ego i Zhonga.

Optymalna trasa dla 51 polskich miast zaprezentowana
w tym artykule zostala obliczona na podstawie tabeli
1275 dhigoéci najkrotszych potaczen drogowych
miedzy nimi, znalezionych za pomoca serwisu Google
maps we wrzesniu 2019 roku. Dane oraz prosty

skrypt w jezyku Python, ktory znajduje optymalna
trase i tworzy rysunki do tego artykutu, sa dostepne
na github.com/lkowalik/tsp. Zachecamy do
eksperymentéw!


https://github.com/lkowalik/tsp
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Trudniej, a tatwie]j
Piotr CHRZASTOWSKI-WACHTEL

Sa twierdzenia tatwe i trudne do udowodnienia. Zazwyczaj im mocniejsze
sformutowanie, obejmujace wiecej przypadkéw, tym trudniej sie je dowodzi. Tak
jest na przyktad z twierdzeniem cosinuséw i twierdzeniem Pitagorasa, ktore jest
jego szczegdlnym przypadkiem. Latwiej jest udowodni¢ twierdzenie Pitagorasa;
mozna to zrobi¢ nawet w spos6b zrozumialy dla przedszkolaka (zobacz rysunek
obok). Do dowodu twierdzenia cosinuséw trzeba przynajmniej wiedzieé, co to
cosinus, w szczegdlnosci kata rozwartego.

Jest jednak metoda dowodzenia, w ktérej dowody mocniejszych twierdzen
bywaja tatwiejsze niz ich sformutowan mniej ogélnych. To indukcja
matematyczna.

Wezmy taki przyklad. Postarajmy sie udowodnié, ze suma sze$ciandow
poczatkowych n liczb naturalnych jest pelnym kwadratem, czyli kwadratem
pewnej liczby naturalnej. Sprobujmy dowodu indukcyjnego. Sprawdzamy

baze dla n = 1. Dziala: 13 = 12, czyli suma pojedynczego szescianu jedynki

jest kwadratem jednosci (dla n = 0 zreszta tez dzialal). Zalézmy teraz, ze
134+254 .. . +n3= ZZ=1 k3 = m? dla pewnego naturalnego m. Mamy wykazaé,
e 134+25+. . +nd+(n+1)3= ”+1 kP =m”? dla pewnej liczby naturalnej m’.
Stosujemy zalozenie indukcyjne: 13 + 2‘3 A4 (n+1)3 =

=S B+m+1)2=m>+(n+1)>3... i klops! Tego sie nie da juz doprowadzié
do niczego sensownego. Dowdd sie zacina.

Wystarczy jednak wzmocnié nieco teze: nie tylko twierdzié, ze jest to pelny
kwadrat jakiejs liczby, ale ja bezpoérednio wskazac: tg liczba jest suma
poczatkowych n liczb naturalnych, czyli 142+ ...+ n = w Nasze

. . . 4o 2 1)2 . .
mocniejsze twierdzenie méwi, ze >, _; k3 = %. Teraz krok indukcyjny

i . . n _ n2(n+1)2
dziala bez zarzutu: Zakladamy, ze Y, _ k3 = %

2 2
Z+11 k= %. Elementarne rachunki nas w tym upewniaja:

n+1 kg _ ZZ:1 X (n+ 1)3 _ nz(n4+1)2 T 4(n11)3 _ (n+1)24(n+2)2'

, 1 dowodzimy, ze

Co sie¢ stalo? Po prostu z mocniejszych zalozen wyciagamy wiecej wnioskow.

A 7Ze zalozenie jest czeSciowo teza? Tym lepiej! Nic dziwnego, ze przy indukcji
matematycznej krok indukcyjny dowodzi si¢ prosciej, gdy zatozenie jest silniejsze.
Zobaczmy jeszcze jeden przyktad.

Sprébujmy Wykazraé, ze dla kazdego n wartosé 1% + 2% + ...+ n—ls =3 k3
jest mmiejsza od 7. Gdyby$my uzyli zwyktej indukcji, to co prawda baza
indukcji by byla prawdziwa, bo 1 < %, ale / krokiem indukcyjnym bytoby

juz trudniej. ZaléZmy bowiem ze 13 + 23 +... .+t 3 < 2. Mamy wykazaé, ze
1% + 2% +... n3 + (nﬂ)g < . I widaé golym oklem ze zatozenie indukcyjne do
niczego nam sie nie przyda. Co z tego, ze suma odwrotnodci szesciandéw az do n
wlacznie jest mniejsza od %, skoro nie wiemy, o ile jest mniejsza i czy ﬁ tam
sie jeszcze zmiesci?

Widaé, ze duzego pola manewru nie mamy. Po prostu zalozenie indukcyjne byto
zbyt stabe. Sprc’)bujmy zatem wzmocnié¢ teze, twierdzac, ze nie tylko ta suma jest
mniejsza od , ale wrecz od 2 — %

Co? Ze to wecale nie jest prawda? Faktycznie: juz dla n =1 ta nieréwnoéé nie
zachodzi. Dla n = 2 rowniez, nawet dla n =3 okazuys sie, ze 1 + L 27 przekracza
Wartosc 17— 5 Aledlan =4 juz jest OK: 1+ g L4 27 + 671 < 2 — €O MozZna
sprawdzm za, pomocq kalkulatora, albo nawet bez

16

Teraz juz jest latwo. Stawiamy hipoteze indukcyjna, ze dla n > 4 zachodzi
1% + 2%, +. % + ﬁ < é — i Baza juZ jest udowodniona. Pozostaje
krok mdukcymy Zakladamy zatem ze L + 25 +.+ n—ld < % — #, i wykazemy,

ze 13 + 23 +. n3 + (n+1)3 < BRCESVER To juz Jest proste.
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Mamy bowiem na mocy zalozenia indukcyjnego
mrg et st g <1t mrne

a wykazanie, ze prawa strona tej nieréwnosci jest
mniejsza od 5 — ﬁ, to juz jest elementarna algebra.
Wystarczy obie strony przemnozy¢ przez niewatpliwie
dodatnia warto$é n%(n + 1) i zredukowaé powstala
nierownos$¢ do réwnowaznej oczywistej
-n?—-3n—-1<0.

W ten sposéb udowodnilismy, ze nieréwnosé ta zachodzi
dla wszystkich n > 4. Przypadki, gdy n < 4, mozemy
sprawdzi¢ recznie — ostatecznie dla n = 0,1,2, 3 liczb

po prostu wyjéciowa nieréwnosé jest spelniona z prawa
strona réwna g, a dla n > 4 nawet mocniejsza, z odjetym
sktadnikiem # po prawej stronie.

Przy okazji mozna zadaé narzucajace sie pytanie: czy

% jest najlepszym przyblizeniem sumy nieskoniczonego
szeregu odwrotnosci szeScianéw? Wiemy, ze ciag jego
sum czedciowych ro$nie wraz z n i ma ograniczenie goérne,
wiec z twierdzenia Weierstrassa wynika, ze ma granice.
Czy jest nia g? Nie. Mozna lepiej oszacowadé te wartosé
z gory. Prébowalo tego wielu matematykow; pierwszym
chyba byl Euler, ktéremu nie udalo sie rozwiazac
zagadki do konca. Podal co prawda zwiazek tej granicy,
z ktorej istnienia zdawal sobie zreszta sprawe, z innymi

sumami parzystych poteg odwrotnoéci liczb naturalnych.

Cho¢ udalo mu sie wyznaczy¢ doktadne postacie granic

2
s

, e s . . [e%) 1

szeregéw z drugimi i czwartymi potegami, Y ", 5 = T
oo 1

oraz )y g1 =

Nic dziwnego. Mimo z gérag dwustuletnich staran
matematykow do dzi§ nie znamy wyrazenia definiujacego
te wartos$¢; nie wiemy, czy w ogdle takie wyrazenie
istnieje. Znamy ponad bilion (czyli 10'2) cyfr
rozwiniecia dziesietnego tej liczby, ktorego poczatek

to 1,2020569031595942853997381615. Wiemy, ze jest

to liczba niewymierna, cho¢ zostato to udowodnione
dopiero w roku 1978 przez francuskiego matematyka
Rogera Apéry’ego i od jego nazwiska stala ta jest od

tej pory nazywana stala Apéry’ego. Pojawia sie ona
zresztg w naturalny sposéb przy rozwiazywaniu pewnych
zagadnien fizycznych, jak wyznaczanie wspotczynnika
zyromagnetycznego (ilorazu momentu magnetycznego
przez moment obrotowy), a takze informatycznych przy
analizie minimalnych losowych drzew rozpinajacych graf.

7_‘,4

50> to na trzeciej potedze sig zacial.

Nie wiemy do tej pory, czy liczba ta jest algebraiczna
i czy kiedykolwiek poznamy jej symboliczna postaé
odnoszacy sie na przyktad do znanych statych, takich
jak 7 czy e. Zagadkowa sprawa.

Liczba jest algebraiczna, jesli jest pierwiastkiem wielomianu

o wspélezynnikach catkowitych. Na przyktad /2 jest algebraiczny,
poniewaz jest pierwiastkiem wielomianu z* — 2.

T

i Zadania

Przygotowal Lukasz BOZYK

W ponizszych zadaniach przyjmujemy, ze wieza szachowa
atakuje inna wieze, jesli znajduje sie¢ w tej samej linii
szachownicy (tj. wierszu lub kolumnie) i pomiedzy nimi
w tej linii nie znajduje si¢ zadna inna wieza.

M 1627. Wyznaczy¢ najwigksza mozliwa liczbe wiez
szachowych, ktore mozna umiesci¢ na szachownicy m x n
w taki sposob, aby kazda wieza byla atakowana przez
doktadnie jedna inng wieze.

Rozwigzanie na str. [J]

M 1628. Wyznaczy¢ najwigksza mozliwa liczbe wiez
szachowych, ktére mozna umieéci¢ na szachownicy m x n
w taki sposob, aby kazda wieza byla atakowana przez
dokladnie dwie inne wieze.

Rozwiazanie na str. [J]

M 1629. Wyznaczy¢ najwieksza mozliwa liczbe wiez
szachowych, ktére mozna umieéci¢ na szachownicy m x n
w taki sposob, aby kazda wieza, ktéra nie znajduje

sie w narozniku szachownicy, byla atakowana przez
doktadnie trzy inne wieze.

Rozwiazanie na str. [I0]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 993. W kolejnych prébach na torze kierowca
sprawdza, jaka maksymalna predko$é¢ osigga nowy
model sportowego samochodu. W pierwszej prébie
jechal bez pasazerow i osiagnal predko$é vy =

200 km/godz. Podczas drugiej préby zabral do kabiny
samochodu 4 inzynieréw. Oszacuj, jaka predkosé vy
kierowca osiggnal w drugiej prébie, jezeli samochdd
z kierowcag ma mase 1200 kg, a kazdy z inzynieréw to
dodatkowe 80 kg. Proby byly wykonywane w takich
samych warunkach i nie zostaly w nich osiagniete
granice ,wydolnosci” silnika.

Rozwigzanie na str. [I4]

F 994. W stynnym do$wiadczeniu Ottona von
Guerickego dwa zaprzegi po 8 koni rozrywaly

dwie szczelnie przylegajace do siebie miedziane
pétkule, z ktérych wnetrza wypompowano powietrze.
Zaktadajac, ze wewnatrz pétkul o érednicy d = 42 cm
byta niemal doskonata préznia, oszacuj site potrzebna
do ich rozerwania.

Rozwigzanie na str. [§]



Zabawa zapalkami

Jedli czytasz ten tekst, to §wietnie sie sklada, mozesz
poznaé drobny fragment topologii i zmierzy¢ sie
7 nastepujacym pytaniem:

Problem. Iie topologicznie réznych figur mozna utozyé
na plaszczyinie z szesciu zapalek, ktore stykajq sie tylko
koricami?

Dlaczego méwimy o topologicznej, a nie geometrycznej
réwnodéci figur? Powdd jest doéé oczywisty, w geometrii
euklidesowej dwie figury uznajemy za réwne, gdy istnieje
ruch sztywny, ktéry przenosi jedna z nich na druga.

7 tego punktu widzenia w geometrii ilo$¢ réznych figur
jest tak ogromna, ze nikt nawet nie rozwaza pomystu
ich katalogowania. Topologia (w odréznieniu od bardzo
bogatej w szczegdly geometrii) uwydatnia najistotniejsze
cechy figur, zapominajac o reszcie.

Figury A i A’ nazywamy topologicznie réwnymi
(homeomorficznymi), gdy istnieje wzajemnie
jednoznaczne przeksztalcenie h figury A na figure A’
takie, ze przeksztalcenia h i do niego odwrotne h™! sg
ciggle. Przeksztalcenie h o tych wlasnosciach nazywamy
homeomorfizmem. Mébwiac obrazowo, homeomorfizm to
przeksztalcenie jednej figury na druga, ktére nic nie
rozrywa, nic nie skleja i dba o to, by bliskie punkty
jednej figury przeprowadzi¢ na bliskie punkty drugiej
figury. Ale uwaga, nie oznacza to, ze zawsze mozna
fizycznie przeksztalci¢ jedna figure na druga, deformujac
ja stopniowo w sposob ciagly i réznowartosciowy. Wezel

& &

Rys. 1

Jarostaw GORNICKI*

trojlistnik (sa dwa, lewo- i prawoskretny, rys. 1) i okrag
sa homeomorficzne, ale w przestrzeni trojwymiarowej
bez uzycia chirurgii (rozcinania i sklejania), przez zadne
wyginanie, Sciskanie, rozciaganie nie mozna zrobic¢
jednego z drugiego. Banalna jest obserwacja, ze okrag

i brzeg tréjkata sg figurami homeomorficznymi. Gdy
umiescimy brzeg tréjkata w obszarze ograniczonym
okregiem, to projekcja radialna jest homeomorfizmem
przeprowadzajacym jedna z tych figur na druga (rys. 2).
Podobnie nierozréznialne z topologicznego punktu
widzenia sa litery E, F, T, Y.

Wykazanie topologicznej rownosci dwéch figur zawsze
wymaga wskazania miedzy nimi homeomorfizmu.

A jak wykazaé, ze figury nie sa homeomorficzne?
Wystarczy poda¢ wlasnosé, ktora nie zmienia sie
przy homeomorfizmach i przystuguje jednej z nich,

a nie przystuguje drugiej. Skoro przeksztalcenia
homeomorficzne nie pozwalaja na rozrywanie figury
ani na jej sklejanie, to najprostszymi niezmiennikami
homeomorfizméw sa:

1. liczba kawalkéw (= maksymalnych czesci spdjnych),
z ktérych sklada sie figura;

2. iloé¢ punktéw rozdzielajacych figury, tj. ilosé takich
punktéw figury, ktérych usuniecie z figury powoduje
jej rozpad na roztaczne kawalki;

3. indeksy punktow, tj. liczba tukéw, ktére schodza sie
w danym punkcie.

Poniewaz w badaniu niechomeomorficznoéci figur nie wszystkie niezmienniki
sa tak samo skuteczne, wiec bardzo pozadana jest znajomo$é wielu
réznych niezmiennikéw homeomorfizméw, im wiecej, tym lepiej. Zobaczmy
na przyktadach, jak to dziata. Figury z rysunku 3 sa homeomorficzne

(sa topologicznie réwne).

Gdy poszukujemy przeksztatcenia homeomorficznego miedzy tymi figurami na
plaszczyznie, to... niczego takiego nie wida¢. Sytuacja zmienia si¢ diametralnie,
gdy te uklady zapalek wyobrazimy sobie w przestrzeni tréjwymiarowej

i potraktujemy je jak elastyczna strukture. Wowczas przeksztatcenie

w przestrzeni tréjwymiarowej polegajace na ,wywrdceniu figury na druga strone

NS

T/
T 1]

/

Rys. 5

N/
\AVA

S

przez wnetrze kwadratu” (lub przy nieruchomym kwadracie obrét ,ogonka”
w plaszczyznie prostopadlej do plaszczyzny kwadratu) jest homeomorfizmem,
ktéry przeprowadza jedna figure na druga.

Tak dziata wymiar, w przestrzeniach o wyzszym wymiarze mozna wykonaé
operacje, ktére w nizszych wymiarach nie istnieja i na nizsze wymiary nie

maja zadnego wplywu. Teraz wyobraz sobie, ze tréjlistnik (rys. 1), i kazdy
inny wezel, ktory da si¢ zrobié¢ z prawdziwego sznurka, mozna w przestrzeni
czterowymiarowej rozplataé, otrzymujac okrag, oczywiscie nigdzie niczego nie
rozrywajac. Wystarczy, korzystajac z czwartego wymiaru, tuk wezla, ktéry jest
pod spodem, przeniesé na wierzch lub odwrotnie (szczegdly na koncu artykutu).
W przestrzeni czterowymiarowej pitke mozna wywrécié na druga strone, nigdzie
jej nie rozrywajac. Prosta analogia tej sytuacji jest przeksztalcenie ptaskiego
pierécienia. Gdy dodamy trzeci wymiar, to pierScien ten tak mozemy wywrdcic,
by jego brzeg wewnetrzny stal sie brzegiem zewnetrznym. Przeksztalcenia te sa
oczywiscie homeomorfizmami.

7 drugiej strony, figury z rysunkéw 4 i 5 nie sa homeomorficzne. Figura na

* Wydzial Matematyki i Fizyki

Stosowanej, Politechnika Rzeszowska nie ma.
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rysunku 5 ma jeden punkt o indeksie 4, a figura z rysunku 4 takiego punktu



Liczba Liczba topologicznie
zapalek réznych figur
1 —
2 A=
= \
3 /\x \ v

Analizujac w ten sposéb figury, jakie mozemy utworzy¢ z nie wiecej niz pieciu
zapalek, otrzymujemy zbiory topologicznie réznych figur (rys. 6). Naturalne
jest pytanie: skad mamy pewno$é¢, ze sa to wszystkie mozliwe topologicznie
rozne figury? Warto nad tym pomysle¢. Prosze rowniez spréobowac rozwiazac
postawiony problem i znalezé wszystkie topologicznie rézne figury, jakie mozna
tak utworzy¢ z szesciu zapalek. Aby nie psu¢ zabawy, rozwiazanie podajemy

na stronie 4. Powiemy jednak, ze na plaszczyzZnie z szeéciu zapalek stykajacych
sie tylko koricami mozna utworzyé¢ 19 topologicznie réznych figur. Jedli ten sam
problem rozpatrzymy w przestrzeni i nie ograniczymy sie jedynie do plaszczyzny,

to mozliwa jest tylko jedna dodatkowa konfiguracja: szkielet czworoscianu.
7 kolei dla siedmiu zapalek mozna w ten sposéb utworzyé¢ na plaszczyznie
az 39 topologicznie réznych figur.

Budujac tego typu atlasy (katalogi), porzadkujemy nasza wiedze o $wiecie:
w postaci tablicy Mendelejewa, systematyki roslin, systematyki zwierzat itp.
Jednym z podstawowych zadan topologii jest klasyfikacja réoznych zbioréw:
wezléw, powierzchni, rozmaitoéci. Topologowie chcieliby z rozmaitosciami
dokonaé tego, czego weze$niej dokonali dla powierzchni i weztéw:

— rozstrzygnaé, kiedy dwie rozmaitosci sa topologicznie réwne,

Rys. 6 — sklasyfikowaé¢ wszystkie mozliwe rozmaitosci,
— znalez¢ wszystkie sposoby zanurzania jednej rozmaitoéci w drugiej,
— rozstrzygnaé, kiedy dwa sposoby zanurzania jednej rozmaitoéci w drugiej sa

lub nie sa takie same.

Ta trudna tematyka inspiruje nowe badania przyrody (i sama jest nimi
inspirowana), np. w zakresie fizyki kwantowej, biologii molekularnej, teorii
chaosu, ale to temat na inny artykut.

Jak homeomorficznie przeksztalcié¢ tréjlistnik 7'
na okrag?

(Rozumowanie geometryczne.) Wezel T' zanurzamy

w przestrzeni R®, a te w przestrzeni R* (rys. 7). Wybieramy
punkt P(1,1,1,1) nielezagcy w przestrzeni R® i taczymy

punkt P z kazdym punktem wezta T'. Otrzymujemy w ten
sposéb stozek”, ktérego podstawa jest w przestrzeni R3, a jego
powierzchnia boczna nie ma nic wspélnego z przestrzenia R3.
Chcemy tuk AB poprowadzié¢ nad krzyzujaca si¢ z nim

linig, wzdtuz linii przerywanej. Punkty tuku AB laczymy

z punktem P lezacym w czwartym wymiarze i po powierzchni
tak utworzonego stozka, ktéra z przestrzenia R® nie ma nic
wspoélnego, przekladamy tuk AB narysowany linia ciagla na
tuk AB narysowany linia przerywana. Poniewaz wszystko dzieje
sie poza przestrzenia R3, wiec podczas tej operacji tuk AB
narysowany linig ciggla w zadnym momencie nie przecina
krzyzujacej sie z nim linii. Po usunieciu w ten sposéb jednego
skrzyzowania” z figury T" otrzymujemy krzywsa zamknieta

w oczywisty sposéb homeomorficzng z okregiem.

(Rozumowanie analityczne, dla ,niedowiarkéw”.) Rozwazmy
przestrzen euklidesowa, R* i niech R® =

= {(z,y,2,u) € R*:u =0}, A=(-1,0,0,0), B=(1,0,0,0),
E =(0,0,1,0), F = (0,0,—1,0). Ponadto niech 0§ Y bedzie
zbiorem {(0,y,0,0) € R* : y € R} (rys. 8).

z4 P(1,1,1,1)

Rys. 7

Rozwazmy tuk AEB = {(5,0,v/1 — s2,0) e R*: -1 < s < 1}.
Pokazemy, jak przeprowadzi¢ tuk AEB na tuk AF B, nie
przecinajac osi OY w przestrzeni R* i nie ruszajac z miejsca
punktéw A i B (rzecz jasna w przestrzeni R® jest to niemozliwe).
Oczywiscie tego typu operacje pozwola na rozplatanie
tréjlistnika.

Etap I. Definiujemy ciagla rodzine ciaglych przeksztalcen

(5,0,4/1—352,0) = (5,0,4/1 —s2,t/1—82), 0<t<1.

Wszystkie punkty tuku AEB, poza jego koncami, ,ciagniemy”
w glab przestrzeni R, bo dla tych punktéw mamy u # 0.

FEtap II. Definiujemy druga ciagla rodzine ciaglych przeksztalcen

(5,0,0/1—52,1/1— s2)) -
= (5,0,(3—=2t)y/1—5%,y/1—52), 1<t<2

Efektem tych przeksztalcen jest ,spadek” tuku wzdtuz
kierunku Z do tuku (dla t = 2):

{(5,0,—\/1—s2,y/1—s2) e R : =1 < s < 1},

bez przeciecia osi Y, gdyz wspoétrzedne x, z, u nigdy si¢ nie
zerujg w tym samym czasie dla ¢ € [1, 2].

Etap I1I. Opuszczamy tuk ,z glebi” przestrzeni R* wzdtuz u
w kierunku do tuku AF B, stosujac ciagla deformacje

(s,O,—ﬂ,x/l—ﬁ) —
= (5,0,—/1—=52,(3=-t)\/1—5s2), 2<t<3.

Dla t = 3 otrzymujemy tuk AFB = {(5,0, —v/1 — s2,0) € R* :

—1 < s < 1}. Poniewaz w czasie 0 < ¢ < 3 zaden punkt
rozwazanych tukéw nie ma wspéirzednych postaci (0,y,0,0) € R,
wiec podczas tej deformacji nastepuje ciagte przeksztalcenie

tuku AEB na tuk AF B bez przeciecia osi Y.
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Rys. 1. Trojkat o trzech katach prostych

L

Rys. 2. Podzial sfery na 8 obszaréw

Rozwigzanie zadania F 994.
Sita F' potrzebna do rozerwania pétkul
musi przewyzszy¢ skladowa nacisku
powietrza (atmosfery) prostopadla do
plaszczyzny zlaczenia pétkul.

F = wd’p/4,
gdzie p oznacza ci$nienie atmosferyczne:
p &~ 10° Pa. Podstawiajac dane liczbowe,
otrzymujemy F' =~ 13900 N. Jest to sila
w przyblizeniu réwna ci¢zarowi $redniego
samochodu osobowego. 16 koni to jednak
byta przesada, ale jak przekonujaco to
wyglada na znanej wszystkim rycinie!

O trdojkatach na sferze
Michat MISKIEWICZ*

Znany jest wzér na sume katéow w trojkacie:
at+pB+y=m.

Dotyczy on oczywiscie tréjkatéw na plaszczyznie. Jaki zwiazek ma plaskosc
(lub zakrzywienie) z powyzszym wzorem? O tym za chwile.

Péjdzmy krok dalej i rozwazmy tréjkaty geodezyjne na sferze. Sa to obszary
wyciete ze sfery za pomoca trzech ptaszczyzn przechodzacych przez srodek
sfery. Dzieki temu wierzchotki takiego tréjkata sa potaczone najkréotszymi
mozliwymi tukami (czyli geodezyjnymi); wsréd krzywych na sferze sa to
odpowiedniki odcinkéw na plaszczyznie. Kat miedzy dwoma bokami takiego
tréjkata mozemy definiowaé jako kat miedzy plaszczyznami wycinajacymi je
lub, réwnowaznie, jako kat miedzy odpowiednimi prostymi stycznymi.

Przykltadowy trojkat z rysunku 1 powstal w wyniku trzech wzajemnie
prostopadtych cig¢, a wige kazdy z jego trzech katéw ma miarg 3.

W rezultacie ich suma przekracza o § wartos¢, do ktérej przyzwyczailiSmy
sie na plaszczyznie!

Gdyby cos$ nas podkusilo, zeby policzy¢ pole takiego tréjkata, to
zauwazylibyémy, ze osiem takich tréjkatow sklada sie na calg sfere.
Przyjawszy promien sfery rowny 1, otrzymujemy pole tréjkata: % “Am = 7.
Czy zbieznosé pola tréjkata z nadmiarem sumy katéw jest przypadkiem?
Przekonamy sie, ze nie, dowodzac, ze wzor na sume katéw w tréjkacie
geodezyjnym na sferze o promieniu r ma postac

(%) a+B+y=m+A/

gdzie a, B, v sa katami trojkata, a A jego polem; jest to szczegdlny
przypadek tak zwanego wzoru Gaussa—Bonneta.

W tym celu oznaczmy plaszczyzny wycinajace trojkat jako p, g, r, zgodnie
z rysunkiem 2. Kazda z tych plaszczyzn rozcina przestrzen (i sfere) na
dwie czeSci — za dodatnig uznamy te, w ktorej lezy nasz tréjkat, a te druga
za ujemnq. Mozemy teraz wygodnie oznaczy¢ wszystkie wyciete obszary
—np. A;_ bedzie obszarem lezacym po dodatniej stronie p i ¢ oraz po
ujemnej stronie r. Zauwazmy trzy zaleznosci:

e Ze wzgledu na symetrie sSrodkowa mamy |A;_| = |A__4| oraz wszystkie
inne tozsamo$ci powstale przez zamiane znakéw na przeciwne.

e Suma A;yo:=A 1+ UA ,_ daje razem obszar lezacy po dodatniej
stronie ptaszczyzn p i q. Pole takiego wycinka jest proporcjonalne do
kata miedzy tymi plaszczyznami, a wiec wynosi 2ar2; podobnie jest dla
pozostatych obszaréow tego typu.

e Suma Ajoo = Ay UAL+_UAL L UA,__ daje polsfere po dodatniej
stronie p, a zatem |A, .| = 27r?; tak samo dla pozostalych pélsfer.

Pozostaje nam zebra¢ te obserwacje, przeprowadzajac rachunek oparty na
wzorze wlaczen i wylaczen:

|Aoo U Aoto U Aooy| = (|Atoo] + [Aosol + [Aoor])—
— ([Astol + Aot ] + [Agor]) + [Arii| =
=3-2mr” = 2(a+ B+ )’ + [Ap i ].

Z drugiej strony, obszar Ai.o U Aoto U Asotr pokrywa caly sfere z wyjatkiem
A___, ma wiec pole

|A+oo U Ao+o U Aoo+| = 47'('7’2 — |A,,,| = 471'7"2 — |A+++|.
Potaczenie tych réwnosci daje nam zadany wzér na pole trojkata:
A =|Apii] = (@+ B+y—m)r?



Rys. 3. Siatka odpowiadajaca
dwudziesto$cianowi foremnemu.
Tutaj V =12, E = 30, F = 20

@

Rozwigzanie zadania M 1627.
Zauwazmy, ze kazdej parze atakujgcych
si¢ wiez odpowiadaja dokladnie trzy linie,
w ktérych nie znajduja sie zadne inne
wieze — mianowicie te linie, w ktérych te
dwie wieze si¢ znajduja. Wobec tego
liczba par wiez nie przekracza L%Jr"
Ponadto w kazdej linii mogg pojawic si¢
co najwyzej dwie wieze. Laczac powyzsze
obserwacje, uzyskujemy, ze liczba wiez nie
przekracza

. m-+n
2 - min {’m,, n, \‘ 3 J } .

Udowodnimy, ze powyzsze wyrazenie

w istocie zadaje najwigksza mozliwag
liczbe wiez. Przypu$émy, bez straty
ogolnosci, ze m > n oraz, ze m to liczba
kolumn, a n — liczba wierszy. Nietrudno
wskazaé przyklad, ze jesli m = n, to
mozna osiggnaé ustawienie 2 - LZT”J wiez.
Jezeli m < 2n, to w m — n wierszach
umieszczamy po dwie wieze, tym samym
redukujac szachownic¢ do kwadratu

o boku 2n — m i wobec obserwacji

z poprzedniego zdania, znéw otrzymujemy
ustawienie realizujace 2 - | 2 | wiez.
Wreszcie dla m > 2n ustawiamy po dwie
wieze w kazdym wierszu i otrzymujemy
ustawienie 2n wiez.

L...]

Rozwigzanie zadania M 1628.
Ustawmy na zewnatrz szachownicy,
wzdluz jej bokéw, dodatkowe 2(m + n)
wiez (po jednej na kazda jednostke
obwodu szachownicy). Zauwazmy, ze
kazda prawdziwa wieza jest atakowana
przez doktadnie dwie wieze dodatkowe.
Stad wniosek, ze liczba wiez prawdziwych
nie przekracza polowy liczby wiez
dodatkowych, czyli m + n. Ustawiajac
wieze w czterech naroznikach szachownicy
oraz wzdluz dwéch jej prostopadlych
bokéw, uzyskujemy przyktad realizujacy
to szacowanie.

Pokazemy teraz, jak wykorzystaé¢ uzyskany zwiazek do otrzymania wzoru
Fulera.

Twierdzenie (Euler). Rozwazmy na sferze dowolng siatke zlozong
z trojkatéw geodezyjnych i oznaczmy przez V, E, F' odpowiednio liczbe
wierzchotkéw, krawedzi i trojkatow w tej siatce. Zachodzi wéwcezas rownosé

V-E+F=2.

Dowdéd. Powtérzymy tutaj (choé w catkiem innym wydaniu) rozumowanie

z artykutu Czy Ziemia jest plaska? A moze jednak? (A1), zbadamy
mianowicie sume wszystkich katéw przy wierzchotkach. Poniewaz przy
kazdym wierzchotku katy dodaja sie do 27, suma ta wynosi V - 2w. Z drugiej
strony, sume te mozemy otrzymac, dodajac stronami zaleznosci @ dla
wszystkich tréjkatéw w siatce — poniewaz pola tréjkatow sumujg sie do
calkowitego pola sfery, daje to F - m 4 4m (bez straty ogélnosci przyjeliSmy

r = 1). Po przyréwnaniu tych dwéch wynikéw mamy 2V = F + 4. Pozostaje
przypomnie¢ sobie, ze kazda Sciana ma trzy krawedzie, a kazda krawedz
rozdziela dwie $ciany, skad wnioskujemy dodatkowa zalezno$¢ 2F = 3F.

Te dwie réwnosci pozwalaja obliczyé

1
V—E+F:§(F+4)—;F +F =2,

co konczy dowdd. O

Cho¢ jest to istotnie trudniejsze do pokazania, analogiczna wlasno$é¢ ma
kazda powierzchnia, nie tylko sfera. Wéwczas wielko$é V — E + F (zwana
charakterystykq Eulera) zalezy tylko i wylacznie od powierzchni, a nie od
wyboru siatki. Przyktad powierzchni o charakterystyce Eulera roéwnej 0
mozna znalezé we wspomnianym juz artykule (A{).

Wracajac do zaleznosci (ED, Czytelnika moze zdziwi¢, ze znajomosé katéw
tréjkata pozwala na wyznaczenie pola — na plaszczyznie przeciez sprawa
ma sie zupelnie inaczej. Ten fenomen ma zwigzek z niezerowa krzywizng
Gaussa sfery. Mozemy nawet sformutowaé nastepujaca definicje: jesli na
danej powierzchni dowolny tréjkat geodezyjny o katach «, 8, v i polu A
spelia réwnosé

a+B+y=m+ K- A,
to powiemy, ze powierzchnia ta ma krzywizne Gaussa stale rowna K.
Dla takiej powierzchni pole trojkata mozna wyznaczy¢ ze wzoru
A= (a+p+~v—m) /K, chyba ze... wzér ten wymaga dzielenia przez zero!
Ma to miejsce jedynie w przypadku plaszczyzny (lub jej ,zwinie¢”, na
przyklad walca), dla ktérej mamy K = 0. Nasz dow6d pokazuje natomiast,
ze sfera o promieniu r ma krzywizne Gaussa réwna K = 1/r2. Odpowiada to
dobrze intuicji méwiacej, ze duie sfery sq prawie plaskie — taka wydaje sie
na przyktad powierzchnia Ziemi.

Idac dalej za ta sama intuicja, mogliby$my twierdzi¢, ze powierzchnie

o duzej krzywiinie majg male pole. Tak jest w istocie i podejmiemy ten
temat w kontynuacji niniejszego artykutu, ktéra ukaze sie juz za miesiac.
Jako pierwszy krok w tym kierunku proponuje ponizsze zadanie.

Zadanie. Dana jest powierzchnia M wraz z siatka tréjkatow, z ktérych
kazdy w miejsce (B) spelnia nieréwno$¢ a+ +~v > 7+ K - A z tym samym
parametrem K. Wykazemy

27
gdzie | M| jest polem M, a V, E, F tak jak poprzednio oznaczaja liczbe
wierzchotkow, krawedzi i trojkatow w siatce.

Uzasadnienie jest nietrudng modyfikacja dowodu twierdzenia Eulera, przy
czym tutaj nalezy oczywiscie operowaé¢ na nieréwnoéciach. , Do przeczytania”
za miesiac!
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Zyclie na
ZY \~A®107

Procesy onkogenezy zaleza od wielu setek
gendéw. Regulacja wzrostu cztowieka — od
niemal 200 i zasadniczo od warunkéw
wzrostu w dziecinstwie.

Wiele z tych przemyslen z przyjemnoscia
odnalaztam podczas niezwykle
interesujacego spotkania z prof. Pawlem
Golikem w Kawiarni Naukowej Festiwalu
Nauki, ktére odbyto si¢ w Warszawie

16 grudnia 2019 roku.

Trudny model poznawczy — zycie

Poczatek roku to czas noworocznych podsumowan i plandéw na przysziosé.

Co wydarzyto sie w nauce w ubieglym roku, co zawazy na jej dalszym rozwoju?
W poszukiwaniach odpowiedzi na to pytanie nie pomoze analiza tegorocznych
Nagrod Nobla. Od lat nie wierzymy, ze wola zalozyciela, o przyznawaniu
nagrody za osiagniecia poprzedzajacego roku, moze by¢ spelniona. Wspolczesne
odkrycie w nauce do$wiadczalnej, aby mogto by¢ uznane za wazne, wymaga
czasu dla doktadnych badan i wielostronnej ich weryfikacji. Jeszcze diuzej czeka
sie na zastosowanie odkrycia dla dobra ludzkoéci, o czym takze marzyt Alfred
Nobel. Twérca dynamitu! Stad nagrody odbieraja czesto osoby w podesztym
wieku — za to, co zrobily dziesiatki lat temu. Nagroda z chemii 2019, przyznana
za wymyslenie i ulepszanie baterii litowych, przypadta trzem uczonym.

Prace rozpoczeli niezaleznie w latach 70. ubieglego wieku; jeden z nich, John
Goodenough, jest najstarszy wéréd dotychczasowych laureatéw. Trwajace od co
najmniej 50 lat prace trzeba kontynuowacé, o czym wie kazdy tadujacy co noc
swoja komérke.

We wspolczesnej genetyce, mam wrazenie, trwa okres zbierania danych.

Przez 70 ostatnich lat osiagneliémy wiele: znamy w atomowych szczegdtach
strukture wszystkich najwazniejszych czasteczek aktywnych w podtrzymywaniu
zycia kazdej komérki. Znamy kilkaset genomoéw archaicznych ludzi, a nawet
wymartych gatunkéow — neandertalczyka i denisowianina. Sekwencjonowanie
DNA stalo sie tansze i rutynowe. Wazng decyzja poczatkowa w badaniu DNA
jest wybér obiektu. Czy z kolejnej kosteczki paluszka wydobyé DNA i okresli¢
gatunek czlowieka, ktérego kosteczke odnalezlismy? Czy sprobowaé znalezé
wazny szkielet nie do konca zidentyfikowany (moim ulubionym odkryciem tego
typu jest szkielet Ryszarda II1)? Czy wlos znaleziony w starej ksiedze nalezal do
Mikotaja Kopernika? Czy analizowaé cmentarzysko pochowanych ofiar zarazy

i poszukaé¢ tam bakterii, ktéra ja wywolala? A moze analizowaé setki genomow
wspolczesnych Findéw, aby poznaé ich etniczne korzenie? Analiza wspdlczesnego
DNA mieszkancéw Afryki sugeruje, ze 200 tysiecy lat temu wyemigrowali na
pénoc, wtedy gdy dokuczyla im susza. To byli nasi przodkowie, Homo sapiens.
Biada nam, jesli historia powtérzy si¢ w XXI wieku. ..

Poznalismy systemy regulacji dziatania makroczasteczek. Poznalidmy struktury
komérkowe w calej ich ztozonosci, w réznorodnych uktadach i zespotach.
NauczyliSmy sie syntezy biatek i kwaséw nukleinowych z podstawowych
elementow, stworzyliSmy bakterie Mycoplasma mycoides z syntetycznym DNA,
ktora zyje i realizuje wszystkie funkcje narzucone jej przez ten syntetyczny
DNA. Wiecej — umiemy juz w sposéb kontrolowany i niemal bezbledny
modyfikowaé istniejace w komérkach (bakteryjnych, ludzkich, grzybowych,
zwierzecych, rolinnych) geny, co otwiera dalekosigzne plany terapeutyczne.
Jednak przed przedwczesnym optymizmem w tym zakresie przestrzega jedna

z tworczyn metody CRISPR, Jennifer Doudna, przywodzac m.in. informacje

o klopotach pana He w Chinach, ktory twierdzil, ze modyfikowal dwa zarodki
w celu nadania im odpornosci na zakazenie HIV. Nie da si¢ zlokalizowac¢ ani
urodzonych dzieci, ani pana He. ..

Nazwalabym to dojsciem do Sciany. Ze znajomosci gendéw nie da sie

zrozumieé, przewidzieé¢ proceséow, ktére nazywamy zyciem, poniewaz sg one
uzaleznione i sterowane wieloczynnikowo. Te liczne zaleznosci strukturalne

i metaboliczne podlegaja wplywom szeroko rozumianego srodowiska — czynnikdw
pozagenetycznych, ale wplywajacych na geny i ich ekspresje. Obrazowo

méwi o tym opowie$é o efekcie motyla. .. Nie ma takich komputeréw, ktére
obliczylyby lawine skutkéw zapoczatkowanych wieloczynnikowo. Jestesmy
bezradni we wnioskowaniu o dynamice zycia. Ostatnio przeanalizowano genomy
252 gatunkéw kregowcéw o znanej dtugosci zycia i sporzadzono wykaz 42 gendéw
»podejrzewanych” o odgrywanie roli w tym zakresie. To chyba i tak za mato!

Nowy Rok zacheca do optymizmu. Szklanka jest juz do polowy pelna.
Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Komputer kwantowy Google’a — przetom czy PR?

* Instytut Fizyki Teoretycznej, Wydzial
Fizyki, Uniwersytet Warszawski

Komputerom kwantowych poswieciliSmy
caly numer Ag, ktoérego redaktorem
prowadzacym byt Tomasz Kazana.

Rafal DEMKOWICZ-DOBRZANSKI*

Obliczenia kwantowe wykorzystuja idee superpozycji kwantowej, ktora pozwala
na przygotowanie uktadéw kwantowych w ,wielu stanach jednoczes$nie”,

w celu uzyskania nieosiagalnego na komputerach klasycznych zréwnoleglenia
obliczen i rozwiazania bardzo trudnych probleméw matematycznych w czasie
nieosiagalnym dla tradycyjnych urzadzen liczacych. Przyktadem obliczen
prostych dla komputeréw kwantowych, a trudnych dla klasycznych, jest
rozktad liczby na czynniki pierwsze. Trudnosé tego problemu jest kluczowa dla
bezpieczenstwa ogromnej wiekszosci zaszyfrowanej komunikacji internetowe;j.

Ostatnio docieraly do nas informacje o nowym sukcesie Google’a w zwiazku
z przeprowadzeniem obliczen na komputerze kwantowym, ktére najlepszemu
superkomputerowi klasycznemu zajetyby 10000 lat, na co IBM odpowiedzial
,wcale nie”! Na ile jest to PR, a na ile faktyczny przetom?

1. Na pewno jest to bardzo duze osiagniecie. Grupie z Google’a udalo sie
zbudowaé urzadzenie pracujace na 53 kubitach, ale co najwazniejsze kubitach
bardzo dobrej jakosci, gdzie pojedyncze bramki kwantowe sg wykonywane

z bardzo niewielkimi bledami, ponizej 0,5%. Na przyklad DWAVE postawit
na liczbe kubitéw (nawet 4096), nie dbajac o ich jakosé. Jednak takie myslenie
wprowadzito sporo zamieszania i watpliwosci, czy w ogole to, co robi DWAVE,
mozna nazwaé obliczeniami kwantowymi.

W przypadku urzadzenia Google’a nie ma watpliwoéci: jest to topowe na $wiecie
urzadzenie, ktére wykonuje obliczenia kwantowe.

2. Nalezy przy tym zaznaczy¢, ze mimo iz poziom bledéw ponizej 0,5%
wydaje sie niski, nie jest on niestety wystarczajaco niski, zeby urzadzenie
spelniato wymogi tzw. fault-tolerance — ktére oznaczaja, ze przy danej jakosci
komponentéw mozna efektywnie zmniejszaé bledy poprzez rozbudowywanie
obwodow i implementacje tzw. kwantowych kodéw korekeji btedéw. Do tego
niestety wciaz brakuje okoto 1-2 rzedéw wielkosci zmniejszenia bledéw.

3. Z tego powodu na razie nie ma mozliwosci przeprowadzenia zadnych
praktycznych obliczen na tego typu urzadzeniach. Tym samym Google obnizyl
sobie poprzeczke, nie starajac sie przeprowadzi¢ praktycznego obliczenia,

a jedynie jakiekolwiek obliczenie, ktére byloby trudne klasycznie. Z tego powodu
zdecydowali sie na zadanie: niech komputer klasyczny sprébuje generowaé liczby
losowe zadane rozktadem prawdopodobienstwa zdeterminowanym przez wyjscia
pewnego kwantowego obwodu logicznego wygenerowanego poprzez losowo
wybierane bramki kwantowe. Jesli zgodzié sie¢ z takim wyzwaniem, to faktycznie
wydaje sie, ze w tym sensie osiggnieto swoj cel.

4. Dzien po ogloszeniu wynikéw IBM wysunal kontrargument, ze w zasadzie to,
co zrobil Google, mozna zasymulowa¢ na superkomputerze Summit (klasyczny
komputer opracowany przez IBM), i to wcale nie w 10000 lat, ale w 2 dni.

I to tez wydaje sie prawda. Google nie docenit tym razem dostepnej ogromnej
pamieci w urzadzeniu Summit, ktora de facto pozwala zapisaé wiernie wektor
stanu 53 kubitéw (poniewaz 253 wciaz jest mniejsze niz 250 petabajtéw, ktérymi
dysponuje Summit). Ale nawet jesli kontrargument IBM jest stuszny, to faktem
jest, ze gdyby tylko dodano 3-4 kubity do urzadzenia kwantowego, to juz

taka szybka symulacja nie bytaby mozliwa — chyba ze IBM powigkszy swdj
superkomputer o kolejne kilka boisk.

5. Podsumowujac, nie nalezy sie spodziewaé, ze osiagniecie Google’a spowoduje
przetom, dzieki ktéremu w koncu komputery kwantowe zaczna liczy¢ co$
uzytecznego. Do tego potrzeba jeszcze paru skokéw technologicznych, tak

aby poziom bledéw byl wystarczajaco niski i mozliwe bylo przeprowadzanie
powazniejszych obliczen na wigkszej liczbie kubitéw oraz aby skutecznie
implementowac¢ kody kwantowej korekcji bledéw. Niemniej jest to pewien
wyrazny i wcale nie oczywisty krok naprzéd.
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Tréjkat harmoniczny — blizniak tréjkata Pascala

* Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie

1
11
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 51010 5 1
1 6 152015 6 1

Dowdéd twierdzenia 1.

Rozumowanie przebiega indukcyjnie
wzgledem n. Sprawdzenie przypadkéw

n = 1 oraz n = 2 zostawiamy
Czytelnikowi i przechodzimy do zatozenia
indukcyjnego. Zalézmy zatem, ze wzér
jest prawdziwy dla pewnego n > 1 oraz
k=1,...,n. Wykazemy, ze wzér zachodzi
dla n + 1 oraz wszystkich k£ od 1 do

n + 1. Rozumowanie ponownie przebiega
indukcyjnie, przy czym przypadek

k =1 jest oczywisty. Zalézmy wiec, ze
tozsamosé jest prawdziwa dla pewnego

1 < £ < n. Wtedy korzystajac z faktu i po
stosownych przeksztalceniach:

H(n,t+1)=H(n—1,4) — H(n,{) =
o
R (0)

(n—1—20)!n—L(n—2L)!
= In! =
(=1 nn—-1-0!—(n—£0)}
B n!
e+ D (n—-1-0)!
B £+ 1)n! B

1

€+1(,5)
Rozumowanie to konczy oba
postepowania indukcyjne.

n
Réwnosé Z (Z) = 2™ otrzymujemy,
k=0
liczac na dwa sposoby liczbe podzbioréw
zbioru n-elementowego.

42 105 140 105 42

Karol GRYSZKA*

Trojkat Pascala zna praktycznie kazdy. Widoczny ponizej z lewej strony tréjkat
ma te wlasnosé, ze kazda liczba jest suma dwdéch liczb stojacych bezposrednio
nad nia (z wylaczeniem wierzchotka tréjkata oraz jego prawego i lewego boku,
gdzie znajduja sie jedynki). Z kolei w trdjkacie po prawej stronie kazda liczba
jest suma dwoch liczb stojacych bezposrednio pod nig. Na jego prawym oraz
lewym boku znajduja sie odwrotnosci kolejnych liczb naturalnych — liczby
harmoniczne. Taki obiekt nazywa sie trdojkatem harmonicznym. Konstrukcje
obu tréjkatéw mozna oczywiscie kontynuowaé w nieskonczono$é. . .

Spogladajac na oba trojkaty, mozna dostrzec pewne

% zaleznoéci zachodzace miedzy nimi. Na przyktad liczby
% % w ostatnim widocznym wierszu trojkata Pascala sa

1 1 1 dzielnikami mianownikéw liczb ostatniego wiersza

3 6 3 ‘s . L. . .
171 1T trojkata harmonicznego. W tym teksScie przyjrzymy sie
4 L 12 L 12 L 4 L doktadniej trojkatowi harmonicznemu.

20 30 20 5
1 1 1 1 1 Niech P(n,k) oznacza k-ty wyraz n-tego wiersza
30 60 60 30 6

w tréjkacie Pascala (wiersze oraz wyrazy numerujemy
od 0), a H(n, k) oznacza k-ty wyraz n-tego wiersza
w tréjkacie harmonicznym (numerujemy od 1).

1
7

Wprost z opisu konstrukcji trojkatéw otrzymujemy nastepujace relacje:
P(n,k)+ P(n,k+1)=Pn+1,k+1), Hnk)+H(nk+1)=H(n—1,k).
Wartosé P(n, k) to (Z) Nasuwa sie wiec pytanie o ogdlny wzér dowolnego wyrazu

tréjkata harmonicznego.

Twierdzenie 1. Wartosé k-tego wyrazu w n-tym wierszu trojkgta harmonicznego
opisuje wzor

H(n,k) = co dlan > 1,k >1 mozna zapisaé jako

1
k() n(i1)
Z tego wynika nastepujaca zalezno$¢ miedzy wartosciami obu tréjkatéw
H(n,k) = (nP(n—1,k—1))"L
Korzystajac z tego wzoru, otrzymujemy na przyklad, ze piaty wiersz trojkata
harmonicznego to

G-1)7" -4 567" B4 BT eyt & & & L
n
Twierdzenie 2. Dla dowolnego n zachodzi réwnosé > H(n,k)~1 =n2n~1
k=1
Dowéd. Sume > H(n,k)~! mozna zapisaé¢ w postaci
k=1
n n n—1
n n—1 n—1
Sor(p) =i y) = (")
k=1 k=1 k=0
i wystarczy teraz skorzystaé ze znanej réwnosci
n—1
n— 1) 1
(") - .
k=0 ( K

W trojkacie Pascala mozna znalez¢ wiele ciekawych zalezno$ci na sumy
wybranych elementéw. Jedng z najbardziej zaskakujacych jest zwiazek

.
(")

gdzie F), jest n-ta liczba Fibonacciego. Mniej znana jest natomiast relacja

= ()= (50)

n—1
2

Fy,

D

d=k
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1
1
1 7

1 33 1
1 4.6 4 1

51010 5 1
6 1520 15 6 1
21[35]35 21 7 1

Przez skos trojkata zawsze bedziemy

oznaczaé zbiér liczb stojacych na odcinku

réwnoleglym do boku tréjkata,

o poczatku

e

ol=

[

ol

1
1

w jego boku.

4 6 1
10 5 1
6 1 2015 6 1

1 7 21|35]35 21 7 1

35—1

=1+1+14+1+2+1+3
+3+1+6+4+10.

Oznacza to, ze jezeli wezmiemy liczby znajdujace sie na skosie tréjkata
(dowolnym skosie, ale réwnoleglym do jego boku; patrz rysunek), to suma liczb
na tym skosie bedzie réwna liczbie pod nim (tej, ktéra nie lezy na przedluzeniu
skosu), na przyktad

35=15+10+6+3+1, 35=20+10+4+1, 21 =15+5+1.

Istnieje analogiczna relacja dla tréjkata harmonicznego, ktora sformutujemy w
kolejnym twierdzeniu.

o0
Twierdzenie 3. Dla dowolnych n oraz k zachodzi H(n, k)= . H(m,k+1).
m>2n+1
Powyzsza rownosé oznacza w szczegdlnosci, ze kazda liczba harmoniczna jest
nieskonczong suma liczb na skosie trojkata, na przykitad % = % + 2—10 + & +...
Co wiecej, analogiczna réwno$é jest prawdziwa dla kazdej liczby w tym
trojkacie.

Dowdd. Dla ustalonego N > n + 1 mozemy, korzystajac z rekurencyjnej definicji
elementéw trojkata harmonicznego, napisac

N N
> Hmk+1)= > (H(m-1,k)—H(m,k)) = H(n,k) — H(N,k).
m>2n+1 m>n+1
Teza twierdzenia wynika teraz z oczywistego faktu, ze granica H (N, k) przy N
dazacym do nieskonczono$ci wynosi 0. (Il

Spoéjrzmy teraz na ulamki znajdujace si¢ wewnatrz trojkata harmonicznego,
czyli te, ktére nie znajduja sie na jego bokach (patrz rysunek obok).

Jaka jest suma wszystkich takich wyrazéw? Odpowiedz jest zaskakujaco prosta.

co n—1

Twierdzenie 4. Zachodzi wzér >, Y. H(n,k)=1.

n>3 k=2
o0
Dowdd. 7 twierdzenia 3 wynika, ze 1 = > H(n,2). Korzystajac raz jeszcze

n>2
(i wielokrotnie) z twierdzenia 3, otrzymujemy

1= iH(nﬂ) = H(2,2) + iH(n,z) = iH(n,B) + iH(nﬂ) -

n>=2 n>3 n>=3 n=3
[e.e] oo o0 o0 (o]
=H(3,3)+> Hn3)+> Hn,2) =Y Hn4)+Y Hn3)+> H(®n?2).
n>4 n=3 n=5 n>4 n=3
Postepujemy tak analogicznie az do réwnosci
oo o0
1= Y Hnk).
k=2 n>k+1
Zamieniajac kolejno$¢ sumowania (we wzorze powyzej — sumujemy po skosach),
otrzymujemy teze. O

Twierdzenie 4 mozna uogdlnic!

Twierdzenie 5. Dla dowolnego n i dowolnego k prawdziwa jest réwnosé

e’} m+k—nm—1
H(nk)= Y > H(m,0).
m>=n+2 l=k+1

Dowbéd powyzszego twierdzenia w oparciu o przedstawione powyzej wyniki
pozostawiamy Czytelnikowi Dociekliwemu.

Twierdzenia 4 i 5 maja nastepujaca interpretacje: kazdy element trojkata
harmonicznego jest suma wszystkich elementow w tréjkacie, ktére leza ponizej
i pomiedzy dwoma skosami zawierajacymi dana liczbe. Mozna zapytac¢ o to,
czy istnieje jakas analogia twierdzenia 6 dla tréjkata Pascala. Czytelnik moze
sprawdzié¢, ze kazdy element tréjkata Pascala pomniejszony o 1 jest suma
wszystkich elementow tego tréjkata, ktére leza powyzej i pomiedzy dwoma
skosami zawierajacymi dana liczbe. Zyczymy owocnych poszukiwan kolejnych
zaleznosci.
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O nieréwnosciach typu Diananda—Shapiro

E-mail autora: piotr-kumor@wp.pl

Latwo uzasadni¢, ze S(n, 1) < %;
wystarczy rozpatrzeé ciag samych
jedynek.

Rozwigzanie zadania F 993.

Silniki samochodéw sportowych
dysponujg zwykle nadmiarem mocy i sg
w stanie wytworzy¢ moment sily
pozwalajacy zerwaé przyczepno$é¢ opon do
podloza. W takich warunkach,
maksymalna mozliwa do osiagniecia
predkos¢ wynika z wartosci sit oporu

i granicy przyczepnosci opon. Przy
duzych predkosciach niemal cata sita
oporu pochodzi od oporu powietrza i jest
proporcjonalna do kwadratu predkosci:
Fop = av?. Zerwanie przyczepnoéci opon
nastepuje, gdy zostanie przekroczona
graniczna wartosé tarcia statycznego:

T = fQ, gdzie f oznacza wspdélczynnik
tarcia statycznego opon o podtoze,

a @ sile nacisku na kola napedzajace.
Maksymalna predkosé vmax odpowiada
warunkowi T' = F,,, a wiec:

Umax = I
a

Jedli dla naszego oszacowania przyjmiemy
uproszczenie, ze sita Q jest
proporcjonalna do catkowitej masy
pojazdu, to otrzymujemy, ze w drugiej
probie kierowca osiagnat

v = (1520/1200)*/%200 km/godz. =~
~ 225 km/godz.

Rozumowanie podane w rozwigzaniu
zadania 766 pochodzi z pracy [4] i bylo
potem wielokrotnie odkrywane ponownie.

Piotr KUMOR

Zacznijmy od przypomnienia zadania 766 z Klubu 4M (Alg):

ZnaleZé liczbe rzeczywistq M > % takq, ze dla dowolnych liczb dodatnich a,b,c,d,e
zachodzi nieréwno$é

.| a s/ b .| c s/ d . oe Y
\/b—i—ch c—l—dJr d—&—e+ e—l—a+ a+b”

Im wieksza liczba M, tym lepsze rozwigzanie.

Powyzszy problem mozna w naturalny sposob sformulowaé w ogdlniejszej
postaci. Niech n > 3 bedzie liczba catkowita oraz a > 0 liczba rzeczywista.
Oznaczmy przez S(n, ) najwieksze ograniczenie dolne wartosci sumy

Sy (m)a, gdzie z1,...,z, > 0. Wéwczas zadanie 766 to pytanie o jak
najlepsze oszacowanie S(5, %) z dotu. Co wiadomo w tej kwestii dla ogdlnych
wartosci n i a?

Dla a = 1 zagadnienie jest znane jako problem Shapiro. Ma on dluga i barwna
historig, ktora rozpoczeta sie od zadania zaproponowanego przez Joela
Shapiro w 1954 roku na tamach The American Mathematical Monthly,

w ktérym prosit on czytelnikéw magazynu o udowodnienie, ze S(n,1) = 5.
Okazalo sie, ze zalezno$é ta nie jest prawdziwa; pierwszy kontrprzyktad

(n = 20) pojawil sie w 1956 roku (James Lighthill), w 1985 roku B.A. Troesch
zaproponowal elegancki kontrprzyklad dla n = 14 — nalezy rozwazy¢ ciag liczb
(0,42,2,42,4,41,5,39,4,38,2,38,0,40). Okazuje sie, ze jest to najmniejszy

(co do n) mozliwy kontrprzyklad — hipoteza Shapiro zostala udowodniona

dla parzystych n < 12 oraz nieparzystych n < 23. Wiadomo réwniez, jaka jest
najwieksza stala D, dla ktérej S(n,1) > Dn dla wszystkich n > 1. Jest to tak
zwana stata Drinfelda i wynosi w przyblizeniu 0,494. Precyzyjniej, D = %d)(O),
gdzie ¢ jest najwigksza funkcja wypukla, ktéra ogranicza z dotu funkcje e™*
oraz 2(e® + e"""/Q)*l. Zatem dla o = 1 znamy kompletna odpowiedz. Szczegdly
znajdziemy na przyklad w [1] i [2]. Warto przy okazji nadmienié, ze Wladimir
Drinfeld — autor wspomnianej nieréwnosci — byt laureatem Medalu Fieldsa

w 1990 roku, a niedawno (w 2018 roku) otrzymal Nagrode Wolfa w dziedzinie

matematyki.
Okazuje sig, ze dla a > 1+T‘/5 zachodzi nier6wnosé¢ S(n, )
ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie liczby w ciagu sa réwne. Dowdd

mozna odnalezé w [5]. Zatem dla a > 1+2‘/5 tez wszystko jest jasne.

> 5a 5 ZaS rOWNOSC

Pozostaja wiec do zbadania przypadki: 1 < a < 1+T\/g oraz 0 < a < 1. Dalej
interesowaé nas bedzie tylko ta druga sytuacja. Ustalmy liczby rzeczywiste
x,y,z>0oraz 0 < a < < 1. Niech v = %, woéwezas 0 < v < 1. Mamy
(5)" = (%)) > (55)" bo jeieli 0 <y < 1, to (;27)7 > 27
Wobec tego dla wszystkich wyktadnikow 0 < o < 8 < 1 zachodzi nieréwnosé
S(n,a) = S(n, B).

7 rozwiazania problemu Shapiro i powyzszej uwagi wnioskujemy, ze dla
parzystych liczb n < 12 i wszystkich wykladnikéw 0 < o < 1 zachodzi S(n,a) > 3.
Liczby 4 nie mozna tu zastapic¢ liczba wigksza, wystarczy bowiem rozwazy¢
1,0,1,0,...,1, 0. Zatem dla parzystych liczb n < 12 i wszystkich wykladnikéw
0 < a < 1 mamy pelng odpowiedz: S(n,a) = 3.

Rozumujac podobnie jak w firmowym rozwiazaniu zadania 766 (zobacz Alg),

mozemy udowodni¢ nieréwnosé¢ S(n,a) > [ | - 2L dla wszystkich n i a.
7 drugiej strony, rozwazajac ciag 1, 0, 1, 0, ..., 1, 0 dla n parzystych lub 1, 1, 0,
1, ..., 0 (dwie jedynki sgsiaduja) dla n nieparzystych, dostajemy S(n,a) < [23+].
Poniewaz 2% zbiega do 1, gdy « dazy do 0, wiec naturalna jest hipoteza, ze dla

bliskich 0 wartosci wykladnika « zachodzi S(n,a) = [2EL |. Jak zauwazyliSmy

14



Literatura:

[1] Kourliandtchik, L. (2002). Siynne
nieréwnosci, Wydawnictwo Aksjomat.
[2] ,,Shapiro inequality” Wikipedia, The
Free Encyclopedia, dostep 7 sierpnia
2019 r.

[3] Hung, P. K. (2008). Secrets in
Inequalities vol. 2 — Advanced
Inequalities”, Gil Publishing House,
darmowy rozdzial dostepny na stronie
wydawcy.

[4] Diananda, P. H. (1973). Some cyclic
and other inequalities. III, Proc.
Cambridge Philos. Soc., vol. 73, part 1,
69-71.

[5] Diananda, P. H. (1974). Some cyclic
and other inequalities. IV, Proc.
Cambridge Philos. Soc., vol. 76, part 1,
183-186.

* CAMK PAN, Przewodniczacy Komitetu
Gléwnego Olimpiady Astronomicznej

\/

A -4

12 i wszystkich wykladnikéw
=[]

wyzej, jest ona spelniona dla parzystych n <
0 < a <1, gdyz dla parzystych n mamy 3

Dlan =3 oraz 0 < a < log, % ~ 0,58496 i dla dowolnych dodatnich liczb

a, b, c prawdziwa jest nieréwnos¢é (ﬁ)a + (Cia)a + (aj_b)a > 2. Jest to
udowodnione w [3]. Zatem S(3,a) = 2 dla 0 < a < log, 2. Oczywidcie dla

o > log, 3 jest S(3,a) < 2, co wida¢ na przykladzie liczb a = b= ¢ = 1. Dla
n = 3 oraz dla parzystych liczb n < 12 wszystko jest wiec jasne.

Na podstawie udowodnionej wyzej nieréwnosci S(n,a) > S(n,1) dla0 < a <1
oraz tego, co wiadomo z rozwiazania problemu Shapiro, otrzymujemy, ze
S(n,a) > 4 dla liczb nieparzystych n < 23 oraz S(n,«) = Dn dla pozostatych
wartosci n.

Kierujac sie wylacznie intuicja, postawilem hipoteze, ze S(n,a) = | %4 |
dla wszystkich n oraz 0 < a < 1 . Nie potrafie tego dowie$¢ dla zadnej
liczby n poza wskazanymi powyzeJ (czyli dla n = 3 oraz parzystych n <

O sytuacji dla pozostalych wartoéci n moge powiedzie¢ bardzo niewiele.
Jedynie dla n = 5 (najmniejsza niezbadana wartosé n) udalo mi sie pokazaé,

ze S(5,a)=3dla0 < a< %, co stanowi pelne rozwigzanie zadania 766. Dowdd
udostepniony jest na stronie Delty. Bede bardzo wdzieczny za wszelkie uwagi lub
zwigzane wyniki. Na przyktad dowody nieréwnosci postaci S(n,a) > M > &
dla nieparzystych n i mozliwie duzych a (najlepiej o > %) lub ewentualne
kontrprzyktady do uczynionych wyzej hipotez. Zapraszam do kontaktu poprzez
zamieszczony na poczatku artykulu adres poczty elektronicznej, a takze do
dyskusji w komentarzach do tego artykutu na stronie Delty. Wedlug mojej
wiedzy w literaturze ani w sieci nie ma aktualnie zadnych innych tego rodzaju
wynikow. Uzyskanie takowych moze wigc by¢ cenne, w szczegoélnosci dla oséb
zainteresowanych Konkursem Prac Uczniowskich z Matematyki im. Pawla
Domanskiego.

12).

Spadek swobodny z ksiezycowej orbity
Andrzej SOLTAN*

Sita grawitacji sprawia, ze jakikolwiek upuszczony przedmiot spada ruchem
jednostajnie przyspieszonym. Wartos¢ przyspieszenia ziemskiego znamy na
pamieé. Mozna wiec obliczy¢ polozenie ciala i jego predkosé¢ w dowolnej chwili.
Rowniez czas spadania wyznaczymy natychmiast, jezeli tylko znamy wysokosé
poczatkowa. Trudno o mniej wymagajace zadanie z dynamiki.

Rachunki sie komplikuja, gdy cialo spada z duzej wysokosci. Tak duzej, ze

nie mozemy juz przyjaé, iz przyspieszenie ziemskie jest state. Na przyktad

z wysokoéci orbity Ksiezyca. Poniewaz przyspieszenie grawitacyjne maleje

z kwadratem odleglosci, 384 750 km od Ziemi (Srednia odleglo$é Ksiezyca od
srodka Ziemi) natezenie pola grawitacyjnego Ziemi jest okolo 3600 razy slabsze
niz w poblizu jej powierzchni. Wiedzial to juz Izaak Newton, co znaczaco
pomoglo mu sformutowaé prawo powszechnej grawitacji.

Jak dtugo zatem bedzie trwal spadek swobodny w centralnym polu

grawitacyjnym Ziemi z wysokoéci orbity Ksiezyca? Promien orbity Ksiezyca
jest 60 razy wiekszy od promienia Ziemi. Wobec takiej réznicy wielkosci, dla
uproszczenia, pominmy w rachunkach rozmiar Ziemi. Dokladnie tak brzmialo
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Rozwigzanie zadania M 1629.

Kazde z 2(m + n) — 4 pdl szachownicy
przylegajacych do jej brzegu nazwijmy
brzegowym. Zauwazmy, ze kazda wieza,
ktéra sama nie znajduje sie na polu
brzegowym, atakuje dokladnie jedno
puste (czyli niezajete przez inng wieze)
pole brzegowe. Wobec tego taczna liczba
wiez jest nie wieksza od liczby pdl
brzegowych. Z drugiej strony, ustawiajac
wieze na wszystkich polach brzegowych,
uzyskujemy konfiguracje, ktora spelnia
warunki zadania.

jedno z zadan LX Olimpiady Astronomicznej. W kazdym punkcie pionowej
trajektorii znamy przyspieszenie ruchu, ktére jest przeciez druga pochodna
polozenia. Wystarczy zatem dwa razy scatkowac... Niestety, nie jest to dobry
pomyst na szybkie rachunki. Skoro jednak problem trafil do szkolnej olimpiady,
musi by¢ lepszy sposob rozwiazania.

Dzigki Keplerowi zadanie jest niemal trywialne. Jego III prawo moéwi bowiem, ze
stosunek szeécianu wielkiej potosi orbity a do kwadratu okresu obiegu planety
wokét Storica T jest jednakowy dla wszystkich planet: a®/T? = const. Newton
wykazal, ze ta prosta reguta wynika z prawa powszechnego cigzenia i stosuje sie
do wszelkich orbit zamknietych wokot ciata centralnego:

a®>  G(M +m)

T2 4r2 7
gdzie M i m to masy obiegajacych sie cial, a G jest stala grawitacji. Dla
orbity kolowej prawo to mozna latwo wyprowadzié¢ z zasad dynamiki Newtona
i — oczywidcie — prawa powszechnego ciazenia. P6lo§ a sprowadza si¢ w tym
przypadku do promienia wodzacego taczacego oba ciata. Wzoér powyzszy
pozostaje stuszny réwniez dla orbit eliptycznych, ale jego wyprowadzenie jest
nieco bardziej skomplikowane.

Suma mas obu cial, M + m, w liczniku po prawej stronie w przypadku Stornica
i planety nie jest oczywiscie stata, gdyz masy planet r6znig sie bardzo, ale
wszystkie sg znacznie mniejsze od masy Stonca i z dobrym przyblizeniem
mase m planety mozna w powyzszym wzorze pominaé. Jowisz jest wprawdzie
318 razy masywniejszy od Ziemi, a blisko 6000 razy od Merkurego, ale stanowi
mniej niz jedng tysieczng masy Storica. Tak wiec III prawo jest spelnione dla
wszystkich planet w Ukladzie Stonecznym z dokladnoscia do jednego promila.

Zastosujemy teraz to prawo do uktadéw ,,Ziemia—Ksiezyc” i ,,Ziemia—ciato
prébne”; ale zanim ,,upusécimy” ciatlo prébne na Ziemie z orbity Ksiezyca,
umiedcimy je najpierw dokladnie na kolowej (w przyblizeniu) ksiezycowej orbicie
wokdl Ziemi:

ay  G(Mz+mg) a3, GMy

T A2 T2 Ap?
Teraz ax jest polosia wielka orbity Ksiezyca i ciata prébnego, Mz i mg —
masami Ziemi i Ksiezyca i odpowiednio T i T}, okresami obiegu Ksiezyca
i ciala prébnego. Nie pomineliémy masy Ksiezyca, gdyz nie jest ona znikoma
w poréwnaniu z masa Ziemi: Mz = 81,3 M. W efekcie cialo probne bedzie
porusza¢ sie nieco wolniej niz Ksiezyc i T}, ~ 1,006Tx . Jezeli umiescimy ciato
prébne w odleglosci Ksiezyca od Ziemi, ale nadamy mu predkos¢ orbitalna
mniejsza niz niezbedna, by utrzymalto si¢ na orbicie kotowej, to bedzie si¢ ono
poruszato po orbicie eliptycznej. Im mniejsza bedzie ta predkosé, tym elipsa
orbity bedzie bardziej sptaszczona. Przy pewnej predkoéci ciato préobne uderzy
w Ziemie. W naszym zadaniu tak sie jednak nie stanie, gdyz pomijamy rozmiar
Ziemi, czyli przyjmujemy, ze ma dowolnie maly promienn. W miare dalszego
zmniejszania predkoéci poczatkowej w apogeum, to jest w punkcie najbardziej
oddalonym od Ziemi, orbita ciala probnego staje si¢ coraz bardziej ,,smukla”
i zbliza sie do odcinka o dlugoéci ax. Potos orbity as w tak ,zdegenerowanym”
przypadku jest wobec tego dwa razy mniejsza: as = ax /2, a okres orbitalny T,
jest réwny podwojonemu czasowi spadku T, ktérego szukamy: T, = 27}:
(ax/2)3 _ GMy
(2T,)2  4m2
Poréwnujac odpowiednie wzory, otrzymujemy Ty = T,/ V32~ 0,1778T%.
W tablicach astronomicznych znajdujemy dlugos$¢ miesiaca syderycznego, czyli
okres obiegu Ksiezyca wokol Ziemi Tk = 27,322 dni, i ostatecznie otrzymujemy
Ts = 4,858 dni = 116,6 godzin. Jest to okolo 1,6 razy dluzej niz czas podrozy
powrotnej z Ksiezyca astronautéw programu Apollo.

Czytelnikowi pozostawiam obliczenie, ile minut wczesniej cialo probne zderzy sie
z Ziemia, gdy nie pominiemy jej rozmiaréw.
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Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

Rys. 5

Rys. 6

Rys. 7

[N

Zadania z fizyki nr 692, 693
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

692. W jednorodnym polu magnetycznym, ktorego linie sa poziome, a wartosé
wektora indukcji wynosi B, toczy si¢ bez podlizgu z predkoscia v cienki
metalowy piersciert, w ktérym jest bardzo mata przerwa o dlugosci [. Wektor B
jest prostopadly do plaszczyzny pierscienia (rys. 1). Znalezé SEM indukcji

w chwili, gdy promien pierécienia trafiajacy w rozciecie tworzy z pionem kat «.

693. Cienkoscienny cylinder o masie M i wysokosci H, ktérego pole podstawy
wynosi S, wypelniony jest gazem doskonalym i plywa w wodzie. W wyniku
utraty hermetycznosdci w dolnej czesci cylindra, jego gteboko$é zanurzenia
zwiekszyla sie o AH. Jakie bylo ci$nienie poczatkowe gazu w cylindrze?
Cisnienie atmosferyczne wynosi pg, temperatura nie zmienia sie.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2019

Przypominamy tres¢ zadan:

684. Na rysunku 2 przedstawiony jest uklad szeSciu niewazkich pretéw, potaczonych przegubowo.
Prety AF i BE sa jednorodne, z przegubem w srodku. Dlugosci odcinkéw AC, CB, BD, AD, DE,
DF, FG i GE sa jednakowe. Do przegubu G przymocowany jest cigzar (. Znalezé naprezenie linki
taczacej przeguby A i B.

685. Znalezé natezenie pola elektrycznego i potencjal od dwéch nieskoriczonych warstw dielektryka

o stalej dielektrycznej €, naladowanych z gestosciami objetosciowymi p > 0i —p (rys. 3). Grubosé
kazdej warstwy wynosi d. Przyja¢ warunek brzegowy dla potencjalu ¢(—d) = 0.

684. Rozwazmy najpierw uklad przedstawiony na rysunku 4. Pret DB jest
$ciskany, bo po jego usunieciu przeguby D i B zblizalyby sie do siebie. Sily
sprezystosci dzialaja na przegub D wzdtuz pretéw, w przeciwnym razie przegub
dziatalby na pret sila, ktérej moment powodowalby obrét preta wokét drugiego
przegubu. Z warunku rownowagi sit dzialajacych na przegub D dostajemy:

F =Q/(2cosa). Sily dzialajace na przegub B tez sie réwnowaza, stad naprezenie
linki AB wynosi N = Q tg «. Jesli w wyniku skrécenia linki o maly odcinek

Al ciezar @Q w ukladzie przedstawionym na rysunku 4 podniesie sie o Ah,

to w uktadzie przedstawionym na rysunku 2 podniesie si¢ on o 2Ah. W obu
przypadkach musimy wykonaé prace na drodze Al silag réwng naprezeniu linki,
co spowoduje wzrost energii potencjalnej ciezaru ). Szukane naprezenie linki

w ukladzie przedstawionym na rysunku 2 dane jest wzorem Ny = 2Q) tg a.

685. Zgodnie z prawem Gaussa natezenie pola elektrycznego na zewnatrz
warstw wynosi 0. Wewnatrz warstw linie pola elektrycznego skierowane sa
zgodnie z osia x, a natezenie pola elektrycznego ma najwicksza wartoéé
dla x = 0. Stosujac prawo Gaussa dla powierzchni zamknietej w ksztalcie
prostopadtodcianu, ktérego przekrdj przedstawiony jest na rysunku 5,

a powierzchnia podstawy wynosi S, otrzymujemy réwnanie:

—E(z)S = —pS(d — ) /e0e, stad E(x) = p(d — x)/eoe dla z > 0;
analogicznie: F(x) = p(d+ x)/eoe dla x < 0. Zaleznos¢ wartosci wektora natezenia
pola elektrycznego od wspélrzednej x przedstawia wykres na rysunku 6. Réznica
potencjatéw miedzy dwoma punktami réwna jest pracy pola elektrycznego nad
jednostkowym tadunkiem, wzigtej ze znakiem minus. Prace t¢ mozemy policzy¢
jako pole pod wykresem na rysunku 7.

Dla —d < x < 0 mamy:

o(x) — o(—d) = —E(z)(—d — )/2.
Zgodnie z unormowaniem ¢(—d) = 0 otrzymujemy:
o(x) = p(d+ )%/ (2208), ©(0) = pd?/(2c0¢).
Dla 0 < z < d otrzymujemy:

p(x) — ¢(0) = 2(E(0) + E(x))/2,
stad ¢(z) = —p(d® + 2xd — 22)/(2e0e). Wykres funkcji ¢(z) przedstawiony jest na
rysunku 7.
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Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klubu 44F
po zakoriczeniu
roku szkolnego 2018/19
(po 681 zadaniach)

Tomasz Rudny - 40,98
Michal Kozlik — 4-35,04
Jacek Konieczny - 29,80
Ryszard WozZniak  — 28,77
Krzysztof Magiera — 3-27,75
Aleksander Surma — 4-27,75
Pawel Perkowski - 2-27.33

Mateusz Kapusta — 25,37
Stawomir Bué - 18,33
Jerzy Witkowski - 3-16,83
Jacek Grela - 13,91

Lista obejmuje uczestnikéw, ktorzy
przystali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 2016-2018 oraz maja
w biezacej punktacji na swoim koncie

co najmniej 13 punktéw. Cyfra przed
kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt
juz 44 punkty.

Podsumowanie ligi zadaniowej Klub 44F w roku szkolnym 2018/19

W ubieglym roku probowalam zrealizowa¢ pomyst, zeby w kazdej serii zadan jedno
bylo latwiejsze, a drugie trudniejsze. Celem bylo zachecenie do udzialu w tej zabawie
oraz wypromowanie uczestnikéw, ktérzy poradza sobie z trudniejszymi zadaniami.
Ale pomysty sobie, a zycie sobie. Kilka razy zdarzylo sie, ze zadanie, ktére uznatam
za tatwe, uzyskalo wysoki wspdétczynnik trudnosci i odwrotnie. Takim zaskoczeniem
bylo zadanie 679 (WT = 3,25). Zderzaly sie w nim sprezyscie, niecentralnie

dwa krazki hokejowe, z ktérych jeden poczatkowo spoczywal. Zakladajac brak
tarcia, nalezato znalez¢ maksymalng czesS¢ energii ukltadu, ktora podczas zderzenia
przechodzi w energie sprezystosci. Prawie wszyscy uczestnicy uznali, ze cala energia
ruchu wzdluz prostej przechodzacej przez srodki krazkéw zamieni sie na energie
sprezystosci, podczas gdy w chwili maksymalnego odksztalcenia predkosci krazkow
w tym kierunku wyréwnuja sie. Zaskoczylo mnie réwniez zadanie 675 (WT = 3,33),
w ktérym trzy jednakowe, jednakowo naladowane kulki polaczono nieprzewodzgcymi
nié¢mi, tworzacymi tréjkat prostokatny. Nalezalo znalezé przyspieszenia kulek
natychmiast po przecieciu nici na przeciwprostokatnej tréjkata. Tu zdecydowana
wiekszos¢ uczestnikéw uznala, ze przyspieszenie kulki na przecieciu prostopadtych

nici wynosi zero, tymczasem na uklad kulek na przyprostokatnej dziala wzdtuz nici
niezréwnowazona sila zewnetrzna i ich przyspieszenia w tym kierunku sg jednakowe.
Autorem jedynych poprawnych rozwiazan w obu przypadkach byl Jan Zambrzycki.
Niemniej jednak pomyst sprawdzil sie o tyle, ze pojawili sie¢ nowi uczestnicy ligi,

a wéréd nich uczniowie.

Najwyzszy wsp6tezynnik trudnosei (WT = 3,77) mialo
zadanie 673 z termodynamiki, w ktérym nastepowaly
skokowe zmiany ciénienia na zewnatrz cylindra izolowanego
cieplnie od otoczenia. Nalezalo znalezé temperature
koncowa. Procesy byty nieodwracalne i nie mozna byto

stosowaé prawa przemiany adiabatycznej kwazistacjonarne;j:

V* = const. Podobny problem pojawial sie juz we
wezesniejszych zadaniach klubu i bytam bardzo ciekawa,
jak to zadanie wypadnie. W pelni poprawne rozwiazanie
nadestal Tomasz Wietecha, pozostate rozwiazania
ocenione zostaly na zero punktéw.

Najwiecej (osiem) rozwiazan bez zadnej usterki nadestali
w tym roku Jan Zambrzycki i Tomasz Wietecha. Wyrdznit
sie rowniez Mateusz Kapusta, ktéry ma na swoim koncie

Klub 44 M

pie¢ bezblednych rozwiazan, a w przypadku trzech zadan
byly to jedyne w pelni poprawne rozwigzania. Chodzi

o zadania 663 (WT = 3,13), ktére bylo polaczeniem
elektrostatyki i mechaniki, oraz 668 (WT = 3,06) i 670
(WT = 2,35), oba z optyki. Niektdérzy uczestnicy klubu,
maja wyrazne preferencje do wybranych tematéw, inne
wychodza im nieco gorzej albo omijaja je szerokim tukiem.

Trzech klubowiczéw przekroczyto limit 44 punktéw:
Tomasz Wietecha po raz 14(!), Marian Lupiezowiec
i Jan Zambrzycki po raz drugi.

Na koniec prosba do uczestnikéw klubu, ktorzy przysylaja
skany recznie pisanych rozwiazan, zeby byly one pisane
w miare czytelnie i na neutralnym tle.

Zadania z matematyki nr 795, 796

Redaguje Marcin E. KUCZMA

795. Ciag xo,x1,T2,...

Tpt1 zxn,/%;;J dla n=1,2,3,...
n—1

Uzasadni¢ zbiezno$¢ i wyznaczy¢ granice tego ciagu.

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2020

jest okreélony rekurencyjnie: zo =1, z; = 1/v/2,

796. Dane sa liczby catkowite m > n > 1, przy czym m jest liczba parzysta.
Udowodnié¢, ze rownanie

"ty = (z+y)"

ma rozwiazanie w liczbach catkowitych dodatnich z,y wtedy i tylko wtedy, gdy
n — 1 dzieli sie¢ przez m — n.

Zadanie 796 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwigzania zadai z numeru 10/2019

Przypominamy tresé¢ zadan:

787. Niech M bedzie dowolnym niepustym skoinczonym zbiorem liczb catkowitych. Dowiesé, ze

mozna ustawié¢ elementy zbioru M w ciag (z1, .

.., xy) tak, by dla kazdej tréjki wskaznikow

i,j,k € {1,...,n}, i < j < k spelniony byl warunek: z; + x # 2z;.

788. Znalezé najwiekszg liczbe t, dla ktérej nieréwnosé
(a®b+b%c + c®a) + (ab® + bc® + ca®) — 3abe > t(a+ b+ c)®

zachodzi dla kazdej tréjki liczb dodatnich a, b, ¢, bedacych diugodciami bokéw tréjkata.
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Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po zakonczeniu sezonu
(roku szkolnego) 2018/19

Krzysztof Kaminski - 2-42,48
Franciszek S. Sikorski — 1-41,28
Krzysztof Maziarz — 37,45
Michal Kozlik — 35,73
Janusz Fiett - 2-33,09
Mikotaj Pater - 31,50
Pawel Burdzy - 30,60
Zbigniew Skalik - 3-30,03
Jakub Wegrecki — 29,41
Marek Spychata - 227,55
Bartlomiej Pawlik 27,51
Marcin Kasperski - 4-27,01
Janusz Wojtal - 25,24
Szymon Kitowski - 23,49
Stanistaw Bednarek — 2-23,02
Piotr Lipinski - 1-23,02
Marcin Matogrosz - 3-22,34
Fukasz Merta — 20,93
Btazej Zmija - 20,68
Kacper Morawski - 20,50
Andrzej Kurach - 1-20,29
Jedrzej Biedrzycki - 19,85
Michal Adamaszek -  4-19,81
Tomasz Wietecha - 12-19,12
Adam Woryna - 3-15,10
Marek Prauza -  4-14,96

Legenda (przykladowo): stan konta
4-27,01 oznacza, ze uczestnik juz
czterokrotnie zdobyt 44 punkty,

a w kolejnej (piatej) rundzie ma 27,01
punktéw.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej
14 punktéw;

— przystali rozwiazanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2017, 2018
lub 2019.

Nie drukujemy wiec nazwisk tych
uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z liga trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiScie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wroéci¢ do
naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,
K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
P. Kumor (14), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (20),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (12), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek (4), P. Kubit (7),

J. Cisto (14), W. Bednarek (8),

D. Kurpiel, P. Najman (8), M. Kieza (4),
M. Kasperski (4), K. Dorobisz,

A. Woryna, T. Tkocz, Z. Skalik,

A. Dzedzej, M. Miodek, M. Malogrosz
(jesli uczestnik przekroczyl barierg

44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).
Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, S. Bednarek,
A. Czornik, A. Daniluk, J. Fiett,

Z. Galias, L. Garncarek, J. Garnek,
A. Idzik, P. Jedrzejewicz, K. Kaminski,
G. Karpowicz, H. Kasprzak,

T. Komorowski, Z. Koza, J. Lazuka,
J. Malopolski, J. Mikuta, E. Orzechowski,
R. Pagacz, K. Patkowski, K. Piéro,

J. Siwy, R. Stowik, S. Solecki,

M. Spychata, T. Warszawski,

G. Zakrzewski.

787. Warunki zadania nie zmieniaja si¢ przy przesunieciu zbioru M o dowolna
liczbe catkowita. Mozna wiec zakladaé, ze jego elementami sa liczby nieujemne.
Zauwazmy tez, ze jesli elementy pewnego zbioru M da sie uporzadkowaé

w wymagany sposob, wowczas to samo uporzadkowanie jest dobre dla kazdego
podzbioru zbioru M (po wykresleniu zbednych elementéw).

Wystarczy zatem udowodnié teze zadania dla zbioréw postaci

M, ={1,2,3,...,2™}. Dla M; = {1,2} kazde z dwéch uporzadkowan jest
dobre (warunek spelniony ,w prézni”). Dalej indukcja: przyjmijmy, ze dla
pewnego m zbiér M,, daje si¢ ustawi¢ w ciag (z1,...,xom) tak, ze x; + x # 2z,
gdy i < j < k. Wowczas ciag

(yl, ey y2m+1) = (21’1, ey 2$2m,2$171, ceey 21’27ny1)

jest szukanym uporzadkowaniem zbioru M;,+1 (jednym z mozliwych); bo
gdy 0<i<j<k<2™lub2™ <i<j<k<2m™! nieréwnosé y; + yx # 2y;
wynika z zalozenia indukcyjnego; gdy zas ¢ < 2" < k, liczba y; + yi jest
nieparzysta, wiec # 2y;. To konczy krok indukcyjny.

788. Dla tréjkata rownobocznego zachodzi rownosé przy wartosci parametru
t = 1/9. Wykazemy, ze warto$é¢ t = 1/9 gwarantuje spelnienie nieréwnosci dla
kazdego tréjkata.

Dlugoéci bokéw a, b, ¢ dowolnego trdjkata mozna wyrazi¢ przez tréojke liczb

x,y,z >0, piszac: a =y + 2, b =z + x, ¢ = v + y. Oznaczmy przez F(a,b,c)
réznice miedzy lewa oraz prawa strona zadanej nieréwnosci (z parametrem

t =1/9); mamy uzasadnié, ze F' > 0. Do dowodu uzyjemy tozsamosci

2 2
(1> F(y+z,z+x,x+y)=gA(x,y,z)+§B(x,y,z),
gdzie

2)  Aly2) =z(@-y)(r—2) +yly—2)y—z)+ 20z -2)(z —y),
3)  Blxy,2)=(e+y+2)[y—2)°+(z—2)* + (z —y)?].

Sprawdzenie tozsamos$ci (1) jest czynnoscia mechaniczna; z uwagi na
wielomianowa jednorodna (stopnia 3) postaé¢ obu jej stron, wystarczy ja
sprawdzi¢ np. dla z = 1 oraz czterech réznych wartosci y (mozna tez uzyé
programu komputerowego). Wyrazenia (2) i (3) maja dla z,y,z > 0 wartosci
nieujemne: nieré6wnos¢ B > 0 jest oczywista; za§ A > 0 to znana nieréwno$é
Schura. Stad F > 0. Wniosek: szukana maksymalna warto$é ¢ wynosi 1/9.

[Dla kompletnosci — jednolinijkowy dowdd nieréwnosci Schura: niech np.
x>y >z > 0; wowczas

Alz,y,2) = (z —y)[a(@ —2) —yly — 2)] + 2(z — 2)(y — 2);

to warto$é nieujemna, bo z(z — z) > y(y — 2).]

Podsumowanie ligi zadaniowej Klub 44M w roku szkolnym 2018/19

W tegorocznym omoéwieniu do znudzenia powtarza si¢ fraza ,wszystkie

nadesltane rozwiazania podobne do firmowego”. To chyba oznacza, ze zadania

byly troche niefortunnie dobrane; tylko nieliczne daly mozliwoé¢ rozwiazania
sposobem odmiennym, a zgrabnym. Te, w ktérych uczestnicy jednak zdotali

znalez¢ ciekawe rozwigzanie lub uogdlnienie — badz tez opatrzyli interesujacym
komentarzem — wilaczamy do omoéwienia; a spoérdéd pozostatych — zadania z wysokim
wspoélezynnikiem trudnoéei (WT') lub niska liczba przystanych rozwiazan (LPR).

Tu mata uwaga: formuta definiujaca WT ma faktyczne znaczenie w obrebie jednej
serii, bowiem zalezy od N, liczby uczestnikéw owej serii. W serii 765, 766 wartosé
WT obu zadan wydaje si¢ nie dos¢ wysoka; to skutek niewielkiej wartosci IV,
bowiem redaktor Ligi wyraznie nie docenil geometrycznego zadania 765 i oczekiwatl
znacznie wyzszej frekwencji w owym miesigcu. . .

19



Zadanie 765. [Czworokat ABCD cykliczny
(¥A = min. kat wewn.); P = AD N BC,

Q= ABNDC, AP | PQ: M = érodek BD =
PM L AB] (WT'=1,78; LPR=4).

Tylko cztery dobre rozwiazania: M. Adamaszek,

J. Wegrecki, J. Cislo — zupelnie elementarnie
(choé nie prosciej niz w rozwiazaniu firmowym).
Janusz Olszewski — inaczej i bardzo krétko: styczne

»Jednokrotni” cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie): R. M. Ayoush,

T. Bieganski, W. Boratynski,

T. Choczewski, M. Czerniakowska,

P. Duch, P. Figurny, M. Fiszer,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewiecki, K. Jachacy,

M. Jastrzebski, P. Jasniewski, A. J6zwik,
J. Klisowski, J. Kraszewski,

A. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Kurach,
A. Langer, R. Latala, P. Lipinski,

P. Lizak, P. Labedzki, M. Lupiezowiec,
W. Maciak, J. Mandziuk, B. Marczak,
M. Marczak, M. Matlega, R. Mazurek,
H. Mikotajczak, M. Mikucki, J. Milczarek,
R. Mitraszewski, M. Mostowski,

W. Nadara, W. Olszewski, R. Pikuta,

B. Piotrowska, W. Pompe, M. Roman,
M. Rotkiewicz, A. Ruszel, Z. Sewartowski,
F. S. Sikorski, A. Smolczyk, P. Sobczak,
Z. Surduka, T. Szymczyk, W. Szymczyk,
W. Tobis, K. Trautman, P. Wach,

K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawistawski, P. Zmijewski.

Janusz Olszewski zauwazyl, ze modyfikacja
rozumowania firmowego daje dla planszy prostokatnej
m X n odpowiedz pozytywna, gdy m,n sa jednakowej
parzystosci, oraz uzasadnit odpowiedz negatywna

w pozostalym przypadku. To tadne uzupelnienie
zadania: przypusémy, ze udalo sie pomalowaé w opisany
sposéb prostokat ABC'D o bokach AB, C'D dlugosci
nieparzystej oraz BC, AD dlugosci parzystej, przy
czym bok AB jest czerwony; skracajac boki BC', AD

o jednostke dostajemy prostokat A’B’C'D (o polu

do okregu (ABCD) w punktach B, D przecinaja
sie w punkcie R na prostej PQ (tw. Pascala dla
sze$ciokata ABBCDD); MR L MD, PR 1 PD,
wiec czworokat M DPR jest cykliczny; stad
|<xBAD| = |%xBDR| = |*xMPR| =90° — |[xMPA]|
i PM 1 AB.

Zadanie 766. [Znalezé M > 5/2: Ya,b,c,d,e > 0: chkl(ﬁ
wieksze M — wyzsza ocena] (WT=2,44; LPR=3). Proponujac to zadanie,

Piotr Kumor nie znal optymalnej wartosci statej M (czyli kresu dolnego
rozwazanej sumy cyklicznej). Potrafil pokazaé, ze liczba M = 3 - 271/5 jest
ograniczeniem dolnym (wiekszym od banalnego 5/2). To ograniczenie, wraz

z uzasadnieniem Autora zostalo podane jako rozwiazanie firmowe; zostato

tez znalezione przez dwéch rozwiazujacych (M. Adamaszek, J. Olszewski).
Jednak koncowa klauzula zadania nie pozwolila przyzna¢ im oceny maksymalnej,
bowiem do boju ponownie ruszy! Autor zadania — i udowodnil, ze M = 3 jest
szukanym kresem dolnym (!). Dow6d jest o wiele za diugi, by go tu zamiescié,
nawet skrétowo. Wzmianke o tym wyniku, osadzona w szerszym kontekscie,
znajdzie Czytelnik w artykule Autora w niniejszym numerze Delty (s. 14-15);

a w elektronicznej wersji numeru — pelny dowdd.

)1/5 > M-

)

Zadanie 767. [Kwadrat n X n; linie podziatu — siatka 2n(n + 1) odcinkéw
jednostkowych; nalezy je pokolorowaé (4 kolory); kazdy maly kwadracik ma
mie¢ brzeg 4-barwny; duzy kwadrat ma mieé¢ brzeg 4-barwny, ale kazdy bok
1-barwny; dla jakich n da si¢ to wykonaé¢?] (WT=1,47; LPR=15). Da si¢ dla
kazdego n; odmienny (nietrudny) dowdd dla n parzystych i nieparzystych.
Janusz Fiett wyliczyl, ze (przy ustalonych kolorach bokéw duzego kwadratu)
liczba mozliwych pokolorowan siatki dla n = 30 wynosi 33 554 944; wierzymy
na stowo.

Dla liczb naturalnych a > b, wzglednie pierwszych,
oraz dla n > 7 istnieje liczba pierwsza p, ktora dzieli
réinice a™ —b", ale niea' — b’ dlai=1,...,n—1;

gdy 2 < n < 6 tez tak jest, z wyjatkiem przypadkow:
[n=6,a=2,b=1] oraz [n=2, a+b=2" (m € N)].

Jest ono najlepiej znane pod nazwa: twierdzenie
Zsigmondy’ego; w nieznacznie rézniacych si¢ wersjach
jest réwniez wiazane z nazwiskami: Bang, Birkhoff,
Vandiver; por. artykut A. Rotkiewicza w Pracach

nieparzystym), ktérego zaden bok nie zawiera
odcinka czerwonego. Zatem wszystkie czerwone
odcinki rozwazanej siatki (poza tymi na boku AB)
leza wewnatrz tego ostatniego prostokata; kazdy

z nich skleja dwa kwadraciki jednostkowe; dostajemy
parkietaz prostokata A’B’'C'D kostkami domino —
sprzeczno$é.

Zadanie 768. [Réwnanie 1 +z + 22 + ... +2F = (1 +2)™

w (k,m,z) € N3] (WT=2,85; LPR=5 (7?)). Dwaj
najczesciej cytowani uczestnicy Ligi zaimponowali
erudycja: Janusz Olszewski zwrécil uwage na ogdlne
twierdzenie:
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Mat. IV (1960), s. 21-28.

Dane w zadaniu réwnanie mozna (dla z > 1) przepisaé
rownowaznie:

(1) e 1= (- 1)(z+1)™

Gdy k,x > 2, wowczas biorac w tw. Zsigmondy’ego
a=x,b=1,n=Fk+1, dostajemy — poza wymienionymi
przypadkami [...]| — liczbe pierwsza p dzielaca

P+t — 1, ale nie x — 1, 22 — 1, co daje sprzecznosé

z réwnaniem (1); zas przypadki [...], jak réwniez k = 1
lub z = 1, tatwo juz zbadaé bezposrednio, uzyskujac
ogolne rozwigzanie réwnania: (k,m,z) = (1,1, z) lub
(2™—1,m,1). (J. Olszewski dostarczyl jeszcze dwa
inne rozwiazania, dluzsze).



Piotr Kumor podzielil si¢ wiedza na temat réwnania
Nagella—Ljunggrena

(2) 2" —1=(z—1)y%

oczywiscie (1) jest szczegdlnym przypadkiem (2).
Cho¢ ogdlne rozwiazanie (2) nie jest znane, do celéw
naszego zadania wystarczy twierdzenie méwiace, ze
(2) nie ma rozwiazan z y = 1 (mod x) (Bugeaud,
Mignotte, Roy): pdfs.semanticscholar.org/e645/
956801dd058624d9a8ed1c279¢c62199e53bb . pdf

z,y,n,q EN; Ty, >1; n>2;

Nie ma tu miejsca, by zreferowaé wszystkie ciekawe
przystane informacje o tym réwnaniu (Google:
Nagell-Ljunggren equation; mozna tez zajrze¢ do
oméwienia ligi w elektronicznej wersji numeru).

Jak za$ zrobié¢ to zadanie bez glebokiej wiedzy (lub
sprawnej przegladarki), pokazuje rozwiazanie firmowe
oraz podobne elementarne rozwigzania, ktére przystali:
M. Adamaszek, M. Malogrosz, T. Wietecha;
jeszcze dwaj uczestnicy zrobili istotna czeéc¢ zadania,
jednak w konkluzji gubiac serie przypadkéw.

Zadanie 770. [Dane m,n € N; m,n > 2;
K,(a1,...,am) = ZZ’;I n=%;

S ={K,(a1,...,am) <1: a1,...,am € N}; supS =7]
(WT=2,71; LPR=6 (97)). Rozwiazania nie odbiegaly
od firmowego: M. Adamaszek, M. Kasperski,

J. Fiett, J. Olszewski, A. Kurach, Z. Skalik;

a takze (poprawnie po dopracowaniu): J. Cislo,

S. Stobodianiuk, P. Najman. Autor zadania,
Adam Woryna, wspomnial, ze rozwazana wielko$é
K,(ai,...,an) jest nazywana sumq Krafta ciagu

(al,...,am .

Zadanie 771. [f: R — R r6zniczkowalna;

Fr(ef) = LO=0@) qia q,b € R takich, ze
a—beZ\{0}; f=7 WT=291; LPR=6). Nie
wszyscy rozwiazujacy zauwazyli, ze podane réwnanie
jest zakladane jedynie dla par liczb o réznicy catkowitej
(przyjecie tego zalozenia dla dowolnych a,b € R

to istotna zmiana zadania!). Dobre rozwiazania:

M. Adamaszek, W. Bednarek, J. Cisto, P. Kumor,
M. Malogrosz, J. Olszewski; we wszystkich
wystarczalo rozwazanie par a, b réznigcych sie o 2, 4

lub 8; teza: f jest wielomianem stopnia < 2. Intrygujace
pytanie postawil P. Kumor: czy dla uzyskania tezy

nie wystarczy zalozenie podanej réwnosci dla pewnych
ustalonych dwdch (a nie trzech) wartosci réznicy |a — b|?
Pytanie przekazujemy Czytelnikom. (Ustalenie jednej
nie wystarczy; przyklady: math.stackexchange.com/
questions/116236/mean-value-property-with
rfixed-radius).

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech,
dwoch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesyltaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez
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Zadanie 776. [SzeScian o krawedzi k przeciety
plaszczyzna w odlegtosci d od jego érodka, nieroztaczna
z zadng Sciana; max d =7] (WT=2,88; LPR=T).
Rozwiazania jak firmowe: nieistotne réznice

w warsztacie (rozmiary prac: od 1/2 do 4 stron
wydruku): M. Adamaszek, J. Fiett, A. Kurach,

M. Malogrosz, L. Merta, J. Olszewski, B. Zmija.

Zadanie 777. [NABC; K € BC,Le CA, M € AB

— punkty stycznosci z okregiem wpisanym; P na

prostej KM; PC||KL = prosta AP przepolawia K L]
(WT=2,45; LPR=10). Twierdzenie Menelausa, uzyte
w rozwiazaniu firmowym, mozna bylo zastosowaé i do
innych tréjkatéw widocznych na rysunkach (Michat
Adamaszek: ANABC; Andrzej Kurach: AKLY;

Y = ACn KM); dawalo teze prawie natychmiast.
Uzywajac metod bardziej wymyslnych (wzajemnosé
biegunowych, dwustosunek, symediany), zadanie
zrobili Janusz Olszewski, Semen Slobodianiuk;

nie przedstawiamy tych prac, zwazywszy wieksza
prostote (i mniejsza dlugosé) rozwiazania firmowego oraz
pokrewnych. Pozostale dobre rozwiazania — rachunkowe.

Zadanie 779. [Plansza n x n; w kazdym polu liczba
catkowita; liczby w polach sasiednich réznia sie < 1;
badamy m € N takie, ze przy kazdym takim wypelnieniu
pewna liczba pojawi sie¢ na > m polach; maxm =7]
(WT=2,71; LPR=T7). Rozwiazania jak firmowe (lub dosé
podobne): M. Adamaszek, ¥.. Merta, J. Olszewski,
B. Zmija, R. Kujawa, K. Matuszewski; oraz
(rozpatrujac liczne przypadki) A. Kurach. Tylko
Michat Adamaszek zwrécit uwage, ze przy kazdym
takim wypelnieniu dowolnej planszy prostokgtnej pewna
liczba wystepuje w kazdym wierszu lub kazdej kolumnie;
stad dla kwadratu n x n odpowiedZ: (maxm) = n.

Zadanie 781. [Dane b > a > 0 oraz liczba parzysta n;
badamy $rednie A = A(xy,...,2,), H=H(z1,...,2,),
gdy x1,...,%, € [a,b]; sup(4A/H) =7 (WT=1,36;
LPR=16). Prosciej niz firméwka: prawie wszyscy
skorzystali z wypuklosci (wzgledem kazdego x;) funkcji
A/H i wywnioskowali, Ze na kostce [a, b]" osiaga ona
maksimum w jednym z wierzchotkéw — mianowicie
tym, gdzie jest jednakowo wiele wystapien a i b; za$ dla
n nieparzystego — gdzie liczby wystapien a i b réznia
sie o 1; ten przypadek to naturalne uogdélnienie zadania
(M. Kasperski, J. Olszewski, T. Wietecha).

Zadanie 783. [N kwadratéw (boki ||, L do ustalonego
kierunku); S — zbiér ich $rodkéw = mozna wyrdznié
pewne kwadraty tak, by kazdy punkt zbioru S lezal

w > 1 oraz < 4 wyrdznionych kwadratach] (WT=3,76;
LPR=2). Oba dobre rozwiazania jak firmowe: Karol
Matuszewski, Janusz Olszewski.

wspélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.


https://pdfs.semanticscholar.org/e645/956801dd058624d9a8ed1c279c62199e53bb.pdf 
https://pdfs.semanticscholar.org/e645/956801dd058624d9a8ed1c279c62199e53bb.pdf 
https://math.stackexchange.com/questions/116236/mean-value-property-with-fixed-radius
https://math.stackexchange.com/questions/116236/mean-value-property-with-fixed-radius
https://math.stackexchange.com/questions/116236/mean-value-property-with-fixed-radius

Prosto z nieba: Zaskakujgco duzo gazu w

Wodér, najpowszechniej wystepujacy we Wszech§wiecie pierwiastek,
wystepuje w dwéch odmianach gazowych: jako gaz atomowy (Hi)
ztozony z pojedynczych atoméw oraz jako gaz molekularny ztozony

z dwuatomowych czasteczek wodoru (Hs).

Jedno z fundamentalnych stwierdzen wspélczesnej
astronomii zaklada, ze gwiazdy powstaja w zimnym
gestym gazie molekularnym. Wszystkie modele
tworzenia i ewolucji galaktyk, ktére przeciez skladaja
sie miedzy innymi z milionéw gwiazd, oparte sa
bezposrednio na tym zalozeniu. Wspierane jest ono
przez obserwacje astronomiczne, ktére wskazuja, ze
galaktyki aktywnie tworzace gwiazdy — zazwyczaj
spiralne o niebieskim kolorze — posiadaja duze zapasy
zimnego gazu molekularnego, przez co szybka produkcja
gwiazd moze by¢ w nich podtrzymywana. Z kolei

w drugiej klasie galaktyk, charakteryzujacych sie kolorem
czerwonym, produkcja gwiazd zanikla i wypelniaja

je jedynie stare gwiazdy, bedace u schytku swojego
zycia. Przez dlugi czas sadzono, ze takie martwe
galaktyki maja tylko znikome ilosci zimnego gazu
molekularnego. Wnioskowano, ze gaz ten zostal zuzyty
w przeszlosci do tworzenia gwiazd lub galaktyka zostala
go pozbawiona w wyniku jakiego$ zdarzenia (np. zjawisk
zwiazanych z wywiewaniem gazu z galaktyki w wyniku
sil plywowych lub niestabilnosci Kelvina—Helmholza),
lub tez kombinacji obu tych efektéw.

Do pelnego obrazu potrzebna jest jeszcze jedna
informacja. Istnieja ewidentne dowody na to, ze
galaktyki tworzace gwiazdy i te wygaste znalez¢é mozna
w bardzo réznych srodowiskach. Galaktyki aktywnie
tworzace gwiazdy zazwyczaj sa odizolowane lub znajduja
sie w bardzo malych grupach, podczas gdy duze,
martwe galaktyki znalez¢ mozna gléwnie w gromadach
galaktyk (liczacych od dziesiatek do setek obiektow).

Ta zalezno$é, pomiedzy morfologia a gestoscia, wskazuje
na kluczows role srodowiska galaktyki w procesie jej
tworzenia i ewolucji. W szczegdlnosci na rolg gestych
gromad galaktyk w procesie ,ttumienia” aktywnosci
gwiazdotwoérczej.

Najwieksze i najbardziej masywne galaktyki mozna
znalez¢ w centrach gromad galaktyk (nazywamy

je galaktykami centralnymi, w przeciwienstwie do
galaktyk ,satelitéw” znajdujacych sie na obrzezach

Niebo w lutym

Luty to pierwszy miesigc z wyraznie wydtuzajacymi sie
dniami i skracajacymi nocami. W ciggu miesiaca, ktory
w tym roku ma 29 dni (2020 jest rokiem przestepnym),
wysokos¢ gérowania Storica zwiekszy sie z 21° do 30°,

w zwigzku z czym czas jego przybywania na niebosklonie
wzrosnie prawie do 11 godzin. Nachylenie ekliptyki do
wieczornego widnokregu caly czas sie poprawia, zas

do porannego — pogarsza, stad obiekty znajdujace sie
na niebie blisko niej i jednoczesnie niezbyt daleko od
Storica sa dobrze widoczne wieczorem i stabo rano.
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s,martwych” galaktykach

gromady). W zaprezentowanej przez Chengpenga
Zhanga w pazdzierniku 2019 roku pracy Nearly all
Massive Quiescent Disk Galaxies have a Surprisingly
Large Atomic Gas Reservoir opisano zaskakujace
obserwacje dotyczace zawartosci gazu w takich wtasnie
galaktykach.

Badacze wyselekcjonowali duza prébke masywnych
galaktyk, o masach rzedu 10'%6 — 10! Mas Storica,
zaobserwowanych w ramach przegladu optycznego
Sloan Digital Sky Survey (SDSS) oraz przegladéw
radiowych The Arecibo Legacy Fast ALFA Survey
(ALFALFA) i The GALEX Arecibo SDSS Survey
(GASS). Jedak zamiast skupiaé sie wylacznie na
typowych centralnych galaktykach eliptycznych, do
swojej probki zaliczyli réwniez rzadkie masywne
centralne galaktyki spiralne nie wykazujace aktywnosci
gwiazdotworczej. Dzigki obserwacjom radiowym uzyskali
dla tych galaktyk pomiary ilosci gazu atomowego (Hy),
ktory w sprzyjajacych warunkach moze sie ochtodzi¢ do
postaci gazu molekularnego (Hz).

Wyniki tych badan bytly zaskakujace: prawie wszystkie
masywne spiralne galaktyki centralne maja niezwykle
duze zapasy gazu atomowego (szczegélnie w poréwnaniu
z masywnymi galaktykami eliptycznymi). Co wiecej
jednak, centralne galaktyki spiralne nie tworzace gwiazd
maja prawie taka sama ilosé gazu, jak te aktywnie
tworzace gwiazdy. Innymi stowy, masywne ciche
galaktyki spiralne sa tak samo bogate w gaz, jak ich
odpowiedniki aktywnie tworzace gwiazdy.

Dlaczego wiec, mimo zapaséw gazu, gwiazdy

w tych galaktykach przestaly powstawaé¢? Brak
aktywnosci gwiazdowej moze sugerowaé, ze istnieja,
mechanizmy powstrzymujace przemiane gazu atomowego
w molekularny lub ze istniejg procesy blokujace
tworzenie sie gwiazd, mimo ze w galaktyce obecny
jest gaz molekularny (lub obie te przyczyny naraz).
PéZniejsze obserwacje zawartosci zimnego gazu

w galaktykach wykluczyly te druga mozliwosé. Wciaz
jednak przyczyny wystepowania pierwszego zjawiska
pozostaja tajemnicy.

Anna DURKALEC

Fakt ten ma znaczenie szczegdlnie dla Ksiezyca blisko
nowiu i obu planet wewnetrznych, ale takze dla innych
cial Ukladu Stonecznego. Mozna sie o tym przekonaé
wladnie w lutym. Ksiezyc zacznie miesiac w I kwadrze
na pograniczu gwiazdozbioréw Wieloryba i Barana,
przypadajacej 2 lutego po godzinie 2 polskiego czasu.
Potem podazy do pelni, a po drodze, w nocy z 3

na 4 lutego, prezentujac tarcze oSwietlong w 68%,
przejdzie przez Hiady, zblizajac sie na mniej niz 4° do
Aldebarana, najjasniejszej gwiazdy Byka. Dwie noce



pézniej Srebrny Glob dotrze do gwiazdozbioru Blizniat,
zwigkszajac faze do 86%. Tej nocy, mniej wiecej od
godziny 3:20 do 4, za ksiezycowsa tarcza zniknie dos¢
jasna gwiazda n Gem. Ksiezyc przejdzie przez pelnie

9 lutego rano, a tego samego dnia wieczorem minie
Regulusa, najjaéniejsza gwiazde Lwa.

Juz od poczatku miesiaca o zmierzchu, kilka stopni
nad zachodnim widnokregiem, niebo ozdabia planeta
Merkury, a dwadzieScia kilka stopni od niej, znacznie
wyzej, niebo rozéwietla bardzo jasna Wenus. Miedzy
nimi znajduje si¢ niewidoczna goltym okiem planeta
Neptun. Pierwsza z planet zbliza sie do swojej
maksymalnej elongacji wschodniej, ktéra osiagnie

10 lutego. Oddali sie wtedy od Storica na ponad 18°

i godzine po zachodzie Slonca zajmie pozycje na
wysokosSci mniej wiecej 6°, prawie doktadnie w polowie
miedzy punktami W a SW widnokregu. Jej jasnosé
wyniesie wtedy —0,5™, érednica tarczy 7", za$ faza
51%. Oczywiscie Merkury jest widoczny nie tylko
wtedy. Planete mozna obserwowa¢ do konca drugiej
dekady lutego. W tym czasie jej jasno$¢ spadnie od —1
do +2,3™, $rednica tarczy urosnie z 6 do 10”, natomiast
faza zmniejszy sie od 83 do 9%. Niestety Ksiezyc
przeszedt przez ten rejon nieba pod koniec stycznia

i powrdci doni juz po zniknieciu Merkurego w zorzy
wieczornej.

Druga planeta wewnetrzna réwniez dazy do swojej
maksymalnej elongacji wschodniej, ktéra osiagnie pod
koniec marca. Przez caly luty planeta jest bez klopotu
widoczna golym okiem, jak tylko skoniczy sie dzien.

W trakcie miesiaca wysoko$¢ Wenus nad horyzontem
godzine po zachodzie Stonca zwigkszy sie od 23° do 30°,
urosnie réwniez jasnosé (z —4,1 do —4,2™) i $rednica
katowa tarczy (z 15” do 19”). Zmniejszy sie za to faza,
z 73 do 63%. Wszystkie te zmiany sa dla nas korzystne,
gdyz tarcza planety przybiera coraz atrakcyjniejsza
postaé. Ksiezyc spotka sie z Wenus 27 lutego. Tego dnia
jego sierp w fazie 14% minie planete w odleglosci 6°.

Planete Neptun mozna prébowaé dostrzec przez
lornetki lub teleskopy tylko w pierwszej dekadzie
miesiaca. Neptun zbliza sie do spotkania ze Storicem
na poczatku marca i mimo duzego nachylenia ekliptyki

tlo nieba szybko stanie si¢ zbyt jasne na jego obserwacje.

W pierwszych dniach lutego okoto godziny 18 zajmuje
pozycje na wysokosci 15°, $wiecac z jasnoscig +7,8™.
Planeta znajduje sie kilkanascie minut katowych na
zachod od gwiazdy 4. wielkoéci ¢ Aqr. W odnalezieniu
Neptuna na pewno pomocna okaze si¢ planeta Wenus,
ktéra 1 lutego potowarzyszy Neptunowi w odlegloéci
6°, lecz do 10 dnia miesiaca oddali si¢ od niego na
ponad 15°.

Wrciaz bardzo dobrze widoczna jest planeta Uran,
wedrujaca przez gwiazdozbiér Barana, okoto 11° na
potludnie od Hamala, najjaéniejszej gwiazdy konstelacji,
choé ona takze zbliza sie do spotkania ze Stonicem

pod koniec kwietnia. Dwie godziny po zachodzie
Stonica, a wiec na poczatku nocy astronomicznej,
planeta zajmuje pozycje na wysokosci 45°, by pod
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koniec miesiaca o tej samej porze zmniejszy¢ ja do

25°. W lutym Ksiezyc spotka sie z Uranem 2-krotnie:

1 lutego przed I kwadra oddalajacy sie juz Srebrny Glob
pokaze sie 7° na wschéd od planety oraz 28 lutego,

gdy jego sierp w fazie 22% przejdzie 5° na potudnie

od niej. W lutym jasno$é Urana wynosi +5,8™ i na
ciemnym niebie mozna probowaé dostrzec go gotym
okiem, ale nawet najmniejsza lornetka znacznie utatwi
jego odnalezienie.

Na niebie porannym coraz wyzej wspina si¢ planeta
Mars, a w drugiej polowie miesiaca dotacza do niej
planety Jowisz i Saturn. Mars w lutym przejdzie

z gwiazdozbioru Wezownika do gwiazdozbioru Strzelca

i do konca miesiaca zblizy sie do planety Jowisz na 11°.
Do tego czasu blask Marsa osiagnie +1,1™, przy wciaz
malej tarczy, o $rednicy 5”. Czerwona Planeta przejdzie
18 lutego miedzy znanymi mglawicami z katalogu
Messiera M8 i M20, zblizajac sie do nich na okolo 40’,
czyli niewiele wiecej od érednicy katowej Stonca czy
Ksiezyca. Tej samej nocy planecie towarzystwa dotrzyma
Ksiezyc, prezentujacy wtedy sierp w fazie 27% okoto

4° na zachéd od Marsa. Dobe pézniej Srebrny Glob
przesunie sie kilkanascie stopni na wschéd i jego sierp
zwezony do 18% oddali si¢ na 8° od Czerwonej Planety,
zblizajac si¢ jednocze$nie na podobna odleglosé do
Jowisza. Prawie doktadnie na linii taczacej Ksiezyc

z Marsem (1,5°, czyli 3 jego $rednice katowe) przez
lornetki powinno dac sie dostrzec znang gromade kulistg
gwiazd M22, o jasnosci obserwowanej +6,5™.

W drugiej czesci miesiaca tuz przed Switem z zorzy
porannej wylaniaé¢ sie beda planety Jowisz i Saturn,
powracajace na poranne niebo po spotkaniach ze
Stonicem na przelomie lat 2019/20. Obie planety

w tym sezonie obserwacyjnym utworza catkiem

ciasng pare o separacji kilku stopni, mieszczac si¢
razem w polu widzenia mniejszych lornetek. Pierwszy
zacznie sie pokazywaé potozony bardziej na zachdd
Jowisz, ale Saturn nie kaze dlugo na siebie czekaé.

W lutym jasnos¢ Jowisza wyniesie —1,9™", przy tarczy

o $rednicy 33”. Saturn $wieci o 2,5™ slabiej, ma réwniez
ponad dwukrotnie mniejsza tarcze. Ksiezyc spotka

sie z planetami zaraz po minigeciu Marsa. Doktadnie

20 lutego Srebrny Glob z sierpem w fazie 11% utworzy
tréjkat prawie réwnoramienny z obiema planetami.
Niestety Srebrny Glob skieruje sie wtedy pod i tak nisko
polozona ekliptyke, co oznacza, ze do jego dostrzezenia
potrzebny jest glteboko odstoniety widnokrag.

W lutym nadal jasna powinna by¢ miryda y Cygni,
ktéra okoto 20 stycznia osiggneta maksimum swojej
jasnosci. Gwiazda znajduje sie niecale 7° na poéinoc

od stynnej gwiazdy podwdéjnej Albireo i zwlaszcza

na poczatku miesiaca jej blask przewyzszy granice
widocznosci gotym okiem. W lutym y Cyg jest wyraZnie
wyzej niz w styczniu. W trakcie miesiaca na dwie
godziny przed wschodem Stonca, a wiec pod koniec nocy
astronomicznej, gwiazda zwiekszy wysokosé z 30° do 40°,
a zatem jej warunki obserwacyjne sa bardzo dobre.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Czy Stonce jest czescig uktadu podwéjnego gwiazd?

Nie. Ale odpowiedZ na tytutowe pytanie to kawalek ciekawej nauki.

Okoto 65 milionéw lat temu masowe wymieranie zniszczylto trzy czwarte
gatunkéw zyjacych wéwcezas na Ziemi. Kataklizm, ktory doprowadzit m.in.

do zaglady dinozauréw, jest widoczny w ukladzie warstw skalnych na tzw.
granicy kreda-paleogen. W warstwie skal odpowiadajacej tej granicy geologicznej
obserwuje sie wysoka zawartos¢ irydu, pierwiastka, ktory jest stosunkowo
rzadki w skatach skorupy ziemskiej, ale wystepuje w znacznie wigkszej obfitosci
w asteroidach. Skojarzenie warstwy irydu z wielkim wymieraniem byto

jednym z argumentéw za hipoteza, ze bylo ono spowodowane uderzeniem

w Ziemig asteroidy o Srednicy kilkunastu kilometrow. Takie zderzenie miatoby
katastrofalne konsekwencje dla ziemskiego klimatu, co z kolei wyjaénitoby
ogromny spadek bioréznorodnosci, wynikajacy z tego, ze wigkszoé¢ gatunkow
nie byla w stanie przystosowac sie do zmienionych blyskawicznie warunkéw.

Chociaz wyginiecie dinozaurdéw jest uwazane za
najbardziej dramatyczne, nie jest ono bynajmniej
wyjatkowe: dane geologiczne jednoznacznie wskazuja
na to, ze biosfera Ziemi do$wiadczyta serii epizodéw
masowego wymierania. Analiza dwunastu tego typu
zdarzen, roztozonych w ciggu ¢wierci miliarda lat,
sklonita niektérych badaczy do wysuniecia hipotezy,
ze wielkie wymierania maja charakter okresowy

i powtarzaja sie mniej wiecej co 26 milionéw lat [1].
Jedna z mozliwoéci, ktéra wyjasnialaby taki stan
rzeczy, byloby istnienie gwiezdnego towarzysza
Stonca, krazacego po wydhuzonej eliptycznej orbicie

i zaburzajacego komety w obtoku Oorta, tak ze sa one
wytracane ze swoich orbit i moga zderzaé¢ si¢ z nasza
planeta [2]. Okres orbitalny 26 milionéw lat tlumaczy
sie jednoznacznie za pomoca trzeciego prawa Keplera
na wielka pétos orbity o dlugosci 88 tysiecy jednostek
astronomicznych. Gdyby gwiazda taka, ktora roboczo
nazwano imieniem greckiej bogini zemsty Nemezis, byta
$wiecacym w podczerwieni brazowym kartem, mogtaby
nie by¢ widoczna za pomocs teleskopdéw optycznych

i pozostaé¢ niezauwazona przez astronomoéw.

Pozostawalo jednak pytanie, czy orbita Nemezis mogta
by¢ stabilna, jesli wzia¢ pod uwage oddzialywanie
grawitacyjne wielkich planet czy innych gwiazd.
Poczatkowo nie bylo to jasne [3] i dopiero niedawno
stwierdzono, ze prawdopodobieristwo wyrzucenia
Nemezis z Ukladu Stonecznego przez oddziatywanie
innych gwiazd w ciagu czasu rzedu wieku Storica jest
praktycznie stuprocentowe [4], a zatem nawet gdyby
kiedys towarzyszyta Stonicu, nie powinno jej juz byé

w jego poblizu.

Osobna sprawg bylo obserwacyjne poszukiwanie Nemezis.

Pierwsze kroki w tym celu poczynil zesp6t pod wodza
péZniejszego laureata Nagrody Nobla z fizyki, Saula
Perlmuttera, kluczowe jednak byty obserwacje w zakresie
podczerwonym wykonane przez zespoly IRAS i 2MASS.
Wszystkie one przyniosty wyniki negatywne. Co wiecej,
zaczeto takze kwestionowaé okresowosé wielkich
wymieran, co sprawilo, ze hipoteza Nemezis stala sie

po prostu niepotrzebna.

Trudne do wyttumaczenia ruchy komet w obtoku Oorta
sktonity jednak astronoméw do ponownego rozwazania
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mozliwych towarzyszy Storica. Zamiast brazowego karta
zaproponowano planete podobng do Jowisza [5]. Okazalo
sie jednak, ze i taki obiekt jest w praktyce wykluczony
przez obserwacje w zakresie podczerwonym wykonane
kilka lat temu przez zesp6t WISE.

Postep w badaniach krancéw Ukladu Stonecznego
przynosi tymczasem wciaz nowe zagadki, do rozwiazania
ktorych postuluje sie istnienie nowych cial niebieskich.
Przeprowadzone w ostatnich latach obserwacje odlegltych
planet kartowatych wskazuja na to, ze maja one
wydtuzone, eliptyczne orbity lezace w przyblizeniu

w tej samej plaszczyznie, a wielkie poétosie tych elips
ulozone sa w tym samym kierunku. Taka konfiguracja
bylaby mozliwa do wyjaénienia dzigki obecnosci daleko
za, orbitg Neptuna jeszcze jednej planety o masie okoto
pieciokrotnie wiekszej od Ziemi. Niektorzy badacze

o bujnej fantazji zaproponowali nawet, ze nie musiataby
to by¢ planeta — wystarczytaby pierwotna, tzn.
wytworzona w poczatkach historii Wszech$wiata, czarna
dziura, mieszczaca cala te mase w kuli o promieniu kilku
centymetrow [6].

To ile mamy planet w Ukladzie Stonecznym?
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Kochajcie trygonometrie, dziewczeta
Barttomiej BZDEGA

Trygonometria, z zupelnie niezrozumialych dla mnie powoddéw, bywa uznawana
za brzydka metode rozwiazywania zadan olimpijskich. Niestety skutkuje to
tym, ze mlodziez mniej chetnie uczy sie tego waznego dzialu matematyki.

By¢ moze znalezienie odcinka, ktérego dorysowanie natychmiast rozwiazuje
problem, jest nieco bardziej eleganckie niz stosowanie twierdzenia sinuséw, ale
nie ma gwarancji, ze taki odcinek zdazymy w czasie zawodow znalezé. Dlatego
warto w swym arsenale mie¢ dodatkowe narzedzia, ktére, cho¢ bardziej toporne,
w niektoérych warunkach sa nieco pewniejsze.

W ponizszych twierdzeniach uzywamy standardowych oznaczen: niech «, 3, v
bedg miarami katéw przy wierzchotkach odpowiednio A, B, C tréjkata ABC,
za$ a, b, ¢ — dtugosciami bokéw naprzeciw nich. Przez R oznaczamy promien
okregu opisanego na tym tréjkacie.

Twierdzenie sinusow: <% = <2 = -
sin 3 sin -y

sin o

=2R.

Twierdzenie cosinuséw: c? = a® + b?> — 2abcos~y (analogicznie a? i b?).

Pole tréjkgta: [ABC] = Zabsiny = Lbcsin o = Scasin 8.

Nie bedziemy wymieniaé¢ tu wzoréw redukcyjnych ani innych tozsamosci
trygonometrycznych. Czytelnik, jezeli jeszcze nie zapoznal sie z nimi na lekcji
matematyki w szkole Sredniej, znajdzie je w tablicach matematycznych.

Na koniec dwie uwagi do twierdzenia sinuséw. Wynika z niego réwnosé
proporcji 3 = :Eg (i dwie analogiczne), wigc mozemy plynnie przechodzié

pomiedzy dlugosciami bokéw i sinusami katow tréjkata. Ponadto do korzystania
z twierdzenia sinuséw wcale nam tréjkata nie potrzeba, gdyz taczy ono dlugosé

d cieciwy okregu, ktéra wyznacza kat wpisany 9, z promieniem R tego okregu:

d _
sind 2R.
Zadania

1. Wykazaé, ze dla réwnolegloboku ABC'D zachodzi réwnosé
|AB|*> + |BC|* + |CD* + |DA|* = |AC|* + |BD|*.
2. Punkt P lezy na boku AB trdjkata ABC. Niech |BC|=a, |CA| =0, |AP| =
x i |BP| = y. Dowieéé, ze |CP|* = arziiij — zy (twierdzenie Stewarta).
3. Ustalmy polproste pq, pp, pe 1 pg, majace wspolny poczatek P, ktore zostaly
podane w kolejnoéci antyzegarowej. Prosta ¢ przecina je odpowiednio

. . » . . |AC|-|BD
w punktach A, B, C'i D. Dowiesé, ze wartos¢ wyrazenia %

nie zalezy
od wyboru prostej £ (niezmienniczo$é dwustosunku).

4. Dany jest prostokat ABC'D. Punkty K i L leza odpowiednio na odcinkach
BC i CD, przy czym tréjkat AKL jest rownoboczny. Dowie$é, ze suma pél
tréjkatow ABK i ALD jest réwna polu tréjkata CLK.

5. Czworokat ABCD wpisany jest w okrag. Na tym okregu lezy punkt P.
Udowodnié, ze iloczyn odleglosci punktu P od prostych AB i C'D jest réwny
iloczynowi odleglosci punktu P od prostych BC' i DA.

6. Punkty P, Q, R leza odpowiednio na bokach BC, C A, AB trojkata ABC.
Spelnione sa nastepujace réwnosci:

|AR| = |[RP| = |PC|,
Wykazaé, ze |AC| + |BC| = 2|AB|.
7. W pieciokacie wypuklym ABCDFE zachodza nastepujace rownosci:
|AB| = |BC| = |CD|, |AE| = |EB| = |BD|, |AC| = |CE| = |ED|.
Wyznaczy¢ miary katéw tego pieciokata.

8. W trékjacie ABC, wpisanym w okrag o srodku O, kat przy wierzchotku C
jest rozwarty oraz zachodzi réwnosé |AC| + |BC| = 2|CO|. Odcinki AB i CO
przecinaja sie w punkcie D. Dwusieczne katow ACD i BC'D przecinajg
odcinek AB w punktach odpowiednio P i Q. Dowie$é, ze punkt D jest
srodkiem odcinka PQ.

|BR| = |RQ| = |QC.
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