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Rozwigzanie zadania F 1008.
Strumien ciepla I potrzebny do tego,
zeby miedzy powierzchniami plyty
utrzymywala sie stata réznica
temperatur AT, jest proporcjonalny
do AT i odwrotnie proporcjonalny do
grubosci plyty d:

I =X—.
d
Przy zadanej wartosci I = 121 Wm
réznica temperatur wynosi wigc:

AT = Id/\ ~ 0,03 K.

-2

Promieniowanie cieplne przenosito taki sam
strumien ciepta miedzy powierzchniami ciat
szarych (patrz rozwiagzanie zadania F 1007

na str. 21), gdy réznica ich temperatur

wynosita AT = 320 K—295 K = 25 K. Przy

tej samej réznicy temperatur wydajnosé

wymiany cieplta poprzez promieniowanie

bardzo szybko rosnie ze wzrostem
temperatury — proporcjonalnie do T3.

Prywatnos¢ w morzu danych
Wojciech CZERWINSKI

Jak dobrze wiemy, zyjemy w wyjatkowym okresie w dziejach, w ktérym dostep
do informacji jest niestychanie tatwy, i w zasadzie z roku na rok utatwienia

w tym zakresie zwigkszaja sie. Z pewnoécia tym bardziej zwigksza si¢ one

w biezacym roku — 2020. Podobnie jest z iloécia danych, zbieramy ich coraz
wiecej. Gromadzimy olbrzymie ilosci zdjeé¢, muzyki, filméw, ale réwniez i innych
danych, takich jak teksty, wszelkiego rodzaju informacje o ruchu w sieci itd.
Przykladowo w ciagu kazdej minuty na serwis YouTube wrzucanych jest okolo
500 godzin filmow. Powstala nawet dziedzina badan zajmujaca si¢ analiza
duzych danych, zwana z angielska Big Data. To wlasnie zwigkszajaca sig¢
dostepnoé¢ do duzych danych oraz zwigkszajaca sie moc obliczeniowa procesordw
pozwolily na fantastyczny rozwdj sztucznej inteligencji w ostatnich latach. Dzieki
danym jestesmy Swiadkami rewolucji w podejsciu do wielu probleméw. Na
przyktad dawniej probowano dokonywaé automatycznego tltumaczenia tekstow,
bazujac na gramatycznej dekompozycji zdan. Teraz Google Translate robi to
zupelnie inaczej. Korzysta z duzej bazy tekstéw, ktére sg juz przettumaczone na
rézne jezyki. Dysponujac wieloma tekstami, ktore zna zaréwno w polskiej, jak

i angielskiej wersji, uzywa metod sztucznej inteligencji, zeby okresli¢, ktére frazy
odpowiadaja ktérym frazom w drugim jezyku.

Dostepnos$é duzych danych w potaczeniu z metodami ich analizy, m.in.
statystyka oraz sztuczna inteligencja, moga bardzo przyda¢ sie ludzkosci.
Nietrudno sobie wyobrazié¢, ze mozna w ten sposob uzyskaé chocby postepy

w medycynie, na przyklad usprawniajac metody analizy obrazdéw, lub zrozumieé
lepiej sposéb, w jaki my ludzie funkcjonujemy w $wiecie i komunikujemy sie
miedzy soba. Problem w tym, ze takie dane dotycza konkretnych oséb i czasem
sa to dane wrazliwe. Zapewne nie bylibyémy zadowoleni, gdyby precyzyjne
informacje o naszych chorobach i tym, z kim i o czym doktadnie ostatnio
rozmawialiSmy, staly sie nagle publicznie dostepne. Powstaje wiec pytanie: jak
korzystaé¢ z danych prywatnych oséb, aby ta prywatnosé nie zostala narazona na
szwank?

Problem ten sktada sie w zasadzie z dwoch pytan: 1) jak przechowywaé dane,
by nie zostaly one odczytane lub skradzione przez niepowoltane osoby? oraz
2) jakie analizy przeprowadzaé na danych, zeby opublikowanie nawet jedynie
wynikéw tych analiz nie ujawnito prywatnych informacji? Nie bedziemy sie
tu zajmowaé pytaniem 1, odpowiedzi w tym obszarze dostarcza klasyczna
kryptografia. Zajmiemy si¢ natomiast pytaniem 2 i zobaczymy, ze odpowiedz
na nie jest dalece nieoczywista.

Warto przyjrzeé sie jakiemus przykladowi, zebySmy dobrze zrozumieli, na

czym polega problem. Rozwazymy przyklad wziety z rzeczywistosci: firma
Google zbiera dane na temat korkéw samochodowych powstajacych w duzych
miastach. W tym celu §ledzi m.in., gdzie i jak ja jezdze, w szczegdlnosci,

o ktérej danego dnia jechalem do pracy, o ktérej z tej pracy wyszedtem, dokad
pojechatem itd. Mozemy sobie wyobrazié, ze firma Google nie tylko chce zbieraé¢
proste informacje o tym, ze gdzies czesto sa korki, a gdzie$ ich nie ma, ale moze
chcialaby tez wiedziec:

e Ile czasu srednio dziennie spedzaja w korkach kobiety przed trzydziestka, a ile
mezczyzni po szesédziesiatce?

e Czy te same samochody stoja w korkach w rézne dni tygodnia, czy moze jest
jakas réznica pomiedzy poczatkiem tygodnia a koncem?
Czy osoby mieszkajace w danej okolicy radza sobie lepiej w korkach
powstajacych w tej okolicy i jedli tak, to jak bardzo?

A dodatkowo Google z pewno$cia chce odpowiedzi na te pytania moc
upublicznié¢. Nietrudno zgadnaé, ze zbyt szczegdélowe pytania tego rodzaju
moglyby ujawni¢ czyjas prywatno$é. Przykladowo opublikowanie odpowiedzi
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na pytanie: Ile czasu w korkach w okolicy Mokotowa
spedzaja informatycy pracujacy w Redakcji Delty?

z pewnoscia narusza prywatnosé. A by¢é moze z wielu
pytan o korki: w okolicy Wydziatu MIM, w dzielnicy
Mokotéw, przed spotkaniem kolegium Delty itd., mozna
by wywnioskowa¢ prawdopodobng odpowiedZ na
poprzednie pytanie. A zatem przy publikacji informacji
musimy by¢ rzeczywisdcie uwazni.

Czesé Czytelnikow moze pomysle¢ w sposob, ktéry

jest do$¢ powszechny: to zaden problem, wystarczy po
prostu usungé¢ informacje, o kim sa te dane. Niestety,
nie jest tak prosto, juz powyzszy przyktad co nieco

o tym moéwi. Nie wystarczy usunaé informacji, ktére
jednoznacznie identyfikuja dana osobe, takich jak
powiedzmy imie, nazwisko, pesel, numer dowodu itd.
Wiele innych danych przekazuje sporo informacji o nas,
takich jak na przyktad kod pocztowy, data urodzenia
czy nawet tylko rok urodzenia. Okazuje sie, ze bardzo
wiele 0s6b mozna jednoznacznie zidentyfikowaé za
pomocy trzech informacji: wlaénie daty urodzenia, kodu
pocztowego i plci. Zeby wiec zanonimizowaé¢ dane, trzeba
by usunaé¢ ktéras z tych danych. Niestety podobnych
zestawdw informacji moze by¢ wigcej, wiec nalezaloby
pousuwaé wiecej danych. A wtedy mogloby sie okazaé,
ze to, co nam zostalo, nie wystarcza do przeprowadzenia
analizy, ktora zaplanowalismy. W skrécie: nie tedy droga,
a przynajmniej nie tedy wiedzie optymalna droga.

Zastanawiamy sie juz dlugo, jak by tu zachowaé
prywatnosé poszczegolnych oséb, ale nie ustaliliémy
precyzyjnie, co w zasadzie oznacza, ze raport z pewnej
analizy zachowuje nasza prywatnos¢. Zaproponujemy
definicje, ktora wydaje sie dobrze dzialaé. Jej znalezienie
okaze si¢ dalece nieoczywiste. Pierwsza préba moze

by¢ taka: (1) raport zachowuje moja prywatnos$é, gdy
czytajacy nie dowie sie o mnie niczego. Wydaje sie to
jednak zbyt szeroka definicja. Ufoludek dowiadujacy sie,
ze $rednia liczba rak wéréd ludzi zamieszkujacych Ziemie
wynosi 1,9999, dowie sig, ze ja najprawdopodobniej mam
dwie rece. Intuicyjnie rzecz biorac, moja prywatnos¢ nie
zostala jednak ujawniona w ten sposob, bo prywatne
wydaja sie raczej te informacje, ktore odrézniaja

mnie od innych oséb, a nie te, ktore sa prawdziwe

dla wszystkich ludzi. Moze wiec powinniSmy raczej
powiedzieé, ze: (2) raport zachowuje prywatnosé, jesli
odpowiedz na dowolne pytanie bedzie doktadnie taka
sama, gdy ja zostane w nim uwzgledniony i gdy zostane
pominiety. Dos¢ latwo jednak zauwazy¢, ze kazdy taki
raport jest zupelnie bezwartosciowy. Jesli pominiecie
jednej osoby nigdy niczego nie zmienia, to pominiecie
wszystkich oséb bioracych udzial w badaniach tez

nigdy niczego nie zmienia. Czyli takie wymaganie jest
zbyt mocne. Zeby proponowane pojecie mialo sens,
musimy wymaganie co do prywatnoéci nieco ostabié.
By¢ moze wystarczy, jezeli powiemy, ze: (3) raport
zachowuje prywatno$é, jesli odpowiedz na dowolne
pytanie zmieni sie jedynie bardzo niewiele w zaleznosci
od tego, czy ja bede uwzgledniony. Ta definicja wydaje
sie w porzadku, ale zaraz zobaczymy, ze zadajac
odpowiednio pytania, mozna ujawnié¢ czyje$ prywatne
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dane. Powiedzmy, ze zostala przeprowadzona ankieta
wsrdéd 1000 oséb, w ktorej kazda z tych oséb podala
swoje miesieczne dochody. Nastepnie podane zostaly
dwie liczby: érednia dochodéw wszystkich oséb bioracych
udzial w ankiecie X oraz $rednia dochodéw wszystkich
0s6b oprocz autora tego artykutu Y. Jedli ja w ogdle

nie bralem udzialu w ankiecie, to oczywiscie X =Y.
Jesli jednak bralem udzial w ankiecie, to wplyw moich
dochodéw na liczbe X jest niewielki, a na liczbe Y

w ogdble zaden. Jednakze (o ile bralem udzial w ankiecie)
mozna latwo odtworzy¢ moje dochody, ktore sa rowne
1000X — 999Y. Wida¢ wiec, ze ujawnianie dokladnych
wynikéw jest niebezpieczne, nawet jeéli moj wpltyw na
nie jest bardzo maly, bo zadajac kilka pytan, mozna
odtworzy¢ prywatne dane. Musimy jakos uniknaé¢ tego
przykrego efektu, w ktérym dwie ankiety, pozornie
ujawniajace niewiele informacji o nas, sumarycznie
ujawniaja ich bardzo duzo. Odpowiedzia jest wiec
podawanie danych przyblizonych — uzyjemy do tego celu
losowoéci. A zatem ostateczna propozycja to: (4) raport
zachowuje prywatnos¢, jesli odpowiedz na kazde pytanie
TAK / NIE bedzie z duzym prawdopodobieristwem
taka sama, jesli ja wezme udziat w badaniu i jesli nie
wezme w nim udzialu. Okazuje si¢, ze jest to wlasciwe
sformutowanie. A moze nie tyle wlasciwe — bo jak
wladciwie mozemy o tym rozstrzygaé¢ — co takie, ktére
ma eleganckie wlasnosci teoretyczne i dobrze sprawdza
si¢ w praktyce.

Propozycja ta zostala wysunieta w artykule Dwork,
McSherry’ego, Nissima i Smitha: Calibrating Noise to
Sensitivity in Private Data Analysis opublikowanym

w 2006 roku. Za prace te i wprowadzone w niej

pojecie prywatnosci réznicowej (differential privacy)
autorzy otrzymali w 2017 roku Nagrode Godla,
najbardziej prestizowsa nagrode przyznawang

w informatyce teoretycznej. Powyzej staralem sie
przekazaé pewne intuicje, ktore mogty doprowadzié

do takiej wtasnie definicji. Teraz przyjrzyjmy sie
samemu pojeciu. Niech ¢ € RT bedzie dodatnig liczba
rzeczywista, a A algorytmem randomizowanym

(tj. uzywajacym losowosci), ktéry dla bazy danych D
zwraca odpowiedz A(D), nalezaca do zbioru wszystkich
mozliwych raportéw S. Powiemy, ze algorytm A jest
e-réznicowo-prywatny, jeéli dla dowolnych dwoéch baz
danych D; oraz Do, ktore réznia sie jednym elementem
(np. danymi jednej osoby), oraz dla dowolnego zbioru
mozliwych wynikéow T' C S zachodzi

PLA(D;) € T] < ¢ - PA(D) € T},

gdzie przez P[X] oznaczamy prawdopodobienistwo
zdarzenia X. Przypomnijmy, ze dla malych ¢ > 0
wartosé e jest bardzo bliska 1 + €. Zauwazmy tez, ze

ta sama nieréwnos¢ zachodzi, gdy zamienimy D; i Do
miejscami, wiec intuicyjnie mozemy mysleé, ze liczby
P[A(D;) € T] oraz P[A(D2) € T] sa réwne z dokladnoscia
do czynnika 1 + €.

Dobrze, ale dlaczego pojecie e-prywatnoéci
roznicowej zostato az tak bardzo docenione? Jest to
bardzo dobra miara iloéci ujawnionej prywatnosci,



w domysle wladnie €. Zauwazmy, ze spelnia ono nasze
wymaganie (4). Istotnie, baza danych D bez moich
danych oraz baza danych D’, ktéra powstala przez
dodanie do bazy danych D moich danych, réznig

sie jedynie jednym elementem. Dowolne pytanie

na temat bazy danych D, na ktére odpowiedz jest
TAK lub NIE, musi tak naprawde by¢ postaci: czy
nasz raport A(D) nalezy do wyrdznionego zbioru
raportéw T' C S. A wiec, istotnie, dla kazdego pytania
prawdopodobienistwo odpowiedzi TAK tylko nieznacznie
sie zmieni (maksymalnie o okolo €) w zaleznosci od tego,
czy ja bede uczestniczyl w badaniu, czy tez nie. Pojecie
prywatnosci réznicowej unika przykrej wtasnosci, ktora
miala definicja z punktu (3). Mianowicie jesli zrobimy
kilka badan dobrze zachowujacych prywatnosé, to
sumarycznie ujawnia one réwniez niewiele prywatnosci.
Fatwo udowodnié, co polecamy Czytelnikowi, ze

jesli stworzymy n badan, o prywatnoéci réznicowej
odpowiednio €1, €9, ..., &y, to sumarycznie to badanie
bedzie mialo prywatnosé réznicowa nie wigksza niz
Yo, €. Czyli intuicja méwiaca o tym, ze algorytm
e-roznicowo-prywatny ,,ujawnia € prywatnosci”; jest
dobra — ta miara sie sumuje. Oprécz innych zalet

tego pojecia by¢ moze najwazniejsza jest to, ze mozna
stosunkowo latwo zaprojektowaé system, ktory je
realizuje. Idea jest bardzo naturalna, po prostu do
wyniku zapytania na prawdziwej bazie danych dodaje
sie losowy szum i dopiero ten zaszumiony wynik sie

Po6t szklanki mocnego kodu

publikuje. Jest wiele réznych mechanizméw realizacji
tego pomystu, bo np. warto inaczej traktowaé zapytania
A(D) zwracajace liczby rzeczywiste, a inaczej takie,
ktére przyjmuja tylko skonczenie wiele mozliwych
wartosci. Najbardziej znany mechanizm nazywa

si¢ mechanizmem Laplace’a i dobrze zachowuje sie

w sytuacji, gdy A(D) przyjmuje wartosci rzeczywiste

z pewnym rozkladem ciaglym. Do wyniku dodaje si¢

w nim zmienna o rozkladzie Laplace’a Lap(A): jesli

X ~ Lap()), to gesto$é zmiennej X wyraza sie wzorem
gx(z) = %6_%. Zainteresowanego Czytelnika zachecam
do zglebiania szczegdtéw. Mimo Ze pojecie prywatnosci
réznicowej jest stosunkowo nowe, to w Internecie mozna
o nim znalez¢ wiele wartosciowych informacji.

Na koniec warto powiedzieé, ze pojecie prywatnosci
réznicowej bardzo szybko zdobywa popularnosc.

Juz teraz wielkie firmy technologiczne, takie jak
Google, Apple, Microsoft czy Facebook, zaczynaja go
uzywaé¢ w swoich zastosowaniach. Przykladowo Google
stosuje prywatnos¢ réznicowa przy analizie zlosliwego
oprogramowania w przegladarce Chrome i korkéw

w duzych miastach w aplikacji Maps, a Apple przy
analizie uzycia emotikonéw w réznych kontekstach oraz
stow niewystepujacych w stowniku. Wiele uniwersytetéw
dodaje do swoich kurséw materialy na ten temat.
Calkiem prawdopodobne, ze jesteSmy w przededniu
duzego sukcesu tego pojecia.

Koniec swiata

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Piotr KRZYZANOWSKI*

W czasach niepewnosci, wielkich zmian, kryzyséw ludzie wigcej mysla

o sprawach ostatecznych. Czy to nie zbliza sie koniec cywilizacji, a moze nawet
catego Swiata? W dawnych czasach dobrym wzorem ladu i uporzadkowania

byl Kosmos w dostatecznie duzej skali. No bo przeciez nie Ziemia, ze swoja
przyziemna nieprzewidywalnoscig — ale juz jej wspélna podroz z Ksiezycem
wokét Stonca, od ,zawsze” taka sama, moglaby stanowi¢ jaki$ punkt odniesienia.
Albo jeszcze lepiej: popatrzmy na caly Uklad Stoneczny! Czy jego leniwie

Pod koniec XIX wieku krol Szwecji

i Norwegii ogtosil z okazji urodzin
konkurs na rozwiazanie zagadnienia ruchu
planet. Konkurs wygrat 35-letni Henri
Poincaré. Jednak w jego pracy, ktéra

w migdzyczasie opublikowano, tkwil
powazny blad. Gdy sie¢ zorientowal,
wykupil caly jej naklad — co kosztowalo
go wiecej niz krélewska nagroda. Za to
poprawiona wersja artykulu potozyta
podwaliny teorii chaosu.

Errata.

W wydrukowanej wersji artykulu
omylkowo zamiast 750 podalismy liczbe
milion, za co przepraszamy! Redakcja).

W naszym przypadku N = 10: Storice
plus osiem planet (w tym Ziemia) i,
z sentymentu, Pluton.

przemierzajace przestrzen planety sa oaza spokoju, przewidywalnosci

i stabilnosci — jesli nie na wiecznos$é, to moze przynajmniej na miliony, lub
lepiej miliardy, lat? Jak trudno rozstrzygnac¢ to pytanie na gruncie matematyki,
przekonal si¢ sam wielki Henri Poincaré. Ale od czego sa komputery. ..
zwlaszcza ze praktycznie sprawa jest bardzo prosta: nalezy zbadaé trajektorie
ruchu planet w interesujacym nas okresie. Skoro planety poruszajg sie w prézni,
na ich ruch ma wplyw jedynie sila grawitacji ze strony pozostatych cial: przede
wszystkim Stonca, ktérego masa jest okoto 750 razy wieksza od lacznej masy
wszystkich planet.

W najprostszej sytuacji — gdy jest tylko Slonice, o masie mq, i jedna planeta,
0 masie my, — przyciagaja sie one z sita grawitacji o wartosci
F=gfm2 ~2m2 ,
r
dzialajaca wzdluz taczacego je promienia dlugosci r. W ogdlnym przypadku, gdy
mamy do czynienia z zagadnieniem N cial, jest analogicznie: wypadkowa sita
dzialajaca na i-te cialo bedzie suma sil przyciagania go przez pozostale.
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Orbity Ziemi (pomaranczowa)
i Merkurego przez najblizsze 15 lat. Obie
planety oddalaja si¢ od Storica, a na
koniec Merkury jest nawet dalej niz
Ziemia!

00 i i — |

0 5 .. 45

Wycinek zmian odlegtosci od Stonca
wzgledem odleglosci poczatkowej przez
najblizsze 50 lat: Merkury — linia
kropkowana, Ziemia — pomaranczowa,
Jowisz — czarna. Tylko Jowisz nie
opuszcza orbity

50

Poniewaz, jak pamietamy z lekcji fizyki, przyspieszenie jest proporcjonalne do
- U z
sity, F' = m - @, a przeciez przyspieszenie @ = — i podobnie v = AL to mnozac
te rownosci przez At dostajemy uklad réwnan
AZ; = At - T,
A’Jz = At . 237&1 Fij/mi,
Poniewaz AZ = F1oVe — gstare j podobnie A7V = 77O — 513 4 sila przyciggania
F;; pomiedzy cialem i-tym a j-tym zalezy wtadnie od &; i &;, to powyzsze jest
zamknietym ukladem 2N réwnan (wektorowych w przestrzeni tréjwymiarowej),
ktére wystarczy rozwiazac, na przyklad takim oto algorytmem:

'fi nowe __ fl stare + At - 1—)‘1 stare’

— nowe __ 7 stare . ﬂ_ . stare .

U; =7; + At Zj#- F;j /m;.
Rzeczywiscie, znajac stare wartosci predkosci i polozenia wszystkich cial,
mozemy na ich podstawie wyznaczy¢ z powyzszego wartosci nowe, tzn. po
czasie At. Okazuje sig, ze wyprowadzona przez nas metoda to nic innego,

jak znany i popularny schemat Eulera. O tym, ze wspaniale radzi sobie
np. w modelowaniu choréb zakaznych, mozna bylto przeczyta¢ w Delcie 5/2018.

dlai=1,...,N.

Naszym celem bedzie teraz zbadanie, czy Ukltad Stoneczny nie rozpadnie sie
przez, powiedzmy, najblizsze 10 tysiecy lat — w ludzkiej skali to dostatecznie
dlugi czas. Masy oraz dzisiejsze poczatkowe potozenia i predkosci wszystkich
obiektow pobierzemy ze strony internetowej NASA| dotyczacej projektu
Horizons. Przy tak dtugim czasie symulacji uzyjemy niesamowicie krétkiego
kroku czasowego, At = 2 godz., i bardzo szybkiego komputera. Fani rubryki
o mocnym kodzie wybacza mi, ze jedynie w pseudokodzie naszkicuje sedno
powyzszego algorytmu (prawdziwa implementacje, z ktorej pochodza obrazki,
zrobilem w MATLAB-ie):

Schemat Eulera:
t =0; T = 500 lat; dt = 2 godziny;
x = (*..pofozenia poczatkowe..*); v = (*..predkosci poczatkowe..x),

whilet < T
F = sita_wypadkowa(x);

X = X + dtxv;

v = v + dt*F;

t =1t + dt;
end

Co wynika z przeprowadzonych symulacji? Wiesci sa nad wyraz
niepokojace. Z wykresu obok wynika, ze jeszcze w obecnym stuleciu Merkury
zostanie wytracony ze swojej orbity!

Co gorsza, symulacja przewiduje, ze podobny los czeka Wenus i Ziemie: zaledwie
za 30 lat promien naszej orbity wzro$nie dwa razy — co spowoduje, ze bedzie

do nas dociera¢ 8 razy mniej energii ze Slonca. Nic nie pomoze, nawet globalne
ocieplenie: nasza planeta zacznie zamarzaé. Za mniej niz 500 lat Ziemia znajdzie
sie 10 razy dalej od Stonica, a to juz oznacza catkowity i nieodwotalny koniec...
Tylko odlegte planety—olbrzymy: Jowisz, Saturn, Uran i Neptun przetrwaja ten
kataklizm.

Czy to prawda? Czy rzeczywiScie jeszcze za naszego zycia czekaja nas tak
dramatyczne wydarzenia? Dlaczego tak musi sie sta¢? Przyjrzyjmy sie
otrzymanym rozwiazaniom raz jeszcze, ale z innej strony — i zastandéwmy sie, czy
czasem nie zostaliSmy oszukani. Na wykresach na nastepnej stronie mozemy
zobaczy¢, jak bardzo wraz z uplywem czasu calkowita energia ukladu odchyla
sie od wartosci poczatkowej.

Okazuje sig, ze schemat Eulera, ktory przeciez tak dobrze sprawdza sie w wielu
innych sytuacjach, tutaj napotyka powazny problem: w sposéb sztuczny pompuje
do ukladu energie, ktérej juz po kilkudziesigciu latach przybywa kilka procent!
Jasne wiec, ze wiele cial tego nie wytrzymuje i urywa si¢ z orbit — tyle, ze
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Wzgledna zmiana energii catkowitej uktadu w czasie. Od lewej: schemat Eulera (1% juz po 50 latach), symplektyczny schemat Eulera (10’3 przez

50 tysiecy lat), schemat Verleta (10™* przez 50 tysiecy lat)

Ten schemat odkryla Abby Aspel.
Sprawdzajac, czy nie pomylila sie
w programowaniu metody Eulera,
zmienita kolejnosé instrukcji w petli!

Trajektorie wszystkich planet przez
koricowe 70 lat z symulacji schematem
Verleta obejmujacej 50 tysiecy lat.
Kropkowang linig zaznaczono orbite
Plutona (ktéra i teraz jest az tak
ekscentryczna). Pomaranczowa kropka
w $rodku to orbita Ziemi

jest to wylacznie artefakt symulacji: w konicu prawdziwe planety zasada
zachowania energii przeciez obowiazuje. Problem nierespektowania fizycznych
zasad zachowania dotyczy nie tylko schematu Eulera, ale tez wielu innych
popularnych metod numerycznych wyznaczania trajektorii uktadéw
dynamicznych. Na przyklad znana i lubiana metoda RK4, duzo doktadniejsza
od Eulera, tez cierpi na podobng chorobe: w niej z kolei energia powoli, ale

nieublaganie... znika.

Z drugiej strony, zgodnie z teoria zbieznoéci schematu Eulera, wystarczy
dostatecznie zmniejszy¢ At, by z dowolng zadana dokladnoscia uzyskaé
rozwiazanie. Jednak w moim przypadku zmniejszenie At do minut lub — byé
moze — sekund nie wchodzi w gre z prozaicznych powoddéw: nie mam az tak

szybkiego komputera!

Jest jednak promyk nadziei: mozna ulepszy¢ schemat Eulera jednym
subtelnym ruchem reki — i nie jest to gest siegania po karte kredytowa w celu
kupna nowego komputera. Wystarczy po prostu zmienic¢ kolejno$¢ dwdoch

instrukcji w petli, o tak:

Symplektyczny schemat Eulera:

t = 0; T =500 lat; dt = 2 godziny;

x = (*..pofozenia poczatkowe..*); v = (*..predkosci poczatkowe..x),

whilet < T
F = sita_wypadkowa(x);
v = v + dtxF;
X = X + dt*v;
t =1t + dt;
end

Jak wida¢ na srodkowym wykresie na gérze strony, tym razem energia nie jest co
prawda idealnie zachowana, ale przynajmniej oscyluje wokol pierwotnej wartosci.
Orbity uzyskane w ten sposéb przez tysiace lat trzymaja fason i nie rozwijaja
sie w dramatyczne spirale. Jeszcze lepsza — i jednocze$nie dokladniejsza — jest
metoda leap—frog, zwana tez schematem Verleta.

Wykres obok pokazuje, ze w jej
przypadku odchylenie nie przekroczyto
jednej dziesieciotysiecznej na
przestrzeni 50 tysiecy lat!

I tym sposobem, po zmianie schematu
na symplektyczny schemat Eulera

(a tym bardziej na metode leap—frog),
Swiat zostal uratowany: przez
kolejne dziesiatki tysiecy lat — jak

na rysunku obok — ruch planet jest
uspokajajaco cykliczny, jak w zegarku.
Uktad Stoneczny trzyma sie stabilnie!

Moze wiec nie bedzie tak zle?
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Wycinek zmian odleglosci od Storica wzgledem
odlegtlosci poczatkowej przez najblizsze

50 tysiecy lat, obliczony schematem Verleta
z At = 10 dni. Merkury — linia kropkowana,
Ziemia — pomaranczowa, Jowisz — czarna.
Tym razem wszystko przebiega cyklicznie, jak
w zegarku



II zasade¢ dynamiki mozna zapisac
w formie:

Lo~
F =ma,
co przy zalozeniu, ze predkosé jest
skierowana wzdluz osi z, mozna rozpisaé
jako:

Fy my> 0 0 az
Fy, | = 0 mvy O ay | -
F, 0 0 my a.

Masa relatywistyczna
Barttomiej KAMINSKI

Jedna z konsekwencji teorii wzglednosci Einsteina jest wzrost bezwladnosci ciat
w ruchu. W skrécie, im szybciej porusza si¢ cialo, tym trudniej jest zmienié¢
jego predkoéé. Poniewaz wielkoScig bedaca miara bezwladnosci w fizyce jest
masa, kuszacym pomystem jest, aby ttumaczy¢ ten efekt wzrostem masy wlasnie.
Wiele materialow dotyczacych Szczegdlnej Teorii Wzgledno$ci wprowadza wobec
tego podzial na ,mase spoczynkowa”, czyli mase, ktérg cialo ma w bezruchu,

i ,mase relatywistyczna”, czyli mase ciata w ruchu, wieksza od spoczynkowe].
Tradycyjnie mase spoczynkowa oznacza si¢ wtedy mg, a masa relatywistyczna m

wyraza si¢ wzorem:
Mo

,/1—?

Wprowadzenie tych poje¢ ma pewne przyjemne konsekwencje dla estetyki
rownan teorii wzglednosci. Na przyktad energia wyraza sie wtedy stynnym
wzorem Einsteina E = mc? niezaleznie od predkoéci ciata, a ped dany jest przez
znane z fizyki klasycznej p = mv. Wydaje sie wiec, ze moga one by¢ calkiem
uzyteczne.

m=mgYy =

Wsrad fizykéw kwestia uzytecznosci masy relatywistycznej okazuje sie jednak
co najmniej dyskusyjna. Istnieje ku temu kilka powodow, z ktérych przedstawie
trzy.

Wzrost bezwladnosci

Jak juz wspomniatem, zgodnie z teoria wzglednosci bezwtadno$¢ cial roénie wraz
ze wzrostem ich predkosci. Okazuje sie jednak, ze opis tego zjawiska jako wzrost
masy powoduje troche niewidocznych na pierwszy rzut oka trudnosci. W czym
problem?

Zacznijmy od szybkiego przypomnienia fizyki przedrelatywistycznej. Zgodnie
z I zasada dynamiki Newtona, jesli na ciato dziata sita F, to ciato porusza
sie z przyspieszeniem a proporcjonalnym do tej sity, a wspdlczynnik
proporcjonalnosci to wtasnie masa. Konkretnie, a = %

Co wiecej, cialo zawsze przyspiesza w tym kierunku, w ktérym dziala sila
(co moze wydawaé sie oczywiste..., ale nie uprzedzajmy faktéw). Mozna wobec
tego zwiazek powyzej zapisaé¢ wektorowo: @ = %

Co w tym opisie zmienia teoria wzglednosci?

Jedli zostaniemy przy podziale na mase spoczynkowsa i relatywistyczna,
powiemy, ze cialo w spoczynku ma mase mg, a w ruchu mase m = mg~y. Na
intuicje, chcialoby sie napisaé, ze w takim razie w przypadku relatywistycznym

= L Ale czy tak jest

mo7y

3=

przyspieszenie bedzie wyrazaé sie wzorem d =
rzeczywiscie?

Coz..., prawie. Ten wzér ma zastosowanie, ale pod jednym warunkiem — ze
sita I jest prostopadia do predkosci v ciata. Gdy sita i predkosé sa rownolegte,

okazuje sie, ze przyspieszenie wynosi d@ = o7

Jedna z ciekawych konsekwencji tego stanu rzeczy jest co$, co zasugerowalem juz
wczedniej — ot6z sila nie musi byé¢ zawsze réwnolegla do przyspieszenia. Wobec
tego nie istnieje wielkos¢ skalarna, ktéra mogliby$Smy zastosowaé w miejscu masy
w II zasadzie dynamiki. Jesli chcemy zachowaé¢ wzér Newtona, masa w tym
wzorze musi byé tensorem drugiego rzedu (ktéry mozna zapisaé jako macierz).
Samo wprowadzenie masy relatywistycznej nie rozwiazuje wiec problemu
rosnacej bezwladnosci.

Zderzenia

Jednym ze sposobdéw poréwnywania mas cial moze by¢ zderzanie ich ze soba.
Jesli masywniejsze cialo A uderza w spoczywajace, mniej masywne ciato B, to
cialo A lekko zwalnia, a cialo B jest odbijane ze sporg predkoscia. I odwrotnie —
jesli to mniej masywne cialo C uderza w masywniejsze cialo D, to cialo C sie
odbija, a cialo D uzyskuje tylko niewielka predkosc.
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Rozwigzanie zadania M 1648.
OdpowiedZz: Tak.

Przypusémy, ze na tablicy zapisano liczby
a <b< c<d< e Wowcezas najmniejsza
z liczb zapisanych na karteczkach to

a + b, druga najmniejsza (by¢ moze
réwna) — a + ¢; najwieksza to d + e,

a druga najwigksza — ¢ + e. Ponadto
sumujac liczby ze wszystkich karteczek,
uzyskujemy 4(a + b+ ¢+ d + e), a zatem
znamy rowniez wartosé¢ a +b+c+ d + e.
Ta wiedza wystarcza kolejno do
znalezienia wartosci

c=(a+b+c+d+e)—(a+b)—(d+e),
a=(a+c)—c,
e=(c+e)—c
b= (a+b)—a,
d=(d+e)—e.

@

Rozwigzanie zadania M 1650.
Przeprowadzimy dowdéd indukcyjny. Dla
n = 3 niech « < y < z beda elementami
zbioru X. Woéwczas na jednym stosie
ktadziemy karteczke z liczbg z — x, a na
drugim — karteczki z liczbami z — y oraz
y—x.

Przypusémy, ze zadang wlasno$¢ maja
wszystkie liczby nieparzyste nie wigksze
od 2k — 1, i rozwazmy dowolny zbiér
2k 4 1 liczb =1 < ... < Tap41 oraz
zwigzane z nimi karteczki. Z zatozenia
indukcyjnego wszystkie karteczki
pochodzace wytacznie od liczb

Ta, T3, ..., T, mozna podzieli¢ na stosy
o réwnych sumach. Pozostate karteczki
najpierw podzielmy na nast¢pujace

2k grup: 2k — 1 grup po dwie karteczki,
z liczbami 241 — x4 oraz x; — x1 dla

i =2,3...,2k, oraz jedna grupa
sktadajaca sie z pozostalej karteczki
z liczby x2p4+1 — x1. Zauwazmy, ze

w kazdej grupie suma liczb z karteczek
jest réwna xai41 — x1. Wobec tego
wystarczy karteczki z dowolnych k grup
dotaczyé do jednego stosu, a karteczki

z pozostalych k grup — do drugiego stosu.
To konczy dowdd indukeyjny.

W szczegdlnym przypadku, kiedy ciala zderzajace sie maja rowne masy, to
pierwsze ciato sie zatrzyma, a drugie zacznie poruszaé sie z taka predkoscia, jaka
mialo pierwsze cialo przed zderzeniem (przynajmniej w przypadku zderzenia
idealnie sprezystego). Jedna z bardziej znanych ilustracji tego zjawiska jest tzw.
kotyska Newtona.

Pytanie jest wobec tego takie — jak zachowaja si¢ ciata, ktére maja identyczna
mase spoczynkowa, ale rozna relatywistyczna? Na przyktad, co jesli kulka

o masie spoczynkowej 1 grama, rozpedzona do v = 100 (czyli jej masa
relatywistyczna to 100 graméw) uderzy w druga identyczna, spoczywajaca?

OdpowiedZ mozna znaleZé na podstawie zasad zachowania energii i pedu. Tu nie
bedziemy tego robi¢ — szczegdltowe obliczenia pozostawie Czytelnikowi. Podam
jedynie wynik.

Otéz okazuje sig, ze kulki w tej sytuacji zachowaja sie jak ciata o rownych
masach. To znaczy — kulka poruszajaca sie po uderzeniu zatrzyma sie, a kulka
spoczywajaca ruszy z taka samg predkoscia, jaka miala pierwsza przed
uderzeniem. Masa relatywistyczna okazuje sie nie mie¢ tu zadnego znaczenia.
Poprawna odpowiedz daje rozwazenie wylacznie mas spoczynkowych.

Duplikowanie pojeé

Ten powdd jest mniej fizyczny, a bardziej techniczno-estetyczny, ale rowniez ma
pewna wage.

Fizycy lubia upraszczac sobie zycie. Jednym ze srodkéw do osiggniecia tego celu
jest eliminowanie stalych przyrody z réwnan. Juz wyjasniam.

Wezmy za przyklad predkosé $wiatta w prézni. W tablicach fizycznych
odczytujemy, ze wynosi ona 299 792 458 m/s. Niezbyt ladna liczba,

ale nie mamy wplywu na to, jak natura dobrata sobie predkos¢ fal
elektromagnetycznych... Czy moze mamy?

Ta konkretna liczba wynika tylko z doboru jednostek. Gdybysmy chcieli wyrazié¢
predkosé swiatta np. w stopach na tydzien, liczba bylaby inna. Gdyby$smy
mierzyli w tokciach na rok — jeszcze inna. Przez odpowiedni dobdr jednostek
mozna sprawi¢, ze wartos¢ liczbowa predkosci $wiatta moze by¢ catkowicie
dowolna. W szczegdlnosci, mozna wybra¢ jednostki, w ktorych predkosé $wiatta
wynosi... po prostu 1.

Fizycy bardzo lubia korzysta¢ z tej mozliwosci. Przykladowe jednostki, ktore
daja taka warto$é c, to sekunda i sekunda Swietlna. Inne to rok i rok $wietlny.
Albo jakakolwiek jednostka czasu i odlegtosé, jaka Swiatto przebywa w ciagu tej
jednostki. Dowolny taki wybor sprawia, ze ¢ = 1, i jak za dotknieciem magicznej
rozdzki, ¢ znika ze wszystkich rownan, bo czy mnozymy przez 1, czy dzielimy —
nic si¢ w réwnaniu nie zmienia.

(Fizycy lubia i8¢ jeszcze dalej i pozbywaé sie kolejnych stalych. Czesto
spotykanym wyborem sa jednostki, w ktorych ¢ = G = h = 1. Te jednostki sa
zwane jednostkami naturalnymi albo jednostkami Plancka — podstawowymi
jednostkami w tym ukladzie sa dlugo$¢ Plancka, czas Plancka i masa Plancka.)

Jakie to wszystko ma znaczenie? Zobaczmy, co w tym kontekécie dzieje si¢ ze
stynnym wzorem Einsteina na energie:

E =mc? = moyc.
Gdy wprowadzimy jednostki takie, ze ¢ = 1, dostajemy:

E =m =mgy.

W takich jednostkach masa relatywistyczna jest po prostu réwna energii!
Wobec tego jest de facto duplikatem pojecia energii. Wszedzie tam, gdzie
korzystaliby$my z masy relatywistycznej, mozna wstawié¢ energie (lub C%,
jesli ¢ # 1) i réwnania beda poprawne bez dokladania nowego pojecia.
Podsumowanie
Jak widaé¢, pozorna uzytecznosé masy relatywistycznej mocno maleje przy
blizszym spojrzeniu na sprawe. Pojecie to nie sprawdza sie jako miara
bezwladnoéci, nie pomaga w rozwazaniu zderzen oraz moze by¢ zastapione
energia. Z tych powodoéw fizycy raczej juz tego pojecia nie stosuja — kiedy fizyk
moéwi o masie, praktycznie zawsze ma na mysli mase spoczynkowa.
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Elementarne wyprowadzenie ré6wnowaznosci masy i energii

Albert Einstein (1879-1955) byl nie tylko
uczonym, ale tez popularyzatorem fizyki,
a w pewnym sensie takze publicysta
naukowym. Jego artykul popularny
Elementary Derivation of the
Equivalence of Mass and Energy jest
nieznany szerokim kregom, zapewne
dlatego, ze Einstein opublikowal go

w malo znanym fizykom pi$mie izraelskim
Technical Journal (Haifa), 1946, V, 16-17.
Polski tekst artykutu jest ttumaczeniem

z rosyjskiego przekladu artykutu [Albert
Einstein, Sobranie nauchnyh trudowv,

tom 2, 650-652, Izd. Nauka, Moskva
1966]. Przedruki tego tekstu znajduja si¢
w A7g, Ags oraz Ago.
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Aberracja $wiatla, odkryta w 1726 r.
przez astronoma angielskiego J. Bradleya,
to zmiana potozenia gwiazdy widzianej

z Ziemi na skutek ruchu samej Ziemi.
Aberracja roczna, uwarunkowana ruchem
orbitalnym Ziemi wokél Stonica, widoczna
jest jako ruch gwiazdy po malenkiej (jak
to widaé¢ z Ziemi) orbicie eliptycznej.
Aberracje mozna pogladowo wyjasnié¢ jako
wynik (wektorowego) sumowania si¢
predkosci $wiatta gwiazdy i predkosci
obserwatora (wraz z Ziemia).

polozenie
gwiazdy
widziane
z Ziemi

gwiazda \ /
\

Wobec tego, ze v K ¢, gdzie ¢ — wartosé
predkoéci swiatla, wigc cz =~ cg — v i kat
aberracji a = £ (prawo Bradleya). Ten
przyblizony wzér bardzo dobrze zgadza
si¢ z wynikami pomiaréw, co oznacza, ze
w tym przypadku (v < ¢) wystarczajaca
dokladnosé obliczen zapewnia klasyczna
regula sktadania predkosci Galileusza.
Poniewaz dla ¢ — 0 transformacja
Lorentza przechodzi w klasyczna
transformacje Galileusza, wiec

i wyrazenie na ped ciala ma dla matych
predkodci postaé klasyczng. Zwiazek

E = pc, spelniony dla $wietlnej paczki
falowej, moze by¢é udowodniony za
pomoca transformacji Lorentza i zasady
wzglednosci bez uciekania si¢ do rownan
Maxwella. Dowdd jest elementarny, choé
dosy¢ dlugi.

Albert FINSTEIN

Przedstawione tu wyprowadzenie prawa rownowaznosci, dotychczas nigdzie nie
publikowane, ma dwie zalety. Chociaz wykorzystuje si¢ w nim szczeg6lng zasade
wzglednosci, nie wymaga to jednak stosowania formalnego aparatu teorii; dowod
opiera si¢ jedynie na trzech znanych wczesniej prawach:

(1) zasadzie zachowania pedu,

(2) wyrazeniu na ped promieniowania, czyli — ped pakietu falowego
poruszajacego sie w danym kierunku,

(3) znanym wyrazeniu dla aberracji swiatta (wplywu ruchu Ziemi na widziane
z Ziemi polozenie nieruchomych gwiazd, czyli — na prawie Bradleya).

Rozpatrzmy teraz nastepujacy ukltad. Niech cialo B spoczywa swobodnie

w przestrzeni wzgledem ukladu odniesienia Ky. Dwa pakiety falowe S i S,

o energii F/2 kazdy, poruszaja sie odpowiednio w dodatnim i ujemnym kierunku
osi xg, padajg na cialo i sa przez nie pochloniete. W wyniku tego procesu
energia ciala zwieksza sie o E. Cialo B pozostaje przy tym w spoczynku
wzgledem ukladu Ky, a wynika to z symetrii zagadnienia. Rozwazmy teraz

ten sam proces z ukladu odniesienia K poruszajacego sie wzgledem ukladu K
ze stalg predkoscig o wartosci v w ujemnym kierunku osi zg. W ukladzie K
rozwazany proces opisuje sie nastepujaco: cialo B porusza sie¢ w dodatnim
kierunku osi z z predkodcig o wartosci v. Kierunki dwoch pakietéw falowych

w uktadzie K tworza z osia = kat «. Zgodnie z prawem aberracji, w pierwszym
przyblizeniu zachodzi zwiazek: a = v/¢, gdzie ¢ — predkosé $wiatla. Z rozwazan
dotyczacych przebiegu procesu w ukladzie Ky wiemy, ze predko$é ciata B

po pochlonieciu pakietéw falowych S i S’ nie ulegnie zmianie. Zastosujemy
teraz do naszego ukladu prawo zachowania pedu dla sktadowych w kierunku z
w ukladzie K.

I. Niech M oznacza mase ciala B do chwili pochloniecia pakietéw falowych;

w takim razie Mo jest pedem ciata B (zgodnie z mechanika klasyczna).

Kazdy pakiet falowy ma energie F/2, a wigc — zgodnie ze znanym wnioskiem

z teorii Maxwella — jego ped ma warto$é E/2c. Scigle rzecz biorac, tyle jest
rowny ped pakietu falowego S wzgledem ukladu odniesienia K. Kiedy

jednak predkos¢ v jest mala w poréwnaniu z ¢, woéwczas ped w ukladzie K

ma taka samg wartos¢ — z doktadnoscia do wielkoéci maltej drugiego rzedu
(v?/c? w poréwnaniu z 1). Wartoéé sktadowej tego pedu wzdtuz osi z jest réwna
% sin «, albo — z wystarczajaca doktadnoscia (jesli pominaé¢ wielko$ci mate
wyzszych rzedéw) — %a lub %c% Zatem skladowe peddéw pakietow falowych
S'i 8" wzdhuz osi z sa w sumie réwne E 3. Tak wiec ped catkowity uktadu przed
aktem pochloniecia jest réwny

E
Mv + —0.
c

I1. Niech M’ oznacza mase ciala B po akcie pochlonigcia. Z géry bierzemy
tu pod uwage mozliwoéé zwiekszenia masy po pochlonieciu energii E (jest to
konieczne, aby ostateczny wynik naszych obliczen byl niesprzeczny). Wobec tego
ped ukladu po akcie pochlonigcia bedzie réwny

M'v.
Skorzystamy wreszcie z zasady zachowania pedu dla sktadowych wzdluz osi z.
Daje to zwiazek

E
Mv—l——Qv:M'v
c

lub
M — M= 52
c

Zwiazek ten wyraza prawo réwnowaznosci energii i masy. Zwickszenie energii
o F wiaze si¢ ze wzrostem masy o c% A wobec tego, ze energie okresla sie
zazwyczaj z dokladnoscig do stalej addytywnej, wiec te ostatnia mozemy wybraé
tak, aby zachodzil zwigzek:

E=Mc.
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Zbiér X jest skonczony, gdy istnieje
liczba n € N oraz bijekcja migdzy
zbiorami X oraz {1,..., n}. Piszemy
wtedy réwniez | X| = n.

Zbiér pusty jest traktowany jako
przedzial, wobec tego zalozenie
niepustego przedzialu ma sens.

Wykres funkcji f(z) =1 — 2|1/2 — z|

1

O uogoblnieniach i uszczegdlnieniach
probleméw matematycznych

Karol GRYSZKA*

W trakcie lektury artykulu Piotra Chrzastowskiego-Wachtela o uogdlnieniach
(A3,) przypomnialem sobie o kilku innych problemach matematycznych, ktére
podlegaja opisanej tam zasadzie. Przypomne — problem postawiony w pewnym
szczegblnym przypadku moze okazaé sie trudniejszy do udowodnienia niz
problem ogélny. Z drugiej strony wiem, ze czasami rozwiazanie przypadku
szczegblnego daje gotowe rozwigzanie przypadku ogdlnego. Chcialbym
przyblizy¢ Czytelnikowi kilka innych przykladow takiego postepowania, ktore
poznalem w trakcie studiéw oraz podczas wedrowki po ciekawych problemach
matematycznych.

Do pierwszego problemu niezbedne jest krotkie wprowadzenie terminologiczne.
Funkcje f: X — Y nazywamy iniekcja (funkcja réznowartosciowa), jesli

z warunku x1 # xo wynika, ze f(z1) # f(x2). Funkcje f nazywamy surjekcja
(funkcja na), gdy dla dowolnego y € Y istnieje z € X takie, ze f(x) = y. Funkcja,
ktoéra jest jednoczesnie iniekcja i surjekcja, to bijekcja.

Problem 1: Niech X bedzie zbiorem skonczonym. Udowodnié¢, ze dowolna
iniekcja f : X — X jest bijekcja.

Rozwiazanie: Uogélnijmy problem: udowodnimy, ze jezeli X oraz Y sa
zbiorami skoniczonymi o tej samej liczbie elementow oraz f : X — Y jest iniekcja,
to f jest bijekcja. Rozwiazanie przebiega indukcyjnie ze wzgledu na liczbe n = | X|
elementow zbioru X. Oczywiscie przypadek n = 1 jest spelniony, przechodzimy
zatem do kroku indukeyjnego. Niech |X| = n + 1. Niech y € Y bedzie takie,

ze f(x) =y dla pewnego = € X. Takie x jest jedyne na mocy iniektywnosci,
zatem mozna rozwazy¢ funkcje g : X \ {z} — Y \ {y} dana wzorem g(a) = f(a)
dla a € X\ {z}. Wtedy |X \ {z}| = n oraz g jest iniekcja. Istotnie, jezeli z1,

xe € X\ {z} 1z # 22, to f(z1) # f(x2). Zauwazmy teraz, ze f(x1) # y # f(x2)
(ponownie korzystamy z iniektywnosci), zatem réwniez g(z1) # g(z2). Tym samym
g jest iniekcja, a wiec z zalozenia indukcyjnego jest ona bijekcja. Stad juz tatwo
wynika, ze f jest bijekcja (dorzucamy po réznym od pozostatych punkcie do
dziedziny i przeciwdziedziny).

Rozwiazanie problemu wyjsciowego polega teraz na zastosowaniu udowodnionego
przed chwila ogélniejszego faktu dla Y = X.

Dlaczego tego samego rozumowania nie mozna poprowadzi¢ w przypadku funkcji
f+ X — X7 Usuniecie jednego elementu z dziedziny i przeciwdziedziny nie
gwarantuje, ze dziedzina i przeciwdziedzina g beda tym samym zbiorem, a tylko
wtedy moglibySmy skorzystaé z zalozenia indukcyjnego!

Problem 2: Niech f : [0,1] — [0, 1] bedzie dane wzorem f(z) =1 —2|1/2 — z|.
Niech ponadto A oraz B beda dowolnymi niepustymi przedziatami (otwartymi
lub domknietymi jedno- lub obustronnie), ktérych korice sa liczbami
niewymiernymi. Uzasadnié, ze istnieje takie n, ze f™(A)N B # 0, gdzie f™ oznacza
n-krotne ztozenie funkcji f.

Rozwiazanie: Postawmy ogolniejszy problem. Uzasadnimy, ze dowolny
niepusty przedzial otwarty (a,b) ma te wlasnoéé, ze f™((a,b)) = [0, 1] dla pewnego
n > 0. Niech J = (a,b) i |J| bedzie dlugoscia tego przedziatu. Zauwazmy, ze
jezeli 1 ¢ J, to |f(J)| jest przedzialem dwukrotnie dluzszym niz |J|. Tym samym
kolejne przeksztalcenia J przez f sa przedziatami dtugosci |J|, 2|.J|, 22|J|, 23|J]
i tak dalej, o ile do zadnego z wymienionych zbioréw nie nalezy % Wobec
powyzszego istnieje takie k > 0, ze 3 € f*(J). Ale f(1/2) =11 f(1) =0, czyli

0 € f**2(J) i wobec tego f**2(.J) jest przedzialem postaci K = [0,c) dla pewnego
¢ > 0. Teraz f ponownie podwaja dlugos¢ przedzialtu K, wobec tego dla pewnego
€ >0 zachodzi 3 € f(K). Tym samym [0,1/2] C f*(K) i wystarczy jeszcze
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Réznica pola szarego i pomaranczowego
zbioru we wszystkich powyzszych
przypadkach jest taka samal

zauwazy¢, ze
(0,1 = F([0,1/2)) € FHHK) = f7 (f542()) = R 0),
Rozwiazanie pierwotnego problemu polega teraz na zauwazeniu, ze dowolny

przedzial A postulowany w tresci zadania zawiera w sobie przedzial otwarty oraz
jesli f*(A) = [0,1] z przypadku ogélnego, to tym bardziej f™(A) N B # (.

Zauwazmy, ze w ogdlniejszym problemie rozwazamy wylacznie jeden przedziat,
drugi za$ przestal mieé¢ znaczenie (nie uzyliémy takze niewymiernosci koricéw
przedzialéw). Tymczasem gdyby$my prébowali kontrolowaé oba przedziaty
jednoczeénie, moglibySmy mieé znacznie wiecej problemow z ustaleniem istnienia
odpowiedniego n.

Problem 3: Kolo o promieniu 15 przecina sie z kotem o promieniu 20 pod
katem prostym. Wyznaczy¢ réznice pél tych czedci ko, ktore nie sa wspdlne
dla obu.

Rozwigzanie: Rozwazmy dwie dowolne figury, ktorych czes¢ wspdlna jest
jakims innym ksztaltem. Niech pola dwéch ksztattéw beda odpowiednio réwne
A oraz B (mozna zalozyé, ze A > B) oraz pole czesci wspoélnej jest réwne X > 0.
Wtedy szukane pole jest rowne

(A-X)-(B-X)=A-B.
Zatem pole z problemu jest réwne
(20 — 15%)7 = 1757.

Zapewne niejeden mistrz rachunkow i geometrii zaczaltby to zadanie od
wyznaczenia pola czedci wspolnej. Wszak kat prosty przeciecia brzmi tak
kuszaco... Tymczasem wystarczy rozwazy¢ problem ogdlny, gdyz ksztalty figur
oraz pole czedci wspélnej nie odgrywa zadnej roli. Jednoczednie pozbywamy sie
uciazliwych rachunkow i otrzymujemy rozwiazanie problemu z kotami.

Problem 4: Udowodni¢, ze dla dowolnej kwadratowej siatki 2™ x 2™ istnieje takie
pokrycie ptytkami w ksztalcie litery L, zlozonymi z trzech kwadratéw, ktore
pozostawia jeden z czterech centralnych kwadratéw odkryty (przypadek n = 2
oraz n = 3 na marginesie).

Rozwiazanie: Rysunek dla przypadku n = 3 sugeruje pewna metode
wypelniania, ale Czytelnik szybko przekona sie, ze metody tej nie da sie
powtorzy¢ dla n = 4. My za$ rozwiazemy problem, dowodzac, ze mozna znalezé
takie pokrycie, dla ktorego dowolnie z géry wybrany kwadrat pozostanie
odkryty. Z tego oczywiscie natychmiast wynika pozytywne rozwiazanie problemu.
Rozumowanie przebiega oczywiscie indukcyjnie wzgledem n i przypadek n = 1 jest
oczywisty.

W kroku indukcyjnym ustalmy dowolne n > 1 i kwadrat 2™ x 2" podzielmy
na cztery mniejsze kwadraty, jak na rysunku ponizej. Pomaranczowy
kwadrat to nasze dowolnie wybrane, ale ustalone pole, ktorego nie mozemy
przykryé. W trzech kwadratach z podzialu, ktore nie zawieraja wyrdznionego
pomaranczowego pola, zaznaczamy te plytki, ktore sa naroznymi polami
centralnego bloku 2 x 2. Korzystamy teraz z indukcji i wypelniamy wszystkie
cztery kwadraty plytkami tak, aby nie nakryé pol pomaranczowego i szarych.
Nastepnie szare pola nakrywamy pojedyncza plytka. Dowdd jest zakonczony.
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przypadkéw n = 3 oraz n = 4. Kazda szara plytka odpowiada tej wykorzystanej

F?O (oot o Rysunki ponizej prezentuja odpowiednie wypelnienie metoda indukcji dla
q00 1470 040",\%40/‘
! w dowodzie indukcyjnym.

Przedstawione powyzej rozumowanie jest w swojej naturze zblizone do tego

z Problemu 1: bez problemu radzimy sobie z indukcja w sytuacji ogdlnej,
natomiast przypadek szczegblny (niezakryte pole w centrum kwadratu) nas
przerasta. Oczywiscie mogliby$my konstruowaé odpowiednie wypelnienia, jak to
zrobiliémy w przypadkach n = 2 oraz n = 3, ale jak si¢ przekonalidmy powyzej,
konstrukcja w jednym przypadku nie przenosi sie na kolejne.

m Zadania

Przygotowal Lukasz BOZYK

M 1648. Na tablicy zapisanych

jest 5 (niekoniecznie réznych) liczb
rzeczywistych. Dla kazdej pary liczb

z tablicy na osobnej karteczce zapisano
ich sume. Karteczki pomieszano, a tablice
starto. Czy na podstawie liczb z karteczek
mozna odtworzy¢ liczby z tablicy?
Rozwiazanie na str. [7]

M 1649. Na tablicy zapisanych jest

5 réznych liczb rzeczywistych. Dla kazdej
pary z, y liczb z tablicy na osobnej
karteczce zapisano liczbe |z — y|. Czy moze
sie zdarzy¢, ze na karteczkach zapisano
liczby catkowite od 1 do 107

Rozwiazanie na str. [I3]

M 1650. Na tablicy zapisanych jest n > 3
réznych liczb rzeczywistych, przy czym n
jest liczba nieparzysta. Dla kazdej pary

x, y liczb z tablicy na osobnej karteczce
zapisano liczbe |z — y|. Wykazaé, ze
wszystkie karteczki mozna podzieli¢ na dwa
stosy o réwnych sumach zapisanych liczb.
Rozwiazanie na str. [7]
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Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1007. Cialem szarym nazywane jest nieprzezroczyste ciato, ktore
w calym zakresie widma fal elektromagnetycznych absorbuje ten
sam ulamek a energii promieniowania termicznego padajacego na
jego powierzchnie. Zgodnie z prawem Kirchhoffa takie cialo emituje
utamek a energii promieniowanej przez ciato doskonale czarne

o réwnej mu temperaturze. Wspélezynnik a nazywany jest

w zwiazku z tym wzgledna zdolnoscia emisyjna.

Plaskie, rownolegle powierzchnie dwoch cial znajduja sie

w niewielkiej odleglosci od siebie. Powierzchnia A, o zdolnosci
emisyjnej a; = 0,8, utrzymywana jest w temperaturze 77 = 320 K,
a powierzchnia B, o as = 0,9, w temperaturze T = 295 K.

Ile wynosi wypadkowy strumien I energii promieniowania
termicznego przeplywajacej miedzy tymi powierzchniami?

Stata Stefana-Boltzmanna o = 5,67 - 1078 Wm™2K~*. Odleglos¢
miedzy powierzchniami jest mala w poréwnaniu z ich rozmiarami

i efekty brzegowe mozna zaniedbad.

Rozwiazanie na str.

F 1008. Zmierzono, ze utrzymanie staltej réznicy temperatur
miedzy powierzchniami plaskiej plyty miedzianej o grubosci

d = 10 cm wymaga dostarczania strumienia energii (ciepla) w ilosci
I =121 Wm™2. Ile wynosi utrzymywana réznica temperatur AT?
Wspélezynnik przewodnictwa cieplnego miedzi A = 401 WK~!m™!.
Straty ciepta przez krawedzie boczne plyty pomijamy.

Rozwiazanie na str. [I]



Poniewaz nie mozemy wplywadé na
zachowanie cial niebieskich i obserwowadé
tego, na co aktualnie mamy ochote,
astronomowie zadowalaja si¢ kazdym,
nawet niewielkim strzgpkiem informacji.
Astronomia jest wiec sztuka rzetelnej

i przede wszystkim cierpliwej obserwacji,
ktéra rozwija wyobraznie podczas
wyciggania statystycznie wiarygodnych
wnioskéw na podstawie minimalnej
informacji. Obserwator musi

w szczegdllnosci mieé zaufanie do
instrumentu, ktéry ma do dyspozycji:
znaé jego czuloéé i slabe punkty. Na
podstawie tego, co mozna zaobserwowad,
czasu i sposobu obserwacji oraz liczby
zaobserwowanych zjawisk mozna wtedy
wnioskowaé o cechach calej,
nieobserwowalnej populacji zjawisk
(oczywiscie przy zalozeniu, ze
zaobserwowane zjawiska sg prébkami

z populacji, ktéra da sie opisa¢ funkcja
rozkladu prawdopodobiernistwa).

Od czasu E. Salpetera badacze ewolucji
gwiazd poczynili duze postepy w tej
dziedzinie, i obecnie funkcja mas jest
przedstawiana przez sume funkcji

potegowych dla réznych przedzialéw mas.

O liczbie ukladéw podwéjnych czarnych
dziur i gwiazd neutronowych
Michat BEJGER

7 obserwacji zespoléw LIGO i Virgo, przez uchylone dopiero co okno
Hfalowo-grawitacyjne” — w odréznieniu od tradycyjnej astronomii korzystajacej,
z informacji pochodzacych z okna elektromagnetycznego — wytania sie

coraz wyrazniejszy obraz Wszechswiata wypelnionego niewidzialnymi do

tej pory ukladami podwoéjnymi czarnych dziur o réznych masach, uktadami
podwdjnymi gwiazd neutronowych, a takze réznymi konfiguracjami ukladéw
mieszanych czarnej dziury i gwiazdy neutronowe;j.

I tak, okazuje sie, ze detektory sieci LIGO-Virgo najczesciej ,,stysza” drgania
czasoprzestrzeni pochodzace z masywnych uktadéow podwdjnych czarnych dziur
(juz kilkadziesiat takich przypadkéw), a tylko od czasu do czasu te wytwarzane
przez uklady podwdjne gwiazd neutronowych (do tej pory opublikowano
wyniki dotyczace dwéch takich przypadkéw, sygnatéow GW170817

i GW190425). Stosunek liczby detekcji uktadéw podwdjnych czarnych

dziur (CD) do uktadéw gwiazd neutronowych (GN) to Dep/Dan =~ 10.

Jednoczeénie szacowana z teorii ewolucji gwiazd czesto$¢ wystepowania
bardzo ciasnych uktadow czarnych dziur i gwiazd neutronowych prowadzacych
do emisji fal grawitacyjnych rejestrowanych przez LIGO i Virgo wynosi

okoto 10-100 Gpc~2/rok dla uktadéw podwdjnych czarnych dziur oraz

~1000 Gpe—3/rok dla uktadéw podwdjnych gwiazd neutronowych. Jak to
wiec mozliwe, ze na jednostke czasu rejestruje sie wiecej uktadéw podwdjnych
czarnych dziur, ale czesto$é wystepowania ich zderzen w standardowej
objetosci jest duzo mniejsza?

Zatézmy dla uproszczenia, ze uktady podwdjne powstaja podczas ewolucji
zwyklych gwiazd (zargonowo ,w polu gwiazdowym”); mozliwe jest réwniez
dynamiczne tworzenie sie uktadéw podwdéjnych, gdy jeden obiekt znajdzie

sie tak blisko drugiego, ze zostana grawitacyjnie zwiazane, jednak tego

typu procesy sa uwazane za duzo mniej wydajne. Gwiazdy ,pola” powstaja

w obszarach gwiazdotworczych z pierwotnego gazu od razu w parach, po czym
wspoOlnie ewoluuja. Z obserwacji wynika, ze wiekszo$é gwiazd znajduje sie

w uktadach podwdjnych lub wielokrotnych, a tempo ewolucji gwiazdy zalezy
od jej poczatkowej masy: im wieksza masa, tym szybsza ewolucja. Jednocze$nie
malo masywnych gwiazd jest duzo wiecej niz bardzo masywnych. Liczba
gwiazd o masie M w przedziale mas dM jest opisywana gestoscia rozkladu
prawdopodobienstwa. Dla kolejnego uproszczenia przyjmiemy pierwsza

z brzegu (w istocie, historycznie pierwsza) funkcje rozkladu mas poczgtkowych
gwiazd £(M), zaproponowana w 1955 roku przez Edwina Salpetera:

(1) E(M)AM =& (ff@) U,

gdzie &, jest stalg zwiazana z lokalna gestoscia gwiazd. Tempo powstawania
gwiazd N (M) w danym przedziale mas w przecietnej Galaktyce (na przyklad
takiej jak nasza) jest zwiazane z funkcja rozkladu mas gwiazd,

dN
@ dMdt
Gwiazdy na poczatku swej ewolucji na ciagu gtéwnym (to znaczy wtedy, gdy
»spalaja” w jadrze wodér, produkujac hel), ktérych masa poczatkowa jest
wieksza niz pewna krytyczna warto$é (okolo 10Mg ), wybuchaja w konicu
jako supernowe, pozostawiajac po sobie zwarte jadro: gwiazde neutronows,
lub czarna dziure. Na potrzeby dyskusji zalézmy, ze gwiazdy o masach od 10
do 60M¢, produkuja gwiazdy neutronowe, a powyzej 60Ms wyltacznie czarne
dziury. W rzeczywistoéci sytuacja jest bardziej skomplikowana, poniewaz
tempo i efekty ewolucji zaleza nie tylko od masy, ale réwniez od poczatkowego
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&(M)/rok, dla mas w przedziale 0,1Mg < M < 120Mg.



L...]

Rozwigzanie zadania M 1649.
OdpowiedZ: Nie.

Z kolejnego zadania wynika, ze karteczki
mozna podzieli¢ na dwa stosy o réwnych
sumach zapisanych liczb. Wobec tego
gdyby na karteczkach znajdowaly si¢
liczby od 1 do 10, to istnialby podzial na
stosy, kazdy o sumie

14+24+...4+10
2
nie jest to mozliwe, gdyz liczby na
wszystkich karteczkach sg catkowite.

= 27,5;

Ciasne uklady podwéjne tuz przed
polaczeniem si¢ sktadnikéw opisywane sg
bardzo dobrze znanym z teorii wzorcem
sygnalu, tak zwanym ,,éwierkiem”

(zob. artykul w AY.). Fala jest w danym
momencie ¢ rejestrowana przez detektor
z amplitudg h(t) i czestotliwoscia f(t),
h(t) oc MP/3 f2/3(t) /7, gdzie

M = (My M3)3/5/(My + M3)'/? oznacza
mase cwierku (éwierkowq).

Manipulujac wzorami z A?w mozna
otrzymadé zalezno$é pomiedzy f i t:
5M 3/8
TMf(t) = | ——— s
1 (256(15* 7t))

gdzie t. jest momentem zderzenia sig
sktadnikéw.

Stosunek sygnal—szum jest proporcjonalny
do amplitudy sygnatu zgodnie
z nastepujaca definicja:

[eS)

p2:<h,h)54/

0

Ih(S)?
Sn(f)

df,

gdzie h(f) oznacza transformate

Fouriera h(t). Precyzyjniej, p reprezentuje
zsumowang moc sygnalu wazong
widmowg (spektralng) gesto$cig mocy
danych S, (f).

skladu gwiazdy (zawartodci pierwiastkéw ciezszych od helu, czyli zargonowo
,metalicznosdci”), tempa rotacji gwiazdy, wplywu towarzysza w ukladzie
podwdjnym i innych czynnikéw. Niemniej jednak, poréwnujac liczbe gwiazd
produkujacych czarne dziury i gwiazdy neutronowe,

3) N (M > 60M) N > 60Me) _ <6OM@>_1’35 0
N(M € (10My,60My))  N(M > 10My) 10M ¢
dostajemy to, czego sie spodziewaliSmy, to znaczy duzo mniejsza liczbe
czarnych dziur w stosunku do liczby gwiazd neutronowych. Pomimo wielu
réznic i zlozonosci procesu ewolucji stosunek czestodci wystepowania

uktadéw podwdjnych czarnych dziur Rep i uktadéw podwdjnych gwiazd
neutronowych Rgn, ktére emitujg fale grawitacyjne wykrywane przez LIGO

i Virgo, w pierwszym przyblizeniu wynosi tyle samo, co stosunek liczb uktadéw
podwdjnych czarnych dziur i gwiazd neutronowych:

(4) Rop _ (60Mo\™"
Ran \10Mg T
Oczywiscie szacowanie jest niedokladne, m.in. dlatego, ze cze$¢ uktaddéw moze

skladac si¢ z czarnej dziury i gwiazdy neutronowej, ale na nasze potrzeby ,,co
do rzedu wielkosci” jest wystarczajace.

1

b

Do tej pory okreélaliémy w przyblizeniu parametry calej populacji uktadow
podwojnych, a teraz wykorzystamy je do poréwnania liczby rzeczywistych
detekcji Dep i Dgn- Niezbednym elementem ukladanki jest okreslenie, jakie
czynniki wplywaja na , gtosnoéé” sygnahu fal grawitacyjnych, a wiec mozliwosé
detekcji.

Amplituda fali h(t) rejestrowana w momencie ¢t w detektorze jest praktycznie
zawsze mniejsza od amplitudy szumu danych (sygnaly sa ,schowane” w szumie
detektora), wiec by dokonaé detekcji, sygnal jest zbierany przez N cykli fali.
W praktyce korzysta sie z metody filtru dopasowanego, to znaczy koreluje

sie dane z bankiem filtréw (modeli) sygnatlu, po czym wybiera najlepiej
dopasowany, to znaczy taki z najwyzszym stosunkiem sygnai-szum p. Innymi
stowy, detektor gromadzi w czasie N cykli moc sygnalu ewoluujacego

w czestotliwodei f, z odpowiednia faza opisana modelem sygnatu. Liczba
cykli N ~ f2/(df/dt), czyli wymiarowo N ~ ft. Na potrzeby naszego
przyblizenia zdefiniujemy charakterystyczng amplitude h. proporcjonalna

do stosunku sygnal-szum p: energia to kwadrat amplitudy, czyli h2 ~ Nh2,
zatem p < h. ~ \/Nh. Z zaleznosci h(t) i f(t) (patrz margines) wynika, ze
toc f~8/3M5/3 co oznacza

(5)  poxVN-hoc\/ft-hocy/f-f=8/3M=5/3. f2BMO/3 o f=HOMO/6,

7 czego istotna jest dla nas zaleznoéé p o< M5/6. Stosunek sygnal-szum jest,
tak jak amplituda sygnatu, odwrotnie proporcjonalny do odlegtosci do zrédia.
Zakladajac minimalny p, przy ktérym da sie stwierdzi¢ detekcje, definiujemy
w ten spos6b maksymalna odlegtosé r, czyli maksymalna objetoéé r3
(zaniedbujac efekty kosmologiczne i zaktadajac, ze w dobrym przyblizeniu
7rédla sa rozlozone réwnomiernie w przestrzeni). Ostatecznie do poréwnania
liczby detekeji wehodzi p oc M5/2. Stosunek liczby detekeji ukladéw
podwdjnych czarnych dziur i uktadéw gwiazd neutronowych — przyjmujac, ze
przecietna masa czarnej dziury to 10Mg, a gwiazdy neutronowej to 1,5M¢g —

jest wiec nastepujacy:
- Do Rop (Mo ™ (60Mg\ "% [ 10M 5/2N11
MGN o IOM@ 175M® B .

Doy Ran
Mimo ze uktadéw podwdjnych czarnych dziur jest we Wszechswiecie mniej,
sygnaly przez nie emitowane sg silniejsze niz uktadow podwdjnych gwiazd
neutronowych (z powodu duzo wigkszej masy ¢wierku M), a zatem sa
»styszalne” z duzo wiekszej objetosci i dlatego dominuja w katalogach detekcji
LIGO i Virgo.
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*Wydzial Fizyki, Uniwersytet
w Bialymstoku

Rozklad dwumianowy opisuje liczbe
sukceséw przy zadanej liczbie
niezaleznych doswiadczen, z ktérych
kazde ma t¢ samg szanse¢ na powodzenie.

Rys. 2. n = 23, P(W|3) = 0,14,
P(W|@) = 0,75, P(3) = P(J)

Paradoks jednomyslnosci
Marcin MAKOWSKI*

Zgodnie ze starozytnym zydowskim prawem, jesli oskarzony w wyniku procesu
przed Sanhedrynem zostal jednoglos$nie uznany za winnego zarzucanych

mu czynéw, to odstepuje sie od wymierzenia kary! Taka zasada dla wielu
Czytelnikéw jest zapewne szokujaca. Jednak dwcezesni tworcy prawa uznawali, ze
jednomyslnosé sedziow czesto wskazuje na niedopatrzenie przy ocenie dowodow
winy. To moglo wypaczy¢ wynik procesu. Intuicyjnie rozumiano, ze jesli cos
wydaje sie zbyt idealne, by moglo byé¢ prawdziwe, to najprawdopodobniej
popelniono btad, nawet jedli jego natury nie dalo sie jednoznacznie ustalié.
Podobny motyw czesto wystepuje w literaturze lub filmie, gdy nabieramy
watpliwosci wraz z licznie pojawiajacymi sie dowodami, zbyt jednoznacznie
wskazujacymi na wine jednego z bohateréw (moze ktos celowo wplatuje go

w popelnione przestepstwo?).

Sprébujmy skonstruowaé prosty probabilistyczny model, w ktorym da sie
zaobserwowaé paradoksalny efekt jednomygélnoéci. To pozwoli nam lepiej
zrozumied, jakie sg jego przyczyny. Postuzymy sie pomystem zaczerpnietym

z pracy ,, Too good to be true: when overwhelming evidence fails to convince” [«].

Rozwazmy oskarzonego ) podejrzanego o popelnienie pewnego przestepstwa.
Mozemy go scharakteryzowaé jedng z dwéch wzajemnie wykluczajacych

sie cech: @ — winny, @ — niewinny. Kazda z nich wystepuje odpowiednio

z prawdopodobienstwem P(@) # 0, P(3) # 0, przy czym P(3) + P(3) =1
(rys. 1).

Zalézmy, ze o winie badz niewinnosci oskarzonego decyduje 23 sedziéw. Wlasnie
tylu cztonkéw liczyt kazdy z 5 okregowych Sanhedrynéw w starozytnej Judei.
Chcemy obliczyé warunkowe prawdopodobiefistwo P(@|k) tego, ze oskarzony
jest winny, gdy k sedziéw (k = 1,...,23) uzgodnilo taki werdykt. Przyjmijmy
nastepujace oznaczenia:

o P(k|®) — prawdopodobienstwo warunkowe, ze k sedziéw uznalo oskarzonego
za winnego, jesli byl on winny,

o P(k|3) — prawdopodobienstwo warunkowe, ze k sedziéw uznato oskarzonego
za winnego, jesli byl on niewinny,

o P(k) — prawdopodobienstwo uznania przez k sedziéw winy oskarzonego.

Przypomnijmy tutaj, ze jesli A 1 B sa pewnymi zdarzeniami o dodatnim
prawdopodobienistwie, to prawdopodobiefistwo A pod warunkiem zajscia B
obliczamy wedlug wzoru
P(A&B)

P(B) -’
gdzie przez A& B oznaczamy jednoczesne wystapienie zdarzen A i B.
Otrzymujemy wéwczas

P(A|B) =

P(k) = P(k|®)- P(®) + P(k|3) - P(9) (prawdopodobienstwo catkowite),
P(9|k) = P(k|®) - ];((;:)) (twierdzenie Bayesa).

Zakladajac, ze kazdy sedzia podejmuje decyzje niezaleznie i z jednakowym
prawdopodobienstwem rozstrzyga o winie oskarzonego, mozemy przyjaé rozklad
dwumianowy jako model prawdopodobienstwa. Niech W oznacza zdarzenie,

ze dowolnie ustalony sedzia uznat naszego oskarzonego za winnego. Niech
s=P(W|3)ir=P(W|®). Mamy

P = ()ra-nr P = ()t -,

gdzie n oznacza liczbe wszystkich sedziéw. Rysunek 2 pokazuje, jak wartosé
P(3|k) zalezy od k (dla pewnych ustalonych wartosci interesujacych nas
prawdopodobienistw). Wyniki sa zgodne z naszg intuicja. Gdy ponad potowa
z 23 sedziéw uznaje oskarzonego za winnego, to prawdopodobienstwo, ze jest
winny, jest bliskie 1.
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Rys. 4. n = 23, P(#) = 1072,
P(W[B&Q) = 0,14, P(W]@&Q) = 0,75,
P(W|2&#) = P(W|3&M) = 0,05,
P(3|Q) = P(B|V) = P(2|#) = P(T|a)

[*] L. J. Gunn, F. Chapeau-Blondeau,
M. McDonnell, B. Davis, A. Allison

oraz D. Abbott, ,Too good to be true:

when overwhelming evidence fails to
convince”, Proceedings of the Royal
Society A vol. 472 (2016).

&

Skomplikujmy nieco sytuacje. Co, jesli populacja potencjalnych oskarzonych nie
jest tak homogeniczna? By¢ moze sedziowie doskonale sobie radza w typowych
sytuacjach, gdy oskarzeni zachowuja sie zgodnie ze znanym im i dobrze
zbadanym schematem. WprowadZzmy do naszego modelu pewne urozmaicenie.
Zalézmy, ze populacja potencjalnych oskarzonych sktada sie z oséb typowych
(oznaczanych przez Q) i pewnej domieszki nietypowych, ktérych nazwiemy
klamcami (oznaczanych przez #), ktérzy maja wieksza od typowego obywatela
szanse na przekonanie sedziéw do swojej niewinnodci (faktycznej lub nie). Kazdy
z nich moze by¢ winny albo niewinny, a sedziowie nie wiedza, z kim maja do
czynienia — rysunek 3.

:i&

. g‘ -

typowy .- e T klamca

o< e
p<o|y \i@@) P(Oy R@IQ)
&) V&D AL S

Rys. 3. Rozbicie populacji oskarzonych na dwa rozlaczne podzbiory: typowych i ktamcéw.
Prawdopodobienistwo wystapienia kazdego z nich to odpowiednio P(Q) oraz P(#)

W tym przypadku prawdopodobienistwo, ze oskarzony jest winny, gdy k sedziow
uznalo go za winnego, przedstawia ponizsza formuta:

P(k|@&D) - P(@|9) - P(Q) + P(k|2&h) - P(2|M) - P(4)

P(@lk) = s 7

gdzie

P(k) = P(k|8&Q) - P(3[0) - P(V) + P(k|2&®W) - P(3|4) - P(M) +

+ P(k|3&Q) - P(B|Q) - P(V) + P(k|S&®N) - P(S|M) - P(M).

Na rysunku 4 mozemy zaobserwowac, jak interesujace nas prawdopodobienstwo
zalezy od wartosci k. Okazuje sig, ze gdy ilos¢ sedziéw uznajacych wine
oskarzonego jest bliska 23, to prawdopodobienstwo P(®|k) spada! Dla
jednomyslnej decyzji (k = 23) wynosi okolo 0,58. To doé¢ zaskakujacy efekt.
Prawdopodobienstwo tego, ze oskarzony jest winny, gdy sedziowie byli
jednomyslni, nie odbiega zbytnio od prawdopodobienistwa wyrzucenia orla
w rzucie symetryczng moneta. Przyzwyczajeni jesteSmy raczej do sytuacji, gdy
decyzje podejmowane sa wolg wiekszosci, a im wiecej oséb sie na nig zgodzilo,
tym lepiej. Nasz przyklad pokazuje, ze od pewnego momentu im bardziej
jednomy$lny jest rezultat procesu, tym jego wynik jest mniej wiarygodny. Ma
to zwiazek z niepewnoscia, jaka wprowadziliSmy do modelu, dodajac do analizy
nietypowego oskarzonego — kfamce. Niepewnosé skutkuje nieregularnosciami
wynikéw. Wyobrazmy sobie gre w Monopol. Gdyby naszemu przeciwnikowi
w kazdym rzucie kosémi wypadaly dwie szdstki, to uznalibyémy, ze co$ jest nie
tak. Nasz przyktad z ktamcami to nieco bardziej skomplikowany przejaw tego
samego zjawiska.

Oczywiscie niemadrze byloby sugerowaé, ze kazda jednomyélna decyzja powinna
budzi¢ watpliwosci. Na przykltad, gdy poprosimy kilkanadcie oséb, aby ze zdjeé
trzech zwierzat: kota, psa i papugi wskazaly fotografie przedstawiajaca kota,

to najpewniej wszyscy wskaza to samo zdjecie. Ten wybér jest jednomyslny,

bo wlasciwie nie mialy na niego wplywu czynniki losowe (nie biorac pod

uwage tych kilku oséb, ktére zapewne postanowilyby zrobié¢ sobie z nas zarty).
Jednak tak klarowne sytuacje to rzadkos¢. Zwykle nasze decyzje obarczone

sg pewnym ryzykiem wynikajacym z braku pelnej informacji, fizycznego
zmeczenia, do$wiadczen zyciowych, wywieranej presji i wielu innych czynnikéw.
Zyjemy w tak zlozonym $rodowisku i sami jesteémy na tyle skomplikowani, ze
gdy w ramach pewnej grupy nasze wybory stana sie jednakowe, to warto sie
zatrzymac i zastanowi¢, czy nie wpadliSmy w putapke jednomys$lnosci.
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Zyclie na
ZY \~®114

Podbieranie miodu z barci, rysunek
naskalny w jaskini, liczacy 8 tys. lat,
Hiszpania

Odrebnym, niezwykle waznym
zagadnieniem jest rodzaj chemicznych
srodkéw uzywanych wspolczesnie do
ochrony zbioréw przed ,;szkodliwymi”
owadami. Bardzo czg¢sto sg one zabdjcze
dla zapylaczy, w tym pszczoél.

Skad sie bierze miéd

... Bez zachodu nie bedzie miodu / kraina mlekiem i miodem plyngca / laé
midd na serce / lyzka dziegciu w beczce miodu / midd w gebie / Kazimierz
Wielki pijal miéd u Esterki / kto ma pszczoly ten ma midd / i ja tam
bylem, midd i wino pilem / midd lipcowy to lek zdrowy. . .

W trakcie $éniadania moja trzyletnia wnuczka zapytata, skad mamy miod,

a ja prawie ugryztam sie w jezyk, zeby nie odpowiedzieé: ze sklepu! (chociaz,
jak bylam w jej wieku, to wysysalam kwiatki akacji). A potem zaczelam

w my$li cofaé si¢ od sklepu do producenta (znajoma pasieka na SuwalszczyZnie)
i zauwazylam, ze wydarzen na drodze od kwiatka do pasieki opisaé rzetelnie nie
umiem. Czas zatem uzupelnié, nie tylko jak mniemam moja, wiedze.

Midéd zbierano od tysiecy lat, w starozytnym Babilonie, Syrii, Persji, Indiach,
Egipcie, Grecji, Rzymie. W Biblii méwi si¢ o krainie mlekiem i miodem ptynacej.
Stowianie z miodu robili (i robia) napoje alkoholowe.

Pszczoly, o ktérych myslimy, patrzac na stoik miodu, nie tylko zbieraja kwietny
nektar, ale takze bogaty w biatko pytek. Oba produkty potrzebne im sa

w hodowaniu kolejnych pokoleri, larw dojrzewajacych w ,domu” (ulu, barci),

a takze by przeczekaé zime. My im te produkty podkradamy. Zbierajac pytek

i nektar, owady zapylaja rosliny wabiace je kolorowymi i wonnymi kwiatami.
W trakcie koewolucji rosliny i owady przystosowaly sie do siebie — sg nawet
takie gatunki rodlin, ktére przyjmuja tylko jeden gatunek owada. Rozmnazanie
90% gatunkéw dziko rosngcych roélin, a takze ponad 75% gatunkéw roslin
spozywczych zalezy od zapylania. Bez pszczél nie beda owocowaly m. in.
grejpfruty, kawa, arbuzy, stoneczniki, truskawki, kiwi i migdaly. W przypadku
mango, wisni czy marchewki duza role odgrywaja muchéwki i nawet mrowki.
Roéznorodno$é swiata rolinnego, a takze nasze — nie zawaham sie powiedzie¢ —
przetrwanie, zalezy do wspétdziatania roslin z zapylaczami. Nie chodzi tylko

o udomowione pszczoly. Zapylaja takze pszczoly dzikie, nie zawsze budujace
duze gniazda, takze trzmiele (uzywane w szklarniach do zapylania pomidoréw).
Zapylaja niektére gatunki much, chrzaszczy, osy, motyle dzienne i nocne,
mréwki, nawet komary (tylko samce).

Pszczola zbiera z kwiatéw nektar do miodowego wola. Jednorazowo zebra¢ moze
40-50 mg nektaru, sama wazac 110 mg. Taka praca ma swoje konsekwencje dla
pszczoly robotnicy, ktéra w sezonie letnim zyje nie dluzej niz 6 tygodni.

W wolu rozpoczyna si¢ obrobka nektaru przez obecne tam enzymy i kwasy
organiczne. Pszczola dolatuje do ula i przekazuje zawartos¢ wola kolejnej
pszczole; nim material trafi do komérki plastra, przekazywanie moze sie odbyé
kilkakrotnie. Wnoszony do ula nektar zawiera 60-80% wody, po trzech dniach
nie wigcej niz 18%. Dzieje si¢ tak dzieki wachlowaniu skrzydetkami, co stuzy
takze utrzymaniu w ulu stalej temperatury. Jednoczeénie wzrasta stezenie cukru,
a to od pewnej granicy uniemozliwia fermentacje dzieki obecnym w pszczelich
wydzielinach drozdzach. Zageszczony produkt sktadany jest do komorek plastra,
gdzie nadal trwaja procesy dojrzewania, polegajace gtéwnie na enzymatycznym
rozktadzie cukréw ztozonych na proste. Zasklepienie woskiem komorek z miodem
zabezpiecza go przed psuciem, dlatego moze by¢ wykorzystywany nawet po wielu
miesiacach. Aby powstal 1 kg miodu, pszczoly musiaty zebraé¢ nektar z kilku
milionéw kwiatow.

Zebrany przez pszczoly pylek jest jedynym Zrédltem biatka, ktore przyswajaja
larwy — bez niego réj ginie. Pylek pszczola pakuje, dodajac do niego ,koktajl”
enzyméw, do specjalnych koszyczkéw, a w ulu do oddzielnych komoérek. Czasami
przed zasklepieniem takiej komérki pszczoty skladaja na powierzchni pytku
troche miodu. Pszczelarze nazywaja go pszczelim chlebem.

O pszczotach, spotecznych owadach, powstaly tysiace prac naukowych, setki
ksiazek bardziej i mniej popularnych. A jednak wciaz odkrywamy nowe fakty
z ich zycia, biologii, ewolucji. Warto wiec wiedzieé¢ takze, jak powstaje miod.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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* Wydzial Matematyki i Fizyki
Stosowanej, Politechnika Rzeszowska
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Rys. 1

Leibniz i Calculus
Jarostaw GORNICKI*

W marcu 1672 roku do Paryza przyby! z misja dyplomatyczna od elektora
mogunckiego mtody prawnik, filozof i erudyta Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716). Spotkanie z Christiaanem Huygensem (jesienia 1672 r.)
przekonalo Leibniza, ze w matematyce jest nowicjuszem. Huygens, chcac
zbadaé¢ matematyczna przenikliwos¢ Leibniza, rzucil mu takie oto wyzwanie:
wyznaczy¢ sume szeregu 1 + % + % + 11—0 + %5 + -+ - Leibniz zadanie wykonat

(a Ty? rozwiazanie na konicu artykulu). Sukces rozpalil jego zainteresowanie
matematyka. Szczedliwym trafem od stycznia do marca 1673 roku Leibniz
przebywal w Londynie (drugi raz byl tam w 1676 r.). Podczas tego pobytu
nauczyl sie wiele o szeregach nieskonczonych, studiowat Lectiones geometricae
Isaaca Barrowa z 1670 r., a za posrednictwem Johna Collinsa zapoznatl sie

z manuskryptem De analyst per equationes numero terminorum infinites Isaaca
Newtona z 1669 r. Rozmawial z Robertem Hooke’iem, Robertem Boylem,
Johnem Pellem, a w Royal Society zademonstrowal swoja maszyne rachunkowa
(lepsza od stworzonej przez Blaise Pascala). Po powrocie do Paryza, za
namowa Huygensa, Leibniz studiowal prace Bonaventury Cavalieriego, Jamesa
Gregory’ego, René Descartesa i Blaise Pascala. Tak wspominal odkrywanie
swoich matematycznych mozliwosci: ,,bylem gotéw radzié¢ sobie bez jakiejkolwiek
pomocy, poniewaz dziela matematyczne czytatem prawie tak, jak inni czytaja
romanse”. W Paryzu zainteresowal si¢ problemem zmiennosci: jak szybko
zmienia si¢ okreslona wielko$¢, i odwrotnie, jak na podstawie tempa zmiany
pewnej wielkodci okresli¢ jej wartosé. Jesienia 1675 roku Leibniz znal juz ,nowa
metode” — to co dzisiaj nazywamy rachunkiem rézniczkowym i catkowym.
Dostrzegl, ze wyznaczenie stycznej do krzywej zalezy od stosunku réznic
rzednych i odcigtych, gdy te staja si¢ nieskonczenie mate.

Niech f bedzie funkcja rzeczywista, patrz rysunek 1. Kazdej wartosci z, w ktorej
funkcja f ma styczna, odpowiada wartos$¢ tg e, gdzie ¢ jest katem nachylenia
tej stycznej do kierunku osi OX. Tak okreslong nowa funkcje nazywamy
pochodng funkcji f. Oznaczmy ja symbolem % lub df. Dzialanie polegajace na
obliczeniu pochodnej nazywamy rézniczkowaniem. Zalézmy, ze krzywa f posiada
w ustalonym punkcie P(z, f(x)) styczna (rys. 1). Niech punkt Q(z + h, f(x + h))
bedzie punktem zmiennym. Wéwczas

QR _NQ-MP _f(z+h)— f(z)
PR MN h
Dla przyktadu, poniewaz

(x+h)"—2"=a"+nz" h+...+h" —2" =na"" h+...,

—tgy, gdy h — 0.

gdzie dalsze wyrazy zawieraja wyzsze potegi przyrostu h, wiec

" —
W—Hm”*l, gdy h— 0.

Pochodng funkeji 2" jest wiec funkcja dz™ = na"~!, ktéra przedstawia
chwilowe tempo zmian wielkoSci ™. Do obliczania pochodnych bardziej
skomplikowanych funkcji Leibniz zaproponowal postepowanie algorytmiczne
oparte na wykorzystaniu wzoréw (f i g to funkcje rzeczywiste, A to liczba
rzeczywista):

dA-f)=A-df, d(f+g)=df £dg, d(f-g)=df-g+[-dg,

f df -9 — f-dg
d (g) =L a(9) = @) o)
Operacja w pewnym sensie odwrotng do rézniczkowania jest znajdowanie

dla danej funkcji f takiej funkcji @, aby dq) f. Na przyktad dla funkcji
f(z) = 2™ mozemy odgadnag, ze ®(z) = Zga"!, bo d(Zg2"") = 2™
Procedure znajdowania takich funkcji ® nazywamy catkowaniem i zapisujemy
[ atdz = n-ls-l 2" + ¢ (c jest dowolna stala).
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Kluczowe w rozumowaniu Leibniza (i Newtona) bylo odkrycie zaleznosci miedzy
pochodna funkcji pola a krzywa, ktéra to pole ogranicza (rys. 2). Niech f bedzie
funkcja ciagla. Oznaczmy pole figury krzywoliniowej OPMO przez ®(x), a pole
figury krzywoliniowej OPQN MO przez ®(z + h). Wowczas
®(x + h) — @(x) = (pole MPQNM) =

= (pole MPRNM) + (pole PQRP) =h - f(z) + h- A(h),
gdzie A(h) oznacza odleglo$é pewnego punktu z tuku PQ od prostej PR.
Poniewaz f jest funkcja ciagla, wiec jedli h — 0, to A(h) — 0. Zatem

O(z+h) — P(x)

h

Oznacza to, ze rzedna krzywej jest pochodna funkcji pola pod ta krzywa.
Aby obliczyé pole OPMO pod krzywa f, wystarczy wskazaé¢ taka funkcje @,
aby d®(z) = f(z), oczywiscie przy zalozeniu, ze ®(0) = 0. Symboliczny
zapis tej procedury Leibniz podal 11 listopada 1675 roku w postaci:
(pole OPMO) = [ f(t)dt

= f(z), gdy h—0.

Jednym z pierwszych rezultatéow ,nowej metody” Leibniza jest niezwykla
kwadratura kola. Uwage Leibniza zwrécil rysunek Pascala nieskonczenie matego
trojkata o bokach dx, dy, ds. Pascal wyznaczyt pole pod nieskonczenie matym
tukiem, zastepujac tuk odcinkiem ds stycznej (rys. 3).

Leibniz zaproponowal takie rozwiazanie: na okregu (z — 1) + 4% = 1, czyli

2? + y? = 2z, rozwazmy punkt P(z,y) i lezacy na stycznej (nieskoriczenie blisko)
punkt Q(z + dx,y + dy). Tréjkat APQR jest podobny do tréjkata ATPD

i do ATOW, wiec

dy PD  y-=z ad » — u — @

de _ TD gz @ 7Y mdm
Poniewaz ;7 = dz, wiec hds = zdz i (pole AOPQ) = 5 - hds = % - zdx jest
réwne potowie pola nieskoriczenie waskiego prostok@ta o bokach z i dz

C . d
(i wierzchotku D) lezacego pod krzywa z =y — x3%.

Zatem pole odcinka kota OPAOQ, jako suma pol nieskonczenie waskich trojkatéw,
Jest rowne potowie pola pod krzywa z =y — I’ 2: (pole odcinka OPAQ) =

=3 fo zdx. W tej sytuacji pole czwartej czesci kola jednostkowego jest réwne
1

1 1
— = (pole AOA1) + (pole odcinka OPAQO) = 3 i/zd:ﬂ,
0
gdzie z =y — z o ROZHICZkuJQC réwnanie okregu, Lelbnlz otrzymat

2z + Zydy =2, skqd Y= 1—7“. Wowczas z=y— xgg = 2 ale wtedy
22 = ;2 = ﬁ =57, sk@d T = 1+ >. Korzystajac z oczyw1steJ zaleznosci,
przedstawionej na rysunku 4, mamy
1 1 L

™ 1 1 1 1 z

S=s [rar=c o (1- d):1_/7d.

4 2+2/’”; 2772 /Iz 1+ 2%

0 0 0

2
Rozwijajac ulamek 17> w szereg nieskoniczony za pomocy dzialan

algebraicznych, tak jak robil to Mercator, Leibniz uzyskal szereg
2

27222—7;44-756—2“8—1-...,
14 22
a catkujac go wyraz po wyrazie, otrzymat
L 1
17/14_ 2d2*1—/(22—z4+26—z8+...)dz:
0 0
1 1 1 1 1 1 1 1
=1 (22— + 27— =204 . =l 44—
(32 57T T ) 3757779

Dodatkowo Leibniz wiedzial, ze otrzymany szereg jest zbiezny. Istotnie,

Som= (1= (214 (1 !
an = 3 5 7) 7" \om—3 om—_1)°
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Obecnie wykazanie tozsamo$ci Leibniza
jest standardowg umiejgtnoscia,

T

1
arctge = —dt =
g /1+t2

0

II:3 £5
et ot
2n+1 2n42
nZ ntt [ 0
—1 —1 dt.
+=1 2n+1+( ) \/1-|-t2

0
Ostatnia catka dazy do zera, gdy |z| < 1,

gdyz
x
dt] < ‘/t2"+2dt‘ -
0]
1

x
0
_ 2n+43
2n + 3

gdy n — oco. Zatem dla |z| < 1 funkcja

arc tg x ma rozwiniecie w postaci szeregu
3 5

F+%5 —...idlaz=1,

bodag-

p2n+2

1+ t2

|| -0,

arctgx =x —

mamy%:l—%-i—

=
ol

W tych czasach szyfrowanie wiadomosci
nie bylto niczym niezwykltym. Jeszcze Carl
Gauss w swoim Dzienniku pod datg

10 lipca 1796 roku napisat

EYPHKA. num = A + A + A.

Majac wtedy 19 lat, odkryl dowdd
wyjatkowego rezultatu: kazda dodatnia
liczba calkowita jest sumaq trzech liczb

tréjkqtnych {0,1,3,6,10,..., %, .ot

Anagram Newtona ,,6acc. .. 12vz” oznacza
Data aequatione quotcunque fluentes
quantitates involvente fluxiones invenire
et vice versa (list byl pisany po lacinie),
czyli ,wedlug danego réwnania,
zawierajacego ilekolwiek fluent, znalezé
fluksje i na odwrét”.

W pracy Nowva methodus. .., pierwszej
publikacji z rachunku rézniczkowego, jest
warunek dv = 0 dla maksimum lub
minimum d dv = 0 dla punktu przegiecia.

Leibnizowi zawdzigczamy (obok d-notacji:
%, ff(z)dz) réwniez nazwy calculus
differentialis i calculus integralis, uzycie
symbolu ,=” na réwnosé, kropki dla
mnozenia, terminy funkcja oraz
wspdlrzedne.

Rozwigzanie zadania z poczatku artykutu:
dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi

1 1 2

n(n+1)
2 ! + ! + ! + + ! =
: T a(n+1)]

" 1 1
n n+1
71,+l"

zatem rozwazany szereg jest zbiezny,
a jego suma to 2.

=2 —

WiQCSQ<S4<S6<...i
1 1 1

1 1
l—(z—<)—...— - — <
<3 5) <2n5 2n3> 2n —1

zatem So, — s, gdy n — oo. Wtedy réwniez So,11 = So, +
gdy n — oo.

Son, 1

)

1
el S

Ostatecznie Leibniz otrzymal réwnosé:
1 1

3757

1 1

7

7r
1=
4

9

O swoim odkryciu Leibniz powiadomil Huygensa, szczegétowo opisal

swoja metode w liscie z 27 sierpnia 1676 roku przestanym Newtonowi za
posrednictwem H. Oldenburga (sekretarza Royal Society). W odpowiedzi,

w licie do Oldenburga z 24 pazdziernika 1676 roku, Newton pisal: ,metoda
Leibniza otrzymania szeregu zbieznego [do 7] jest z pewnoscia bardzo elegancka
i wystarczajaco ujawnia geniusz jej autora, nawet jesli nie napisze on nic wiecej”.
Jednak na prosbe Leibniza o ujawnienie swoich metod Newton pisal: ,Podstawy
tych operacji sa w istocie dos¢ oczywiste, ale poniewaz nie moge kontynuowaé
wyjasnienia tego teraz, wolalem to ukry¢:

6accdael3eff7i3l9n404qrr4s9ti2vz.

Na tym fundamencie probowalem réwniez uproscié teorie, ktore dotycza
kwadratury krzywych i doszedtem do pewnych ogdélnych twierdzen”.

Po powrocie z Paryza, w pazdzierniku 1676 roku, Leibniz pozostal w stuzbie
ksiecia Hanoweru. Zajmowat sie biblioteka, genealogia, prawodawstwem,
technika, dyplomacja, ale przede wszystkim byl filozofem. Byl inicjatorem
utworzenia Akademii Nauk w Berlinie (11 lipca 1700 r.) i jej pierwszym
przewodniczacym. W swoich dziataniach dazyl do pogodzenia wiary i rozumu,
religii i nauki, idealizmu z materializmem. Prowadzil ozywiona korespondencje
z ponad 600 osobami. Zachowalo sie okoto 15 tysiecy jego listow, w istocie
esejow.

Po Elementach Euklidesa rachunek rézniczkowy i calkowy pozostaje
najwiekszym osiagnieciem matematyki. To dzigki niemu wiemy, ze Swiat
funkcjonuje zgodnie z pewnymi zasadami matematyki i fizyki, ktore umozliwiaja
przewidywanie wynikow okreélonych dzialan. Newton pierwszy odkryt
rachunek rézniczkowy i catkowy, w latach 1664-1666, podchodzac do problemu
kinematycznie, ale z ogtoszeniem swoich wynikéw zwlekal. Leibniz, niezaleznie
od Newtona, odkryt rachunek rézniczkowy i catkowy pédzniej, w latach
1672-1676, na drodze rozwazan algebraiczno-geometrycznych. Leibniz (pomijajac
korespondencje, gdzie uczynil to jeszcze wezedniej) pierwszy oglosit prace

o rachunku rézniczkowym Nowva methodus pro maximis et minimis,... w ,Acta
Eruditorum” 3 (1684), 467-472, oraz pierwsza prace o rachunku calkowym

De geometria recondita et analysi... w ,Acta Eruditorum” 5 (1686), 292-300.
Newton zrobil to dopiero w traktacie De quadratura curvorum z 1704 r., a praca
Newtona The Method of Fluzions (1736) ukazala sie niemal dziesieé lat po jego
$mierci. Dodatkowo metoda Leibniza byla bez poréwnania lepiej opracowana
(trafnie dobrana symbolika, nazewnictwo) i do dzi$ jest uzywana.

Spér o pierwszenstwo (wywolany przez przesadnie patriotycznych przyjaciél
Newtona) na cale stulecia zatrul relacje miedzy matematykami z wysp

i z kontynentu. Droga wytyczona przez Leibniza poszli uczeni tej miary co Jacob
Bernoulli (ur. 1654 r.), Johann Bernoulli (ur. 1667 r.), markiz de L’Hopital
(autor pierwszego podrecznika rachunku rézniczkowego i calkowego Analyse des
infiniment petits. .. (Paryz, 1696), napisanego na podstawie wykladéw Johanna
Bernoulliego). Ich nastepcy na kontynencie, Leonhard Euler, Joseph Lagrange,
Pierre de Laplace, wytyczali dalsze kierunki badan.

Wielkim przegranym okazat si¢ Leibniz, odszedl niezauwazony i zapomniany.
W luteranskim Neustddter Kirche w Hanowerze znajduje sie jego skromne
epitafium OSSA LEIBNITII (prochy Leibniza).
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Zadania z fizyki nr 702, 703
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

702. Ciezka kulke przymocowano do érodka cienkiego preta, a kulke lekka

o takim samym promieniu przymocowano do jednego z koncéw preta. Uklad
zanurzono w niezbyt glebokiej wodzie (rys. 1). Pret jest pochylony, jego
swobodny koniec opiera sie o dno, z wody wystaje cze$¢ lekkiej kulki, przy czym
stosunek objetosci czesci wynurzonej do objetosci calej kulki wynosi n. Czy

w glebokiej wodzie uktad bedzie pltywal, czy utonie? Nalezy przyjac, ze masy
preta i lekkiej kulki sa zaniedbywalne.

703. Gdy do cigzarka o masie m zawieszonego na sprezystej nici przykladamy
site dzialajaca pionowo w doél, ktérej wartosé roénie stopniowo od zera, nicé
ulegnie zerwaniu, gdy przylozona sila osiagnie warto$¢ F'. Jaka stala minimalna
sila nalezy dzialaé, aby ni¢ ulegla zerwaniu?

Rozwigzania zadai z numeru 5/2020

Przypominamy tresé¢ zadan:

698. Znalez¢ sily oddzialywania dwéch nieprzewodzacych pétsfer o promieniach R i r, naladowanych
odpowiednio tadunkami @ i g, rozlozonymi rownomiernie na powierzchniach pétsfer. Srodki péisfer
oraz plaszczyzny ich maksymalnych przekrojéw pokrywaja sie (rys. 2).

699. Cykl termodynamiczny sklada sie z izotermy, izobary oraz izochory (rys. 3). Gaz poddawany
przemianom jest doskonaly, jednoatomowy. Na izotermie gaz pobiera cieplo Qi2, na izobarze
wykonana zostaje nad nim praca Wa3. Oblicz sprawnosé cyklu.

698. Na rysunku 4a pokazane sa wektory sil oddzialywania sfer w przypadku
jednoimiennych tadunkow @ i g, co nie zmniejsza ogdlnosci rozwiagzania.

Q>0 q>0
Rys. 4 a) b) c)

Jezeli do uktadu dodamy druga duza poélsfere, jak na rysunku 4b, réwniez
natadowana tadunkiem @), to sila dzialajaca na pélsfere o promieniu r bedzie
réwna zeru, bo wewnatrz naladowanej sfery nie ma pola elektrycznego. Zatem
polsfery o promieniach R dzialaja na mala polsfere sitami, ktére sie réwnowaza.

Jezeli maly pétsfere uzupelnimy druga, naladowana tadunkiem ¢, jak na
rysunku 4c¢, to na polsfere o promieniu R bedzie dziatala sila 2F.

Natezenie pola elektrycznego na zewnatrz sfery o promieniu r naladowanej
tadunkiem 2¢q w odleglosci R od jej érodka ma warto$é E = 2q/ (47750R2),
gdzie ¢ jest przenikalnoScia elektryczng prézni. Cidnienie na duza poélsfere
wynosi p = Eo, gdzie 0 = Q/(2mR?) jest gestoScig powierzchniowa ladunku.
Zatem sila dzialajaca na duza pélsfere ze strony malej sfery dana jest wzorem
2F = tR?p.

Szukana sila oddziatywania miedzy poétsferami ma wartosé

F =qQ/ (87T€0R2).

699. Zgodnie z pierwszg zasadg termodynamiki warto$¢ bezwzgledna pracy, jaka
gaz wykonuje podczas przemiany izotermicznej, réwna jest cieptu pobranemu
w tej przemianie: |Wis| = Q2. Praca uzyskana w cyklu

W = [Wia| — Waz = Q12 — Waz  (rys. 5).
Cieplo pobrane w cyklu Q1 = Q12 + @31, gdzie Q31 = ncy (11 — T3) jest cieptem
pobranym na izochorze, n oznacza liczbe moli, cyy = 3R/2 jest molowym
cieptem wlasciwym przy statej objetosci dla gazu jednoatomowego. Z réwnania
Clapeyrona nR (T) — T3) = p (Vo — V4), gdzie p jest ci$nieniem na izobarze,
V5 i V1 to objetosci odpowiednio na poczatku i koncu tej przemiany. Stad
Q31 = 3Wa3/2.

Sprawno$¢ cyklu dana jest wzorem

n=W/Q1=(Qiz2 — Wa3)/(Q12 + 3Wa3/2).
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Zadania z matematyki nr 805, 806
Redaguje Marcin E. KUCZMA

805. Wewnatrz wypuklego n-kata A; A, ... A, lezy taki punkt P, ze kazdy

z trojkatow PA; A;11 jest réwnoramienny (przyjmujemy A,+1 = A;). Czy stad
wynika, ze wielokat ma okrag opisany, ktérego srodkiem jest punkt P?

806. Nieskoniczony ciag liczb naturalnych (a,) jest okreslony wzorami a; = 2;
apy1 = 2% +2 dlan > 1. Niech f(z) = 2% — x. Udowodnié, ze dla kazdego

n > 1 liczba f(an+1) dzieli sie przez f(ay).

Zadanie 806 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.
Rozwigzania zadan z numeru 5/2020

Przypominamy tresé zadan:

801. Na przyprostokatnej AC tréjkata prostokatnego ABC zostal dowolnie wybrany punkt D.
Symetralna odcinka C'D przecina przeciwprostokatng AB w punkcie P. Punkt Q jest symetryczny
do P wzgledem $rodka M odcinka AB. Punkt R jest rzutem prostokatnym punktu @ na prosta DP.
Udowodnié, ze M lezy na dwusiecznej kata PCR.

802. Niech

réwnanie tgx = .

2, T3, . .. bedzie rosngcym ciagiem wszystkich dodatnich liczb = spelniajacych

Niech y,, = (n + %)7’{' — x,,. Obliczy¢ granice ciagu (nyy,) przy n — oo (lub

wykazaé, ze granica nie istnieje).

801. Trojkaty AMC i CPD sa réwnoramienne. Przyjmijmy oznaczenia:
|xCAM| =[x ACM| = «, |xCDP| = |xDCP| = §; zatem |xCPD| = 180° — 20.
Srodek odcinka CD lezy blizej punktu C niz punktu A, wobec czego punkt P
lezy miedzy M i B; w takim razie |<MCP| = § — a. Rachunek katéw

w tréjkacie ACP pokazuje, ze |XAPR| =§ — a.

Poniewaz QR 1 PR, tréjkat PM R jest rownoramienny, wiec
|XxMRP| = |xMPR| =6 — a. Uzyskujemy réwnosé¢ |xMCP| = |xMRP],

795 (WT Z_nlu’i?gr; 729/625%T =2:34) z ktérej wynika, ze czworokat M PCR ma okrag opisany. Skoro |M P| = |[MR|,
Fukasz Merta Krakéw 4407 punkt M jest srodkiem luku PR tego okregu; a to znaczy, ze pélprosta C' M
Janusz Fiett Warszawa 43,82 potowi kat PC'R. To teza zadania.

Blazej Zmija Krakéw 43,66
Michal Adamaszek  Kopenhaga 42,95 802. Dla z € (0, 3m) zachodzi nieréwnosé tgz > x, wiec w tym przedziale nie
lzjzifé‘;%vifdkz"lyhk g;‘is;zvv:a jﬂ:gg lezy zaden wyraz ciagu (x,). W kazdym dalszym przedziale dodatniosci funkeji
Franciszek S. Sikorski Warszawa 41,28  tangens lezy jeden wyraz. Tak wiec nm < z, < (n + )m. Wobec okreglenia
Marek Spychata Warszawa 40,62 1 . . 1
Jakub Wegrecki Krakéw 39,40 Yn = (n+ 3)™ — @, wynika stad, ze y, € (0, 37) oraz
Andrzej Kurach Ryjewo 36,30 1 1 1
Karol Matuszewski Rawicz 34,08 tg UYn = tg(—ﬂ' — Q;n) = = — —0 gdy n — oo.

2 tgx, Ty

W matematycznym Klubie 44 nowa

postaé: pan Lukasz Merta. Witamy!

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech,
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesytaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z doktadnosciag do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez

W takim razie y, — 0. A skoro x,,/n — 7 (oraz tgz/z — 1 gdy z — 0), zatem
Yn N 1
—

Yn
nynziwtgyn:tgy T -
n n

tg yn

wspélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

0s6éb, ktore nadestaly rozwiagzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.

@

Rozwigzanie zadania F 1007. Jezeli
nieprzezroczyste ciato absorbuje czeéé a
energii padajacej na jego powierzchnig, to

z zasady zachowania energii wynika, ze
pozostaly utamek r = 1 — a energii jest
przez t¢ powierzchni¢ odbijany i rozpraszany
do otoczenia. Przyjrzyjmy si¢ energii
docierajacej od ciala A do B. Emitowany
przez powierzchni¢ A strumieni energii, réwny
oaq Tf, w calodci dociera do B. Tam jego
czes¢ as jest przez B absorbowana, a czes$é
ro = 1 — ao jest rozpraszana (odbijana)
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i w calosci wraca do A (obie powierzchnie
traktujemy jak nieskoriczone plaszczyzny —
zaniedbujemy efekty brzegowe), gdzie

jej cze$¢ ay jest absorbowana, a czgéé

r1 = 1 — a1 odbijana itd. Od A do B,

w wyniku nieskonczonej liczby odbié¢, dociera
wiec strumien energii:

oo

1

4 § : n n 4
Ia = caia2T; Ty Ty = cayazT] F—

r17T2
n=0
Analogiczne wyrazenie otrzymamy dla
strumienia Iga docierajacego od B do A, ale

z To w miejscu T7. Ostatecznie, poszukiwany
strumien I energii netto przepltywajacej
miedzy cialami wynosi

cayas (T} —T3)
I=1Iap—1Ipa=——"""—2°=

1—rirs
_ o -1y
- 1 1 N
ar tag—1

Do uzyskania ostatniego wyrazenia
skorzystaliSmy z definicji
wspotczynnikéw rq, ro. Po podstawieniu
danych liczbowych: T = 121 Wm™2.



Prosto z nieba: Jak powstaly pierwsze galaktyki
i jak przeistoczyly sie w obiekty podobne do Drogi Mlecznej?

Najprostsza i najbardziej szczera odpowiedz na to
pytanie brzmi: nie wiemy, ale bardzo chcielibysmy

sie tego dowiedzie¢. Dlatego powstalo wiele misji
satelitarnych i dedykowanych przegladéw nieba. Kazda
z tych inicjatyw dostarczyla nowych informacji, ale
niestety daleko nam do uzyskania pelnego obrazu —

w szczegblnosci brakuje nam informacji o tym, jak
powstaly i ewoluowaly pierwsze galaktyki. Astronomowie
maja nadzieje, ze dzigki nowym obserwacjom w ramach
przegladu nieba ALMA-ALPINE (ALMA Large Program
to INvestigate [CII] at Farly times) uda si¢ wreszcie
przetamac ten impas.

ALMA (Atacama Large Millimeter/submillimeter Array) to zespot
66 anten rejestrujacych niewidzialne dla oka promieniowanie w zakresie
milimetrowych i krétszych niz milimetr dtugosci fal. Sie¢ ALMA to

54 dwunastometrowe i 12 siedmiometrowych teleskopéw radiowych,
pracujacych jako jeden, bardzo wydajny, instrument.

Przeglad ALPINE to program obserwacyjny, ktérego
celem jest zbadanie zawartosci gazu i pytu w mtodych
galaktykach, w czasie gdy Wszechéwiat liczyl sobie
niecaly miliard lat (warto$é przesuniecia ku czerwieni,
tzw. redshiftu, dla obserwowanych galaktyk wymnosi
pomiedzy 4 a 6, wiecej na temat redshiftu pisaliSmy

w numerze Afy). Zadanie to nie jest latwe i jak dotad
istnieje bardzo niewiele tego typu obserwacji. Wezesniej
dla tak wysokich przesunie¢ ku czerwieni skupiano sie
gléwnie na bardzo jasnych i masywnych galaktykach
(emitujacych gléwnie promieniowanie UV), gdyz

po prostu latwiej je zobaczyé¢. W ramach przegladu
ALPINE zaobserwowano jednak az 122 przecietne
galaktyki (znajdujace sie w tzw. ciagu gléwnym)
istniejace okoto 12 miliardéw lat temu. Byto to
mozliwe dzieki wykorzystaniu interferometru ALMA —
zaobserwowano linie pojedynczo zjonizowanych atoméw
wegla [CII] wystepujacych na dlugodciach fal 158 pum,
a takze widma energetyczne w dalekiej podczerwieni.
Polaczenie tych nowatorskich obserwacji z pomiarami
zebranymi wczesniej przez inne przeglady nieba

w krétszych zakresach dlugodci fal (zakres optyczny,
bliska i srednia podczerwient) umozliwito bardzo
dokladng analize galaktyk typowych dla mtodego
Wszechswiata. Okazalo si¢ bowiem, ze pomiary linii
[CII] to bardzo obiecujace narzedzie do wyznaczenia
szybkoéci tworzenia sie gwiazd w galaktykach na tak

Niebo we wrzesniu

Dziewiaty miesigc roku jest miesiacem, w ktérym

na pélnocnej pdtkuli Ziemi konczy sie lato i zaczyna
astronomiczna jesien. Dzienn w dalszym ciagu sie mocno
skraca. W trakcie miesiaca wysoko$¢ gérowania Stonca
zmniejsza sig¢ o kolejne 11°, a co za tym idzie, czas jego
przebywania na niebosklonie zmniejsza si¢ o kolejne
dwie godziny. Astronomiczna jesien rozpocznie sie

22 wrzesnia o 15:31 naszego czasu, w momencie gdy
Stonce przetnie réwnik niebieski w drodze na potudnie.
Jednak ze wzgledu na zjawisko refrakcji atmosferycznej
obiekty blisko linii horyzontu wydaja si¢ wznosi¢ wyzej
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wysokich przesunieciach ku czerwieni. Precyzyjny
pomiar tej linii pozwala na oszacowanie gestosci
obszaréw tworzacych gwiazdy, a co za tym idzie,
mechanizmoéw odpowiedzialnych za przybieranie na
wadze i rozszerzanie sie galaktyk.

Glowne pytania, na jakie chce odpowiedzie¢ zespot
ALPINE, to: Jakie mechanizmy napedzaly wzrost
galaktyk? Jakie wlasciwodci mial gaz i pyl w mlodych
galaktykach? Jak zmienial si¢ osrodek miedzygwiazdowy
galaktyk od poczatkéw ich istnienia do osiagniecia
,dorostosci”?

Zesp6l ALPINE opublikowal juz pierwsze wyniki swoich
prac. Wykazano, ze w mlodych galaktykach obtoki

gazu sa gestsze niz obserwujemy wspodlczednie, przez

co efektywniej tworzg gwiazdy. Typowe mlode galaktyki
byly jednak zdecydowanie mniejsze niz typowe galaktyki
istniejace obecnie. Dlatego bardzo ciekawe sg wyniki
ALPINE, ktére pokazuja, ze mlode galaktyki przez
okoto dwa miliardy lat tworzyly gwiazdy w niezmiennie
szybkim tempie — ilo$¢ gwiazd powstalych w danej
jednostce objetosci (star formation rate density) nie
zmienia si¢ dla przesunieé¢ ku czerwieni pomiedzy 4 a 2,
czyli pomiedzy 12-13 miliardéw lat temu. Wynik ten
jest o tyle zaskakujacy, ze wczesniejsze obserwacje
sugerowaly, ze szybko$é¢ tworzenia gwiazd w takiej samej
jednostce objetosci powyzej redshiftu 2 systematycznie
spada wraz z wiekiem Wszech$wiata. Przeglad ALPINE
pokazal réwniez, jak wazna role odgrywaja interakcje
pomiedzy galaktykami w procesie tworzenia gwiazd.
Zaobserwowano, ze im blizej poczatkéw Wszechswiata,
tym wiecej galaktyk oddzialuje ze soba (czesto wieksze
galaktyki pochlaniaja mniejsze), co wplywa na szybkosé
tworzenia sie gwiazd oraz wzrost galaktyk.

Dane zebrane z interferometru ALMA sg nadal
opracowywane, czekamy wiec z niecierpliwoscia na
dalsze wyniki. Moze wlasnie ALPINE bedzie w stanie
przelamaé impas i przedstawié¢ pelen scenariusz wzrostu

laktyk?
galakty Katarzyna MALEK

Le Fevre, O., et al. (2019), The ALPINE-ALMA [CII] Survey: Survey
strategy, observations and sample properties of 118 star-forming
galazies at 4 < z < 6,, arXiv e-prints, arXiv:1910.09517.

niz w rzeczywistosci, stad faktyczne zréwnanie dnia

z noca nastapi kilka dni pdzniej. Stonce zacznie wrzesien
w gwiazdozbiorze Lwa, by 16 dnia miesiaca przejs¢ do
gwiazdozbioru Panny, w ktérym pozostanie do korica
pazdziernika.

Planety Jowisz i Saturn we wrzesniu sg juz dwa
miesiace po opozycji i wida¢ to w pogarszaniu sie

ich warunkéw obserwacyjnych. Obie planety nadal
tworza pare o rozwartos$ci okolo 7°, w polowie miesiaca
zaczynaja znikaé z niebosklonu przed péinoca, choé
wciaz jeszcze przechodza przez poludnik lokalny sporo



po zmierzchu. Jednak ich polozenie w gwiazdozbiorze
Strzelca powoduje, ze nie wzniosa si¢ na naszym niebie
wyzej niz 15°. Jowisz zmieni kierunek swojego ruchu

z wstecznego na prosty 12 wrzesnia, zas Saturn uczyni
to samo 17 dni pdzniej, co réwniez pokazuje, ze okres
najlepszej widoczno$ci w tym sezonie obserwacyjnym
obie planety maja juz za soba. W zwiazku ze zmiana
kierunku ruchu obie planety we wrzesniu przesuna sie
niewiele wzgledem gwiazd tta, zmieniajac pozycje o nieco
ponad 30 minut katowych, czyli tyle, ile wynosi Srednica
tarczy Stonica czy Ksiezyca. We wrzesniu jasno$é¢ Jowisza
spadnie do —2,4™, a jego tarcza zmniejszy rozmiar

do 41”. Planeta Saturn ostabnie do +0,5™, jej tarcza
za$ zmniejszy Srednice do 17”.

Trzy pozostale planety zewnetrzne szykuja sie do
swoich opozycji, przez co i ich warunki obserwacyjne
poprawiaja sie. Najwczesniej przez opozycje przejdzie
planeta Neptun (11 wrzeénia). W tym sezonie
obserwacyjnym planeta kresli swoja petle na péinocny
wschéd od gwiazdy 4. wielko$ci ¢ Aquarii. Za dalsze
wskazéwki przy szukaniu planety moga stuzy¢ $wiecaca
z jasnoscia 5,5 gwiazda 96 Aqr oraz stabsza o 0,7
gwiazda HIP115257. Na poczatku pazdziernika Neptun
przejdzie pomiedzy tymi gwiazdami, w odleglosci
okoto 25" od kazdej z nich. W zwiazku z opozycja
Neptun przesuwa si¢ teraz ze swoja maksymalna
predkoscia katowa, pokonujac w ciagu miesiaca

prawie 50’ i zblizajac sie jednoczesnie do ¢ Aqr

na 1,5°. Maksymalna jest réwniez jasnosé planety,
wynoszaca +7,8™. Oczywidcie to powoduje, ze do jej
dostrzezenia jest potrzebna przynajmniej lornetka.

Jako druga przez opozycje przejdzie planeta Mars, ale
zrobi to dopiero w polowie pazdziernika. We wrzesniu,
doktadnie 9 dnia miesiaca, planeta zmieni kierunek
ruchu, ale — w przeciwienistwie do pary Jowisz-Saturn —
z prostego na wsteczny, czyli zacznie przesuwad sig

na zachdd, rozpoczynajac tym samym okres swojej
najlepszej widocznosci w tym sezonie obserwacyjnym.
Stad we wrzesniu Mars przesunie sie¢ o niewiele ponad 3°
w poludniowo-wschodniej czesci gwiazdozbioru Ryb.

W tym miesigcu Mars znacznie zblizy sie do Ziemi,
zmniejszajac dystans o ponad 11 milionéw km. Stad jego
i tak juz duza jasno$¢ i srednica katowa jeszcze mocno
urosna: jasnos¢ z —1,8™ na poczatku miesiaca do —2,5
pod jego koniec, wyprzedzajac pod tym wzgledem
Jowisza, a $rednica katowa — z 19 do 22”. Planeta géruje
na wysokosdci mniej wigcej 45°, a zatem ponad 30° wyzej,
niz to miato miejsce dwa lata temu, podczas poprzedniej
opozycji. Stad obecnie obraz teleskopowy planety jest
znacznie wyrazniejszy.

Planeta Uran przejdzie przez opozycje ostatniego

dnia pazdziernika, kreslac petle mniej wiecej 10° na
potudniowy wschéd od Hamala, najjasniejszej gwiazdy
Barana, i jednoczes$nie 15° na péinocny wschod od
Marsa. Uran rowniez porusza si¢ ruchem wstecznym,

a najblizej niego dos¢ jasng gwiazda jest gwiazda

6. wielkosci 29 Ari. We wrzeéniu dystans miedzy tymi
ciatlami niebieskimi urosnie od 0,5 do 1°, a sama planeta
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jest 0 0,3 jadniejsza. Uran goéruje po godzinie 2, na
wysokosci dochodzacej do 55°.

Nad ranem, jako jutrzenka, $wieci planeta Wenus, ktéra
zacznie wrzesien na pograniczu gwiazdozbiorow Blizniat
i Raka, 9° na potudnie od Polluksa. Przez miesiac
planeta przemierzy gwiazdozbior Raka, by na jego koniec
zameldowac si¢ w gwiazdozbiorze Lwa, 3° na zachdd

od Regulusa, najjadniejszej gwiazdy konstelacji. Przez
caly ten czas Wenus na godzine przed wschodem Stonca
zdazy sie wznie$¢ na wysokos¢ 25°. Do konca wrzesnia
jasno$¢ Wenus spadnie do —4™, $rednica tarczy — do 16",
natomiast faza przekroczy 70%.

Bezksiezycowe noce wystapia w polowie wrzesnia, gdyz
Srebrny Glob zacznie miesiac od pelni i spotkania

z Neptunem 2 i 3 wrzesnia. Trzy noce pdzniej, przy
fazie zmniejszonej do 86%, Ksiezyc spotka sie z planeta
Mars, zblizajac sie do niej o Swicie na odlegtosé 1°, zas
7 wrzesnia przejdzie 4° na poludnie od Urana. Trzy dni
pézniej naturalny satelita Ziemi przejdzie przez ostatnia
kwadre, wedrujac wtedy 5° na poilnocny zachdd od
Aldebarana, najjasniejszej gwiazdy Byka.

W kolejnych dniach Ksiezyc podazy ku nowiu, a dzieki
duzemu nachyleniu ekliptyki do porannego widnokregu
mozna obserwowaé go prawie do samego spotkania ze
Stonncem — 17 wrzesnia. Przez ten czas bardzo tadnie
widoczne bedzie tzw. $wiatto popielate, czyli nocna
czes¢ Ksiezyca odwietlona Swiatlem stonecznym odbitym
od Ziemi. Trzy dni przed nowiem, prezentujac tarcze

w postaci cienkiego sierpa (15%), Srebrny Glob przejdzie
nieco ponad 1,5° na pdéinoc od jasnej gromady otwartej
gwiazd M44 i jednoczesnie 4° na poinoc od planety
Wenus. Okolo godziny 6, niestety na jasnym juz niebie,
dojdzie do zakrycia przez Ksiezyc gwiazd Asellus
Borealis, stanowiacej péinocno-wschodni rég trapezu
gwiazd otaczajacego M44. 16 wrzesnia rano, 32 godziny
przed nowiem, Srebrny Glob w fazie zaledwie 2% pokaze
sie 7° od Regulusa, na wysokosci 5°.

Po nowiu, w trzeciej dekadzie miesiaca, Ksiezyc pokaze
sie nisko nad widnokregiem. Przejdzie przez I kwadre

24 wrzesnia i zblizy sie do Jowisza na 7°, natomiast
dobe podzniej minie Saturna w odleglosci niecatych 4°.
Ostatnie noce wrzeénia ponownie rozéwietli bardzo jasna
tarcza Ksiezyca bliska pelni.

W pazdzierniku maksimum swojej jasnosci osiagna dwie
jasne mirydy: o Cet oraz R Leo. Obie moga przekroczy¢
prog widocznosci gotym okiem, a juz we wrzesniu
powinno dacé sie je dostrzec przez lornetke. Obie gwiazdy
widoczne sg w drugiej polowie nocy. Mira po péinocy
przechodzi przez poludnik centralny, zas R Leo wschodzi
niewiele przed $witem. Pod koniec miesiaca, 29 wrzeénia,
2° od drugiej z gwiazd przejdzie planeta Wenus. Mira

w listopadzie zeszlego roku osiagneta jasno$é¢ +2,5™,

zad R Leo w grudniu — prawie +5™. Jesli tym razem
gwiazdy réwniez pojasnieja az tak bardzo, na pewno
stang si¢ wdziecznym celem obserwacji. Zwlaszcza Mira,
latwo widoczna wtedy golym okiem nawet z obszaréw
miejskich.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Pélpanegiryk

Kiedy internetowy tabloid krzyczy o dziesieciu
najwiekszych w dziejach $wiata awariach garderoby oséb
znanych, nie ma na ogol watpliwosci, ze to niepowazna
zabawa. Co jednak sadzié¢, gdy na ponumerowanej skali
ustawia si¢ instytucje naukowe prowadzace badania

w okreslonej dyscyplinie? Kilka miesiecy temu podano,
ze Uniwersytet Warszawski znalazt sie wéréd najlepszych
osrodkéw badawczych w dyscyplinie fizyka w tzw.
rankingu szanghajskim, plasujac sie w przedziale miejsc
od 51. do 75., najwyzej ze wszystkich polskich instytucji
reprezentujacych wszystkie mozliwe dyscypliny. Czy to
dobrze, czy moze bardzo dobrze? I co to w ogdle znaczy?

Wynik liczbowy w rankingu oblicza si¢ ze wzoru:
100 Q1 + 100 CNCI + 20 IC + 100 Top + 100 Award ,

gdzie poszczegdlne wskazniki mieszcza sie w przedziale
od 0 do 1 i sa zwiazane z nastepujacymi aspektami
dzialalnosci naukowej. Q1 mierzy liczbe artykutéw
opublikowanych w latach 2014-2018 w 25% czasopism
0 najwyzszych wspétczynnikach wplywu, zwiazanych
ze $rednig liczba cytowan publikowanych tam prac.
CNCI to $rednia cytowan artykuléw opublikowanych

w latach 2014-2018 z afiliacjg instytucji do $redniej
liczby cytowan obliczonej dla wszystkich instytucji —
pokazuje zatem, jak wazne sa dla innych badaczy prace
naukowe prowadzone w danej instytucji. Wspolpraca
miedzynarodowa to wskaznik IC bedacy stosunkiem
liczby artykutow z lat 2014-2018 z afiliacja instytucji
oraz afiliacja instytucji z innego kraju do liczby
artykuléw z afiliacja instytucji. Liczbe artykuléw

z czasopism stanowiacych naukowa ekstraklase wyraza
wspotezynnik Top, przy czym w przypadku fizyki
oznacza to publikacje w Physical Review Letters.
Wreszcie miara Award zwigzana jest z liczba Nagrod
Nobla z fizyki przyznanych pracownikom danej instytucji
w latach 1981-2018, z wagami zmniejszajacymi si¢ wraz
ze wzrostem wieku nagrody.

Wszystkie wskazniki sa obliczone jako pierwiastek
kwadratowy wyniku jednostki do wyniku osiagnietego
przez jednostke najlepszag w danej kategorii. Wyjatkiem
jest CNCI, w przypadku ktérego normalizuje sie do
podwojonej éredniej wszystkich instytucji i wyniki
przekraczajace 100% obcina si¢ do 100%.

Miejsce Uniwersytetu Warszawskiego w poszczegdlnych
kategoriach w fizyce to:

Q1: miejsce 101. (podium: Sorbonne U, Harvard U,

U of Tokyo).

Ten wskaznik premiuje duzych — im wigksza jednostka, tym wiecej
prac naukowych; jesli sa dobrze publikowane, przeklada sie to od
razu na wynik w tej kategorii.

CNCI: miejsce 107.

Ciekawie jest przyjrzeé sie przykladowym instytucjom

legitymujacym sie maksymalnymi wartoSciami wskaznika cytowan.

Sa to m.in.: Radboud U Nijmegen, U of Perugia, U of Adelaide,
U of Mississippi, U of Sussex, Vrije U, Cardiff U, U of Cantabria,
U of Oviedo, U of Siena, U of Urbino, Cag U, Manhattan College,
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U Antonio Narino, U Mohammed I, U of Rennes 1, U of Salerno,
Montana State U — Bozeman, U of Camerino, U of Balearic
Islands, West Virginia U, U of Szeged, U of Texas Rio Grande
Valley, Uniwersytet Zielonogérski. Pokazuje to od razu, ze kilka
wybitnie wysoko cytowanych prac powstalych w niewielkiej
instytucji jest w stanie ,zrobi¢” caty wskaznik. Nie zawsze tak
jednak jest — instytucja o najwyzszej wartosci CNCI jest tez
Kyoto U.

IC: miejsce 261. (podium: Cag U, Kyoto U, Manhattan
College, Nagasaki Institute of Applied Science).
Wydaje sie, ze taki wskaznik moze premiowaé jednostki, ktére nie

prowadza wlasnych unikalnych badan, a wyniki naukowe osiagaja
we wspolpracy z silniejszymi naukowo partnerami.

Top: miejsce 95. (podium: U of Paris-Saclay, MIT,
Sorbonne U).

Nagréd Nobla nie mamy.

Jezeli uznamy, ze Nagrody Nobla sa, na przyklad ze
wzgledéw historyczno-ekonomicznych, niesprawiedliwe,
i do tego premiuja instytucje amerykanskie, mozemy
uszeregowaé fizyke bez uwzgledniania skladnika Award.
Pierwsza dziesiatka bedzie wtedy wygladaé¢ nastepujaco:

1.  Sorbonne University
MIT
University of Paris-Saclay
University of Chicago
University of California, Berkeley
Harvard University
The University of Tokyo
University of Cambridge
9. Stanford University
10. California Institute of Technology (Caltech)

e B N

Przy takim uszeregowaniu UW ma miejsce 60.,

podczas gdy z wlaczonym wskaznikiem Award jest to
miejsce 74. W tym pierwszym podejéciu piatka instytucji
bezpoérednio przed UW to:

U of British Columbia,
Autonomous U of Madrid,
Aix-Marseille U,

U of Zurich,

Moscow State U,

a piatka instytucji bezposrednio za UW to:

U of Naples Federico 1I,

Kyoto U,

Weizmann Institute of Science,
U of Southampton,

Seoul National U.

Warto zauwazy¢, ze pozycja UW w calym rankingu
jest wyzsza od ktorejkolwiek z pozycji w rankingach
kryteriéw czastkowych, co oznacza, ze w udany sposob
taczy on wskazniki réznych rodzajow.

Krzysztof TURZYNSKI

Nazwy jednostek naukowych zostaly podane w wersji angielskiej,
zgodnej z rankingiem. Caly ranking jest dostepny na stronie
shanghairanking.com.


http://shanghairanking.com
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Jego Wysokosci, czesé 1
Barttomiej BZDEGA

Czworke punktéw nazywamy ukladem ortocentrycznym, gdy kazde dwa z nich
wyznaczaja prosta prostopadla do prostej wyznaczonej przez pozostate dwa.

Powyzsza definicja jest konsekwencja pewnego rodzaju rownouprawnienia: jesli
punkt H jest ortocentrum nieprostokatnego tréjkata ABC, to kazdy z punktow
A, B, C, H jest ortocentrum trdjkata wyznaczonego przez trzy pozostate. Gdy
zachodza dwie z prostopadlosci, o ktérych mowa w definicji, to trzecia réwniez —
wynika to z tego, ze kazdy tréjkat ma ortocentrum.

Uktady ortocentryczne pojawiaja sie zatem w naturalny sposéb w wielu
konfiguracjach geometrycznych. W zadaniu 1 poznajemy kilka wlasnoéci
uktadow ortocentrycznych, a w zadaniach 2 i 3 uczymy sie je rozpoznawac.

Ze wzgledu na wspomniane wcze$niej réwnouprawnienie, spodki wysokosci
tréjkata ABC mozemy nazwaé po prostu spodkamsi ukladu ortocentrycznego
A, B, C, H. Sa to spodki wysokosci kazdego z tréjkatéw: ABC, ABH, AHC,
HBC. Punkty A, B, C, H wyznaczaja sze$¢ odcinkéw, ktére bedziemy
nazywacé odcinkami uktadu ortocentrycznego. Kazdy z nich jest $rednica
okregu przechodzacego przez pewne dwa spodki, co wynika z odpowiednich
prostopadlosci. Korzystamy z tego w zadaniach 1(e) oraz 4-6.

Nalezy jeszcze wspomnieé o zdegenerowanym ukiadzie ortocentrycznym.

W przypadku trojkata ABC z katem prostym przy wierzchotku C mamy H = C.
Jest oczywiste, ze AH 1 BC i BH 1 AC, trudno natomiast méwié¢ o prostej CH.
Mozna jednak z cala pewnoscia stwierdzié, ze istnieje prosta prostopadla do AB,
na ktorej leza punkty C'i H.

Zadania

1. Udowodnié, ze jesli punkty P, @, R, S tworza uklad ortocentryczny, to:

(a) punkt symetryczny do S wzgledem prostej PQ lezy na okregu opisanym
na tréjkacie PQR;

okregi opisane na trojkatach PQR, PQS, PRS i QRS maja réwne

promienie;

punkt symetryczny do S wzgledem srodka odcinka PQ lezy na okregu

opisanym na tréjkacie PQR,

[PQ[* + |RS|* = |PR* +|QS|* = |PS]” + |QR|*;

punkt S jest srodkiem okregu wpisanego lub dopisanego do tréjkata

utworzonego przez spodki uktadu.

2. Udowodnié, ze punkty A, B, C, H tworza uklad ortocentryczny, jesli:

(a) czworokaty AZHY, BXHZ i CY HX sa rombami (kolejnosé
wierzcholtkéw niekoniecznie podana antyzegarowo);

przez punkt H przechodza trzy okregi o jednakowych promieniach,

a punkty A, B i C sa réznymi od H punktami przecieé¢ tych okregow;

punkt H jest érodkiem okregu wpisanego w pewien tréjkat, a punkty

A, B i C — érodkami okregdéw dopisanych do niego.

3. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Punkty D, EF i F
sa symetryczne do punktu O wzgledem prostych odpowiednio BC, CA i AB.
Dowieéé, ze punkt O jest ortocentrum trojkata DEF.

4. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Punkty P i ) sa ortocentrami
tréjkatéw odpowiednio ABC' i ABD. Udowodnié, ze |CD| = |PQ).

5. Skonstruowaé za pomoca cyrkla i liniatu ortocentrum danego tréjkata
nieprostokatnego, wykonujac tylko sze$é ruchéw elementarnych (ruch
elementarny polega na wykresleniu odcinka lub tuku).

6. Odcinki AP i BQ sa wysoko$ciami tréjkata nieprostokatnego ABC'. Punkty
R i S sg rzutami prostokagtnymi punktéw odpowiednio A i B na prosta PQ.
Udowodnié, ze |PS| = |QR)|.

(b)
()
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% _ | Krajowy
‘%F? Tl Fundusz
. na rzecz Dzieci

Zwyciezcy Konkursu Unii Europejskiej dla Mtodych Naukowcéw wytonieni! %5'-.3“"

Matematyka, ochrona srodowiska, biologia, fizyka, chemia z medycznymi zastosowaniami oraz inzynieria
to dziedziny reprezentowane przez laureatow tegorocznej polskiej edycji EUCYS. Ws$rdéd zwyciezcow
znaleZli sie medalisci XLI Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki im. Pawta Domanskiego
oraz Stypendysci Programu Pomocy Wybitnie Zdolnym Krajowego Funduszu na rzecz Dzieci. Warto zapa-
mietac ich nazwiska, bo sg przysztoscia polskiej nauki.

Pierwsza nagroda (6000 zt), ex aequo:

1. Adam Baranski z Warszawy, uczen XIV LO im. S. Staszica w Warszawie
O podzielnosci rozwigzan réwnania Pella

2. Jarostaw Brodecki z todzi, uczen Publicznego Liceum Ogdlnoksztatcgcego Politechniki Lodzkiej
Ocena zanieczyszczenia miejskich rzek mikrotworzywami i ich przenikania do sieci troficznych
na przyktadzie systemu rzecznego aglomeracji tédzkiej

3. Aleksander Ltysomirski z Michatowic, uczen Il LO im. S. Batorego w Warszawie
Fisetyna to naturalny senolityk, ktory obniza aktywnos¢ metaboliczng komorek raka jelita grubego
i ma potencjalny wptyw na proces autofagii w komodrkach HCT166

4. Sebastian Machera z Zateza, absolwent V LO w Krakowie, a obecnie student WUM,
Elektrochemiczny immunosensor do wykrywania ludzkiej sercowej troponiny T oparty o bakteriofagi
M13 wyselekcjonowane metodg phage display

Druga nagroda (4000 zi), ex aequo:

1. Piotr Fil z Gizycka oraz Wtadystaw Sowul z Przerosla, uczniowie odpowiednio: | LO im. W. Ketrzyn-
skiego w Gizycku oraz | LO im. M. Konopnickiej w Suwatkach
Samolot dwustronny

2. Kosma Kasprzak ze Skdrzewa, uczern XXXVIII LO im. J. Nowaka-Jeziorariskiego w Poznaniu
Uwagi na temat pewnych granic wystepujgcych w teorii funkcji prawie okresowych

3. Julia Kosinska z Dziatdowa, Mateusz Malikowski z Dziatdowa oraz Kalina Wisniewska z Gdariska,
uczniowie Uniwersyteckiego Liceum Ogodlnoksztatcgce w Toruniu
Nowe nanostrukturalne fotokatalizatory w walce z zanieczyszczeniem srodowiska

Trzecia nagroda (2000 zt), ex aequo:

1. Ewa Klejman z Warszawy oraz Karol Kurytek z Koczarg Nowych, uczniowie odpowiednio:
The British School of Warsaw oraz XVIIlI LO im. J. Zamoyskiego w Warszawie

Ciecze ferromagnetyczne rozpraszajgce energie dynamiczng — synteza, badanie witasciwosci
zastosowanie w zyciu codziennym

2. Karolina Piasecka z Warszawy, uczennica XL LO im. S. Zeromskiego w Warszawie
Wptyw pestycyddw na parametry populacyjne i aktywnosé enzymu acetylocholinoesterazy
pszczoty murarki (Osmia bicornis L.)

3. Jakub Pietrzak z Pruszkowa oraz Kacper Waluk z Warszawy, uczniowie XVIII LO im. J. Zamoyskiego
w Warszawie

Weryfikacja dozymetryczna planu leczenia pacjenta onkologicznego z uzyciem fantomu antropomor-
ficznego wydrukowanego technikg 3D

eucys.pl
fundusz.org
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