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Rozwigzanie zadania F 1012.

Jezeli migénie zbudowane sa z utozonych
réwnolegle jednakowych widkien,

z ktérych kazde podczas skurczu dziata
z ta samgy sila, to sita F', z jaka dziala
migsien, jest proporcjonalna do pola S
jego przekroju poprzecznego. Skrécenie d
mieénia jest proporcjonalne do jego
dlugosci I. Energia potencjalna ,skoczka”
o masie m po osiggnieciu maksymalnej
wysokosci h jest réwna pracy wykonanej

przez kurczace si¢ miednie: mgh = Fd,
a wiec
Fd
h=—.
mg

Wystepujace we wzorze wielkosci skaluja
si¢ z rozmiarem L zwierzecia w
nastepujacy sposob: m o L? F xS L?
ido L. Otrzymujemy:
L. L
3
Nasze rozumowanie prowadzi do wniosku,
ze wysokosé skoku nie zalezy od
rozmiaréw zwierzecia i tym samym takze
od jego masy. Dane (Knut
Schmidt-Nielsen, Dlaczego tak wazne sq
rozmiary zwierzqt, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa 1994):
pchta: h = 20 cm, m = 0,49 mg;
szarancza h = 59 cm, m = 3 g;
czltowiek h = 60 cm, m = 70 kg.

h o =170

Nagrody Abela w roku 2020

Za co Hillel Furstenberg (Uniwersytet Hebrajski
w Jerozolimie) oraz Gregory Margulis (Uniwersytet Yale
w New Haven) otrzymali tegoroczna nagrode?

Mariusz LEMANCZYK*

Badania naukowe tegorocznych laureatéw Nagrody Abela koncentruja sie

na glebokich zastosowaniach teorii ergodycznej w réznych zagadnieniach
dotyczacych teorii liczb, geometrii, aproksymacji czy kombinatoryki. Teoria
ergodyczna, ktéra jest czescia szerszej teorii uktadéw dynamicznych, wyrosta
okolo 100 lat temu z zagadnien czysto fizycznych. W teorii tej zajmujemy sie
przestrzeniami probabilistycznymi (€2, P), gdzie P(A) jest prawdopodobienstwem
zdarzenia A C Q. Zazwyczaj P jest okrelone tylko dla pewnej rodziny
podzbioréw zbioru €2, zwanych zbiorami mierzalnymi. Na 2 mamy dodatkowo
okreslone przeksztalcenie T : Q — Q zachowujace prawdopodobienstwo P,
tzn. P(T~1(A)) = P(A) dla podzbioréw mierzalnych A C €. Przeksztalcenie T
moéwi nam, jak przebiega ewolucja punktéw w € Q w czasie:

w Twis T?w i ..

zachowywanie prawdopodobienstwa za$ to pewne ,,prawo fizyczne” — ewolucja
w naszym ukladzie dynamicznym (Q,P,T) odbywa si¢ z zachowaniem ,objetosci”,
tzn. z zachowaniem prawdopodobienstwa P. Popatrzmy na bardzo prosty
przyklad ukladu dynamicznego. Niech €2 bedzie okregiem jednostkowym, tzn.
niech Q = S! = {z € C; |2| = 1}, P za$ prawdopodobiefistwem wyznaczonym
przez zadanie, aby dla kazdego tuku A C S*, P(A) = 5-|A| (gdzie przez |A|
oznaczyliémy dhugoéé tuku) i niech Tz = e*™@2z, gdzie a € [0,1) (T jest
obrotem o kat 27a). Ten przyklad jest charakterystyczny dla sytuacji,

w ktérej mamy dodatkowa strukture przestrzeni €2, tzn. mamy zadane ,,dobre”
przeksztalcenie T ,,dobrej” przestrzeni {2 i probujemy opisa¢ wszystkie mozliwe
prawdopodobiefistwa niezmiennicze (w przykladzie powyzej mozna pokazaé, ze
wskazane przez nas prawdopodobienstwo jest jedynym prawdopodobienstwem
niezmienniczym, gdy « jest liczba niewymierna). Natomiast sama teoria
ergodyczna bada rozmieszczenie (,,geometrie”) orbit punktéw w przestrzeni,
tzn. zbioréw {T"w : n > 0}, interesuje sie wlasnoSciami ,mieszajacymi”

(co jest wstepem do badania chaosu w ukladzie). Mozemy np. pytaé, czy

UnZO T-"(A) = Q, a dokladniej — pytaé, czy z prawdopodobieristwem 1

orbita punktu w € € trafi do ustalonego zbioru A, takiego ze P(A) > 0
(méwimy wtedy, ze T jest przeksztalceniem ergodycznym). W powyzszym
przyktadzie przeksztalcenie T jest ergodyczne wtedy i tylko wtedy, gdy « jest
liczba niewymierna. Mozemy sprawdza¢ warunek mieszania dla podzbioréw
mierzalnych A, B C Q:

Tim P(T"(4) N B) = P(A)P(B)

(a wiec intuicyjnie zbiér B po pewnym czasie rozmazuje sie po calej przestrzeni,
przy czym jest on w kazdym zbiorze A proporcjonalnie do swojej miary).
Ergodycznosé¢ i mieszanie to przyklady wlasnoéci, ktére dla pewnych

ukladéw zachodza, a dla innych nie zachodza. Ale sa tez wlasnosci (dodajmy
nieoczywiste), ktére zachodza w kazdym ukladzie dynamicznym. Dla przykladu
w kazdym uktadzie dynamicznym (Q2,P,T), dla dowolnego zbioru mierzalnego A,
prawie kazdy punkt w € A powrdci do zbioru A nieskoriczenie wiele razy (ten
fakt, zwany twierdzeniem o powracaniu, zostal odkryty przez Poincarégo
jeszcze w XIX wieku). Znacznie glebsze jest stynne twierdzenie ergodyczne
Birkhoffa (sprzed 90 lat), ktére méwi nam, ze typowe punkty (tzn. punkty

z pewnego zbioru o prawdopodobienstwie 1) ,,chodza” po przestrzeni regularnie
w tym sensie, ze jesli wezmiemy jakikolwiek ,pomiar” na naszej przestrzeni
(wyrazany przez funkcje f : Q — R, powiedzmy ,mierzalna” i ograniczona), to
$rednie ij:_ol (T"w) maja granice, gdy N — oo. A gdy uklad (,P,T) jest
dodatkowo ergodyczny, to granica ta bedzie rowna ,$redniej” funkcji f po calej
przestrzeni (tzn. otrzymamy calke funkcji f wzgledem prawdopodobieristwa P).
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Powyzej mowilisSmy o sytuacji, w ktérej mamy do czynienia z jednym
przeksztalceniem T (choé wlasciwie rozpatrujemy zbiér {T™; n € N}), ale mozna
sobie wyobraza¢, ze na Q) dziala rodzina przeksztalcen {T,; g € G}, gdzie G ma
jakas dodatkowa strukture. Dla przykladu mozemy mysle¢, ze G jest pewna
rodzina macierzy o wyznaczniku réznym od zera, zamknieta ze wzgledu na
mnozenie i branie elementu odwrotnego — jest to wiec szczegdlny przypadek
struktury, ktéra w matematyce nazywa sie grupg. Wtedy rodzina {T,; g € G} jest
pewna reprezentacjg grupy G w zbiorze ukladéw dynamicznych przestrzeni (£2,P)
(zakladamy zachowywanie struktur, tzn. zakladamy, ze Ty, =T, 0T} dla g,h € G).
I znowu mozemy zadawac¢ rézne ciekawe pytania ergodyczne, ktérych probke
widzieliémy powyzej, gdy ,,czas” G byl réwny N. Czy taka abstrakcyjna teoria,
ktora przeciez musiala wypracowaé trudne metody, aby dowodzi¢ w miare
ogdélnych twierdzen, moze mie¢ cokolwiek wspdlnego z bardziej ,,przyziemnymi”
problemami matematyki? Okazuje sie, ze tak. Geniusz Hillela Furstenberga
polegal m.in. na tym, ze zaproponowal on juz w latach 70. XX wieku dalsze
rozwijanie teorii ergodycznej w duchu twierdzen dotyczacych wielokrotnego
powracania czy tez zbieznosci niekonwencjonalnych srednich ergodycznych.
Widzial on, ze — moze nieco wbrew swoim ,fizycznym” korzeniom — twierdzenia
teorii ergodycznej daja sie interpretowac jako twierdzenia o kombinatorycznych
wtlasnosciach podzbioréw zbioru ,,czaséw”, w szczegdlnosci podzbioréw zbioru
liczb naturalnych. Furstenberg udowodnil na przyktad, ze dla dowolnego ukladu
dynamicznego (Q,P,T), dowolnej liczby naturalnej £ > 1 i dowolnego zbioru

A cCQ,P(A) > 0 mamy

(%) PANT"(A)NT2"(A)N...nT " (A) >0

dla nieskonczenie wielu r > 1. Udowodnil on rowniez, ze powyzsze twierdzenie
jest réwnowazne pewnemu twierdzeniu opisujacemu kombinatoryczne wlasnosci
»duzych” podzbioréw liczb naturalnych. Zanim jednak przedstawimy jego pelne
sformulowanie, potrzebujemy nastepujacej definicji:

Definicja (gérnej dodatniej gestosci Banacha). Powiemy, ze zbiér FF C N ma
wlasno$¢ GGBD, jesli istnieje stata k > 0 oraz dwa ciagi liczbowe ay i by, ktore
maja (dla kazdego naturalnego N) nastepujace wlasnosci: ay > 1, by > N

i iu‘_‘ﬂ [aN,aN + bN“ > K.

A oto i samo twierdzenie:

Twierdzenie. Jesli F C N ma wilasnosé¢ GGBD, to zbior F zawiera postepy
arytmetyczne dowolnej diugosci. Tzn. dla dowolnej liczby naturalnej £ > 1 istnieje
takier > 1 orazn >1, zen,n+r,n+2r,...,n+4€r € F.

W pewnym sensie widaé, ze zbior F' nie moze by¢ ,,dowolny”, jakad struktura
calego zbioru liczb naturalnych w nim pozostata. Mozna spostrzec, ze gdy

N = F, U...UF,, gdzie zbiory F}, j =1,...,s sa parami roztaczne, to ktérys
z tych zbioréw musi mie¢ wlasnos¢ GGBD, a wigc w ktéryms ze zbioréw F
musiata ,przezy¢” struktura zbioru N. Moze jeszcze tytutem ciekawostki
dodajmy, ze aby udowodnié¢ powyzsze twierdzenie, udowodnione wczesniej
przez matematyka wegierskiego Endre Szemerédiego (laureata Nagrody Abela
w roku 2012) metodami czysto kombinatorycznymi, w potrzebujemy
»jedynie”, zeby przekroje ANT"(A)N...N T~ (A) byly niepuste. Tak to
juz jednak bywa, ze aby wykazaé niepusto$é zbioru, tzn. istnienie , dobrej”
konfiguracji bez wskazywania konkretnej konfiguracji, trzeba rozwinac
ogromna teorie wskazujaca na powdd niepustosci.

Gdy chcemy dowodzié¢ bardziej specyficznych wlasnosci teorioliczbowych czy
tez kombinatorycznych, czesto mozemy zawezi¢ klase ukladéw dynamicznych,
ktérych pewne wlasnosci ergodyczne (o ile uda nam sie je udowodnié) maja
ciekawe i moze bardziej intuicyjne implikacje. Niezwykle owocna role odgrywaja
tu tzw. uklady dynamiczne pochodzenia algebraicznego, ktore sa okreslone

na pewnych strukturach ilorazowych grup macierzowych, a reprezentacja

grupy G pochodzi od ,obrotéw” wyznaczonych przez mnozenie macierzy (obroty
niewymierne sa tu bardzo prostym, bo jednowymiarowym, przyktadem takich
dzialan). Zilustrujmy to podejscie stynna hipoteza Oppenheima o formach
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kwadratowych sprzed 90 lat, ktérej prawdziwo$é¢ udowodnil Gregory Margulis
(laureat medalu Fieldsa z 1978 roku). Tytulem wprowadzenia popatrzmy

na przypadek form zalezacych od dwoch zmiennych z,y € R. Ot6z mozna
spostrzec, ze wzor Q(z,y) = 22 — (o + 1)y?, gdzie «a jest ztota proporcja, tzn.
a= %(\/5 + 1) definiuje funkcje @ : R? — R o nastepujacych wlasnosciach:

(i) @ jest forma kwadratowa, (ii) @ przyjmuje zaréwno wartosci dodatnie, jak

i ujemne (@ nie jest ani dodatnio ani ujemnie okreslona), a ponadto (iii) @ nie
jest proporcjonalna do formy o wspoétczynnikach wymiernych. Jesli teraz z,y # 0
sa liczbami calkowitymi, to (wobec a? = o + 1)

X

X xr
Q(z,y)| = ¢ §+a ~“—alzay?|= —al = aC >0,

gdyz zlota liczba jest Zle aproksymowalna liczbami wymiernymi: | — % > C/q?
dla pewnej stalej C' > 0 i dowolnych p, ¢ € N! Zatem wartosci formy @
przyjmowane na argumentach catkowitych ((x,y) # (0,0)) sa odgraniczone od zera.
Stynna hipoteza Oppenheima stanowila, ze jesli uzyjemy wiecej zmiennych niz

dwie, np. rozpatrujac @ : R?* — R spekiajace wlasnosci (i)-(iii) podane powyzej,

to takiego odgraniczenia od zera nie mozemy uzyskac¢. Jakie tutaj uktady
dynamiczne beda odpowiadaly za rozwiazanie problemu? Dowdd Margulisa
polegal na studiowaniu orbit grupy przeksztatcen zachowujacych forme

i klasyfikacji miar niezmienniczych, ktére mozemy uzyska¢ na domknieciu orbit
w tzw. przestrzeni jednorodnej odpowiedniej grupy macierzy o wyznaczniku 1.

Wybitne osiagniecia tegorocznych laureatéw nagrody Abela (i ich uczniéw)
pokazuja, jak nowe, czesto zaskakujace, idee prowadzg do przelomowych odkry¢
stanowiacych o postepie w nauce.

ik
i Zadania

Przygotowal FLukasz BOZYK

M 1654. Piotrek stoi w windzie na ostatnim pietrze

(n + 1)-poziomowego wiezowca, liczac z parterem. Postepuje
zgodnie z nastepujaca zasada: jesli znajduje si¢ na k-tym
pietrze, przy czym 1 < k < n, to losuje, na ktéry z k nizszych
pozioméw 0,1, ...,k — 1 gjezdza, tzn. kazdy z nich wybiera
z prawdopodobienstwem %

(a) Jaki jest érednio numer pietra, z ktérego Piotrek zjedzie
na parter?

(b) Ile $rednio przejazdéw winda wykona?

Rozwigzanie na str.

M 1655. Niech n > 1 bedzie liczba catkowita. Kazdy
wyraz ciagu (a1, as,...,as,) jest réwny 1 lub —1. Pare (k,1)
nazwiemy zerujgcq, je$li 1 < k <1 < 2n oraz

ap + ag+1 + ...+ a; = 0. Wykazaé, ze liczba par zerujacych
jest nie wieksza od n?2.

Rozwigzanie na str. [I§]

M 1656. Niech n > 1 bedzie liczba catkowita. Kazdy

wyraz ciagu (b1, ba,...,ban—1) jest réwny 1 lub —1. Pare (k1)
nazwiemy minusjedynkujgcg, jesli 1 < k <1< 2n —1 oraz
bi - bgy1 - ... by = —1. Wykazad, ze liczba par
minusjedynkujacych jest nie wieksza od n?.

Rozwiazanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1011. Sila nosna F utrzymujaca ptaka podczas
lotu wynosi:

F = %chpSUQ,
gdzie p, jest gestoscia powietrza, v predkoscia lotu
(wzgledem powietrza), S powierzchnig skrzydet,
a ¢y, wspélczynnikiem zwigzanym z ksztaltem
lecacego ptaka. Opierajac sie na tym, ze sita oporu
powietrza jest proporcjonalna do v2, oszacuj, jak
optymalna predko$¢ poziomego lotu zalezy od masy
m ptaka.
Rozwiazanie na str. [I3]

F 1012. Migsnie zbudowane sa z bardzo wielu
jednakowych, utozonych réwnolegle, cienkich wtdkien.
Podczas kurczenia kazde widkno skraca sie o odcinek
proporcjonalny do jego dtugosci i dziata na punkt
zaczepienia z taka sama sita. Oszacuj, jak wysokosé
h skoku zwierzecia zalezy od jego masy m. Przez
wysoko$¢ skoku rozumiemy tu zmiane wysokosci

jego érodka masy podczas skoku ,z miejsca”, tj. bez
rozbiegu.

Rozwigzanie na str.
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Rys. 7. Stabilna 2-infekcja

Rys. 8
Rys. 9
N
_H
Rys. 10

Infekcja
Jarostaw GORNICKI*

Zostan na chwile demonem zla. Chcesz zainfekowaé szachownice o n? polach

(n > 2), ktére bedziemy nazywaé komdrkami. W kazdym kolejnym kroku
zdrowa komorka zostaje zainfekowana, gdy graniczy co najmniej dwoma bokami
z zainfekowanymi sgsiadami. Ten proces nazywamy 2-infekcjg. Zainfekowana
komoérka pozostaje chora na zawsze.

Jaki jest najmniejszy zbior inicjujocy 2-infekcje calej szachownicy? Musimy
precyzyjnie odpowiedzie¢ na dwa pytania:

1. Jaka minimalna liczba zainfekowanych komdrek wystarczy, by 2-zainfekowad
calq szachownice?

2. Jak rozmiescié na szachownicy minimalny zbior inicjujgcy 2-infekcje, by
zainfekowad wszystkie komorki?

OdpowiedZ na pierwsze pytanie jest prosta. Przyjmijmy, ze zainfekowane
komérki sg czarne. Zauwazmy, ze zainfekowany zbiér na rysunku 1 ma obwdd 12.
Po zainfekowaniu srodkowych kwadratéw (zacieniowanych na zielono, rys. 2),
obwdd zainfekowanego zbioru jest rowny 10 < 12. Z kolei na rysunku 3
zainfekowany zbiér ma obwdd 8, ktory nie zmienia sie po rozszerzeniu infekcji

(rys. 4).

Przyktady te sugeruja, ze rozprzestrzenianie 2-infekcji nie zwigksza obwodu
zainfekowanej figury! Zatem jesli mamy szachownice o n? komérkach (n > 2)

i obwodzie 4n, to (n — 1) zainfekowanych komoérek nigdy nie wystarczy do
2-zainfekowania calej szachownicy (bo wtedy obwdd zainfekowanego zbioru nie
przekracza 4(n — 1) < 4n).

To, ze n zainfekowanych komérek wystarczy do 2-zainfekowania szachownicy

o n? komérkach, sprawdzamy empirycznie, rozmieszczajac n zainfekowanych
komoérek na przekatnej (rys. 5). Inne ,skuteczne” rozmieszczenie n = 4
zainfekowanych komérek na szachownicy o 42 = 16 polach przedstawia rysunek 6.
W obu tych konfiguracjach zainfekowana komérka wystepuje w kazdym wierszu
i w kazdej kolumnie. Warunek ten jeszcze nie gwarantuje 2-zainfekowania calej
szachownicy (rys. 7). Oznacza to, ze w procesie rozprzestrzeniania si¢ 2-infekcji
istotne jest rozmieszczenie komorek rozpoczynajacych 2-infekcje (rézne od
rozmieszczenia wzdluz przekatnych). Koncentracja zainfekowanych komérek, jak
i nadmierne ich rozproszenie nie gwarantujg sukcesu. Im wigksza szachownica,
tym oczywiscie wiecej mozliwosci ,,bezpiecznego” rozlokowania n zainfekowanych
komorek (rys. 8, 9). Przy jednoczesnym spelnieniu warunku, ze infekcja pojawia
sie w kazdej kolumnie i w kazdym wierszu, daja one mozliwo$¢ zainfekowania
wybranych obszaréw, nie infekujac calej szachownicy.

Problem komplikuje sie, gdy rozwazamy prostokatna tablice n x m (n,m > 2)
jednostkowych kwadratéw (komérek). Rozumujac jak wyzej, tatwo stwierdzamy,
ze do 2-zainfekowania takiej tablicy potrzebujemy co najmniej (’”me
zainfekowanych komoérek (symbol [z] oznacza najmniejsza liczbe calkowity nie
mniejszg od x). Jednak rozmieszczenie zbioru [24™] zainfekowanych komorek,
ktory 2-zainfekuje cala tablice, nie jest tak oczywiste. Dla tablicy o wymiarach
5 x 10 rozmieszczenie 8 zainfekowanych komérek, jak na rysunku 10, pozwoli
2-zainfekowaé cala tablice.

Przyklad ten pokazuje, jak 2-zainfekowac tablice n x m: jesli n < m, to najpierw

infekujemy kwadrat n x n, a pozostate [ ™5™ ] infekcji umieszczamy w co drugiej

(i ewentualnie ostatniej) kolumnie pozostalego prostokata n x (m — n).

Zobaczmy, jak moze przebiegaé rozwoj infekcji, gdy w kazdym kroku zdrowa
komoérka (kwadrat jednostkowy) zostaje zainfekowana, jesli graniczy co najmniej
trzema bokami z zainfekowanymi sasiadami. Taki proces infekcji nazywamy
3-infekcjq.
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Rys. 11

"

Rys. 121 13

R A

Rys. 141 15

Przyjmijmy, ze proces 3-infekcji szachownicy o n? komérkach (n > 3) rozpoczyna
k < n? komérek, ktére jedna po drugiej zarazajg wszystkie t = n? — k komérek.
Do zainfekowania komorki dochodzi, gdy wystapi sytuacja z rysunku 11.
Ogoélnie, gdy zdrowa komorka zostaje zainfekowana, to w 3-infekcji obwdd
zainfekowanego obszaru maleje co najmniej o 2.

Zatem skoro poczatkowo zainfekowany obszar ma obwdd co najwyzej 4k, to
po procesie zainfekowania wszystkich ¢ komérek obwdd zainfekowanego zbioru
spelnia nieréwnosé

4k — 2t = 4k — 2(n* — k) > 4n,

n? +2n

s [ 4]
Gdy n > 3 jest liczba parzysta, to mozemy wskazaé¢ dokladniejsze (wigksze)
ograniczenie dolne liczby zainfekowanych komorek, ktére przy wlasciwym
rozmieszczeniu gwarantuja 3-zainfekowanie szachownicy o n? komoérkach.
Zauwazmy, ze w tym przypadku 4 komorki w rogach szachownicy musza
by¢ zainfekowane, bo te komérki maja tylko dwdch sasiadéw graniczacych
bokami. Z podobnych wzgledéw do krawedzi szachownicy nie moga przylegaé
dwie sasiadujace zdrowe komérki (nigdy nie zostalyby one zarazone). W tej
sytuacji, ze wzgledu na parzysto$¢ n, co najmniej 4 zainfekowane komoérki
przylegaja do zainfekowanych rogéw szachownicy. Wobec tego poczatkowy
obwod zainfekowanych po6l wynosi co najwyzej 4k — 8. Zatem w tym przypadku
mamy nowe oszacowanie

(4k —8) — 2t = 4k — 8 — 2(n® — k) > 4n,

k> {WWH'

skad

skad

3
Wzory te pokazuja, ze dla duzych zbioréw skuteczna 2-infekcje wywoltuje
relatywnie maly zbidr, ale skuteczng 3-infekcje moze wywotaé tylko duzy zbiér,
stanowiacy co najmniej trzecia cze$¢ wszystkich komérek. Odpornosé na infekcje
jest istotna! Oto przyklady pokazujace, ze

5 zainfekowanych komérek 3-infekuje szachownice o 9 komérkach (rys. 12),

10 zainfekowanych komérek 3-infekuje szachownice o 16 komérkach (rys. 13),
12 zainfekowanych komérek 3-infekuje szachownice o 25 komérkach (rys. 14),
18 zainfekowanych komoérek 3-infekuje szachownice o 36 komérkach (rys. 15).

Na wiekszej szachownicy problem rozmieszczenia minimalnej liczby komérek,
ktére 3-infekuja cala szachownice, staje si¢ trudniejszy.

Zadanie. Pokazaéd, ze: (a) 21 zainfekowanych komoérek wystarczy do 3-infekcji
calej szachownicy o 7% = 49 komérkach, (b) 28 zainfekowanych komérek wystarczy
do 3-infekcji calej szachownicy o 82 = 64 komérkach.

Odpowiedz znajduje sie na stronie YTatwo sprawdzi¢, ze przedstawione
na powyzszych przykladach konfiguracje realizuja wyprowadzone przez nas
wczesniej ograniczenie dolne na liczbe poczatkowo zainfekowanych komérek.
Niestety nie wiemy, czy to ograniczenie jest zawsze optymalne?

Dyskusja nad tego typu problemami moze by¢ kontynuowana dla innych
podzialéw plaszczyzny wielokatami badZ moze by¢ rozciagnigta na
wielowymiarowe prostopadtosciany, np. na zbiory jednostkowych sze$ciandéw
wypelniajacych szeécian n?, gdzie n > 3.

Jesli komoérka w postaci jednostkowego szescianu zostaje zainfekowana, gdy
graniczy co najmniej dwiema Scianami z zainfekowanymi sasiadami, to do
zainfekowania calego szescianu 33 wystarcza 4 zarazone komérki, 6 chorych

n
komoérek moze zainfekowaé caly szeécian 43. Ogdlnie, jedli n > 3, to n + LEJ

chorych komérek moze zainfekowaé calty szecian n3 (|x| oznacza najwigksza
liczbe catkowita nie wigksza od z). Oczywiscie, gdy trafnie rozmie$cimy
zainfekowane komorki. . .
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Definicja laplasjanu:

2

o? ]
(AG)(z,y) = @G(%y) + o5 G(z,y).

Izometria to dowolne przeksztalcenie,
ktére nie zmienia odlegto$ci miedzy
punktami.

Tlumaczenie na jezyk polski
wspomnianego artykulu Marka Kaca
ukazato si¢ w ,Wiadomosciach
Matematycznych” XIII (1971) i mozna je
odnalezé na stronie
wydawnictwa.ptm.org.pl.

Czy mozna uslyszeé ksztalt bebenka?
Joanna JASINSKA*

Kazdy, komu cho¢ raz zdarzylo si¢ gra¢ na gitarze lub innym instrumencie
strunowym, dobrze wie, ze na wysokos¢ dzwicku ma wplyw miedzy innymi
dlugosé struny. Uderzajac w struny zbudowane z tego samego materialu i o
tych samych grubosciach, lecz o réznych dtugosciach, otrzymamy dwie rézne
czestotliwosci drgan, a wiec dwa dzwieki o réznych wysokosciach. A jak to

jest z instrumentami perkusyjnymi? Czy na podstawie brzmienia drgajacej
membrany bebenka mozna powiedzie¢ co$ o jego ksztalcie? Jedne z pierwszych
préb odpowiedzi na to pytanie pochodza od Marka Kaca. Zeby przyblizy¢
tematyke, jaka sie zajmowal, nalezy przyjrzeé sie opisanemu zagadnieniu

z perspektywy analizy matematycznej.

Przez Q) bede oznaczata otwarty, spéjny podzbiér R2. Jest to model naszej
membrany, ktora pod wptywem uderzenia bedzie sie odchylata. Aby méc

$cisle odpowiedzieé¢ na tytulowe pytanie, najpierw musimy matematycznie
sformalizowaé ,,brzmienie bebenka”. Niestety, w tym artykule nie mamy miejsca
na doktadna analize fizycznego modelu drgania membrany. Wynika z niego
jednak, ze od strony matematycznej brzmienie jest zdefiniowane przez pewien
zbiér zwany widmem drgan i oznaczany przez A(Q). Jest to zbiér wartosci A, dla
ktérych istnieje taka niezerowa funkcja G: Q — R (okreslajaca amplitude drgan
w réznych punktach membrany), ze

o lim(y y)(20,y0) G(7,y) = 0 dla dowolnego punktu (zo,yo) lezacego na brzegu
(odpowiada to zalozeniu, ze brzeg membrany jest nieruchomy; zalozenie to

nazywa sie warunkiem brzegowym Dirichleta),
o (AG)(z,y) = AG(z,y) dla wszystkich (z,y) € €.

Symbolem A oznaczamy laplasjan, czyli pewien operator, ktéry z jednych
funkcji tworzy inne (podobnie jak np. operator rézniczkowania f — f').
Czytelnikéw zaznajomionych z czastkowymi pochodnymi odsylamy do definicji
na marginesie. Do zrozumienia najistotniejszej czesci tego artykutlu wystarcza
jednak elementarna wiedza z geometrii oraz przyjecie do wiadomosci, ze
laplasjan jest

o addytywny: A(G+ H) =AG+ AH,
o niezmienniczy ze wzgledu na izometrie: jedli T : R? — R? jest izometria, to

A(GoT1)=(AG)orT.

Fizycznie widmo drgan A(Q) jest zbiorem czestotliwosci, z jakimi moze drgaé
uderzona membrana. Jesli zatem udatoby si¢ nam znalez¢é dwie membrany

o réznych ksztaltach (tj. dwa nieizometryczne obszary Q7 i Q) i tym samym
widmie drgan, otrzymaliby$Smy negatywna odpowiedz na tytulowe pytanie.
Wtlasnie w tej formie bylo ono zadane w 1966 roku przez Marka Kaca w jego
artykule ,,Can one hear the shape of a drum?”. Okazuje sie, ze odpowiedz
faktycznie jest negatywna — istnieje juz wiele przykladéw, ktore potwierdzaja, ze
nie da sie ustysze¢ ksztaltu bebenka. Pierwsze z nich bylty dosy¢ skomplikowane
(jak na przyklad konstrukcja Johna Milnora z 1964 roku: dwa nieprzystajace
16-wymiarowe torusy o tym samym widmie drgan — z rozmaitych przyczyn

nikt nie produkuje tego rodzaju bebenkéw...). Obecnie istnieja juz konstrukcje
duzo prostsze. Ta, ktéra przytoczymy, zostata podana w 1992 roku przez
Carolyn Gordon, Davida L. Webba oraz Scotta Wolperta w artykule ,,One
cannot hear the shape of a drum”. Uzasadnimy, ze przedstawione na rysunku 1
wielokaty Wy = AC{B'CB{A'BA|C’ oraz Wy = AB’ALCA'C,BC'B), sa
dobrym przyktadem tego, ze ksztaltu bebenka nie da sie ustyszeé... Powstaty
one z ,posklejania” ze soba siedmiu tréjkatéw przystajacych do tréjkata
réznobocznego ABC'. Kolejne punkty konstruujemy z trojkata ABC poprzez
symetrie. Niech oxy (Z) oznacza obraz punktu Z w symetrii wzgledem

odcinka XY
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B Woéwezas:

Alzogc(A), B/ZUAc(B), CIZUAB(C)

Ay =opcr(4), By =oac(B), C]=o0ap(C)

Ay =ocp/(A), By=o0ac/(B), Cy=o0ap(C)
Nasza argumentacja powinna sktadaé sie z dwoch krokéw: najpierw nalezy
uzasadnié¢, ze powyzsze wielokaty nie sa przystajace, a nastepnie, ze ich wnetrza
(oznaczane dalej odpowiednio przez 0y oraz €22) maja to samo widmo drgan.
Yatwiejsza czescig dowodu jest wykazanie, ze Wi i W5 nie sa izometryczne.
Pozostawiamy ja Pracowitemu Czytelnikowi do samodzielnego rozwiklania
i przechodzimy do kroku drugiego.

Dowiedziemy, ze wielokaty W, oraz Wy sa izospektralne, czyli maja takie samo
widmo drgan. Ustalmy zatem A € A(;). Wykazemy, ze jest ono réwniez w A(£s).
Skoro A € A(€1), to z definicji istnieje nieréwna stale zero funkcja G : Q1 — R,
taka ze AG = AG 1 spelniony jest dla niej warunek brzegowy Dirichleta.
Rozszerzmy te funkcje na caly wielokat Wi:

G(!L‘ ) — G(Iay) dla (Iay) € Qh
0 dla (z,y) € Wy \ Q.

Z uwagi na warunek brzegowy taka funkcja oczywiscie jest ciggla. Niech

Tpor : AABC — APQR oznacza teraz izometrie przeksztalcajaca tréjkat ABC
na trojkat PQR. Okredlimy funkcje G; : AABC — R, i =0,1,...,6 nastgpujaco:
Gy = G|ABC oraz

G1 =G|, poomaBo, G2=G|,peoTapc, Gs=G|, 50 ©Tascr,

Gy = G|A/B;C oTapic, Gs5= G|AB,C{ oTapc; Ge= G|A£BC, 0Tl BC
(rysunek . Ponownie powotamy si¢ na niezmienniczo$¢ laplasjanu na izometrie,
zeby stwierdzié, ze dla kazdego i = 0,1,...,6 na wnetrzu tréjkata ABC zachodzi

AG; = \G;.
Okreslimy teraz rowniez funkcje H : Wy — R, ktéra na poszczegélnych kawaltkach
wielokata Ws bedzie przyjmowala takie wartosci, jak wida¢ na rysunku [3]
Uwazny Czytelnik bardzo szybko zada pytanie: ,W porzadku, ale dlaczego
ta funkcja jest dobrze okre$lona na krawedziach tréjkatow?”. Spieszymy

Rys. 2. Jedli funkcja G; jest na

powyzszym rysunku napisana na z odpowiedzia: przyjrzyjmy sie najpierw czworokatowi ACBC’. Okreslimy trzy

biacie . o powitaje pn loenie e iy, H, Ho : Aapo U Aancs — R nastepujacymni waoraii

przeksztalcajaca ABC na T oo Gg(.'lf) dlaz e AABC, o GQ(LC) dla z € AABCa
T Golrike (@) dlaz € Aaper, T | Gs(Tiber(@) dlaz € Aaper,

H. — Gi(x) dla z € A apc,
PTG @) dlaz € Aaper.

W ten sposob H‘ACBC, = H; + Hy + Hs3. Ponadto

Hy = G’ACBC, o Typer oraz Hy = G|ACB/01 oTipic

Znowu korzystajac z niezmienniczosci laplasjanu

. ze wzgledu na izometrie, mozemy stwierdzié¢, ze we
A_,.li"(;ﬁ,(;ﬁ(;g wnetrzu czworokgta ACBC’ spelnione jest réwnanie

: AH; = \H; dla i = 1,2 (gdyz funkcja G spelnia je

na calym wielokacie W7). Pozostaje przyjrzeé¢ sie

funkcji Hs. Z warunku zerowania si¢ funkcji G na

brzegu Wy (w szczegdlnosci na odcinku BA’) wynika, ze

; Gl’AB = 0, zatem funkcja H; jest dobrze ,sklejona” na

o . odcinku AB. Spelnia ona oczywiscie warunek AH; = AH;
i we wnetrzach tréjkatéw ABC i ABC'. To, ze réwno$é

¢ ta jest spelniona réwniez na odcinku AB, jest pewna

c’ szczegblng wlasnoscia rownania AG = AG, zwana

Rys. 3. Funkcja H. Kazda z przedstawionych funkcji sktadowych nalezy ,wlasnoéciz% odbicia”; W pe}nym brzmieniu przytaczamy
zlozy¢ z izometrig, ktéra odpowiadajacy jej tréjkat przeksztalca na . . o . s ie. iednak d 5d
trojkat ABC. Aby utatwié dalszg analize, wykorzystujaca poréwnanie Jg na marginesie na na&tQpneJ th‘OIlle, Jedna OWO

z rysunkiem [J] przystajace odcinki oznaczono w ten sam sposéb pominiemy. Liniowos¢ laplasjanu gwarantuje nam teraz,

. ;
\ H
\Go+Gs5—G1}
\ H

\

N 7z !
\ iGo—Gs5—Ga,»7 By
; p
: 7
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‘Wtlasno$é odbicia laplasjanu.

Niech D bedzie otwartym podzbiorem R?,
symetrycznym wzgledem prostej y = 0

i niech DV = {(z,y): y > 0}. Zaléamy, ze
funkcja G klasy C? jest okreslona na DT
i spelnia AG = AG dla pewnego A € R
oraz dla kazdego punktu (z¢,0) € D
mamy lim(, ) (zg,0) G(,y) = 0. Wtedy
funkcja G(z,y) = sgn(y)G(z, |y]),
okreslona na calym D, jest klasy C? oraz
spelnia AG = A\G.

Wspomniany raport HAKMEM mozna
znalez¢ na stronie
dspace.mit.edu/handle/1721.1/6086

* Wydziat Matematyki Stosowanej,
Politechnika Slaska

ze funkcja H okre$lona kawaltkami na tréjkatach ABC oraz ABC’, spelnia
warunek AH = AH na calym tym obszarze.

W ten sam sposéb, wyrézniajac w Wi inne czworokaty, wnioskujemy, ze
funkcja H jest dobrze okreslona na wszystkich krawedziach trojkatéw,

a takze ze spelnia réwnanie AH = AH na calym Qs. Dociekliwy Czytelnik
zechce samodzielnie sprawdzi¢ nietrudnym rachunkiem, ze dla funkcji H
jest réwniez spelniony warunek brzegowy Dirichleta na 5. Dowdd, ze H
nie jest tozsamosciowo rowna 0, pominiemy, gdyz jest on do$¢ techniczny.

Pracowicie wykazalisSmy, ze jezeli A nalezy do A(£21), to nalezy réwniez do
A(Qs), czyli A(Q1) C A(£2). Analogicznie uzasadniamy A(22) C A(Q1), a zatem
A(Q1) = A(Q2). Rozpatrywane wielokaty maja wiec takie samo widmo drgan;
nie s3 jednak izometryczne. Daje to negatywna odpowiedz na tytulowe pytanie.
Ciekawe, co sadza na ten temat perkusisci. ..?

]

—

Co ma wspdlnego cykl (6,5,4) z jezykiem polskim?

Kazdej liczbie rzeczywistej mozemy przypisaé nieskoniczony ciag cyfr jej
rozwiniecia dziesietnego. Jak wiadomo, jezeli ciag od pewnego miejsca sie zapetla,
to mamy do czynienia z liczba wymierna. Inaczej rzecz ujmujac, liczby wymierne
maja okresowe rozwiniecie dziesietne. Przyjmujemy tutaj, ze tzw. rozwiniecie
skoniczone jest rozwinigciem okresowym — od pewnego miejsca na kazdej pozycji
wystepuje wylacznie cyfra 0.

My bedziemy rozwazaé ciagi liczbowe. Mozemy przyjac¢ jakas konkretng metode
produkeji kolejnych wyrazéw ciagu, na przyktad
R $Cn, gdy ¢, jest parzysta,
"7 3¢, 4+ 1, gdy ¢, jest nieparzysta.
Jednak stwierdzenie, czy dla dowolnej poczatkowej liczby ¢y ten ciag zawsze sie
zapetli, jest nie lada wyzwaniem. Tego dotyczy problem Collatza — ale to nie on
jest bohaterem tego tekstu.

W 1972 roku zespo6l z Artificial Intelligence Laboratory, Massachusetts
Institute of Technology, opracowal raport HAKMEM — ztozony z prawie dwustu
algorytmicznych ciekawostek (miszmasz algebry, kombinatoryki, teorii liczb,
teorii grup. ..). Pozycja 134. wspomnianego raportu takze dotyczy ciagéw
liczbowych i ich zapetlania. Przyjmijmy nastepujaca zasade:

kazdy element ciggu (oprécz pierwszego) okresla, ile liter jest
potrzebnych do zapisania stownie (w jezyku angielskim) poprzedniego

elementu ciggu.

Zacznijmy na przyklad od liczby 14. Stowo fourteen ma osiem liter, wiec drugi
element ciagu to 8. Stowo eight ma pieé liter, kolejny element ciagu to 5. Stowo
five ma cztery litery — podobnie jak four. Zatem

14 (fourteen) — 8 (eight) — 5 (five) — 4 (four) — 4 (four) — ...

i tym sposobem otrzymujemy ciag (14,8,5,4,4,...). Co ciekawe, niezaleznie
od tego, od jakiej liczby zaczniemy, dany ciag zawsze (i szybko) zapetli sie na
liczbie 4.

Czy juz sie domyslasz, Czytelniku, jak brzmi odpowiedz na tytutowe pytanie?

Barttomiej PAWLIK*
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Podréze w N4

Autor zostal wladnie laureatem prestizowego grantu ERC. Ponizszy
tekst opisuje jeden z trzech tematéw badawczych, realizowanych

w ramach tego grantu.

Jakis czas temu kolezanki i koledzy z redakcji Delty
poprosili mnie, zebym opisal, czym zajmuje sie naukowo,
i przedstawil pewien ciekawy wynik, ktéry udato mi sie
wraz ze wspolpracownikami niedawno uzyskaé. Piszac
ten tekst, postaram si¢ przyblizy¢ te wlasnie dziedzine,
ktéra mi osobiscie wydaje sie interesujaca chyba dlatego,
ze rozwaza problemy o bardzo prostym sformulowaniu
geometrycznym, a mimo to jest w niej wiecej znakow
zapytania niz odpowiedzi. Badania czesto okazuja

sie ciekawa kombinatoryka, poparta jednak zwykle
geometrycznymi intuicjami. Wiele fundamentalnych
pytan otwartych mozna sformutowaé bardzo szybko,
jedno z nich przyblize na koncu tego tekstu.

Niedawno w Delcie AL, pisatem o podrézach w R<.
Mozna tez rownowaznie powiedzieé, ze byly to podréze
w Z?. Jedna z konsekwencji omawianego tam lematu
Steinitza byl fakt méwiacy, ze jesli uklad n rownan
liniowych o d zmiennych i wartodciach bezwzglednych
wszystkich wspolczynnikow wystepujacych w réwnaniach
ograniczonych przez M ma rozwiazanie, to ma
rozwiazanie niewielkie. Konkretnie rzecz biorac,

ma takie rozwigzanie u € R%, ze jego norma (tzn.
maksimum z wartosci bezwzglednych wspélrzednych)
jest ograniczona przez (5dM + 1)?, nie zalezy w ogdle od
liczby réwnan n. Ten fakt z kolei implikuje, ze pytania
o podréze w Z? staja sie stosunkowo latwe. Rozwazmy
nastepujacy problem osiggalnosci w Z%. Dany jest

zbiér wektoréw U = {u1,...,u,} C Z% oraz wektory
poczatkowy s € Z? i konicowy t € Z¢ takie, ze normy
wszystkich s, t oraz u; sa ograniczone przez M. Pytamy,
czy istnieje taka podroz skladajaca sie z przystankow

w punktach vg,v1, ..., v, € Z%, Ze zaczyna sie ona w s
(czyli vy = s), koniczy w ¢ (czyli vy = t), a kazdy krok
jest przesunigciem o ktéry$ wektor u; (czyli dla kazdego
i €{0,...,k— 1} istnieje u; € U taki, ze v;11 — v; = u;).
Jak latwo zauwazy¢, jest to réwnowazne pytaniu, czy
istnieja wspélezynniki aq, ..., a, € N (okredlajace, ile razy
uzyjemy w trakcie podrézy kazdego z wektoréw), takie
ze Y, a;u; =t — s. Z faktu powyzej wynika, ze jesli
istnieje podréz z s do t, to istnieje taka podrédz diugosci
co najwyzej (5dM + 1)?. To w szczegdlnoéci powoduje, ze
problem osiagalnoéci w Z? nalezy do klasy NP, mozemy
zgadnaé wspotezynniki a;, ktore sa reprezentowane
przez liczby o wielomianowo wielu bitach, i sprawdzi¢,
ze rzeczywiscie spelniaja réwnos¢ > | a;u; =t — s.

Dzi$ rozwazymy problem osiggalnosci w N?, bardzo
podobny do problemu osiggalnosci w Z%, a jednak, jak
sie okaze, o zupelnie innych wtasnosciach. Podobnie

jak poprzednio w problemie osiggalnoéci w N¢ dany

jest zbiér wektoréow U = {uy,...,u,} C Z¢, wektor
poczatkowy s € N¢ i konicowy t € N¢, kazdy z nich

o normie ograniczonej przez M. Réwniez pytamy

o istnienie takiej podrozy vy,..., v, ze vg = S, v =t oraz
kazdy krok v; 1 — v; jest réwny pewnemu wektorowi u;.
Wymagamy jednak, zeby kazdy punkt podrézy v; mial
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wszystkie wspéirzedne nieujemne, czyli v; € N¢. Innymi
stowy, cala nasza podr6z ma si¢ zmieéci¢ w dodatniej
¢wiartce ukladu wspotrzednych (dla d = 2), a ogélnie
w dodatnim ortancie N¢. Okazuje sie, ze problem
osiagalnoéci w N jest duzo trudniejszy od swojego
odpowiednika w Z? i wcigz daleki od matematycznego
zrozumienia.

Bardzo czesto rozwaza si¢ pewne eleganckie uogélnienie
problemu osiagalnosci w N¢. Dodajemy do naszych
rozwazan stany, intuicyjnie rzecz biorac, oznacza

to, ze w kazdym punkcie naszej podrdzy jesteSmy

w jednym ze skoniczenie wielu trybéw, zwanych stanami.
Opis problemu sklada sie wtedy rowniez z podania
skonczonego zbioru stanéw @, a kazdy krok podrézy
okreslany jest nie tylko wektorem z N9, a raczej tréjka
(p,u,q) €U C Q x Z% x Q. Taka tréjka (p,u,q) € U
oznacza, ze jesli jestem w stanie p, to moge przesunaé
sie o wektor u i zmieni¢ stan na q. Wprowadzenie
stanéw tylko pozornie komplikuje sprawe. System

z wektorami w N? i N — 1 stanami mozna stosunkowo
latwo zasymulowaé systemem o wektorach z N3 i bez
stanéw. Dodajemy do systemu trzy wspoélrzedne i wtedy
konfiguracje: stan i-ty, wektor v € N, reprezentujemy
jako wektor (u,i, N(N —i),0) € N3 ktéry na
pierwszych d wspolrzednych ma wektor u. Przy
odrobinie sprytu jesteSmy w stanie zakodowaé réwniez
ruchy w systemie ze stanami w tych d + 3 wspélrzednych
(przy czym jednemu ruchowi w oryginalnym systemie
odpowiadaé bedzie pewien ciag ruchéw w jego
reprezentacji). Ostatnia wspélrzedna nie jest uzywana
przy kodowaniu stanéw, ale przydaje sie przy
implementacji ruchéw. Dociekliwy Czytelnik moze
sprobowaé¢ dopowiedzie¢ sobie szczegdly.

Zeby poczué nieco, jak ciekawe wlasnosci moga mieé
takie systemy, rozwazmy przykitad pokazany na
rysunku 1. System ten ma dwa stany: p i ¢ oraz cztery
mozliwe ruchy oznaczone strzatkami i ich etykietami.
Przyjrzyjmy sie, jaka podréz mozemy wykonaé, startujac
ze stanu p i punktu (1,0,n); bedziemy oznaczali taka
konfiguracje p(1,0,n).

(-1,1,0) (0,0,—1) (2,-1,0)
(0,0,0)

Na poczatek mozemy wykonaé¢ nastepujaca trase:
p(laovn) Hp(ov 17”) - q(ov ]-7n) - Q(Qvoan) %p(anan - 1),
i jestedmy z powrotem w stanie p z trzecim licznikiem
o jeden mniejszym, ale za to pierwszym dwa razy
wigkszym. Mozemy wykonaé¢ analogiczna trase ponownie
p(2,0,n —1) = p(0,2,n — 1) = ¢(0,2,n — 1) =

= Q(4a Oa n— 1) - p(4707n - 2)7
gdzie przez = oznaczamy kilka ruchéw pod rzad.
Powtarzajac te procedure, mozemy dotrze¢ do

konfiguracji p(27,0,0), a stad bardzo prosto do dowolnej
konfiguracji postaci p(z,y,0), gdzie x + y = 2". Nietrudno

Rys. 1



zauwazy¢, ze konfiguracji, do ktérych mozna dojéé
z p(1,0,n), jest skoniczenie wiele, a konkretnie rzecz
biorac, wyktadniczo wiele wzgledem n. Ciekawym
pytaniem (choé nie otwartym) jest, jak duzy moze
byé zbiér konfiguracji osiagalnych z jednej ustalonej
konfiguracji w przypadku, gdy jest on skonczony.
Zachecam Czytelnikéw do konstrukeji systemu,
w ktérym taki zbidr jest podwdéjnie wykladniczy
wzgledem wielkosci poczatkowej konfiguracji oraz
wielkodci systemu (w szczegdlnosci liczb na strzatkach).
Przy pewnym wysitku mozna skonstruowaé system,
ktory ma ten zbiér konfiguracji wielkosci rzedu wiezy
i

dwdjek wysokosci n, czyli 2" , a nawet duzo wigkszy
(rzedu Fy(n), funkcje F; omdbwie ponizej).

Problem osiagalnosci w N¢ jest badany w informatyce
teoretycznej od lat 70. XX wieku. Znany jest

w delikatnie sie réznigcych, ale réwnowaznych wersjach,
pod nazwa problemu osiagalnosci w sieciach Petriego
badz problemu osiagalnosci w systemach zwanych
Vector Addition Systems (brak tu powszechnie

uzywanej polskiej nazwy). Warto podkreslié¢, dlaczego
ten problem jest w ogdle rozwazany w informatyce
teoretycznej. Mianowicie sieci Petriego sa jednym

z podstawowych modeli programéw wspo6tbieznych,

a zostaly wprowadzone w latach 30. przez Carla
Petriego w kontekscie modelowania reakcji chemicznych.
Gdy mamy w pewnym systemie d réznych substancji
chemicznych, to okreslajac liczbe ich czasteczek liczbami
naturalnymi, mozemy opisa¢ sytuacje wektorem w N¢,
W takiej sytuacji reakcja chemiczna, ktéra rozktada

3 czasteczki pierwszej substancji na 2 czasteczki drugiej
substancji i 4 czasteczki trzeciej substancji, a czwartej
substancji w ogdéle nie dotyczy, moze by¢ przedstawiona
jako zmiana o wektor (—3,2,4,0). Podobnie mozemy
modelowaé inne systemy, w ktorych réwnoczednie istnieje
wiele zasobéw. Moga to by¢ towary dostepne na gietdzie
lub liczby proceséw odpowiedniego typu w danym
programie. Problem osiagalnosci odpowiada wiec na
pytanie, czy zaczynajac z danego ukladu, mozna po
pewnej liczbie modyfikacji dojéé¢ do pewnego innego
uktadu. To pytanie jest przydatne przy automatycznej
weryfikacji programéw komputerowych: mozemy zapytac,
czy zaczynajac z konfiguracji poczatkowej, mozna po
pewnej liczbie krokéw otrzymaé okreslona konfiguracje
btedna. Ta obserwacja jest jednym w waznych powodéw
zainteresowania informatyki teoretycznej sieciami
Petriego i ich problemem osiagalnosci. Ma jednak duze
znaczenie réwniez fakt, ze problem osiggalnosci w N¢
jest tez po prostu bardzo naturalnym zagadnieniem
geometrycznym.

Co zaskakujace, przez dluzszy czas nie bylo wiadomo,
czy w ogolle istnieje jakikolwiek algorytm rozwiazujacy
problem osiagalnosci w N¢, innymi slowy, czy problem
ten jest rozstrzygalny. Pierwszy algorytm zostat
zaproponowany przez Ernsta Mayra w roku 1978, po
okoto dziesigciu latach badan. Nie bylo jednak znane
zadne ograniczenie na ztozonosé obliczeniowa tego
problemu. Inaczej méwiac, wiadomo bylo, ze algorytm
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dziata bardzo wolno, ale nawet trudno powiedzie¢,

jak wolno. Pomimo wielu lat badan nad podobnymi
problemami najlepszy aktualnie znany algorytm,
opublikowany w 2019 roku przez Leroux i Schmitza,
dziala w czasie rzedu Fyi4(n), gdzie n to rozmiar
danych wejéciowych, a d to wymiar przestrzeni N%.
Funkcje F} to przyklad bardzo szybko rosnacych funkcji,
zdefiniowanych (w jednej z wersji definicji) nastepujaco:
Fy(n) =n+1, Fp(n) = F_{(n), czyli Fx(n) to n-krotne
zlozenie funkcji Fj_1 na argumencie n. Mamy wéwczas

Fl(n) = Fo(F()( .. (n) .. )) = 2n,
n razy
————

n razy

on

gdzie w F3(n) wieza dwdjek jest wysokosci n, a liczba
Fy4(n) i nastepne sa juz do$¢ trudne do wyobrazenia.
Wida¢ wiec, ze faktycznie najlepszy znany dzis algorytm
dla problemu osiggalnosci jest bardzo wolny.

To nie znaczy jednak, ze kazdy algorytm musi by¢ tak
wolny. Znane sa pewne dolne ograniczenia na ztozonosé
problemu, ale jest tu wiele znakéw zapytania. Juz
w roku 1976 Richard Lipton udowodnil, ze problem
osiagalnosci w N¢ jest ExpSpace-trudny, czyli z grubsza
rzecz biorac, ze zaden algorytm nie moze dziataé
szybciej niz w pamieci wyktadniczej. W szczegdlnosci
nie moze dziala¢ w czasie szybszym niz podwdjnie
wyktadniczy. Jednak przez wiele lat do$¢ powszechna
hipoteza bylo, ze taki algorytm dzialajacy w czasie
podwdjnie wyktadniczym powinien istnie¢. Wielu
osobom wydawato sie prawdopodobne, ze jedli istnieje
podréz od konfiguracji startowej s do konicowej ¢, to
istnieje rowniez taka podréz o dlugosci co najwyzej
podwdjnie wykladniczej. Osobiscie, z tego, co pamietam,
tez wierzytem w te hipoteze. Konkretnie rzecz biorac,
wspomniana konstrukcja Liptona pokazuje, ze podréze
w N¢ nie moga by¢ krétsze niz rzedu M Qd, co dla
statego d oraz M reprezentowanego binarnie jest
ograniczeniem wykltadniczym. Dopiero w 2018 roku
udalo sie¢ nam z kolegami udowodnié, ze problem
osiagalnoéci w N nie moze daé sie rozwiazaé szybciej
o

niz w czasie F3(n) ~ 2, co w szczegblnodci implikuje,
ze istnieja systemy, w ktorych najkrétsza $ciezka jest
bardzo dluga, np. dtugosci oémiokrotnie wyktadniczej.
Temu dowodowi mozna przyjrze¢ sie w artykule

na serwisie arXiviarxiv.org/abs/1809.07115,
Przedstawie tu jednak pewien przyklad, ktory pokazuje,
ze oszacowanie Liptona nie jest optymalne. Ten
przyklad byt jednym z poczatkowych na naszej drodze
do ostatecznego rozwiazania i naprowadzil nas na
wlasciwg konstrukcje. Sam w sobie za$ stanowi ciekawe
zrozumienie tego, co moze sta¢ si¢ w wymiarze d = 4.

Tak jak wspomniatem powyzej, konstrukcja Liptona
pokazywala, ze w stalym wymiarze d najkrétsze podréze
moga by¢ dtugosci rzedu M 2d, czyli wykladnicze, ale
nieznane byly przyktady, w ktérych sa one istotnie
dtuzsze. Przyktad, ktéry udato nam sie znalezé,
pokazuje, ze juz w stosunkowo niewielkim wymiarze


https://arxiv.org/abs/1809.07115

najkrétsze podroze moga by¢ dtugosci podwdjnie
wyktadniczej. Konstrukcja opiera sie na nastepujacym
lemacie, dotyczacym ulamkéw, co dosé zaskakujaco
okazuje sie zwiazane z podrézami w N,

Lemat. Dla kazdego k € N istnieje k ulamkow ‘;—11, e, Ok

bk ’
takich Ze 1

ay ag
<2 <...<22=14+—,
by T

2! 22 2"
aq a9 ag o a
)G ()
oraz wszystkie liczby calkowite a, b, a; oraz b; sq
ograniczone przez 16+°+k,

Zauwazmy, ze istnienie utamkéw postulowanych

w lemacie wcale nie jest oczywiste. Zeby - byl nie
wigkszy niz 1 + 4%, to jego mianownik musi by¢ réwny
co najmniej 4%. Taki utamek podniesiony do potegi 27,
dla 7 rzedu k, ma licznik oraz mianownik podwdjnie
wykladniczy wzgledem k. Trudno$¢ w dowodzie
powyzszego lematu polega na tym, ze liczniki

i mianowniki wielu utamkéw podwdjnie wykladniczej
wielko$ci musza sie poskracaé przy mnozeniu w taki
sposob, by w rezultacie otrzymany zostat utamek ¢ dla
a i b wielkosci wykladniczej wzgledem k. Dowodu lematu
nie przedstawimy, cho¢ daloby sie go udowodnié¢ mniej
wiecej na jednej stronie.

Teraz pokazemy bardzo szkicowo, w jaki sposéb lemat
moze postuzyé¢ do konstrukeji zbioru ruchéw dla d = 4,

U={ui,...,un} € Q x N* x Q oraz konfiguracji
(1,170,0)<:’—‘j> (1,1,0,0)
s «— s
(0,0,0,2k)
07ak77bk70
(07 0707_1) ( )
V‘/—\
Cpl "
v
(Oa_17170)
(0,0,0,2871)
v (0,0,0,—1) (0,ap—1,—bx—1,0)
—
C P2 @
v
(07_17170)
(0,0,0,22)
v
(07 0707 2)
0 —b1,0
(0’0707_1) ( o b )
v
—
v
(0:717170)
v

Rys. 2

takich s(0,0,0,0),t(0,0,0,0) € Q x N%, ze podréz

z $(0,0,0,0) do #(0,0,0,0) przy uzyciu U jest podwdjnie
wyktadnicza wzgledem wielkosci tych wektorow.

System jest zilustrowany na rysunku 2 (niepodpisane
ruchy oznaczaja brak przesuniecia). Tak dobraliSmy
zbior U, zeby kazda podréz musiata wygladaé¢ w bardzo
konkretny sposéb. Na poczatku generujemy wektor
postaci (N, N,0,0) przy uzyciu petli w stanie o efekcie
(1,1,0,0) w stanie s’. Potem mnozymy druga wspélrzedna

k
przez (ak/bk)2 w stanach p; i ¢;. Robimy to podobnie,
jak w systemie na rysunku 1, uzywajac dwoch stanow.
Tam mnozylidmy liczbe 1 przez utamek % €O najwyzej
n razy, ale kazde mnozenie moglto mie¢ pewne straty.
W efekcie po n petlach miedzy stanami p i g z liczby 1
uzyskaliSmy najwyzej liczbe 2. W analogiczny sposéb .
mozemy pomnozy¢ liczbe N przez co najwyzej (ak/bk)2 .
Nastepnie mamy k& — 1 podobnych faz, w ktorych
mnozymy druga wspolrzedna przez co najwyzej

(ak_l/bk_l)Q '71, cel ((12/132)22 i na koncu przez co
1

najwyzej (al/b1)2 . Po tych wszystkich operacjach nasza
druga wspélrzedna ma wartos¢ co najwyzej N - ¢, co
wynika z réwnania w lemacie. A wigc calta konfiguracja
ma postaé t(N,N’,0,0), gdzie N' < N - ¢. Na koniec

w stanie ¢t w petli odejmujemy wektor (b, a,0,0) i chcemy
dojsé do konfiguracji (0, 0,0, 0). Okazuje sie, ze jedyny
spos6b dojscia do t(0,0,0,0) jest taki, zeby N’ bylo réwne
dokladnie N - (a/b), a to z kolei jest mozliwe tylko, jesli
wszystkie mnozenia na trasie byly doktadne. Pierwsze
mnoZenie, to w stanach p; i q1, bylo mnozeniem przez
(41751)2 . Aby bylo zrealizowane dokladnie, to liczba N
musiala byé podzielna przez (4%)2", co jest liczba
podwdjnie wykladnicza, a wiec oznacza, ze N musialo
by¢ podwdjnie wykladnicze. Zatem oczywiscie dtugosé
trasy tez musiata by¢ podwdéjnie wyktadnicza, co konczy
szkic konstrukcji. Szczegdly mozna znalezé w artykule
w serwisie arXiviarxiv.org/abs/2001.04327,

Przedstawiona konstrukcja dowodzi, ze istnieja systemy
w wymiarze d = 4, ktére maja najkrotsza Sciezke
pomiedzy dwoma niewielkimi konfiguracjami dltugosci
podwojnie wyktadniczej wzgledem opisu systemu. Czy
mozemy skonstruowacé takie systemy z najkrotsza
$ciezka potrdjnie wykladnicza? Tego nie wiadomo.
Najlepsze gérne oszacowanie to F7(n), czyli olbrzymie.
Co ciekawe, podobnie jest réwniez dla innych wymiarow.
Dla d = 2 wiadomo, ze w kazdym systemie o ile dany
punkt jest osiagalny w N2, to jest osiagalny trasa co
najwyzej wyktadniczej dtugosci. Wiadomo tez, ze sa
systemy, w ktorych taka trasa wykladniczej dlugosci jest
faktycznie najkrétsza trasa. Jak jednak wyglada sytuacja
dla wymiaru d = 37 Tego réwniez nie wiadomo. Najlepsze
znane goérne oszacowanie to funkcja Fg(n), czyli duzo
wieksza niz wieza dwodjek wysokosci n. Mozliwe jest

tez, ze zawsze taka najkrotsza trasa jest wykladniczej
dlugosci. Osobiscie obstawiam, ze druga mozliwo$¢ jest
prawdziwa, ale to tylko dywagacje. By¢ moze odpowiedzi
udzieli kto$ z Czytelnikow, tworzac konstrukcje podobna
do powyzszej. Rozwiazania problemoéw otwartych od
dziesigcioleci wcale nie musza by¢ bardzo trudne.


https://arxiv.org/abs/2001.04327

Jednostka Astronomiczna (j.a.), po
angielsku AU (Astronomical Unit), to
jednostka stosowana w pomiarach
odlegtosci, gtéwnie w naszym Ukladzie
Stonecznym. Wynosi ona

149597870 700 m, czyli tyle, ile wynosi
$rednia odleglo$¢ Ziemi od Storica.

W tym miesigcu nachylenie ekliptyki
ziemskiej jest bardzo korzystne do
obserwacji Wenus. Wiecej na ten temat
w artykule Niebo w listopadzie.

z1

72

Orbita transferowa Hohmanna
umozliwiajgca manewr zmiany orbity
kotowej statku kosmicznego na wyzsza
lub nizszg, przez dwukrotne uzycie
silnikéw. W centrum znajduje sie Stonce.
W1 oraz W2 oznaczaja polozenia Wenus
w stosunku do Storica, natomiast Z1 i Z2
analogiczne polozenia Ziemi.

Maia aelld

Wycieczka na Wenus

Zaraz po Stonicu i Ksiezycu Wenus jest najjasniejszym obiektem widzianym
na niebie. Ogladana noca, przez wielu ludzi traktowana jest omytkowo
jako bardzo jasna gwiazda. Okraza Stonce w odlegtosci 0,723 j.a., wiec
jest planeta wewnetrzna (znajdujaca sie blizej Stonica niz Ziemia). Dlatego
z punktu widzenia obserwatora ziemskiego znajduje sie ona na niebie

w poblizu Slonca — czasem blizej, a czasem dalej. Jej najwigksze oddalenie
katowe (elongacja) od Storica dochodzi do okolo 48°. Gdy jest w elongacji
zachodniej, wschodzi wczesniej niz Stonce i po wschodzie Stonica przestaje
by¢ widoczna. Przy maksymalnej zachodniej lub wschodniej elongacji
widoczna jest na niebie tylko przez okoto 4 godziny. Kiedy jest w elongacji
wschodniej, w ciagu dnia niewidoczna podaza na niebie za Stoncem.
Dopiero po zachodzie Stonca staje si¢ widoczna na potudniowo-zachodniej
czesci nieba, $wiecac jako Gwiazda Wieczorna. Odstep czasowy pomiedzy
najwiekszymi elongacjami — zachodnia i wschodnig — wynosi 440 dni
ziemskich.

W starozytnosci Wenus wyrézniana byta obok Stonca i Ksiezyca jako
szczegOlne cialo niebieskie i kojarzona z boginia. U Grekéw byta to

bogini Jutrzenki Eos, ktéra u schytku nocy wyjezdzata na niebo swoim
rydwanem i rozpraszata mroki nocy. Dopiero po niej wyjezdzal na niebo

jej brat Helios, wiozac na rydwanie Stonice, i na Ziemi rozpoczynal

si¢ dzien. Gdy do obserwacji cial niebieskich zaczeto uzywaé lunet

i teleskopow zwierciadtowych, astronomowie przygladali sie Wenus z uwaga.
W XVII wieku odkryto, ze planeta ma gesta atmosfere, ktéra nie pozwala
dostrzec jej powierzchni. ,,Bogini” ukryta swe pigkno pod nieprzezroczysta
szata, odbijajaca okolo 76% Swiatla slonecznego. Po odkryciu atmosfery
przez dlugi czas wielu astronoméw przypuszczalo, ze na powierzchni Wenus,
pod ciepta powtoka chmur znajduje sie¢ zycie. Wyobrazano sobie, ze pokryta
jest egzotyczng roslinnoscig, drzewami, a wszystko to w cieptym klimacie —
wspanialy, planetarny raj. W czasach wspoétczesnych planete badaly sondy
kosmiczne: niektére jedynie przy okazji ,,przelotu” obok planety, ale byty

i takie, ktére zostaly wystane z misja ladowania i zbadania powierzchni
planety. O Wenus wiemy duzo, jednak nadal nie wszystko. Wybierzmy sie
zatem w podroéz ku tej planecie, by jej sie przyjrze¢. W tym celu po pierwsze
nalezy wyznaczy¢ orbite, po ktérej popedzi nasz statek kosmiczny. Wérod
kilku mozliwych orbit wybieramy taka, przy ktérej zuzycie energii bedzie
najmniejsze — to obnizy koszty podrézy. Takie orbity obliczyl w XX w.
niemiecki uczony Walter Hohmann.

Orbita Hohmanna, ktéra wybraliémy ze wzgledéw ekonomicznych,
przedstawiona jest na rysunku obok. Poczatkowo nasz statek kosmiczny
okraza Ziemie jak satelita po tzw. orbicie parkingowej (bez napedu).
Czekamy na moment, w ktérym przejdziemy na eliptyczna orbite Hohmanna.
Gdy Ziemia znajdzie si¢ w punkcie Z1, a Wenus w punkcie W1, wlaczamy
silniki przyspieszajace ruch, wchodzimy na orbite Hohmanna i wylaczamy
silniki. W tym momencie rozpoczynamy beznapedowy ruch po eliptycznej
orbicie. Po uptywie okoto 146 dni ziemskich dotrzemy w poblize Wenus,
ktora znajdzie sie w tej chwili w punkcie W2. Wenus podczas naszej podrozy
dokonala okoto 0,65 obiegu wokél Stonica, a Ziemia 0,40 obiegu (144°).
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Rozwigzanie zadania F 1011.
Optymalne warunki poziomego lotu
odpowiadaja sytuacji, gdy

energia potrzebna do podtrzymania lotu
jest mozliwie mata. Oznacza to, ze
predkosé powinna by¢ jak najmniejsza,
ale wystarczajaca do wytworzenia sity
nosnej réwnowazacej cigezar ptaka.
Otrzymujemy warunek:

1 o2
mg = —cLppSv°,

2
gdzie m jest catkowitg masag ptaka,
a g przyspieszeniem ziemskim. Wewnatrz
jednego rzedu ptaki maja bardzo podobna
budowe i upierzenie, ale moga znacznie
rézni¢ si¢ rozmiarami. Za miare wielko$ci
ptaka przyjmijmy jedna
z charakterystycznych dlugosci I — np.
rozpietosé skrzydel. Zachodzi wéwczas
skalowanie: m o [® oraz S o 12, gdzie
znak ,,x” oznacza proporcjonalnosé.
Podstawienie tych relacji do podanego
wyzej réwnania na site no$na prowadzi do
oszacowania: v2 o [ i dalej do:

1/6
v X \ﬂ xX m /0.

‘Wykonane bardzo trudne pomiary
predkosci lotu ptakéw wzgledem
powietrza (patrz: PLoS Biology 5, 1656
(2007)) prowadza do empirycznego wzoru:
v~ am®
za= 16 ms~ ! oraz a = 0,13. Podawane
sg tez wyniki pomiaréw prowadzace do
oszacowania v o 12:°% skad wynika
v o« m%1® (Knut Schmidt-Nielsen,
Dlaczego tak wazne sq rozmiary zwierzqt,
Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa
1994).

Wykorzystana przez nas orbita jest potowa elipsy, ktérej peryhelium jest
w poblizu punktu W2, natomiast aphelium w punkcie Z1. Teraz wlaczamy
silniki, by uregulowaé¢ predkos$é i wejs¢ na orbite parkingowa wok6t Wenus.
Przygotowujemy si¢ do ladowania. Bedzie to zadanie niebezpieczne, ale
pod wzgledem technicznym jesteSmy przygotowani do ladowania i pobytu
na planecie. Wiemy juz, ze napotkamy wysokie temperatury i olbrzymie
ci$nienia. Nasz ladownik i jego wyposazenie wykonane sa w wigkszosci

ze znanych, bardzo wytrzymalych materialéw pochodzacych od wegla —
fulerenéw weglowych. Maja one niezwykle wladciwosci mechaniczne,
elektryczne i termiczne. Nanorurki weglowe sa okoto 13 razy lzejsze od stali,
a przy tym ich mechaniczna wytrzymatosé na odksztalcenia jest ponad

50 razy wieksza niz wspomnianej juz stali. Dzieki temu nasz ladownik nie
jest zbyt ciezki, a réwnoczesnie jest wytrzymaly na wysokie ci$nienia.

Ladownik opuszcza statek kosmiczny i zanurza sie w atmosfere planety.
Statek kosmiczny z reszta zatogi nadal krazy wokél planety. Pomiedzy
ladownikiem, statkiem i Ziemia zachowana jest taczno$é¢ radiowa

i telewizyjna. Ladownik opada na specjalnym spadochronie. Na wysoko$ci
okolo 70 km wchodzimy w kilkukilometrowa warstwe chmur utworzonych
z mgiel i aerozoli. Sa tu czasteczki CO4 i aerozol kwasu siarkowego. Kolejna
warstwa chmur znajduje si¢ na wysokosci okoto 55 km. Tu atmosfera

jest niespokojna, porywista i zakléca opadanie ladownika, ktéry zaczat

sie kotysaé, gwaltownie przenidst sie w bok, to znéw na chwile zawist.

W chmurach dominuje CO5. Na wysokosci okoto 50 km nad gruntem

jest trzecia — najnizsza warstwa chmur. Odkad ladownik zanurzyl sie

w atmosfere, Storice przestato by¢ widoczne. Obloki oprécz COs zawieraja
kwas siarkowy o stezeniu ponad 70%, ponadto mamy tu tez troche kwasu
solnego i fluorowodorowego. Gdy ladownik znajduje si¢ kilka kilometréw
nad gruntem, ,obmywa” go goracy deszczyk — mzawka z kropelek kwasu
siarkowego.

Ladowanie bylo udane. Dokonujemy ogledzin okolicy, mierzymy parametry
atmosfery, za pomoca wysiegnikéw pobieramy probki materiatow
geologicznych, ktore beda badane na Ziemi. Nie wolno wychodzi¢

z ladownika. Temperatura w otaczajacej atmosferze wynosi 470°C. Ta
goraca atmosfera sktada sie w 97% z COs i jest bardzo gesta. Ciénienie
atmosferyczne jest olbrzymie, 90 razy wicksze niz na Ziemi. Gdyby czlowiek
wyszed! z ladownika w skafandrze, zostalby natychmiast zmiazdzony.
Gestoséé atmosfery przy takich jej parametrach wynosi okoto 64 kg/m3.

Jest to okoto 46 razy wiecej niz gestosé¢ powietrza przy powierzchni Ziemi.
Przyczyna wysokiej temperatury atmosfery jest efekt cieplarniany. Poprzez
gesta atmosfere dochodzi do powierzchni mala, ale wystarczajaca do
ogrzania planety czes¢ $wiatta stonecznego. Uzyskana w ten sposéb energie
Wenus wysyta do atmosfery w formie promieniowania podczerwonego.
Jednak nie przechodzi ono poprzez atmosfere do przestrzeni kosmicznej,
poniewaz COs jest dla tych fal nieprzezroczysty. Promieniowanie to ogrzewa
atmosfere nad gruntem i stad taka wysoka temperatura. Ladownik powoli
przemieszcza sie. Na postojach dokonujemy badan. Powierzchnia planety ma
bogata rzezbe. Uksztaltowalta sie pod wplywem aktywnosci wulkanicznej,
ktéra przed milionami lat byla bardziej nasilona. Teraz wulkany rzadziej
daja znaé o sobie. Rozlegle réwniny w wigkszej czedci pokrywa zastygla
magma. Tam, gdzie magma nie dotarta, wida¢ wiecej skal réznych wielkosci
oraz rumowiska. Réwniny maja swoje nazwy zaznaczone na mapach,

np. ,Ziemia Afrodyty”, ,Ziemia Isztar”. Ponad poziomy réwnin wznosza

si¢ ptaskowyze. Na Ziemi Isztar wznoszg si¢ najwigksze tancuchy gérskie,
np. Maxwell Montes. Ich wulkaniczne szczyty sa ogromne, niektore siegaja
okoto 11 km wysokosci, a ich $rednice nawet 100 km. Duzo tu wulkanéw
tarczowych.

13



W atmosferze ziemskiej predkosé dzwieku
wynosi okoto 340 m/s. Na Marsie, gdzie
tez jest atmosfera z CO2 — lecz zimna

i bardzo rozrzedzona — predkosé¢ dzwigku
wynosi okoto 220 m/s.

Zobacz tez: ,Wycieczka na Marsa”, A?s.

Planeta jest tylko nieco mniejsza od Ziemi — jej Srednica to 12104 km.
Natezenie pola grawitacyjnego na jej powierzchni jest mniejsze niz na
Ziemi i wynosi okolo 8,9 N/kg, co stanowi okolo 90% przyspieszenia
grawitacyjnego mierzonego na powierzchni Ziemi. Oznacza to, ze na
Wenus wazymy 90% tego co na Ziemi. Znajac parametry atmosfery
Wenus, obliczamy tamtejsza predkosé dzwieku: V = 423,3 m/s. Piszczaltka
jednostronnie otwarta o dtugoéci 19,3 cm na Ziemi wydaje ton a'

o czestotliwosci 440 Hz. Na Wenus identyczna piszczatka wydaje ton

o czestotliwodci 548,3 Hz. Jest to ton posredni pomiedzy tonami ¢? i d2 .

Bedac na powierzchni Wenus, nigdy nie ujrzymy nieba usianego gwiazdami,
nie ujrzymy tez Stonica ani innych planet. Niebo planety jest wiecznie
zakryte przez trzy grube warstwy chmur, powodujace panujacy tu poétmrok.
Promieniowanie stoneczne w zakresie podczerwonych dtugoéci fal jest mocno
rozpraszane na atomach CO, i mamy wrazenie, jakby ten pétmrok byl lekko
zaczerwieniony. Znajdujemy obszar obtoku odrobine jasniejszy od otoczenia
i domyslamy sie, ze to jest kierunek do Stonca. Jestesmy w miejscu, ktore
bynajmniej nie jest rajem, jak to sobie dawniej wyobrazano. To raczej piekto
z wysoka temperatura, przy wielkim cisnieniu, ktore prébuje nas zgniesé,

i jeszcze do tego ta zlowieszcza czerwona emanacja piekla zawieszona

w atmosferze.

W niedalekiej odlegtosci od nas odezwal si¢ wulkan i wyrzucil z siebie
rozpalona lawe. Czym predzej oddalamy si¢ od wulkanu, aby uniknaé
$mierci. Mijamy szerokie szczeliny, z ktérych wydostaje si¢ siarkowodor.
Tam, gdzie byliSmy wczeéniej, juz dotarta lawa. Wulkan jeszcze gwaltowniej
wybucht, przez co sytuacja stala sie wysoce niebezpieczna. Wzmogly sie
blyskawice. Na Wenus sa one czeste, dlugotrwale i przebiegaja pomiedzy
obtokami. Niemal zawsze najwiecej jest ich w poblizu wulkanéw. Wyglada
na to, ze Wenus jest niegosécinna planeta, probujaca wszelkimi sposobami
pozbyé¢ sie intruzéw. Teraz jeszcze na dodatek ,umila” nam pobyt opadem
deszczowym z goracego kwasu siarkowego. Decydujemy sie na ucieczke.
Ladownik wtaczy? silniki i startujemy ku obtokom. Mijamy trzy warstwy
chmur i jestedmy juz na satelitarnej orbicie, krazac wokét planety.

Potaczylismy si¢ z naszym statkiem kosmicznym. Wreszcie widzimy czarne
niebo, na nim Stonce i przy nim Merkurego. Widaé juz tez jasna planete

— to Ziemia, a obok niej Ksiezyc. JesteSmy na orbicie parkingowej Wenus.
Musimy poczeka¢ na moment dogodny do startu ku Ziemi. W tym czasie
dokonujemy dalszych badan planety, wysylajac fale radarowe ku jej
powierzchni. Okazuje sig, ze jeden obrét Wenus wokot jej osi trwa 243 doby
ziemskie. Ponadto, w odréznieniu od innych planet Wenus obraca sie wokot
Storica w przeciwna strong. W wyniku zlozenia sie tych dwdch ruchéw
dtugo$é¢ doby stonecznej na Wenus wynosi prawie 117 dni ziemskich. Jeden
obieg planety wokél Stonca trwa 225 dni ziemskich — krdcej niz obrét wokot
osi. Jeden rok wenusjanski ma 1,92 wenusjanskich déb stonecznych. Orbita
tej planety jest niemal dokladnie okregiem. Wenus nie ma ksiezyca, a nasz
statek kosmiczny jest chwilowo jej jedynym sztucznym satelita.

Gdy nadszed! odpowiedni moment, wlaczone zostaly silniki i nasz statek
wprowadzony zostal na orbite eliptyczna Hohmanna. Orbita nasza jest
druga — symetryczna — czescia elipsy, po ktérej pedziliémy ku Wenus. Teraz
rozpoczynamy powrotna, beznapedowa podréz z peryhelium tej orbity do
aphelium w okolicy Ziemi, ktéra znéw bedzie trwala prawie 5 miesiecy.
Pobyt na Wenus byl wartosciowa misjg badawcza i takze wielka przygoda.
Teraz jednak pedzimy ku Ziemi po torze o dlugosci okolo 2,7 j.a., aby jak
najszybciej znalezé sie w blekitnej kolebce ludzkosci.

Lech FALANDYSZ
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Kto z kim, kiedy i gdzie?

Homo sapiens ,narodzil sie” prawdopodobnie w kilku rejonach Zachodniej
i Poludniowej Afryki. Z wielkim prawdopodobienstwem mozemy przypuszczac,
ze istnialy tam na przestrzeni setek tysiecy lat, obok siebie, rézne gatunki ludzi.

W Etiopii znaleziono §wietnie zachowany kobiecy szkielet Australopithecus

Szkielet znaleziony w Etiopii zostal
nazwany Lucy przez archeologéw
sluchajacych podczas wykopalisk piosenki
The Beatles pt. ,Lucy in the Sky with
Diamonds”.

afarensis (kobiecy szkielet nazwany Lucy) liczacy 3,2 mln lat; zapewne
najstarszy odnaleziony na $wiecie Homo sapiens pochodzi z Maroka

(315 000 lat). Wykopana w Zambii szczeke majaca 300 000 lat przypisano
gatunkowi Homo heidelbergensis. W jaskini w Poludniowej Afryce odkryto wiele

szkieletow sprzed 236 000-335 000 lat, oznaczonych jako Homo naledi. Jestedmy
Swiadomi, ze tak wyznaczana historia gatunku Homo jest wysoce niepelna,
skladaja sie¢ na nia czesto przypadkowe odkrycia. Dzigki wspoétczesnemu
rozwojowi fizyki, genetyki czy informatyki wiecej wiemy o czasach nam
blizszych, z ktérych zachowaly sie szczatki organiczne: biatka i geny. Najbardziej
ekscytujace sa dane o gatunku, z ktérym mamy najblizszego wspodlnego przodka:
o cztowieku neandertalskim.

Genom Homo sapiens oznaczony zostal w roku 2004,

a pierwszy genom neandertalczyka w 2013 roku przez
Svante Padabo. Od tego czasu w pracowni Paébo
zsekwencjonowano kilkanaécie kolejnych genomow
neandertalskich, a na calym Swiecie — setki i tysiace
ludzkich genoméw wspélczesnych. Informatycy znajduja
podobienstwa i réznice, ewolucjonisci snuja hipotezy

i wyciagaja wnioski.

Wspélny przodek nasz i neandertalczykéw zyt
prawdopodobnie 500-750 tys. lat temu. Z nowo
zbadanych sekwencji genomowych dowiedziano sig, ze
neandertalczycy byli nosicielami trzech mutacji w genie
SCNIA, ktéry koduje biatko Navl.7, podwyzszajace
wrazliwo$é¢ na bél, a takze trzech innych genéw
wplywajacych na przewodnictwo nerwowe. Biatko Nav1.7
ma zmieniony ksztalt w stosunku do formy ,,dzikiej”

i uciska na nerwy przenoszace sygnal bélowy od rdzenia
kregowego do moézgu. U ludzi wspdlczesnych mutacje
typu neandertalskiego wystepuja bardzo rzadko i tylko
na jednym chromosomie, podczas gdy w zbadanych
genomach neandertalskich byly w obu chromosomach.

W malej jaskini Stajnia w Jurze
Krakowsko-Czestochowskiej znaleziono 3 zeby
neandertalskie sprzed 80 000 lat. Wyekstrahowano

z nich mitochondrialny DNA. Sa to pierwsze
neandertalskie szczatki odkryte na péinoc od Karpat.
»Polscy” neandertalczycy byli podobni genetycznie do
neandertalczykow z Kaukazu. W jaskini znaleziono
takze wiele krzemiennych narzedzi, zeby niedZwiedzia
jaskiniowego i mamuta. W Stajni nie ma naturalnie
wystepujacego krzemienia — ludzie przyniesli tam swoje
narzedzia. Odkrycie pozwala na dodatkowe wnioski

o migracjach neandertalskich w réznych okresach
lodowacenia poinocnej pétkuli. Ostatnio poznano takze
sekwencje genéw 442 kobiet, mezczyzn, niemowlat

i dzieci zmartych w okresie od okoto 2400 roku p.n.e.
po rok 1600 n.e. W poszukiwaniu genetycznych

sladéw Wikingdéw, ich szczatki do badan (zeby i kosci)
pozyskano z cmentarzysk na Grenlandii, w Wielkiej
Brytanii, Skandynawii, Polsce (10 prébek, m.in. ze
stanowisk w Bodzi, Sandomierzu, Cedyni i Czersku),
na Ukrainie i w Rosji. Dane poréwnano z 1118 znanymi
juz genomami starozytnymi oraz 3855 wspotczesnymi,
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pochodzacymi z Europy i Azji. Wnioski. .. ? Okoto 5%
wSredniopolskiego” genomu wywodzi sie ze Skandynawii.

Bardzo dtugo trwaly spory odnosnie tego, czy gdy

sie ,spotkalidémy” w realu, nastapity takze zblizenia
intymne. Z sekwencji neandertalskich w genomach ludzi
wspOlezesnych (2-2,5%) wynika niezbicie, ze te dwa
gatunki krzyzowaly sie. I zapewne takie hybrydowe
zwiazki mialy miejsce czedciej niz myslano.

Nieustajaco pytamy réwniez o krzyzowanie sie Homo
sapiens migrujacych z Afryki z innymi gatunkami Homo
napotkanymi po drodze. Genetyczne $ledztwa ujawnity
wrecz masowy skale krzyzowania si¢ neandertalczykéw

z ludzmi z Denisowej Jaskini w Altaju, prawdopodobnie
okoto 50 000 lat temu. Pewne sekwencje genowe
regulujace systemy immunologiczne neandertalczykdw
takze odnajdowane sg w genomach denisowian. Wigcej —
sensacyjnego odkrycia dokonano, sekwencjonujac

genom kobiety, nazwanej Denny, ktéra zyta tam

90 000 lat temu: byla w polowie denisowianka (ojciec),
w polowie neandertalka (matka). Mieszana pare
zlapano na ,goracym uczynku” w XXI wieku! Zagadka
jest réwniez wieksze podobienstwo genéw Denny do
genéw neandertalczykéw z Chorwacji niz z Syberii.
Wspoblcezesni mieszkancy Papui-Nowej Gwinei i innych
rejonéw Oceanii niosa fragmenty DNA denisowian,
niektore z tych genéw np. umozliwiaja Tybetanczykom
zamieszkiwanie w wysokich gérach, w warunkach
niedoboru tlenu.

Na tym tajemnicze krzyzowki gatunkéw Homo sie

nie koncza. Dokladna analiza oznaczonych sekwencji
denisowian wskazuje na nieznane dotychczas fragmenty
genoméw Homo, ktére wyemigrowaly jeszcze wczedniej
z Afryki (miliony lat temu). Moga pochodzi¢ od

Homo erectus lub kuzynéw Homo floresiensis, ale tego
juz zadne analizy genetyczne nie moga potwierdzi¢ —
mozliwe koligacje leza zbyt glteboko w historii.

Nasze geny popychaja nas ku szukaniu lepszych
warunkéw zycia. Migrujemy. Poznajemy ,innych”

i czesto sie do nich zblizamy. Trwa to od tysiecy lat.
Warto o tym pamieta¢ takze dzis. ..

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)



Gry glosowania wazonego
*Wydzial Matematyki, Informatyki OS]{JCI,T SK]BSK[*

i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski
Gdy w parlamencie jedna partia ma wiekszos¢, to ma calg wladze i moze
przeglosowaé praktycznie kazda ustawe. Co wydarzy sie jednak, jezeli ja straci,
cho¢by jednym glosem? Jak wéwcezas wyglada rozklad sit w parlamencie? Czy
dobrze odpowiada rozkladowi mandatéw partii politycznych?

W latach sze$édziesiatych ubiegltego wieku John Banzhaf I, matematyk

z Massachusetts Institute of Technology, napisal prace o wiele méwiacym
tytule Glosowanie wazone nie dziala: matematyczna analiza. Analizowal

w niej rade hrabstwa Nassau w stanie Nowy Jork. W hrabstwie tym
znajdowalo sie wéwcezas (i znajduje sie po dzi§ dzien) 5 miast: Hempstead,
North Hempstead, Oyster Bay, Glen Cove i Long Beach. Hempstead, ktore
byto zdecydowanie najwiekszym miastem, podzielone bylo na dwie strefy:
Hempstead I oraz Hempstead II, a podzial miejsc w radzie byl nastepujacy:
Hempstead T (9 miejsc), Hempstead IT (9), North Hempstead (7), Oyster Bay
(3), Glen Cove (1) i Long Beach (1). Aby ocenié, jaki wplyw na przyjmowane
uchwaly maja te miasta, Banzhaf analizowal, w jakich sytuacjach miasto
zmieniajac swoj glos, zmienia wynik glosowania. Zalézmy na przyklad, ze
tylko miasto North Hempstead popiera uchwate wnoszaca, aby wybudowaé
na ich terenie park za 10 milionéw dolaréw. Jezeli Oyster Bay przychyli sie
do wniosku, uchwata wciaz nie zostanie podjeta — oba miasta maja razem 10
gloséw, a do wiekszosci potrzeba ich 16. Z kolei jedli to Hempstead IT (druga
strefa miasta Hempstead) zaglosuje ,,za”, uchwala zostanie przyjeta.

Zastanowmy sie w ogdlnosci, kto musi zagtosowaé za uchwala, aby zostata
ona przyjeta. Jezeli obie strefy miasta Hempstead zaglosuja ,za”, to beda
mieé wigkszosé. Tak samo bedzie, jezeli ,za” zaglosuje jedna z tych stref oraz
miasto North Hempstead. Z kolei jesli tak nie bedzie, tzn. jezeli ,,za” bedzie
tylko jedna ze stref albo tylko miasto North Hempstead, to niezaleznie od
gloséw pozostatych miast wiekszoéci nie uda sie zdobyé¢. Dochodzimy do
zaskakujacego wniosku: gltosy Oyster Bay, Glen Cove i Long Beach w ogoéle sie
nie liczag! To wlasnie zaobserwowal Banzhaf i grzmial w swoim artykule, ze nie
moze by¢ tak, ze 16% mieszkaricow, bo tylu wtedy mieszkalo w tych miastach,
nie ma zadnego realnego wplywu na podejmowane decyzje!

Ciekawostka jest, ze Banzhaf podobno Matematycznym modelem do analizy systemow glosowania sa gry

pomylil si¢ w swoich zalozeniach, bo glosowania wazonego — jedna z najwazniejszych klas gier koalicyjnych. Niech
w radzie hrabstwa wcale nie glosowano ] ; ) !

wigkszoécia gloséw, a potrzebnych bylo N ={1,...,n} bedzie naszym zbiorem graczy. Gra glosowania wazonego

19 gtoséw ,za” uchwaly. Jak zmienia to . . sk . dzi i kté

rozklad sil w radzie? zapisywana jest jako [q; w1, ..., wy], gdzie w; to waga gracza i, ktéra

odpowiada jego liczbie gloséw, a g oznacza liczbe gloséw potrzebnych do
przeglosowania uchwaty. W radzie hrabstwa Nassau graczami sa zatem miasta
lub ich strefy i radzie odpowiada gra [16;9,9,7,3,1,1]. Grupa graczy, czyli
inaczej koalicja, nazywana jest wygrywajgcg, jezeli ma w sumie tyle gloséw,
aby przegtosowac ustawe: koalicja S C N jest wygrywajaca, jezeli ;g w; > q.
W przeciwnym wypadku koalicja jest przegrywajgca.

Aby ocenié znaczenie gracza w grze glosowania wazonego, Banzhaf

zaproponowal, by sprawdzié¢, jak czesto jest on kluczowy w koalicji.

Gracz ¢ jest kluczowy w koalicji S, jezeli koalicja jest wygrywajaca

z nim, a przegrywajaca bez niego, tzn. S jest koalicjg wygrywajaca,

a S\ {i} — przegrywajaca. Ocene graczy wyznaczamy nastepujaco.

Najpierw dla kazdego gracza liczymy, w ilu koalicjach jest on kluczowy:

{S C N\ {i}:4 jest kluczowy w S}|. Nastepnie dzielimy te liczbe przez

sume liczb dla wszystkich graczy, aby ich oceny sumowaty sie do jedynki. Sita

gracza i w grze [q; w1, ..., Ww,| opisana jest zatem nastepujacym wzorem:
~ HSCEN:i e€S,i jestkluczowy w S}|

wn]) = Yjen S C N :j €S, jest kluczowy w S}

BVi(lg;w, . ..
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Rozwigzanie zadania M 1654.
Odpowiedz (na obydwa pytania):
1+3+3+...+21.

Oznaczmy przez a,, b, odpowiedzi na
pytania zadane, odpowiednio, w punktach
(a) i (b). Bezposrednio sprawdzamy, ze

a1 = by = 1. Przyjmijmy dalej, ze n > 2.

W czesci (a) zauwazmy, ze W pierwszym
przejezdzie z prawdopodobienstwem %
Piotrek od razu zjedzie na parter oraz dla
k=1,2...,n—1

z prawdopodobienistwem % znajdzie sie
na pietrze k, a zatem w sytuacji, w ktérej
$redni numer ostatniego pietra, ktére
odwiedzi przed parterem, jest réwny ay.
Wobec tego

n—1

1 1
anp = — n-+ — ag.
n n

k=1

Podobnie w czesci (b)

z prawdopodobienstwem % Piotrek
zjedzie na parter od razu oraz dla
k=1,2,...,n—1

z prawdopodobienstwem % znajdzie sie
w sytuacji, w ktérej oczekiwana liczba
dalszych przejazdéw jest réwna by, czyli

n—1
1 1
bp = —-1+4 — E (1 + bg).
n n
k=1

Nietrudno zauwazy¢, ze wyprowadzone
rekurencyjne wzory na a, oraz b, sg
w istocie jednakowe, a zatem b, = a,.
Pozostaje rozwiazaé te rekurencje.

Korzystajac z wyprowadzonej zaleznosci
dla a,—1, uzyskujemy

n—2

Zak = (n—1)(an_1 — 1),

k=1
skad po podstawieniu do rekurencji dla
a, mamy

1
an =1+ ;((n —D(an—1—1)+apn_1) =

=ap-1+ —.
n

Stad wobec a; = 1 wynika, ze

1 1 1
apn=14+-+_-+...+—

2 3 n
Uwaga. Czytelnik Oblatany zauwazy
z pewnoscia, ze wynik, czyli n-ta suma
czesciowa szeregu harmonicznego, jest
oczekiwang liczbg cykli w rozktadzie
losowej permutacji zbioru
n-elementowego. Jesli ponadto 6w
Czytelnik nalezy do zbioru Czytelnikéw
Ambitnych, polecamy Mu znalezienie
kombinatorycznego uzasadnienia tego
zwigzku.

Metoda ta powszechnie nazywana jest indeksem sity Banzhafa, chociaz juz
wczesniej, w 1946 roku, zaproponowal ja angielski uczony Lionel Penrose,
bardziej znany ze swoich prac dotyczacych genetyki niepelnosprawnosci
umystowej.

Obliczmy, jaki jest rozklad sit w radzie hrabstwa Nassau, przy uzyciu nowo
poznanej techniki. Gracz 1 jest kluczowy w koalicji, jezeli zawiera ona jego

i dokladnie jednego z graczy 2 i 3. Takich koalicji jest 16: jest 23 = 8 koalicji

z graczami 1 i 2, ale bez gracza 3 oraz 2% = 8 koalicji z graczami 1 i 3, ale

bez gracza 2. Dla graczy 2 i 3 dostajemy ten sam wynik. Gracze 4, 5 i 6 nie sa
kluczowi nigdy. We wszystkich koalicjach mamy zatem 48 graczy kluczowych.
Rozktad sil, jaki uzyskalismy, jest wiec nastepujacy:

BV (][16;9,9,7,3,1,1]) = (16/48,16/48,16/48, 0,0, 0),
gdzie kolejno wypisaliSmy indeks sily Banzhafa dla gracza 1, 2 itd.

Szeroko stosowang alternatywa dla indeksu sily Banzhafa jest indeks sily
Shapleya—Shubika, ktéry odpowiada zastosowaniu do gier glosowania
wazonego wartosci Shapleya, o ktérej juz w Delcie pisaliSmy (,,Rozbijanie sieci
terrorystycznych za pomoca teorii gier”, Al}).

Paradoksy

Analizujac indeks sity Banzhafa, mozemy przekonaé sig, jak skomplikowana
i czesto nieprzewidywalng funkcja jest rozklad sit w parlamencie. Czesto jeden
glos moze zmieni¢ sytuacje diametralnie.

Zalézmy na przyklad, ze decyzja administracyjna status miasta otrzymata
wie§ Atlantic Beach i w radzie przyznano jej dwa miejsca. Dodanie dwéch
miejsc zwiekszy prég wiekszosci do 17 i otrzymamy nastepujaca gre
glosowania wazonego: [17;9,9,7,3,1, 1, 2]. Dodaliémy nowego gracza, mozemy
sie zatem spodziewaé, ze istotnosé istniejacych graczy spadnie. Nic bardziej
mylnego — okazuje sie, ze miasta, ktore maja jednego reprezentanta, czyli
gracze 5 i 6, zaczynaja sie liczy¢. Popatrzmy na koalicje S = {1, 3,5}.
Koalicja razem ma 9+ 7+ 1 = 17 gloséw, a wiec kazdy jej glos jest na wage
zlota. Gracz 5 jest w niej zatem kluczowy, a jego sita w grze nie jest juz
zerowa. Latwo sprawdzié, ze jezeli dokladajac gracza z 2 miejscami, nie
zwiekszyliby$my progu g, czyli uzyskali gre [16;9,9,7,3,1,1,2], to gracze

z jednym glosem takze zyskaliby na znaczeniu. Ta obserwacja nazywana jest
paradoksem nowego cztonka.

Zal6zmy teraz z kolei, ze obie strefy miasta Hempstead zostana polaczone,
czyli rozpatrzmy gre [16;18,7,3,1,1]. Jasne jest, ze miasto to staje sic woéwczas
jedynym znaczacym graczem. Moze sie takze zdarzy¢, ze po ztaczeniu dwdch
graczy ich sumaryczna sita spadnie (tak jest np. w grze [4;1,1,1, 1], w ktérej
gracze 1 i 2 maja w sumie sile 1/2, a po polaczeniu ich sila spada do 1/3).
Yaczenie partii moze wigc zaréwno pozytywnie, jak i negatywnie wpltywaé na
ich site. Ta obserwacja nazywana jest paradoksem wielkosci.

Na koniec warto zaznaczy¢, ze w naszej analizie dokonujemy kilku
upraszczajacych zatozen. Po pierwsze zaktadamy dyscypline partyjng, czyli

to, ze wszystkie osoby reprezentujace dang partie lub miasto glosuja tak samo.
Po drugie przyjmujemy, ze zawsze wszyscy sa obecni, czyli nikt w hrabstwie
nie choruje. Po trzecie ustalamy jeden prég potrzebny do przegtosowania
dowolnej uchwaly, co nie zawsze ma miejsce (np. w polskim sejmie wymagana
jest wiekszosé konstytucyjna, aby zmieni¢ konstytucje). Po czwarte zakladamy,
ze wszystkie koalicje sg réwnie prawdopodobne, czyli ze nie ma sympatii

i antypatii miedzy partiami. Jak odrzucenie tych zatozen wptynetoby na
rozklad sit? To juz jest temat na kolejny artykut.
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Rys. 1

Rozwigzanie zadania M 1655.
Poniewaz 1 oraz —1 sa liczbami
nieparzystymi, wiec w kazdej z par
zerujacych liczby k i [ sg réznej
parzystosci. To oznacza, ze takich par
jest co najwyzej tyle, co zbioréw
{k,1} C{1,2,...,2n} z jedng liczby
parzysta i jedng nieparzysta. Tych
ostatnich jest dokladnie n?.

Uwaga. Mozna zauwazy¢, ze przyjmujac
np. a; = (=1)*dlai=1,2,...,2n,

uzyskujemy dokladnie n? par zerujacych.

Trysekcja kata w Geometrii Kartezjusza
Grzegorz LUKASZEWICZ*, Mikotaj SIERZEGA*

Celem tego artykutu jest przyblizenie Czytelnikowi zagadnien i metod
matematyki XVII wieku na przykladzie zadania trysekcji kata i jego
rozwigzania przez Kartezjusza. Przeplataja sie tu metody geometryczne
z algebraicznymi.

Zadanie. Podzieli¢ dany kat na trzy rowne czedci.

Zadanie jest geometryczne i wymagana jest konstrukcja rozwiazania (odcinka).
W metodzie zaproponowanej przez Kartezjusza w traktacie Geometria,
rozwiazanie tego typu zadan przebiega w dwdch krokach: analiza (resolutio)

i synteza (compositio), w nastepujacym ujeciu.

Analiza to ulozenie réwnania algebraicznego. Sktada sie z dwdch punktéw:

(a) Dla danego zadania geometrycznego zakladamy, ze wymagana
konstrukcja jest juz dokonana i robimy odpowiadajacy zadaniu rysunek

(rys.1).

(b) Budujemy relacje miedzy odcinkami danymi i odcinkiem szukanym
i manipulujemy nimi, az uzyskamy odpowiednie réwnanie algebraiczne.

Synteza to tzw. konstrukcja rownania, czyli geometryczna konstrukcja
odcinka odpowiadajacego rozwigzaniu réwnania algebraicznego (pierwiastki
rownania sg reprezentowane jako miejsca przecigcia krzywych algebraicznych
najnizszego mozliwego stopnia).

Zobaczmy, jak to wyglada w przypadku zadania trysekcji kata. Punkt (a)
to rysunek 1 na marginesie. Zawiera on juz pewien pomyst, narysowanie
odcinka QS réownolegtego do odcinka OT' jest jego wazna czescia.
Potézmy: NO =1, NP = q, NQ = z. Chcemy znalezé réwnanie na z

w zaleznodci od g, ktére mamy dane, gdy znamy kat NOP, ktéry mamy
podzielié.

Zauwazamy, ze trojkaty ONQ, NQR i QRS sa do siebie podobne (prosze

sprawdzié¢), zatem
" NO _NQ _ QR
NQ QR RS’
skad mamy QR = 22, RS = z3. Mamy dalej NQ = QT =TP =z
iSW=QT =NR=WP = z. Poniewaz NR+ RW + WP =NP =gq
i RW = SW — RS = z — 23, otrzymujemy w koricu réwnanie algebraiczne,
ktore Kartezjusz zapisuje w postaci
(2) 22 =32—q.

Jest oczywiste, ze jedli znamy z, czyli dlugosé odcinka N@Q, to konstrukcja
trysekcji kata jest zakonczona za pomocg dwéch ruchéw cyrklem. Zauwazmy,
ze dla 0 < ¢ < 2 istnienie dodatniego pierwiastka powyzszego rownania wynika
z interpretacji geometrycznej réwnania.

Konstrukcja odcinka z nalezy do czesci drugiej rozwiazania naszego zadania,
czyli do syntezy.

W Geometrii nasze zadanie rozwazane jest jako szczegdlny przypadek
réwnania 4. stopnia postaci
(3) ' = Ka? + Lo + M

(do ktérego Kartezjusz sprowadza ogélne réwnanie 4. stopnia). Gdy M = 0,
dzielac powyzsze réwnanie przez x, otrzymujemy réwnanie 3. stopnia

postaci (2)).
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Rys. 2. Ten i nastepny rysunek to nieco
uwspolczesnione wersje oryginalnych
rysunkéw z Geometrii

Rys. 3

L. .1

Rozwigzanie zadania M 1656.
Rozwazmy cigg a1 = 1 oraz

aq‘+1:b1-b2'.,.'bi dla
i=1,2,...,2n — 1. Zauwazmy, ze para
(k, 1) jest minusjedynkujaca doktadnie
wtedy, gdy ar = —aj41, tzn.
{ar,ai41} = {—1,1}. Jesli w ciggu
(a1,as,...,a2,) jest m wyrazéw

réwnych 1, to szukana liczba jest réwna
m2n —m) =n® — (n —m)?,

a wiec jest nie wieksza od n?.

Uwaga. Mozna zauwazy¢, ze przyjmujac

np. b, =—1dlai=1,2,...,2n —1,

uzyskujemy dokladnie n? par
minusjedynkujacych.

Dokonamy konstrukeji pierwiastkéw roéwnania , przy zalozeniu, ze ma
ono cztery pierwiastki rzeczywiste. Ujemne pierwiastki nazywa Kartezjusz
falszywymi, co nie wynika z tego, jakoby ,batl sie liczb ujemnych”, jak

to czasem sie przedstawia, ale z faktu, ze dtugosci odcinkéw sa liczbami
dodatnimi. Odrzuca on zatem rozwiazania absurdalne.

Konstrukcje rozwigzan réwnania sprowadza Kartezjusz do konstrukeji
geometrycznej punktéw przeciecia paraboli y = 22 z okregiem, ktéry
nalezy znalezé. Zauwazmy, ze jedli w réwnaniu okregu podstawimy y = 22,
to otrzymamy réwnanie czwartego stopnia.

Réwnanie okregu o $rodku w punkcie (xg, yg) kartezjaniskiego prostokatnego
uktadu wspotrzednych i promieniu r ma postaé
(4) (z—2p)*+(y —ym)* = 1"
Sprowadzajac to réwnanie do postaci bez nawiaséw, podstawiajac w nim
y = 22 i poréwnujac wspétezynniki ze wspotezynnikami w réwnaniu ,
dostaniemy zaleznoéci

2 2
Mozna juz teraz narysowacé okrag, ktérego odciete przecieé z parabola
y = x? sy pierwiastkami réwnania (rys. 2). Bardzo mozliwe, ze Kartezjusz
do swojej konstrukcji wykorzystal powyzsza metode wspotczynnikow
nieoznaczonych (Guicciardini, str. 53).

W przypadku réwnania , w zgodzie z powyzsza redukcjg réwnania 4. stopnia
do réwnania 3. stopnia, poczatek uktadu wspédlrzednych i wierzcholek paraboli
znajduja sie na okregu, srodek okregu znajduje sie¢ w punkcie (—%, 2), promien

okregu r = V% +4i(dla 0 < ¢ < 2) mamy trzy rozwiazania réwnania ,
zktérych jedno jest ,falszywe”, a dwa sa dodatnie (rys. 3). (W Ksiedze I Geometrii
Kartezjusz przedstawia arytmetyke odcinkdéw, czyli konstrukcje odcinkow

o dlugoscia - b, ¢, Va itd., gdy mamy dane odcinki a i b. O paraboli zaklada sie
tu, ze jest dana, wykreslona za pomoca przyrzadu).

Fatwo sprawdzi¢, ze rozwiazaniem zadania geometrycznego trysekcji

kata NOP z rysunkul jest mniejszy z pierwiastkéw dodatnich. Zauwazmy
jednak, ze punkty N i P wyznaczaja nie jeden, a dwa dopelniajace sie

katy. Widzimy tutaj, jakie znaczenie ma drugi z dodatnich pierwiastkow
rownania . Wyznacza on dtugo$é cieciwy stosowanej do trysekeji
dopetnienia kata NOP. W przypadku skrajnym, ¢ = 2, mamy jeden
pierwiastek dodatni z = 1. Wtedy styczna do wykresu funkcji z® pokrywa sie
z prosta 3z — 2. Na koniec warto zauwazy¢, ze ujemny pierwiastek, jakkolwiek
geometrycznie absurdalny, jest Scisle powiazany z pozostalymi pierwiastkami,
bedac, co do modutu, réwny ich sumie. Jest to uniwersalna wtasno$é¢ rownan
3. stopnia z zerowym wspolczynnikiem przy wyrazie drugiego rzedu.

Zauwazmy, ze synteza w powyzszym przykladzie nie jest prosta odwrotnoscia
analizy, jak to bywa np.w zagadnieniach algebraicznych, gdzie rozumowanie
opiera sie na ciggu rownan prowadzacych od hipotezy do tezy, ktore mozna
przeczyta¢ w odwrotng strone (cigg réwnowaznosci A=B=C=---=J).
W swojej konstrukcji rownania Kartezjusz uzyl krzywych stozkowych, dobrze
znanych od starozytnosci.

Warto uzmystowic sobie, ze bardzo dtugo w matematyce dominowal paradygmat
mowiacy o tym, ze rozwigzanie zadania to konstrukcja geometryczna, a nie
ulozenie réwnania i wykazanie, ze rozwiazania istnieja (konstrukcja rozwigzania
nie nalezy do dzisiejszego paradygmatu matematyki, co niewatpliwie jest jej
staboscia). Niektérzy autorzy tamtych czaséw uwazali analize (resolutio) tylko
za czeS¢ pomocnicza, heureze, ktora jest nieelegancka i ktéra mozna usunaé

w ostatecznej wersji publikacji. Pewno$é dowodu daje konstrukcja. Takze
Archimedes chowal czesto Zrodta swoich pomystéw analitycznych, przedstawiajac
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Konstruowalno$é za pomoca cyrkla

i liniatu zaklada skonczong sekwencje
operacji typu:

(a) narysowaé prosta przechodzaca przez
dwa punkty,

(b) narysowaé okrag o zadanym $rodku

i promieniu,

(c¢) znalezé punkt przeciecia dwéch
prostych, dwéch okregéw lub prostej

i okregu.

Mechanizm rysujacy parabole

tylko dowdd geometryczny. Wielkim oredownikiem metod geometrycznych,
jako dajacych matematyczna pewnos¢, byl Isaac Newton. Wystarczy zajrze¢ do
Principiow. Kontrowersje co do tego, jak ma wyglada¢ matematyka i w jakim
jezyku nalezy ja wyrazac, ciagnag sie do wspétcezesnosci. Dominujacy od okoto 100
lat paradygmat uje¢ algebraicznych czy analitycznych w jezyku abstrakcyjnej
symboliki literowej, redukujacych geometri¢ do co najwyzej rysunku
pomocniczego, spotyka sie stale ze stuszng krytyka znakomitych matematykdw
i nauczycieli. Niestrudzonym adwokatem metod geometrycznych we wspolczesnej
matematyce byl na przyklad Wladimir Arnold. Tristan Needham z kolei
poréwnuje obecna sytuacje do absurdalnego swiata muzyki, w ktérym mozna
tworzy¢ jedynie partyture utworu, ale jego wykonywanie jest niemile widziane
czy wrecz zakazane. A przeciez muzyka to stuchanie, a matematyka to widzenie.
Najwyzsza formg poznania jest widzenie intuicyjne, jasny i wyrazny obraz.

A propos trysekcji klasycznej. Bez watpienia czesci Czytelnikéw problem
trysekcji kata skojarzy sie z klasycznym problemem jej niewykonalnosci.
Faktycznie, w 1837 roku Pierre Wantzel, uzbrojony w przelomowe idee
Evariste’a Galois, dowi6dl, ze taki podzial jest w ogdlnosci (tj. dla dowolnego
kata) niemozliwy do wykonania za pomoca cyrkla i linialu. Jak te
fundamentalne fakty maja sie do powyzszego przepisu? Jak juz wiemy,

w swojej Geometrii Kartezjusz utozyl réwnanie

22 =3z—gq,

gdzie z jest odcinkiem, ktéry nalezy zbudowaé¢, majac dane ¢, ktore zalezy od
kata, ktéry z kolei mamy podzieli¢ na trzy czedci.

Zauwazmy, ze dla kata o = 180° mamy ¢ = 2 i pierwiastkiem naszego
roéwnania jest z = 1, co jest oczywiscie réwne NO, czyli réwne promieniowi
okregu, na ktérym oparty jest kat a. W tym przypadku trysekcja kata
pokrywa sie z zadaniem wyznaczenia szesciokata foremnego.

Dla kata o = 60° mamy ¢ = 1, ale w tym przypadku rozwiazanie réwnania
(6) 22 =321

nie jest konstruowalne za pomoca cyrkla i linialu. Latwo sie o tym przekonac,
sprawdzajac, ze réwnanie to nie ma pierwiastkéw wymiernych (wystarczy
podstawi¢ z = %, gdzie m i n sg liczbami catkowitymi, niemajacymi
wspdlnego dzielnika). Proste rozumowanie prowadzi do wniosku, ze

2 powyzszej postaci moze byé réwne tylko 1 lub —1. Zadna z tych liczb

nie jest rozwiazaniem réwnania @ SkorzystaliSmy ze znanego twierdzenia

o wielomianach trzeciego stopnia, ktére jest przystepnie opisane na przykltad

w ksiazce Couranta i Robbinsa Co to jest matematyka?

Ogodlniej, poza pewnymi szczegdlnymi przypadkami, krokiem przepisu
Kartezjusza, ktéry jest niekonstrukcyjny w sensie klasycznym, jest znalezienie
punktow przeciecia paraboli i okregu.

Jezeli jednak bedziemy mniej radykalni i, podobnie jak matematycy

XVII wieku, wyjdziemy poza linial i cyrkiel, poprzez uzycie narzedzi takich,
jak na przyklad ukazany na marginesie mechanizm Franza van Schootena
(1615-1660), to okaze sie, ze procedura Kartezjusza pozwala rozwiazywaé
rownania trzeciego stopnia bez wykonania jakiejkolwiek algebraicznej operacji.
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Klub 44 F Zadania z fizyki nr 706, 707

Termin nadsylania rozwigzan: 31 I 2021 RedaQUje Elzbieta ZAWISTOWSKA

706. Gdy krétkowidz i dalekowidz uzywaja swoich okularéw, widzg tak jak
czlowiek, ktéry ma dobry wzrok. Pewnego razu przez pomyltke panowie zamienili
swoje okulary. Po wlozeniu okularéw krétkowidza dalekowidz stwierdzit, ze widzi
ostro tylko bardzo daleko potozone przedmioty. Jaka jest najmniejsza odleglosé,
z ktorej krétkowidz w okularach dalekowidza widzi ostro drobny druk?

707. Na dwoch réwnoleglych poziomych deskach lezy pelny walec o promieniu R
i masie m, na ktéry nawiniety jest sznurek (rysunek). Na zwisajacy koniec
sznurka dziala pionowo sila F. Jaka jest najmniejsza wartos¢ wspélczynnika
tarcia miedzy walcem a deskami, przy ktorej bedzie on si¢ toczyt bez poslizgu.
O$ walca jest prostopadta do desek, a jego srodek cigzkosci i sita F' leza

F w plaszczyznie pionowej przechodzacej posrodku miedzy deskami.

®
Klub 44 M Zadania z matematyki nr 809, 810 !=44

Redaguje Marcin E. KUCZMA

809. W trojkacie ostrokatnym ABC wysokosci AD i BE przecinaja sie

w punkcie H. Proste AB i DE przecinaja sie w punkcie S. Prosta przechodzaca
Croléwka ligi zadaniowe] Klub 44 M przez srodek M boku AB i réwnolegla do dwusiecznej kata ASFE przecina proste
po uwzglednieniu ocen rozwiazath zadan CA, OB, HA, HB, odpowiednio, w punktach X, Y, P, Q. Udowodni¢, ze okregi

799 (WT = 2,12) i 800 (WT = 2,84) opisane na tréjkatach CXY i HPQ sa przystajace.
z numeru 4/2020

Franciszek S. Sikorski Warszawa 44,03  810. Dla permutacji (x1, ..., 2,) zbioru {1,...,n} rozwazamy liczby:
Zbigniew Skalik Wroctaw 43,94
Pawel Burdzy Warszawa 41,58 Sp=21+ ...+ T oraz tk =k + Tk (k - ]-7 e ,TL).
Andrzej Kurach Ryjewo 41,17 1 qs . cs . . sl
Marek Spychala Warszawa 40,62 D1a kazdej liczby naturalnej n > 2 udowodni¢, ze permutacja o wlasnosci:
Jakub Wegrecki Krakoéw 39,40 : : : 40 : :
Karol Mainsgowski  Rawics 3831 (i) liczby s1,...,s, daja rézne reszty z dzielenia przez n
Marcin Malogrosz Warszawa 36,93 : Fad 3 in 3 Fad ; PN
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje permutacja o wlasnosci:
Tomasz Wietecha Tarnéw 36,85 ] Y Y ¥, gdy jep ]
Janusz Olszewski Warszawa 34,69 (i) liczby t1, ..., t, daja rézne reszty z dzielenia przez n.
Pan Franciszek S. Sikorski — juz po raz
drugi! Zadanie 810 zaproponowal pan Semen Stobodianiuk.
Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie
do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie cho¢by jednego zadania z danego
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Mozna je przesyltaé réwniez pocztg elektroniczng pod adresem Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdélowy regulamin
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez deltami.edu.pl.

Rozwiazanie zadania z artykutu Infekcja (str. )

Punkt (a) Punkt (b)
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Prosto z nieba: Czy na ,,przewréconej” planecie moze istnie¢ zycie?

Artykul ten jest oparty na publikacji Atmospheric Dynamics in High
Obliquity Planets, Ana H. Lobo & Simona Bordoni, Icarus, Volume
340, 113592.

Wyobrazmy sobie planete bedaca skrzyzowaniem Ziemi
i Urana — odpowiednio nastoneczniona (znajdujaca

sie w tak zwanej ekosferze gwiazdy), z duza iloscia
wody na powierzchni, ale o osi obrotu (linii taczacej
po6lnocny i potudniowy biegun geograficzny) nachylonej
pod katem okoto 90° wzgledem prostej prostopadlej do
plaszczyzny orbitalnej — tak jak nachylona jest 0§ obrotu
Urana. Oczywiscie taka planeta aktualnie nie istnieje

w Ukladzie Slonecznym, ale naukowcy podejrzewaja, ze
miliardy lat temu tak wlasnie méglt wygladaé... Mars.

23°

Nachylenie osi obrotu wzgledem prostej prostopadtlej do ptaszczyzny

orbitalnej dla Ziemi to okoto 230, natomiast dla Urana to az 98°.

Dzieki nachyleniu osi obrotu Ziemi do plaszczyzny
orbitalnej na naszej planecie wystepuja pory roku

— gdy polnocny koniec osi Ziemi jest skierowany

ku Stonicu, wéwcezas na pétkuli poéinocnej jest lato,

w tym samym czasie na pdétkuli potudniowej jest

zima (w drugiej potowie roku sytuacja jest odwrotna).
Ale co by byto, gdyby o$ planety podobnej do Ziemi
lezata w plaszczyznie orbity? Czyli przez po6t roku
nastoneczniony bylby jeden biegun, a przez kolejne
p6t roku drugi biegun planety. Czy nadawalaby sie ona
wtedy do zamieszkania?

Na to pytanie sprébowali odpowiedzie¢ naukowcy

z Kalifornijskiego Instytutu Technicznego (Caltech).
W tym celu wykorzystali Model Ogélnej Cyrkulacji
(General Circulation Model, GCM) — numeryczna
symulacje komputerowa opisujaca klimat planety na

Niebo w listopadzie

Listopadowe Stonce kontynuuje wedrowke na potudnie,
lecz wyhamowuje w tym ruchu i wysokosé jego
gérowania zmniejsza sie o 8°, do 16° na koniec miesiaca.
W tym czasie Storice przemierzy caly gwiazdozbior
Wagi, przetnie najbardziej na pélnoc wysuniety
fragment Skorpiona i zakonczy miesiac w gwiazdozbiorze
Wezownika, czyli trzynastym znaku zodiaku, ktérego nie
uwzgledniaja horoskopy.

Podobnie jak w pazdzierniku, w listopadzie

ksiezycowa tuna rozswietli poczatek i koniec miesigca,
a w jego Srodku Srebrny Glob przejdzie przez néw.
Pazdziernik skonczyl sie pelnia Ksiezyca na pograniczu
gwiazdozbioréw Barana i Wieloryba, ponad 25° na
péinocny wschéd od bardzo jasnej planety Mars. Przez
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podstawie rownan mechaniki ptynéw oraz innych rownan
z zakresu fizyki i chemii opisujacych procesy istotne
z punktu widzenia zmian klimatu.

I tak, na planecie o duzym nachyleniu osi obrotu (> 55°)
bieguny otrzymaja $rednio wiecej swiatla stonecznego
niz réwnik (w przeciwienstwie do Ziemi). Spowoduje

to silne nagrzewanie biegunéw latem i ich szybkie
ochlodzenie zima. Na takiej planecie bedziemy mieli
wiec do czynienia z gwaltownymi zmianami temperatur
pomiedzy porami roku. Dla przykladu, na planecie
przechylonej o wiecej niz 85° umiarkowane szerokosci
geograficzne beda nagrzewaly sie (i ochladzaly) $rednio
o okolo 20°C bardziej niz ma to miejsce na Ziemi.
Oznacza to, ze w lipcu w Polsce mielibyémy do czynienia
z przyjemnymi temperaturami rzedu 50°C, a w grudniu
z przymrozkami rzedu —40°C.

Jest jeszcze jedna rzecz, do ktérej musielibySmy

sie przyzwyczai¢ w Polsce — sezony monsunowe.
Naukowcy zauwazyli, ze w miare zwiekszania si¢
nachylenia osi obrotu planety obszary rownikowe
zamieniaja sie w pustynie, a klimat wyzszych szerokosci
geograficznych staje si¢ coraz bardziej wilgotny. Oznacza
to ekstremalnie intensywne i dlugotrwale opady deszczu
wystepujace jednoczednie na calej potkuli planety.

Czy planeta o duzym nachyleniu osi obrotu nadawalaby
sig¢ wiec do zycia? Okazuje sig, ze tak. Symulacje klimatu
takiej planety pokazuja, ze mimo ekstremalnie dtugich
dni i nocy polarnych, globalnych pér monsunowych

i gwaltownych zmian temperatur niektore jej regiony
moglyby nadawac sie do zamieszkania przez ludzi.

Po prostu wystepowalyby w innych obszarach
geograficznych niz obecnie na Ziemi. Jest to bardzo
dobra informacja dla astronoméw poszukujacych nowych
planet pozastonecznych — skrajnie przechylone planety
orbitujace wewnatrz ekosfery rodzimej gwiazdy mozemy
uznaé za te, na ktérych potencjalnie mogto rozwinaé sie
zycie.

Anna DURKALEC

pierwszy tydzien listopada Ksiezyc przejdzie przez
gwiazdozbiory Byka, Blizniat i Raka, osiagajac ostatnia
kwadre 8 listopada na pograniczu gwiazdozbiorow Raka
i Lwa.

7 ciekawszych spotkan Ksiezyca z innymi cialami
niebieskimi w tym okresie nalezy odnotowad

ranek 3 listopada, gdy Ksiezyc w fazie 94% minie

w odlegtosci 1° gwiazde Ain (e Tau), czyli najbardziej
na péinoc wysunieta jasna gwiazde Hiad, i jednoczesnie
w odlegloéci nieco ponad 4° Aldebarana, najjasniejsza
gwiazde Byka. Cztery dni pézniej, 7 listopada, okoto
godziny 22, zaraz po swoim wschodzie Srebrny Glob

w fazie 65% odkryje gwiazde Asellus Borealis, inaczej

v Cnc, czyli gwiazde stanowiaca péinocno-wschodni rég



trapezu otaczajacego znang i jasna gromade otwarta
gwiazd M44, ktéra sama znajdzie sie 2° od Srebrnego
Globu.

W kolejnych dniach Ksiezyc podazy ku nowiu, przez
ktéry przejdzie rankiem 15 listopada. Ze wzgledu

na to, ze o tej porze roku ekliptyka tworzy duzy kat
z porannym widnokregiem, Srebrny Glob pozostanie
widoczny prawie do samego spotkania ze Stoncem.
W dniach 9-10 listopada chudnacy Ksiezyc spotka
sie z Regulusem, najjasniejsza gwiazda Lwa. Z kolei
13 listopada, juz bardzo cienki sierp Ksiezyca, w fazie
jedynie 6%, dotrze na 4,5 stopnia do planety Wenus

i jednoczesnie na 9° do planety Merkury. Dobe
péZniej sierp Ksiezyca przesunie sie kilkanascie
stopni na poludniowy wschéd i w fazie zaledwie 1%
znajdzie sie 5° od Merkurego, na godzinie 7 wzgledem
niego. O $wicie Ksiezyc wzniesie sie na wysoko$é¢ 3°,
a Merkury 4° wyzej.

Duze nachylenie ekliptyki jest korzystne takze dla
wspomnianych wyzej Wenus i Merkurego. Pierwsza

z planet juz od dtuzszego czasu ozdabia poranny
niebosklon. Przez caly miesiac przemierzy reszte
gwiazdozbioru Panny i przejdzie do sasiedniego
gwiazdozbioru Wagi. 6 listopada Wenus minie Porrime,
jedna z jasniejszych gwiazd Panny, w odlegtosci
niewiele przekraczajacej 1°, a 16 dnia miesiaca —
Spike, najjaéniejsza gwiazde konstelacji, tym razem
w odleglosci 4°. W listopadzie jasno$¢ Wenus spadnie
ponizej —4™, a jej tarcza skurczy si¢ do 12”.

Planeta Merkury 10 listopada osiagnie maksymalna
elongacje zachodnia, wynoszaca 19°, i mozna ja
obserwowa¢ przez wigkszo$¢ miesiaca. Poczatkowo
Merkury zakredli petle 4° od Spiki i podazy w kierunku
Wagi, do ktérej wejdzie pod koniec okresu widocznosci.
W okolicach maksymalnej elongacji Merkury o swicie
zdazy sie wznies¢ na wysokos¢ mniej wiecej 7°. Jak
zawsze podczas elongacji zachodniej, jasnosé i faza
Merkurego z uplywem czasu roénie, a jego tarcza
maleje. Na poczatku miesigca planeta zaprezentuje
tarcze o jasnosci +0,7™, $rednicy 9” i fazie okoto 20%.
Natomiast 22 listopada blask Merkurego uroénie do
—0,7™, érednica tarczy spadnie do 5", za$ faza urosnie
do prawie 90%. Tego ranka planeta przejdzie niewiele
ponad 1° na pdéinoc od Zuben Elgenubi, drugiej co

do jasnoéci gwiazdy Wagi. Do odszukania Merkurego
mozna wykorzystaé planete Wenus, ktéra zblizy sie don
od poczatkowego dystansu 18° do 13° w $rodku okresu
widocznosci. Potem odlegto$é miedzy planetami znowu
zacznie rosnac.

Po nowiu Ksigzyc przeniesie si¢ na niebo wieczorne,
gdzie ekliptyka jest nachylona niekorzystnie i na jego
wylonienie sie z zorzy wieczornej trzeba poczekac kilka
dni. W drugiej polowie miesigca, 19 listopada, Ksiezyc
w fazie 25% przejdzie 4° na poludnie od pary planet
Jowisz—Saturn. Obie planety sa widoczne coraz stabiej,
dazac do styczniowego spotkania ze Stoncem. Zanim
znikna, zbliza si¢ do siebie na bardzo mata odleglosc
kilku minut katowych w dniu przesilenia zimowego.
Natomiast w listopadzie dystans miedzy planetami
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zmniejszy sie z 5° na poczgtku miesigca do 2° pod jego
koniec. Planety mozna obserwowaé wieczorem nisko nad
poludniowo-zachodnim widnokregiem. Obie chowaja

si¢ za widnokrag przed godzing 21. Jasno$¢ Jowisza
obnizy si¢ do —2™, a $rednica jego tarczy zmniejszy

si¢ do 34”. Saturn $wieci blaskiem +0,6™, przy tarczy

o érednicy 16”.

Ksiezyc przejdzie przez I kwadre 22 listopada, a dobe
pdzniej spotka si¢ z planeta Neptun, ktéra pod koniec
miesiaca zmieni kierunek ruchu z wstecznego na prosty,
koniczac tym samym okres swojej najlepszej widocznosci
w tym sezonie obserwacyjnym. Neptun zawrdci 45’ na
wschéd od gwiazdy 4. wielkosci ¢ Aqr. Planeta przecina
potudnik lokalny okolo godziny 20, a zatem nadal jest
dobrze widoczna.

Trzy dni p6zniej Srebrny Glob, juz w fazie ponad 80%,
przejdzie 6° od Marsa, kontynuujacego szybkie oddalanie
sie od Ziemi i idacy w $lad za tym spadek jasnosci

i érednicy katowej. W trakcie miesiaca blask Czerwonej
Planety ostabnie o cale magnitudo, do —1,1™, a tarcza
skurczy sie do 15”. W potowie listopada planeta zmieni
kierunek ruchu na prosty, stad jej pozycja na poczatku
i na konicu miesiaca zmieni si¢ tylko o 2°.

Przez caly miesiac bardzo dobrze widoczna jest planeta
Uran, ktora prawie pelny Ksiezyc minie 27 dnia miesiaca.
Planeta jest tuz po opozycji i mozna ja obserwowad
prawie cala noc, mniej wiecej 10° na potudnie od
Hamala, najjasniejszej gwiazdy Barana.

Ostatniego dnia listopada przypada druga w tym
miesigcu pelnia Ksiezyca. Tym razem Srebrny Glob
zahaczy o pélcien Ziemi. I to calkiem gleboko, gdyz faza
maksymalna wyniesie 83%. Jest to juz czwarte takie
zjawisko w tym roku, niestety niewidoczne z Polski,
choé dostrzegalne m.in. z Wysp Brytyjskich i pélnocne;j
Skandynawii.

W zeszlym miesiacu dwie jasne mirydy: Mira (o Cet)

i R Leo mialy maksimum swojej jasnosci i w listopadzie
wcigz powinny mieé¢ duzy blask. Mira goruje w tym
samym momencie co Uran, lecz 16° nizej. Rok temu,
podczas poprzedniego maksimum Mira osiagneta blask
42,5 1 jedli tym razem zblizy sie do podobnej jasnoéci,
to w listopadzie wcigz powinna tatwo daé sie dostrzec
golym okiem. Druga z gwiazd wschodzi po godzinie 22,
gérujac 7 godzin pdzniej. Te gwiazde powinno daé sig
tatwo odszukaé przez lornetke, jakies 5° na zachdd od
Regulusa.

Listopad jest miesiacem stynnych meteoréw Leonidow.
Promieniujg one prawie caly miesiac, z maksimum

17 listopada. W tym roku zbiega sie ono z nowiem
Ksiezyca, a zatem ich warunki obserwacyjne sa
znakomite. Radiant roju znajduje si¢ w sierpie Lwa

i wschodzi godzine przed R Leo, gérujac okolo 5 rano na
wysokosci 60°. Niestety w tym roku nie przewiduje sie
deszczu Leonidéw. Oczekuje sie maksymalnie kilkunastu
zjawisk na godzine. Sa to bardzo szybkie meteory,
zderzaja sie z nasza atmosfera z predkoscia 72 km/s

i czesto zostawiajg za soba smugi dymu.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Bardziej nie ma dziwadelek

Ile materii da sie¢ upchnaé¢ w bardzo malej przestrzeni,
poréwnywalnej rozmiarami z atomem (rzedu 10719 m)
czy jadrem atomowym (rzedu 1071° m)? Wiadomo,

ze gdy sie z tym upychaniem przesadzi, otrzymuje sie
czarng dziure. Taka o rozmiarach atomowych wazytaby
kilkaset bilionéw kilogramdéw, o rozmiarach jadrowych —
co$ koto miliarda kilograméw.

Co do istnienia obiektow nieco mniej ,,gestych” niz
czarne dziury fizycy wcale nie sg zgodni. Teoretycy
debatuja nad mozliwoséia istnienia obiektéw uroczo
nazwanych dziwadetkami (ang. strangelet), zbudowanych
z materii, w ktérej précz kwarkéw gornych i dolnych,
tworzacych protony i neutrony, wystepuja w duzej ilosci
réwniez kwarki dziwne. Rozwaza sie takze zlokalizowane
konfiguracje pél bozonowych z zachowanym tadunkiem,
ktore mialyby sie zachowywacé jak zwykle, tyle ze bardzo
duze czastki elementarne. Jeszcze innym pomysltem

sa monopole magnetyczne stanowiace zlokalizowane
Zrédla pola magnetycznego (w zwyklej elektrodynamice
zrédlem pola magnetycznego jest ruch tadunkéw lub
zmienne w czasie pole elektryczne). To tylko najmniej
kontrowersyjne pomysty, ale liste¢ t¢ mozna by ciagnaé
znacznie dluzej. ..

Jak jednak stwierdzi¢, czy takie byty rzeczywiscie
znajduja sie wokol nas? Nie moze ich by¢ zbyt duzo,
gdyz oddziatlujac grawitacyjnie, latwo zdradzalyby
swoja obecnodé, tak jak ciemna materia. Moglyby tez
oddzialywaé¢ z atomami zwyklej materii, nalezatoby

tylko ustali¢, jakie jest prawdopodobienstwo takiego
oddzialywania. Obliczono, ze poruszajace sie

z predkodcia 100 km /s dziwadetka o masie 10714 g
bylyby w stanie przej$¢ przez atmosfere, a te

o masie 0,1 g — nawet przez cala kule ziemska na wskros.
Poruszajac sie w osrodku takim jak woda czy powietrze,
dziwadetka zderzajace si¢ z atomami traciltyby

z wolna energie, ktéra bylaby uwalniana w postaci
promieniowania elektromagnetycznego — podgrzewany
oérodek po prostu rozswietlatby sie wzdluz trajektorii
dziwadetek.

Jak to zaobserwowadé? Potrzebny jest detektor

o mozliwie duzym polu widzenia, stale monitorujacy
cale niebo. Takim detektorem byl zaprojektowany

w Warszawie przez garstke zapalencow z réznych
jednostek naukowych instrument ,,Pi of the Sky”.
Sktadatl si¢ on z 16 kamer CCD, z ktérych kazda

miala matryce w rozmiarze 4 megapikseli. Kamery
byly zamocowane w taki sposéb, ze zapewnialy
obserwacje wycinka sfery niebieskiej odpowiadajacego
okolo 2 steradianom (cala sfera to 47 steradianéw),
realizujac niemalze obietnice zawarta w nazwie projektu.
Urzadzenie znajdowalo si¢ w centrum El Arenosillo

w poblizu Mazagén w prowincji Huelva w Andaluzji,
na potudniowo-zachodnim wybrzezu Hiszpanii, skad
startujg rakiety suborbitalne zarzadzane przez Instituto
Nacional de Técnica Aeroespacial, i pracowalo w latach
2013-2017. (Prototyp ,,Pi of the Sky” pracowal od

roku 2004 w Las Campanas Observatory w Chile.)

Zasadniczym celem zbudowania ,,Pi of the Sky” byto poszukiwanie optycznych
odpowiednikow blyskéw gamma. Pojedyncze zdjecia nieba wykonywane

przez przyrzad byly wynikiem nadwietlania przez 10 sekund. Tak dtugi

czas naswietlania nie stanowi idealnej konfiguracji do poszukiwania $ladéw
dziwadetek i innych matych, lecz masywnych obiektéw, ale skoro przez

lata pracy zgromadzono catkiem pokazna ilos¢ danych, szkoda bylo nie
wykorzystaé ich do poszukiwania egzotycznej materii [*]. Czytelnicy Uwazni
dostrzega, ze na niezbyt dlugiej liscie autoréw figuruja m.in. redaktorka Delty
oraz wiceminister nauki i szkolnictwa wyzszego. Najwiekszym wyzwaniem bylo
odréznienie — wérdd kilku tysiecy podtuznych, $wiecacych ksztaltéw znalezionych
na zdjeciach — potencjalnych dziwadelek od innych poruszajacych sie obiektow,
takich jak meteory i sztuczne satelity. W przeciwienstwie do nich dziwadetka
nie traca zbyt wiele energii, przelatujac przez atmosfere, i nie zmieniaja
znaczgco swojej jasnosci. Sposréd 29 kandydatow na élady dziwadetek udalo sie
odrzuci¢ 9 w oparciu o bazy danych znanych satelitéw, ale wiadomo, ze wokdt

Ziemi krazy wiele satelitéw niezarejestrowanych w tych bazach. Dwadziescia
pozostalych przypadkdéw bylo jednak wciaz nieoczywistych, gdyz wedtug teorii
$lady prawdziwych dziwadelek powinny byé bardzo dlugie. Zdecydowano

sie zatem na przyjecie konserwatywnej hipotezy, ze zadne dziwadetka czy

[*] L. W. Piotrowski, K. Malek,
L. Mankiewicz, M. Sokotowski,
G. Wrochna, A. Zadrozny,
A. F. Zarnecki, Limits on the fluz of
nuclearites and other heavy compact
objects from the ”Pi of the Sky”
project, Phys. Rev. Lett. 125 (2020)
091101.
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podobne obiekty nie zostaly zaobserwowane, na tej podstawie wyznaczono
nowe ograniczenie gérne na liczbe takich obiektéw (o masach od 100 g do 100kg)
uderzajacych w Ziemie.

Wida¢ stad, ze nawet ze starych i zgromadzonych w zupelnie innym celu danych
mozna wycisnaé troche swiezej fizyki godnej publikacji w Swietnym czasopi$mie.

Kraysztof TURZYNSKI
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Wyktadniki p-adyczne
Barttomiej BZDEGA

Niech n # 0 bedzie liczba catkowita, zas p liczba pierwsza. Woéwczas najwieksza
taka liczbe calkowita nieujemna «, dla ktorej p® | n, nazywamy wykladnikiem
p-adycznym liczby n i oznaczamy v,(n). Dodatkowo przyjmujemy, ze v,(0) = +o0.

Dla n # 0 stwierdzenie v,(n) = « jest réwnowazne stwierdzeniu, ze p® | n

i p**1{ n. Stosuje si¢ réwniez notacje p® || n, ktéra odezytujemy: p® dzieli
dokladnie n. Mozemy tez zapisa¢ n = p®m, przy czym pt m. Warto jeszcze
zauwazy¢, ze v,(n) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy p 1 n.

Wyktadniki p-adyczne maja nastepujace wlasnosci dla catkowitych a, b

i dowolnej liczby pierwszej p:

(1) vp(ab) = vp(a) + vp(b); dla a | b mamy v (b/a) = vp(b) — vp(a);

(2) jesli vp(a) < vu(b), to vy(a+ b) = vy(a);

(3) jesli vp(a) = vp(b), to vp(a+b) = v,(a).

Dowdd. Przypadek a = 0 lub b = 0 jest trywialny, wiec go pominiemy. Niech

a=p®nib=pm, przy czym p{m,n. Réwnoéé ab = p*+#mn i niepodzielnosé

p 1 mn dowodza pierwszej czesci wlasnoscei (1). Druga czes$é jasno wynika

z pierwszej. Aby wykazaé (2) i (3), zapiszmy a + b = p®(m + np®~*). Korzystajac

z (1) mamy vp(a +b) = a + vp(m +np?~2). Jedli @ < B, to pt m +np?~*, a jedli

a = f3, to liczba m + np®~® = m + n moze, choé nie musi, by¢ podzielna przez p.

We wlasnosciach (2) i (3) dodawanie mozna zastapi¢ odejmowaniem, dowod jest

praktycznie taki sam. Indukcyjnie otrzymamy nastepujace uogdlnienie na liczby

catkowite a, b, c,. . .:

(2") jesli w ciagu (vp(a),vp(b),vp(c),. . .) istnieje dokladnie jeden wyraz
najmniejszy, to vp(a +b+c+...) = min{vy(a), vp(b), vp(c),.. . };

(3") w kazdym przypadku vy(a +b+c+...) = min{vy(a), v (b), vp(c),. ..}

Postugujac sie¢ twierdzeniem o jednoznacznoéci rozktadu na czynniki pierwsze,

mozna wykazaé, ze dla liczb catkowitych dodatnich a,b,c, .. .:

(4) a = b wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby pierwszej p zachodzi réwnosé
vy(a) = v,(b);

(5) a| b wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby pierwszej p zachodzi
nier6wnosé¢ vy (a) < v,(b);

(6) vp(NWD(a,b,c,...)) = min{yy(a), vp(b),vp(c), .. .};

(7) vp(NWW[a,b,c,...]) = max{vy(a), vy (b),vp(c), ... };

(8) liczba a jest k-ta potega liczby naturalnej wtedy i tylko wtedy, gdy dla

kazdej liczby pierwszej p zachodzi podzielnoé¢ k | vp(a).
Dowdd pozostawiamy Czytelnikowi.
Zadania

1. Udowodnié¢ nastepujace rownosci dla liczb catkowitych dodatnich a, b1i c:

NWW[a,b,c]NWD(a,b)NWD(b,c)NWD(c,a) __
(a) NWD(a,b,c) - abc,
b NWW[a,b]NWW[b,c]NWW[c,a] __ NWD(a,b)NWD(b,c)NWD(c,a)
( ) NWW[a,b,c]? - NWD(a,b,c)? .

2. Korzystajac z postulatu Bertranda (dla kazdego rzeczywistego z > 1
w przedziale [z, 2z] znajduje sie co najmniej jedna liczba pierwsza), udowodnié,
ze dla naturalnych n > 1:
(a) liczba n! nie jest potega liczby naturalnej o wykltadniku naturalnym
i wigkszym niz 1,
(b) liczba 1+ 3+ 34...+ £

- nie jest naturalna.

3. Liczby a,b # 0 oraz % + % sa calkowite. Wykazaé, ze liczby % i % tez sg
catkowite.

4. Liczby a,b,c # 0 oraz § + % + < sa catkowite. Dowies¢, ze abc jest szescianem
liczby catkowitej.

5. Liczby calkowite a,b > 0 spelniaja podzielnoéé ab | a® + b* + a. Wykazadé, ze
a jest kwadratem liczby naturalnej.

6. Liczby naturalne a i b sa dzielnikami n. Wykaza¢, ze jesli liczba = + ¢ jest

NWW(a,b)?
NWD(a,b) *

podzielna przez a i b, to liczba n jest podzielna przez liczbe
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Wyniki 42. Konkursu
Uczniowskich Prac z Matematyki
im. Pawta Domanskiego

24 wrzesnia 2020 roku odbyt sie finat Konkursu Uczniowskich Prac — mtodzi ludzie przedstawiali wyniki
swoich prac badawczych. Prezentacje te byty na niezwykle wysokim poziomie — nie tylko pod wzgledem
merytorycznym, takze dojrzatos¢ w formutowaniu, matematycznych mysli” zrobifa na Jury ogromne
wrazenie. Jury, ktérego przewodniczacym jest Andrzej Komisarski (Uniwersytet todzki), po burzliwej
dyskusji postanowito nagrodzi¢ medalami wszystkich Finalistow.

Zlote medale i nagrody w wysokosci 1500 zt otrzymali:

Bartosz Chominskiz praca ,0 pewnym kryterium zbieznosci szeregow trygonometrycznych’,
LO nr XIV im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu, opiekun: Agnieszka Hejna

oraz

Radostaw Zak z praca ,Sprzezenie izogonalne i kilka wiasnosci punktu X,5",

V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie, opiekun: Dominik Burek.

Srebrny medal i nagrode w wysokosci 1000 zt otrzymat
Stanistaw Majchrzak z praca ,0Od tréjkatow do krzywych stozkowych, czyli o prostej innej niz wszystkie’,
Il LO im. Adama Mickiewicza w Tarnowie, opiekun: Dominik Burek.

Brazowe medale i nagrody w wysokosci 800 zt otrzymali:
Daniel Goc z pracg , W-zbieznos¢ funkgji”,
V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie, opiekun: Tomasz Kobos,

Piotr Juszczyk z praca , O ciggu (a,);,_, zzadania 12. LXX Olimpiady Matematycznej’,
X1l LO im. Stanistawa Wyspianskiego w todzi, opiekun: Wojciech Banaszczyk,

Gabriel Kicinski z praca , O nieréwnosci jednorodnej z permutacjami i jej Shapiro-podobnym analogu’,
[l LO z Oddziatami Dwujezycznymi im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni, opiekun: Andrzej Czarnecki
oraz

Filip Konieczny z pracg ,Przeksztatcenia rzutowe i inwolucje’,

Il LO w Tarnowie, opiekun: Marcin Radwanski.

Finalisci i opiekunowie prac otrzymali robwniez nagrody rzeczowe ufundowane przez: Wydawnictwa Uniwersytetu
Warszawskiego, Wydawnictwo Szkolne Omega, Wydawnictwo Aksjomat, Polskie Wydawnictwo Naukowe.

Organizatorem Konkursu jest Polskie Towarzystwo Matematyczne oraz miesiecznik Delta.
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