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Robert Hooke i grawitacja

*Wydzial Matematyki, Informatyki GT‘Z@gOTZ L UKA SZE W[OZ*7 MZ](JOZCZ] S[ERZEGA *

i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Celem tego artykulu jest zainteresowanie Czytelnika postacig uczonego
Roberta Hooke’a (1635-1703). Byl on jednym z pionieréw rewolucji naukowej
XVII wieku, zapomnianym przez ponad 200 lat, a dopiero od niedawna
odkrywanym na nowo. Wktad Hooke’a w rozwdéj szeregu dyscyplin filozofii
naturalnej jest wrecz przytlaczajacy, o czym wymownie swiadczy fakt, ze
jego dokonania zajmuja jedna trzecia pietnastotomowego opracowania Farly
Science in Oxford autorstwa Roberta T. Gunthera; informacja pochodzi z [7].
Historia Roberta Hooke’a jest jaskrawym przykladem znanej zasady
WiadimiraI. Arnolda:

Jesli jakis koncept nosi nazwisko konkretnej osoby, to nie jest ono
nazwiskiem jego odkrywcy.

Przez 40 lat Hooke pelnit funkcje kuratora eksperymentéw naukowych w nowo
powstalym Kroélewskim Towarzystwie w Londynie dla Rozszerzania Wiedzy
o Przyrodzie (The Royal Society of London for Improving Natural Knowledge),
gdzie co tydzien demonstrowal zgromadzonym cztonkom Towarzystwa
zaprojektowane przez siebie eksperymenty i przyblizal najnowsze teorie
naukowe. Po wielkim pozarze Londynu w 1666 roku nadzorowal wraz ze swoim
Portrait of a Mathematician (okolo przyjacielem Christopherem Wrenem (1632-1723) dzielo odbudowy miasta.
1680 r.), autorstwa Mary Beale, jest Podobnie jak w przypadku pracy naukowej i tutaj imponujacy wktad Hooke’a
jedynym portretem przedstawiajgcym . s s e s s . . . .
(prawdopodobnic) Roberta Hooke’a zostal z czasem zapomniany. Dzi$ juz nie istnieje wiele z zaprojektowanych
przez niego budowli, ale dwa spektakularne przyktady na stale wpisaty
sie w panorame miasta. Stynna St Paul’s Cathedral byla zaprojektowana
przez Wrena wspélnie z Hooke’iem, ktéry dodatkowo nadzorowal budowe.
Rowniez pomnik The Monument to the Great Fire of London zostal
zaprojektowany przez Hooke’a. Autor nie przepuscil okazji, zeby uzupelnié¢ swoj
projekt o funkcje naukowa. Pusta w srodku kolumna jest w istocie przyrzadem
pomiarowym, dlugim solidnym tubusem wycelowanym pionowo w niebo. Przy
wykorzystaniu zjawiska paralaksy miat umozliwi¢ Hooke’owi eksperymentalne
udowodnienie ruchu Ziemi dookota Stonca. Mniej oczywista pamiatka po
Hooke’u jest wyznaczona przez niego sie¢ nowych ulic Londynu, w szczegblnosci
w dzielnicy City.

Ogrom zobowiazan zawodowych sprawil, ze Hooke nie znajdowal czasu, zeby
precyzyjnie opisa¢ i wlasciwie opublikowaé swoje odkrycia. Te za$ czesto
przypisywane byly innym, ktérzy nierzadko zainspirowani przez Hooke’a
doprowadzali proces do konkluzji i publikacji. Niektére jego koncepcje
wyprzedzaly swéj czas tak bardzo, ze nawet nadzwyczajna aktywnosé

naukowa XVII wieku nie zachecala do plagiatu, np. jego poglad, ze cieplo jest
wynikiem niewidzialnych drgan mikroskopijnych czedci sktadajacych sie na
ciala materialne. Obecnie kinetyczng teorie ciepta datujemy od przelomowych
prac Jamesa Clerka Maxwella (1831-1879). A nalezy pamietaé, ze dopiero na
poczatku XX wieku, m.in. w nastepstwie pracy Einsteina nad ruchami Browna,
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Charakterystyczny The Monument to
the Great Fire of London jest pamigtka

po tragicznym pozarze Londynu kinetyczna teoria awansowala z przydatnego matematycznego modelu opartego

i instrumentem naukowym jednoczesnie . vimaginowanych podstawowych czastkach materii na adekwatny opis
rzeczywistosci.

W przypadku odkryé¢ badziej zharmonizowanych ze By¢ moze najwazniejsze osiagniecie Hooke’a jest

stanem Owczesnej wiedzy Hooke nie raz musial bronié¢ jednoczesnie tym, ktorego autorstwo jest w powszechnej

swojego pierwszenstwa lub skarzyt sie publicznie, $wiadomodci przypisane jego najwickszemu rywalowi.

ze jego pomysty zostaty skradzione. Zyskal przez Méwimy tu o teorii grawitacji, nieodtacznie kojarzonej

to reputacje osoby kiotliwej i zadufanej w sobie, z postacia Isaaca Newtona (1642-1727) i jego magnum

co z kolei sklonito wielu mu wspdlczesnych, jak opus — Philosophiae Naturalis Principia Mathematica

i przyszlych, badaczy do opinii, ze wywody Hooke’a (Zasady matematyczne filozofii naturalnej) — wydanym

byly przechwalkami bez pokrycia. Odkryte w pierwszej w 1687 roku.

potowie XX wieku dzienniki uczonego, a takze listy

znaczacych postaci 6wczesnego swiata naukowego, takich  Robert Hooke pracowal nad wlasna teorig grawitacji
jak np. Halley, Flamsteed czy Huygens, wskazuja jednak, przynajmniej od roku 1665, a swoje rozwazania

ze te twierdzenia nie byly na wyrost. wielokrotnie przedstawial publicznie, w tym w formie
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pisemnej (w latach 70.) w tzw. wyktadach Cutlerowskich.

Krotki opis tej teorii mozna przeczytaé¢ w ksiazce

J. Kierula ([6] na stronie 254), same za$ wyklady mozna
bez trudu znalez¢ w sieci. Spéjrzmy zatem na gléwne
zalozenia teorii Hooke’a.

1. Wszystkie ciala niebieskie obdarzone sa moca
przyciagajaca w kierunku swego centrum. Wszystkie
ciala niebieskie, w szczegdlnosci ciala naszego ukladu
planetarnego, oddzialuja na siebie wzajemnie (na ruch
kazdego maja wplyw wszystkie pozostale).

2. Wszystkie ciata wprawione w prosty i prostoliniowy
ruch beda kontynuowaé taki ruch po linii prostej,
dopoki nie zostana przez jakie$ dzialajace moce
odchylone i zmuszone do ruchu po jakiej$ ztozonej
linii krzywej.

3. Moce przyciggajace sa tym potezniejsze w dzialaniu,
im blizej ich $rodka znajduje sie cialo, na ktoére
dzialaja. Owe moce przyciagajace maleja odwrotnie
proporcjonalnie do kwadratu odleglosci.

Brzmi znajomo, czyz nie? Zwroémy przede wszystkim
uwage na to, co zawieraja powyzsze zatozenia. Pierwsze
zalozenie moéwi, ze grawitacja jest powszechna,

i prawidlowo przedstawia dziatajace sity co do ich
kierunku. Zalozenie trzecie precyzuje wartosé sity
grawitacji dzialajacej miedzy dwoma ciatami. Zatozenie
drugie jest tzw. pierwszym prawem Newtona, ktore
zreszta za sprawa Galileusza i Kartezjusza bylo wéwczas
powszechnie znane.

Hooke i Newton starli si¢ juz w 1671 roku, ale w innym
obszarze badan. Obaj uczeni mieli silng pozycje

w $wiecie nauki. Nazwisko Hooke’a znane byto w calej
Europie, Newton za$§ w wieku zaledwie 27 lat za
sprawa rekomendacji Isaaca Barrowa przejat katedre
matematyki w Cambridge. Obu cechowala chorobliwa
wrecz ambicja rozszyfrowania wszelkich tajemnic
natury. Po szeregu owocnych lat po$wigconych
matematyce Newton w ramach swoich zobowigzan
akademickich pochylil sie nad problemami optyki

i zadal podstawowe pytanie o sama nature sSwiatla,

co rychlo doprowadzito do konfliktu z Hooke’iem.
Podczas gdy Newton proponowal teorie korpuskularna,
Hooke obstawal przy teorii falowej. Argumenty
podnoszone w tej dyspucie byly nie tylko merytoryczne,
a po pierwszym spotkaniu pozostal niesmak. Spér
zainicjowany przez tych dwéch gigantéw nie znalazt
rozwiazania za ich zycia. Przez dlugi czas teoria

falowa $wiecila triumfy, az do nastania mechaniki
kwantowej na poczatku XX wieku, gdy swiatto ponownie
stalo sie strumieniem czastek. Uczeni by¢é moze

nie weszliby ponownie na kurs kolizyjny, gdyby nie
nowa funkcja Hooke’a w The Royal Society. W 1679
roku zostal on sekretarzem Towarzystwa. Do jego
zadan nalezalo utrzymywanie, w imieniu instytucji,
korespondencji z wieloma wiodacymi uczonymi, w tym
z Newtonem. W liscie z 1679 roku Hooke przedstawit
Newtonowi swoja teorie dotyczaca grawitacji.

Niewatpliwie Newton rozpoczat swoje badania nad
ruchem cial niebieskich na wiele lat przed otrzymaniem
zarysu teorii od Hooke’a. Wydaje si¢ jednak, ze to
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ow list byl decydujacy w obraniu przez Newtona
nowego kursu w swoich rozwazaniach. Jego koncepcje
dotyczace teorii grawitacji przed rokiem 1684 byly
mieszaning teorii wiréw Kartezjusza i sil magnetycznych,
co przedstawil w pracach na temat komety z przetomu
lat 1680-1681, o ktorej doniést Newtonowi Kroélewski
Astronom Flamsteed.

Isaac Newton ok. 1726 roku, u schytku zycia

Wplyw Hooke’a dotyczyl nie tylko ogdlnego ksztaltu
teorii, ale tez technicznych aspektow dowodu
matematycznego. I tak Newton przyjal sugestie Hooke’a,
ze ruch orbitalny jest wynikiem zestawienia ruchu

po prostej stycznej z tendencja w strone zrddla sity,
ktorym jest ciato centralne, a nie — jak chcial Newton
z odchyleniem w kierunku prostopadtym do ruchu

i proporcjonalnym do krzywizny trajektorii. Co wiecej,
sama metoda dowodu opiera si¢ na promowanym
przez Hooke’a pomysle, ze sita grawitacyjna to

efekt okresowych impulsow emitowanych przez
materie, podobnych w charakterze do Swiatla czy
dzwigku. Byla to idea prawdopodobnie zainspirowana
wezedniejszymi badaniami nad falowa natura $wiatla,
ktére tez doprowadzity Hooke’a do zapostulowania sity
malejacej z kwadratem odleglosci. W trajwymiarowej
przestrzeni natezenie $wiatla na sferze o promieniu r

i o érodku w punkcie zrédla $wiatta jest odwrotnie
proporcjonalne do r2. Wynika to z tego, ze pole sfery
jest réwne 47r?. Dowéd Newtona pierwszego prawa
Keplera, tj. eliptycznoéci orbit planetarnych, opiera

sie na aproksymacji zakrzywionej trajektorii przez tor
kawatkami liniowy, gdzie proste fragmenty odpowiadaja
ruchowi bezwladnemu, zas punkty zmiany kierunku
odpowiadaja do$wiadczeniu przez cialo impulsu
przyciagajacego w strone centrum sity.

Na marginesie nastepnej strony zestawiamy ilustracje
konstrukcji trajektorii ciata pod wplywem sil centralnych
w wykonaniu Newtona (w pracy De Motu Corporum

z roku 1684) i szkic Hooke’a (z nieopublikowanego
manuskryptu datowanego na rok 1685). Pomimo iz
istnieje spore prawdopodobienstwo, ze Hooke mial
szanse zapozna¢ sie z publikacja Newtona — gdy
sporzadzal swoj szkic, na pewno metoda nie byla dla



niego zadna nowoécia, gdyz konstrukcja jest niczym
innym anizeli graficznym przedstawieniem idei, ktore
glosil od lat. Dlaczego Hooke rozwazal sile malejaca
liniowo? Wiadomo, ze chcial zademonstrowac¢ zasadnosé
swojej teorii za pomoca eksperymentu, w ktérym role
planety odegratoby wahadlo sferyczne. Sita zmieniajaca
sie liniowo z odlegloscia byla aspektem jego badan nad
drganiami i sprezystoscia. Przynajmniej w tym obszarze
potomni uczg sie o prawie Hooke’a!
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Z lewej: aproksymacja trajektorii, ruchu pod wplywem sily malejacej
proporcjonalnie do odlegtoéci (w wykonaniu Hooke’a).

Z prawej: aproksymacja trajektorii, ruchu pod wplywem sity
malejacej z kwadratem odleglosci (w wykonaniu Newtona)

By¢ moze gdyby Hooke w ciggu kilku lat
poprzedzajacych korespondencje z Newtonem
poéwiecil wiecej czasu na skrupulatna analize,
méwilibyémy dzisiaj o teorii grawitacji Hooke’a.

7 pewnoscia mozemy powiedzieé¢, ze powszechny
poglad, wedtug ktérego Hooke’owi brakowato zdolnosci
matematycznych, zeby przekué swoje hipotezy

w bezsporng demonstracje, jest krzywdzacy. By¢
moze krokiem, ktérego mu zabrakto, bylo umiejetne
przejécie do granicy z krokiem aproksymacji. Newton
z calym swoim doswiadczeniem zdobytym przy
formutowaniu rachunku rézniczkowego byt w tym
wzgledzie wiodacym ekspertem. Poprawng i bardzo
starannie uzasadniona matematyczna teorie grawitacji
przedstawil dopiero w 1687 roku w Principiach.

Dlaczego przy wszystkich swych osiagnieciach Hooke
zniknat z horyzontu? To fascynujaca historia, na

ktora wpltyw mialy elementy ludzkie oraz aspekty
pozanaukowe. Pewne jest, ze decydujacym elementem
zepchniecia Hooke’a na margines wielkiej nauki byta
gleboka i dobrze udokumentowana osobista niecheé
Newtona, ktory w ostatnich latach zycia Hooke’a mial
dominujaca pozycje w srodowisku naukowym. Nalezy
wspomnieé, ze nie ma w Principiach odno$nikéw do roli
Roberta Hooke’a w rozwoju teorii grawitacji. Hooke

nic nie osiagnal w §rodowisku zwiazanym z The Royal
Society, chociaz protestowal. Malo tego, niedtugo po jego
$mierci Newton zostal prezesem Towarzystwa. Jednym
7z jego pierwszych zadan bylo przeniesienie instytucji

do nowej siedziby. Czy (jak twierdza niektérzy) nowy
prezes polecil spali¢ portret Hooke’a? Czy tez (jak
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twierdza inni) nie zadbal o to, zeby portret zawist

w nowej siedzibie? Tego raczej nigdy sie nie dowiemy. Do
niedawna sadzono, ze do naszych czasow nie przetrwal
zaden wizerunek uczonego. Dopiero w 2020 roku postaé
Hooke’a zostala skojarzona z postacia matematyka
namalowang przez Mary Beale! Bedac gigantem za zycia,
Newton urost jeszcze bardziej po sSmierci, kiedy jego
akolici wyniesli go do pozycji nieomal boskiej.

Historia tego sporu zostata przez wieki zredukowana
do tatwostrawnych uproszczen, ktére sa sukcesywnie
powielane w podrecznikach szkolnych. Do niedawna
historycy, prawie bez wyjatku, przedstawiali wktad
Hooke’a w teorie grawitacji jako mato istotny. Jego
teorie lekcewazono, opisywano jako domysty podane
bez wlasciwego uzasadnienia — dopiero Newton
podal dowody, twierdzono. Aura Newtona oslepiala.
Podobnych historii jest na pewno wiecej. Im dalej

w przesztosé, tym trudniej oddzieli¢ prawde od
mitéw. Aby jednak skierowaé¢ ten artykul na bardziej
optymistyczne tory, spéjrzmy jeszcze na kilka
przyktadéw, gdzie oddany zostal nalezny szacunek
wizjonerom nauki.

Wizjonerzy nauki

e W 1650 roku w Sztokholmie zmart przedwczesnie
wielki filozof i matematyk René Descartes. Skrzynia
zawierajaca jego notatki odestana zostata do Francji.

W niej znaleziono takze sekretny dziennik uczonego.
Niektére wpisy w dzienniku byly zaszyfrowane. Historia
zapiskéw Kartezjusza, skopiowanych przez Gottfrieda
Leibniza i ostatecznie odkodowanych dopiero w latach 80.
ubieglego wieku, jest niezwykla.

Kartezjusz & Leonhard Euler

Dowiadujemy sie z nich, ze stynne twierdzenie

o wielo$cianach Fulera znane byto Kartezjuszowi.
Obecnie mozna juz sie spotkaé z twierdzeniem
Eulera—Kartezjusza lub wrecz po prostu Kartezjusza

o wielo$cianach. Warto tu zwrdci¢ uwage, w kontekscie
oskarzen wysuwanych pod adresem Hooke’a, ze ani
Kartezjusz, ani Euler nie udowodnili twierdzenia,

a pomimo to ich pionierska rola doceniona

zostata w nomenklaturze.

e Michael Faraday byt genialnym eksperymentatorem

i wizjonerem, ktorego prace nad elektromagnetyzmem
zmienity $wiat na zawsze. Nie dokonal on jednak
matematyzacji swoich odkry¢, ktora, jak juz sie
przekonaliSsmy, bywa uwazana za wilasciwe ukoronowanie



pracy naukowej. Teorie matematyczna zbudowal James
Clerk Maxwell, ktéry jednak czesto podkreslal, ze szedt
za inspirujaca wizja Faradaya, i zachecal do zglebiania
jego prac:

Faraday jest i musi na zawsze pozostac ojcem
elektromagnetyzmu. (...) Aby zrozumied
naukowq potege Faradaya, najlepsze, co
mozemy zrobic, to przeczytaé pierwszq i drugg
serie jego ,, Researches” oraz porownad je. . .

z catym biegiem nauki o elektromagnetyzmie
od tamtej pory, ktory nie dodal Zadnej nowej
idei do przedstawionych, a tylko zweryfikowal
prawdziwo$¢ i wartosé navukowq kazdej z nich.

J. Clerk Maxwell,
Nature 8 (1873), strony 398 i 400

Michael Faraday & James Clerk Maxwell.

e Od roku 1907 do 1915 Albert Einstein pracowalt

nad ogdlng teoria wzglednosci. Pomimo glebokiego
zrozumienia istoty teorii wyprowadzenie prawidlowego
réwnania pola wymagalo opanowania skomplikowanego
aparatu matematycznego geometrii Riemannowskiej.
Latem 1915 roku Einstein odwiedzil Getynge, gdzie
podzielil sie swoimi przemyéleniami z Davidem
Hilbertem. Kilka miesigecy p6zniej Einstein opublikowal
ostateczna wersje teorii. Dowiedzial sie tez, ze w tym

samym czasie Hilbert rowniez napisal prace zawierajaca
tozsame réwnanie pola. Pomimo pewnych napig¢ Hilbert

nie wahat sie, zeby wskazaé Einsteina jako twdrce
ogoblnej teorii wzglednosci.

Uzyskane réwnania rézniczkowe opisujgce
grawitacje sq¢ wedtug mnie w zgodzie ze
wspanialg ogdlng teorig wzglednosci wylozong
przez Finsteina w jego pozniejszych pracach.

David Hilbert, cytowanie za Corry et al.

Albert Einstein & David Hilbert
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e Srinivasa Ramanujan (1887-1920) byt genialnym
indyjskim matematykiem, ktérego unikalne zdolnosci
dostrzegania prawidlowosci teorioliczbowych wykraczaja
poza ludzkie rozumienie. Znany brytyjski matematyk
Godfrey H. Hardy zaprosil Ramanujana do wspotpracy
w Cambridge. To, co dla Ramanujana byto oczywiste,
widoczne golym okiem, dla Hardy’ego i szerszej
spolecznoséci matematycznej bylo zaskakujace i trudne
do udowodnienia. Ramanujan nie zgadywal swoich
niezwyktych wzoréw, on po prostu spisywal to,
co widzial wyraznie. Idea dowodu jako sekwencji
prostszych stwierdzen, prowadzacych do uzasadnienia
trudniejszej do dostrzezenia prawdy, moglta mu sig
wydaé¢ dziwna. Ramanujan zmart w wieku zaledwie
32 lat, ale pozostawil po sobie ogromne dzieto pelne
twierdzen pozbawionych dowodu. Nie ma watpliwosci,
ze mamy do czynienia z twierdzeniami, a nie hipotezami,
a ich autorem jest Ramanujan, a nie autor dowodu
w naszym powszechnym rozumieniu. Hardy i inni
zajeli sie podawaniem precyzyjnych matematycznych
dowodow. Ich nastepcy robig to do dzi$, publikujac
opracowane wyniki w wielotomowej serii Ramanujan’s
Lost Notebook. Obecnie trwaja prace nad tomem
sz6stym. Zainteresowanych odsytamy do bardzo dobrego
artykulu w Wikipedii (anglojezycznej).

Co sie tyczy mnie, to trudno mi wyrazic,

co zawdzieczam Ramanujanowt — od chwili,

gdy go poznatem, jego oryginalnosé byla dla

mnie statym Zrodlem inspiracji, a jego smierc

jest jednym z najgorszych ciosow, jakich

kiedykolwiek doznatem.

G. H. Hardy, cytowanie za R. Kanigel str. 363.

Srinivasa Ramanjuan & Godfrey H. Hardy

e Przekucie stynnej hipotezy Poincaré’go w twierdzenie
stalo sie udziatem ekscentrycznego geniusza Grigorija
Perelmana w pierwszych latach XXI wieku. Wraz

z dowodem czekaly stawa, prestizowe nagrody

i znaczace sumy pieniedzy. Perelman rozczarowany
mechanizmami panujacymi w globalnej spotecznosci
matematycznej odméwit nie tylko nagrod, ale

tez skrytykowal prébe wywyzszenia jego wkladu ponad
dokonania poprzednikéw, na ktérych pracy budowal,

a w szczegblnodci tworey strategii dowodu opartej na
teorii potokow Ricciego — Richarda Hamiltona.

Krétko mowige, gléwng przyczyng [odmowy
przyjecia Nagrody Milenijnej Instytutu Claya]
jest maj sprzeciw wobec zorganizowanej
spolecznosci matematycznej. Nie podobajg mi
sie ich decyzje, wwazam je za niesprawiedliwe.



(...) Uwazam, Ze wkiad Richarda Hamiltona
w rozwigzanie tego problemu jest niemniejszy
niz maoj.
G. Perelman,
1 czerwca 2010 r., cytowanie za agencjg Interfax.

| —

Richard Hamilton & Grigorij Perelman

W fizyce formuluje si¢ nowe hipotezy na podstawie
dostepnej wiedzy teoretycznej i eksperymentalnej,
wgladu intuicyjnego i przeprowadzonych

rachunkow, a potem sprawdza si¢ zgodno$¢ ustalen

z doswiadczeniem. Gdy uzyska sie potwierdzajace
rezultaty dla postulowanych hipotez, te ostatnie staja sie
fundamentem nowej teorii, ktéra potem dopracowuje

sie matematycznie, aby otrzymaé¢ dodatkowe relacje.
Uzyskane wnioski matematyczne sa dalej wskazéwka dla

przewidywan i obserwacji nowych, niezauwazonych
wczesniej zjawisk. Fundamentalna w tym wszystkim

jest podstawowa wizja. Powyzej mogliémy zobaczyé¢
przyktady, w ktorych gleboki wglad w istote zagadnienia
zostal mocno zaakcentowany na kartach historii nauki.
Mozliwe, ze przyjdzie czas, gdy nazwisko Hooke’a bedzie
tak nierozerwalnie zwiazane z klasyczna teoria grawitacji,
jak Newtona jest obecnie.
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Przygotowal Dominik BUREK

i Zadania

M 1666. Czy istnieje pieciokat wypuktly, w ktérym dlugoéé¢ kazdej przekatnej
jest réwna dlugosci ktéregos z bokow?
Rozwiazanie na str.

M 1667. Niech P bedzie takim wielomianem stopnia 2000, ze wielomian
P(2? — 1) ma dokladnie 3400 miejsc zerowych, a wielomian P(1 — 2?) ma
doktadnie 2700 miejsc zerowych. Udowodnij, ze pewne dwa miejsca zerowe
wielomianu P réznig sie o mniej niz 0,002.

Rozwiazanie na str.

M 1668. Dla dowolnej liczby calkowitej N > 2 niech f(N) oznacza sume N
i najwiekszego dzielnika N (réznego od N). Udowodnij, ze dla dowolnej liczby
caltkowitej A > 2, iterujac wielokrotnie f na A, uzyskamy liczbe podzielna

przez 32020,

Rozwiazanie na str. [T]]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

f F 1019. Jak czestos$é drgan (wysokos$é tonu) f struny zalezy od jej diugosci I,

5

masy m i (sily) naciagu F?
Rozwiazanie na str.

F 1020. Po zakonczeniu swojej ,,misji” i wykonaniu wielu okrazen Ziemi czesé
satelitéw wchodzi w gérne warstwy atmosfery i powoli zbliza sie do powierzchni
Ziemi. Przyjmijmy jako model ,spadania” satelity, ze sita F' hamujaca jego
ruch jest postaci F' = —Av®, gdzie v jest predkoscia satelity, a A >01ia >0

sg pewnymi stalymi. Przyjmijmy dalej, ze sitla F jest na tyle mala, ze podczas
ruchu orbita pozostaje w dobrym przyblizeniu orbita kolowa — tzn. po kazdym
kolejnym obiegu odleglos¢ r satelity od érodka Ziemi maleje bardzo niewiele

w poréwnaniu z 7. Jak w naszym modelu predko$c zblizania si¢ satelity do Ziemi
zalezy od odlegtosci r?

Rozwiazanie na str. [I0]



Podobne rozwigzanie jak kontrola bitu
parzystosci stosowane jest przy numerach
rachunkéw bankowych (dwie wiodace
cyfry kontrolne) czy numerach ISBN
ksigzek (ostatnia cyfra).

Richard Hamming opracowal swéj kod
oraz jego uogdlnienia w ramach walki

z plaga bledéw powstajacych przy
wpisywaniu bitéw programéw
komputerowych. Tak, kiedys$ robiono to
recznie.

Kod Hamminga z bitem parzystosci znany
jest tez jako SECDED Single Error
Correction Double Error Detection i jest
powszechnie implementowany

w systemach komputerowych.

Jest subtelna réznica miedzy kodem, czyli
zbiorem ciggéw, a kodowaniem, czyli
przeksztalcaniem oryginalnej wiadomosci
w stowa kodowe. Najczesciej jednak
kodowanie jest naturalne, a kod jest
definiowany jako jego obraz, dlatego nie
bedziemy si¢ nad tym rozwodzié.

Poprawianie, ktére ,,rézni si¢ najmniej”,
jest naturalne, ale jego poprawnos¢ zalezy
od modelu: tu zakladamy, ze bledy sa

(w odpowiednim sensie) losowe, jednak

w pewnych scenariuszach nalezy
poprawiaé inaczej: np. mozemy wiedzieé,
ze 1 jest zawsze przekazane poprawnie,

a 0 niekoniecznie.

Korekcja Reeda—Solomona jest optymalna:
kod moze poprawiaé¢ najwyzej | (n — k)/2]
bledéw; jest to tzw. ograniczenie
Singletona.

Kody korekcyjne Artur JEZ

Kazdemu zdarza si¢ pomyli¢ podczas pisania na klawiaturze. Nie kazdy ciag
liter jest jednak sensownym stowem i dzieki tej nadmiarowosci zwykle da

sie odtworzy¢ oryginalne stowo. Sytuacja staje sie duzo trudniejsza przy
wszelkiego rodzaju danych przetwarzanych przez komputery: numery kont
bankowych, zawartoéci plikow, transmisja radiowa... W jaki sposéb wykrywaé
i poprawia¢ w nich btedy? Ponizej przedstawimy kody korekcyjne, ktore
dodaja do danych odpowiednig ,nadmiarowos¢” i dzieki temu pozwalaja
wykrywaé i poprawia¢ bledy.

Skupmy sie na razie na ciaggach bitow. Kazdy zapewne styszal o bicie kontroli
parzystosci (kod parzystosci): ustalamy pewna warto$é k (powiedzmy k = 7) i po
kazdych k bitach dodajemy ich sume¢ modulo 2. Przy odczytywaniu sprawdzamy,
czy suma (modulo 2) kolejnych k 4+ 1 bitéw wynosi 0: jesli nie, to nastapil

blad (i np. prosimy o powtdrzenie). Innym naturalnym sposobem korekcji jest
kod powtoérzeniowy: kazdy bit powtarzamy trzykrotnie i przy odczytywaniu
»glosujemy wiekszosciag”. Mimo uzycia trzykrotnie wiecej znakéw juz dwa bledy
wystarcza, by zle ,poprawi¢” wiadomosé: 010 moze oznaczaé zaréwno 000

z jednym bledem, jak i 111 z dwoma bledami; intuicyjnie nie jest to wiec dobre
rozwiazanie. Innym przykladem jest kod Hamminga, ktéry pozwala poprawic¢

1 blad: dla bitoéw by, bo, bz, by dopisujemy bity by + by + by, by + b3 + by, by + b3 + 4.
Cierpliwy Czytelnik moze sprawdzi¢, ze kod Hamminga faktycznie pozwala
poprawi¢ jeden btad. Do takiego kodu mozna dodaé¢ bit parzystosci, poprawia on
wtedy dalej jeden blad, ale wykrywa dwa bledy.

PodejdZzmy bardziej systematycznie do konstrukeji kodéw korekcyjnych. Ustalmy
zbiér F symboli, np. F = {0, 1}. Kodem bedzie dla nas pewien zbiér C C F"
ciaggdéw n-elementowych, ktore traktujemy jako wektory, nazywamy je tez
stowami kodowymi; zwykle C jest podprzestrzenia liniowa i dlatego |C| = |F|*
dla pewnego k < n. Jest tak np. dla wszystkich rozwazanych poprzednio kodow.
Przypusémy, ze otrzymaliémy wiadomo$é o = (wy, ..., w,) ¢ C spoza C. Do
jakiego stowa kodowego nalezy ja poprawi¢? Naturalne jest poprawienie w do

¢ € C, ktére ,rézni sie najmniej”. Formalnie odleglto$é Hamminga dg (), €) miedzy
w,c € F" to liczba pozycji, na ktérych 0 i € sie réznia; poézniej przyda nam sie, ze
dp spelnia nieréwno$é tréjkata, tj. dy (4, ¥) < dy (@, W) + di (W, T). Reasumujac,
W poprawiamy do ¢ € C' o minimalnej odlegtosci Hamminga od .

Przedstawimy teraz rodzine kodéw korekcyjnych Reeda—Solomona, ktéra dla
zadanych k < n pozwala na poprawienie |(n — k)/2] bledéw. Wiadomosé
m = (mg,...,mgp_1) kodujemy jako warto$¢ wielomianu w(z) = Zf;ol m;xt
w punktach 0,1,...,n — 1 (mozna uzy¢ innych punktéw, dla ustalenia uwagi
uzywaé jednak bedziemy 0,1,...,n — 1), to znaczy jako (w(0),...,w(n — 1)).
Odleglo$¢ dwdch réznych stow kodowych to przynajmniej n — k + 1: jesli
W= (wo,...,Wp—1)17= (vo,-..,0n—1) sa stowami kodowymi, to @ — ¥ to
ciagg wartosci wielomianu w(x) — v(x) w punktach 0,...,n — 1. Wielomian
w(x) — v(x) jest niezerowy i deg(w(x) — v(x)) < k, ma wiec najwyzej k — 1 miejsc
zerowych. Tak wiec przynajmniej n — k + 1 spoéréd (wg — vg, - . ., Wp—1 — Up—1) tO
niezerowe liczby, co oznacza, ze dy (W, V) > n — k + 1. Jedli przy przesylaniu
kodu @ € C otrzymamy « przy nie wiecej niz |(n — k) /2| bledach, czyli
dy (W, @) < |(n—k)/2], to faktycznie W jest najblizszym elementem z C' dla :
jesli najblizszym bylby v € C| to wtedy nieréwnosci

dy(v,0) < dg(w,d) < |(n—k)/2] i dg(¥,W) < dy(V, @) + dp (U, W)
daja dy (U, W) < n — k, sprzecznosé.

Jak na razie nie powiedzieliSmy nic o wspotczynnikach wielomianéw. Uzywanie
liczb rzeczywistych jest problematyczne: liczby w kodowaniu wy, . .., w,—1

sa bardzo duze i operowanie na nich jest bardzo kosztowne obliczeniowo.
Zamiast zbioru liczb rzeczywistych uzywane sa wiec ciala skonczone. Cialami
skoniczonymi sa na przyklad reszty z dzielenia przez p, gdzie p jest liczba
pierwsza. Ogdlnie zas jest to struktura, w ktérej zdefiniowane sa dodawanie

i mnozenie spelniajace oczekiwane przez nas wlasnoéci, np. a - (b+ ¢) = ab + ac,
mozliwe jest zdefiniowanie dzielenia itd. Mozna pokazac, ze dla kazdej liczby
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Co ciekawe, algorytm Welcha—Berlekampa
jest opatentowany: Lloyd R. Welch and
Elwyn R. Berlekamp. Error correction

of algebraic block codes. US Patent
Number 4,633,470, December 1986.

pierwszej p i dodatniej liczby naturalnej k istnieje ciato o p* elementach. Co
wiecej, rowniez wielomiany o wspélczynnikach z ciata skonczonego maja

wiele wlasnosci wspélnych z wielomianami o wspétczynnikach rzeczywistych,

w szczegolnosci niezerowy wielomian stopnia mniejszego niz £ ma mniej

niz k miejsc zerowych. I to wladnie wielomiandéw o wspoétczynnikach z ciala
skoniczonego uzywa si¢ w kodach Reeda—Solomona. Zwykle uzywamy ciata

0 2™ elementach, gdyz wtedy jeden kodowany element naturalnie odpowiada
ciagowi m bitéw. Zauwazmy, ze musimy zapewni¢ n < 2"": nie mozemy obliczy¢
wartosci wielomianu w(zx) w wigcej niz 2™ réznych punktach; dla ulatwienia
punkty te dalej bedziemy oznaczaé przez 0,...,n — 1.

Wiemy juz, ze uzywajac kodu Reeda—Solomona, mozemy poprawiaé bledy,
jednak na razie znamy jedynie bardzo nieefektywng procedure poprawiania:
przegladamy kolejne mozliwe wiadomos$ci i sprawdzamy, ktéra najmniej
rézni sie od otrzymanej. Do przejrzenia jest [F¥| wiadomosci, co jest bardzo
kosztowne. Podamy wydajny algorytm dekodowania Welcha—Berlekampa;
nie jest on najszybszy, lecz jest najprostszy w opisie i dowodzie poprawnosci.

Niech (uq,...,un—1) bedzie otrzymana wiadomoscia, za$ (wo, ..., Wn—1)
stowem kodowym w odlegtosci najwyzej | (n — k)/2]; niech w(z) bedzie takim
wielomianem stopnia mniejszego niz k, ze w(i) = w; dlai=0,...,n— 1.

Zdefiniujmy tez wielomian bledu e(z) jako

e@)= J] (z—i).

s Fw,

Wtedy deg(e) < |(n — k)/2]. Wielomianu tego nie znamy, ale pozwala nam on
yusunaé bledy”: zauwazmy, ze dla ¢ = 0,...,n — 1 zachodzi

(1) uie(i) = w(i)e(i)

Faktycznie: jesli u; # w;, to obie strony réwne sa 0, w przeciwnym przypadku
u; = w(i). Zdefiniujmy wielomian q(z) = w(x)e(x), wtedy deg(q) < [(n + k)/2].
Teraz mamy juz dwa nieznane wielomiany ¢(z), e(x), ktére spelniaja jednak
q(z)/e(z) = w(x). Uzywajac wielomianu ¢(z), mozemy uproscié¢ (1)) do

(2) w;e(i) =q(i) dlai=0,...,n— 1.

Wielomiany ¢(x), e(z) maja |(n+ k)/2| oraz |(n — k)/2] + 1 wspélczynnikéw
oraz e(x) ma wspoOlczynnik wiodacy 1. Potraktujmy te n nieznanych
wspolezynnikéw jako zmienne. Wtedy mozna potraktowaé jako uklad

n réwnan na n wspotczynnikéw; otrzymane réwnania sa liniowe, tzn. kazdy

ze wspoOtczynnikéw mnozymy przez ustalona liczbe. Réwnania te sg nad

cialem skorniczonym, ale wiekszos$¢ wlasnosci uktadéw réwnan nad liczbami
rzeczywistymi przenosi sie na uklady réwnan nad ciatami skonczonymi,

w szczegblnodci mozna je rozwiazaé tak jak uklady réwnan nad liczbami
rzeczywistymi, np. przez podstawienia. Uklad ma rozwigzanie: wielomiany
w(x), e(z), g(x) sa dobrze okreslone (cho¢ nam nieznane), moze mie¢ jednak
wiele rozwiazan. Nie szkodzi: pokazemy, ze jesli /(z), ¢’(x) jest innym
rozwiazaniem, to ¢(x)e'(z) = ¢'(z)e(x), i w takim razie q(z)/e(x) = ¢'(z) /€' ().
Zauwazmy, ze z konstrukeji deg(q’) < [(n+ k)/2] oraz deg(e’) < |(n —k)/2]

i w takim razie q(z)e’(z), ¢'(z)e(x) maja stopieni najwyzej n — 1 i maja one takie
same wartosci w i =0,...,n —1: q(i)e’ (i) = uze(i)e’ (i) = ¢’ (i)e(7), a wigc sa réwne.
Wystarczy wiec wyliczyé dowolne rozwiazanie ¢/ (), €’ (z) uktadu i wtedy

w(z) = ¢ (z)/¢'(2).

Kody Reeda—Solomona znalazlty szerokie zastosowanie: na plytach CD i DVD,
w standardzie GSM, w transmisji z sond kosmicznych, w kodach 2D... Nie

sa bez wad: cho¢ poprawiaja | (n — k)/2] bledéw, jednak nie na pojedynczych
bitach, lecz na elementach ciata, ktére reprezentowane sa jako wiele bitéw. Ta
wada staje sie zaleta, gdy powstale bledy pojawiaja sie ,,w serii”, gdyz wtedy
wiele bledéw wplywa na znacznie mniejsza liczbe elementéw ciata. Ponadto ich
gwarancje sa ,pesymistyczne” — poprawiaja kazde wystapienie (n — k)/2 bleddéw,
w wielu zastosowaniach bledy zdarzaja si¢ losowo i zwykle mozna poprawié¢ ich
o wiele wiecej. Ale to temat na inny artykul. ..
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f(=@)

Spokojnie, to tylko wielomian
Mariusz SKALBA*

Niech f(z) = 23 — 22. Woké! tego prostego wielomianu zogniskuja sie nasze
rozmyslania na przestrzeni tego artykulu. Najpierw wykazemy, ze f traktowany
jako funkcja f: Q — Q jest iniekcja. Zalézmy nie wprost, ze istnieja rézne
1,22 € Q takie, ze

o3 — 2 = x5 — 21,.
Przeksztalcamy powyzsza réwnosé:

23— 2w — a3+ 20, =0 = (28 —a3) — 2(x; —12) = 0.

Lewa strone ostatniego wzoru rozkladamy na czynniki:
(r1 — z2) (23 + w120 + 25 —2) = 0= 23 + 1120 + 25 — 2 =0 (gdyz 1 # 22).
Wykazemy teraz, ze réwnanie
1:%4—:1:13:2—&—3:% =2
nie ma rozwiazan w liczbach wymiernych x1,xs. Jedli 1 = a/c, xo = b/c
(gdzie a, b, c € Z) jest takim rozwiazaniem, to mozemy zalozy¢ od poczatku,
ze NWD(a, b, ¢) = 1. Mamy zatem
a? + ab+b? =262,
skad wynika natychmiast, ze liczby a,b nie moga by¢ jednoczesnie nieparzyste.
Otrzymujemy dalej, ze obie sa parzyste, czyli a = 24,b = 2B, gdzie A,B € Z.
Roéwnanie przyjmuje postac:
4A% + 4AB + 4B% = 2¢° = 24% + 2AB + 2B? = 2,
zatem réwniez ¢ = 2C, gdzie C' € Z. Wychodzi na to, ze NWD(a, b, c) > 2 — czyli
sprzecznosé.
Z drugiej strony wielomian f(z) traktowany jako funkcja f : R — R jest surjekcja
— najprostsze uzasadnienie korzysta z wlasnosci Darboux funkcji ciaglych
i konstatacji

lim f(x)=—-o00 oraz lim f(z)= oo.

Podsumujmy:

o wielomian f(x) traktowany jako funkcja f: Q — Q jest iniekcja, ale nie jest
surjekcja, gdyz np. 2 nie jest postaci 23 — 2z dla zadnego = € Q;

o wielomian f(z) traktowany jako funkcja f : R — R jest surjekcja, ale nie jest
iniekcja, gdyz np. f(v/2) = £(0) = 0.

Wykazemy teraz gtéwny wynik naszego artykutu:

Istnieje Q C X C R taki, Ze f dane powyiszym wzorem jest bijekcjq f : X — X.

Oto dowéd. Dla kazdej liczby rzeczywistej a rozpatrzmy zbiér f~!({a}) NR.
Jest on niepusty i co najwyzej tréjelementowy. Okredlimy teraz funkcje
g : R — R w nastepujacy sposéb. W przypadku, gdy f~1({a}) N Q # 0, to
z poprzednich rozwazan wynika, ze ten zbiér jest jednoelementowy; oznaczmy
jego jedyny element przez g(a). W przypadku, gdy f~({a}) N Q = 0, okreslamy
g(a) :=min(f~1({a})). W ten sposéb okredlilismy funkcje g : R — R, ktéra
spelnia warunek

f(g(a)) = a dla kazdego a € R.

Mozemy teraz okresli¢ docelowy zbior X:
o0
X =,
k=0
gdzie g*(Q) oznacza obraz zbioru liczb wymiernych Q przy k-krotnej iteracji

funkcji g (przyjmujemy, ze ¢°(x) := x dla z € R).

Wykazemy najpierw, ze f(X) C X. Niech wiec z € X i rozpatrzmy najpierw
przypadek, gdy x € ¢*(Q) dla pewnego k > 0. Wéwczas istnieje w € Q takie,
ze © = gF(w). Mamy

fl@) = f(g"(w)) = flg(g" " (w)) = ¢* "} (w) € X.
W pozostatym przypadku z € ¢°(Q) = Q mamy tez f(z) € Q = ¢°(Q) C X.
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Teraz wykazemy, ze f(X) = X. Niech wiec y € X. Zatem y = g*(w) dla pewnego
k > 0 oraz w € Q. Polézmy x := g(y). Wéwczas f(z) = f(g9(y)) = y oraz
r =gt (w) € X.
Wreszcie wykazemy, ze f: X — X jest réznowartosciowa. Niech wiec x1,x2 € X
oraz zaldézmy, ze f(x1) = f(x2). Oznaczmy te wspdlna warto$é przez a. Mozemy
napisaé .
x1 =g"(w1), x2=g"(wa), gdzie k>=0,m > 0,w,ws € Q.

Jezeli obie liczby k, m sa dodatnie, to

flan) = f(g" (wn)) = " Hwr),  flwa) = f(g™ (w2)) = g™ ! (w2),

F=1(w;) = g™~ (wy). Otrzymujemy stad

21 = g"(w1) = g(g" " (w1)) = g(g" " (w2)) = g™ (w3) = 5.
Rozpatrzymy przypadek k = 0, m > 0. Teraz x; € Q oraz

f(x1) = g™ (wa).

7Z okredlenia funkcji ¢ mamy teraz z1 = g(g™ !(w2)), czyli 11 = xs.

czyli g

W ostatnim przypadku k = m = 0 powolujemy sie na wykazana wczesdniej
réznowarto$ciowosé funkcji f: Q — Q i otrzymujemy z1 = x5.

Zajmiemy sie¢ na koniec funkcja g : X — X pod katem jej ciagltosci w réznych
punktach. Jest to funkcja odwrotna do , gltadkiej” bijekcji f : X — X. Faktycznie
funkcja f: X — X jest ciagla, ale nazwaliSmy ja , gladka”, gdyz jest obcieciem
do X wielomianu trzeciego stopnia! Wykazemy natomiast, ze g nie jest ciagla

4

f(=) w zadnym punkcie zbioru X N (=56, 3/6)!

Standardowymi metodami analizy matematycznej mozna uzasadnié, ze
—%\@ jest najmniejsza wartoscia f na dodatniej pétprostej, przyjmowana dla
" argumentu %\/6 Fatwo wynika stad, ze dla dowolnego y € X N (—% 6, g 6)
istnieja 1,22 € f7!(y) takie, ze x1 < —3v/6 oraz z2 > $/6. Oczywiscie
x1 < xg oraz f(x1) = f(x2) = y. Niech teraz (a,,)22; bedzie ciagiem o wyrazach
wymiernych zbieznym do x1, natomiast (b,,)52; niech bedzie ciagiem
—§V6¢---= o wyrazach wymiernych zbieznym do x5. Poniewaz f jest wszedzie ciagta, wiec
lim, 00 f(an) = f(z1) =y oraz lim,, o f(bn) = f(x2) = y. Mamy dalej

Jim g(f(an)) = lim a, ==, oraz lim g(f(bn)) = lim b, = w3,

=
4444441»3
o

czyli, na mocy definicji Heinego, g nie moze by¢ ciagta w y.

Wyszto na to, ze zwykla bijekcja f : X — X ma do$¢ niezwykla bijekcje
odwrotng g — ale moderujac zaistniata sytuacje w duchu tytutu, uspokéjmy
Czytelnikéw: konstruujgc funkcje g, nie skorzystalismy nawet z pewnika wyboru!

Matematyczny kacik muzyczny IV:
O tym, jak przydatne jest dudnienie
* Student, Wydzial Matematyki, KO’I%Sta’n,ty KOSTRZE WSKI*

Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski W numerze A§;, oméwiliémy sposoby strojenia instrumentéw, jakie ludzkosé

opracowala na przestrzeni wiekéw. Ta cze$é problemu jest natury koncepcyjnej
i daje sie cala opisa¢ na kartce papieru. Ostatecznie jednak chcemy, by stojacy
obok nas instrument (na przyklad fortepian) byl nastrojony, a sama kartka
papieru zapisana obliczeniami, jak potrzebne by one nie byly, nie rozwiaze

za nas tego problemu. Zyjemy w czasach, w ktérych dostepne sa urzadzenia
elektroniczne oraz przerézne aplikacje wspomagajace nas w strojeniu
instrumentéw, najczesciej gitary. Pojawia sie pytanie: w jaki sposéb radzono
sobie w czasach, gdy takich ,wspomagaczy” nie byto?

Oczywiscie muzycy maja statystycznie lepszy stuch i sa wrazliwsi na réznice
pomiedzy dzwiekami. Dlatego duzo tatwiej jest im zblizy¢ sie¢ do zgodnego
brzmienia. Gdy réznica pomiedzy czestotliwo$ciami obu dzwiekow jest jednak
niewielka, nawet wprawne ucho moze mie¢ trudnosci z jej wychwyceniem.

W tej sytuacji wykorzystuje sie tzw. zjawisko dudnienia.
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Rys. 1. Fale opisane funkcjami ¢ i ¢

Rys. 2. Fala ¢ + 9 oraz fala
o czestotliwodci lh—fa| (oznaczona

2
kolorem)

Glosy w organach maja réznorakie
stopaze. Stopaz to dlugosé najnizej
grajacej piszczatki w danym glosie
wyrazona w stopach (1 stopa to okoto
30,5 cm). Glosy o$miostopowe (8')

to glosy, ktore graja realna wysokosé
dzwieku, przypisana do konkretnego
klawisza. Glosy 4/ graja oktawe wyzej,
glosy 2%/ oktawe i kwinte wyzej,

a glosy 16’ oktawe nizej.

Rozwazmy dwie fale opisane funkcjami ¢(t) = cos(27 fit), () = cos(27 fat)
z jednakowa amplituda jednostkows oraz mala réznica czestotliwodci. Wowczas
brzmiac razem, fale te nakladaja sie i tworza fale

o(t) + 1 (t) = cos(2m f1t) + cos(2m fot) = 2 cos (27rfl_gfzt> cos (271'f1;fzt) .

fit+fe
2

Ludzkie ucho odbiera to jako dzwiek o czestotliwo$ci , ktéry dudni, czyli

jest na przemian glosny i cichy. Jest tak dlatego, ze czestotliwosé Wfimfal a6t
J P g y Y. g0, € 5 )

bardzo mala i wchodzi w zakres infradzwiekéw.

Prosty stad wniosek — im mniejsza réznica pomiedzy czestotliwodciami dzwiekdw,
tym rzadsze sa dudnienia. Celem stroiciela jest zatem takie regulowanie
wysokosci jednego z dzwiekéw, by ostatecznie dudnienia sie pozbyé, a im
rzadziej dudnienia styszy, tym blizej jest tego celu.

Tak stroi si¢ chociazby organy — do kazdego klawisza przypisane sa liczne
piszczalki, kazda charakteryzujaca sie osobna barwa. Zbidr piszczatek

o tej samej barwie nazywamy glosem organowym. Chcac wiec nastroi¢ jeden
z gloséw, poréwnuje sie go z innym, korygujac wysokosci dzwigkéw piszczalek
w podany powyzej sposéb.

Postugujac sie dudnieniem, wykorzystuje sie tez inne wazne zjawisko — alikwoty
(oméwione pokrétce w odcinku w Alj). Jako ze dzwieki znajdujace sie

w interwale kwinty czystej maja wspdlny alikwot (trzeci nizszego dzwieku
pokrywa si¢ z drugim wyzszego), strojenie takiego interwalu polega na
wyeliminowaniu dudnienia spowodowanego réznica pomiedzy ww. alikwotami.
W analogiczny sposéb stroi sie interwaly oktawy czystej i tercji wielkiej, jako
naturalnie wystepujace w szeregu alikwotowym. Dzieki temu zjawisko dudnienia
mozna wykorzystaé do strojenia instrumentéw smyczkowych, fortepianu oraz
alikwotowych gloséw w organach.

Przy strojeniu w systemie réwnomiernie temperowanym taktyka jest troche
inna — celem nie jest calkowite wyeliminowanie dudnienia, ale nadanie

mu odpowiedniej czestotliwoéci. Rozwazmy dzwieki a' = 440 Hz oraz

e? = 659,255 Hz = ( ¥/2)7 - 440 Hz. (O tym, skad wzial sie /2, mozna
przeczytaé¢ w ASy.) Trzeci alikwot dzwieku a' to €2, = 440Hz - 3 = 1320 Hz,
natomiast drugi alikwot dZzwicku e? to eg’z = 659,255 Hz - 2 = 1318,51 Hz. Wobec
tego wzmocnienia fali bedg pojawiaé sie co m = 0,67 sekundy. Nalezy
oczywiscie zadba¢ dodatkowo o to, by réznica dzwigkéow byta ,w dobra strone”.

Korekte naprezenia struny w gitarze, skrzypcach czy fortepianie bardzo tatwo
sobie wyobrazi¢. W instrumentach detych strojenie (do fortepianu lub orkiestry)
polega na zmianie dlugosci piszczalki, czyli wysunieciu lub wsunieciu ruchomej
czesci, w ktérg sie dmie — w przypadku fletu poprzecznego jest to gltéwka,

a w przypadku oboju czy fagotu — stroik.

Jak jednak stroi sie organy, ktore przeciez tez sa instrumentem detym? Techniki
sa, przerozne. Piszczalka moze mieé na samej gérze z tytu wyciety maly pasek,
ktory mozna odginaé¢ na zewnatrz lub do wewnatrz, co przypomina otwieranie
i zamykanie konserwy. Podobnie, piszczatka moze by¢ przykryta u géry i ten
~daszek” mozna delikatnie odgina¢. Innym sposobem jest poszerzanie lub
zwezanie Srednicy piszczaltki u jej wylotu — do tego celu stosuje sie stozek,
ktory albo naklada sie na piszczaltke jak czapeczke, zwezajac wylot, albo
czubkiem do wewnatrz, by wylot poszerzy¢. Odwiniecie czesci piszczaltki oraz
poszerzenie wylotu skutkuja podwyzszeniem dzwigku, a operacje odwrotne —
jego obnizeniem. W przypadku tzw. gloséw jezykowych, czyli takich, ktérych
dzwiek powstaje wskutek drgan cieniutkiej blaszki znajdujacej sie wewnatrz
piszczalki (tzw. jezyka), strojenie polega na korekcie dlugosci tej blaszki.

Ot i nastrojone. Gdyby jednak co$ poszlo nie tak, albo co$ sie rozstroito

w trakcie gry, niektérzy instrumentalisci — jak na przyklad skrzypkowie —
mogg sobie jeszcze poradzié¢ na biezaco. W przypadku skrzypkéw bedzie to
przyciskanie struny w lekko przesunietych miejscach.
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* Centrum Fizyki Teoretycznej PAN

Rozwigzanie zadania M 1668.

Zauwazmy, ze f przyjmuje wartosci

parzyste dla nieparzystych argumentéw.

Natomiast biorac liczbe parzysta

postaci 2Fa, gdzie k > 11 2 t a, widzimy,

ze

2kq >L> 2F=1 . 34 >L> 2k=2 .32, >L> .
.. >—f—> 3kq.

Udowodnimy indukcyjnie, ze dla
dowolnego n z dowolnej liczb caltkowitej
dodatniej iterujac f, otrzymamy
nieparzysta liczbe podzielng przez 3™.
Pierwszy krok indukcji zostal zrobiony
wyzej, gdzie z dowolnej liczby
uzyskaliSmy liczbe nieparzysta podzielng
przez 3. Przypusémy, ze iterujac f,
uzyskaliSémy liczbe postaci 3" a, gdzie

a jest liczba nieparzysta. Wtedy

3"a s 22 .37 e Ly 2370 Ly 37 G,

co konczy dowdd indukeyjny.

Krople kwantowe Krzysztof PAWEOWSKI*

Od dekad prowadzone sa badania nad kondensatem Bosego—FEinsteina — faza
materii wytwarzana w temperaturach rzedu 100 nanokelwinéw. Mimo ze uklad
przechodzi juz w faze zastosowan, nagle okazal sie bardziej tajemniczy, niz
sadzono.

Prawie 100 lat temu Albert Einstein, positkujac sie spostrzezeniami hinduskiego
fizyka Satyendra Bosego, przewidzial zjawisko zwane dzisiaj kondensacja
Bosego—Einsteina. W ekstremalnych warunkach — temperaturach miliardy razy
nizszych niz temperatura pokojowa, w gazach o gestosciach setki tysiecy razy
mniejszych niz gesto$é powietrza wokél nas, nagle wiekszos¢é atoméw zatrzymuje
sie. Jest to nagle przejscie, jak zamiana wody w 16d. W tej fazie ujawnia sie
falowa natura materii. Na przyklad obserwuje sie interferencje atoméw — dwie
chmury gazu bedace kondensatami Bosego—Einsteina po nalozeniu na siebie
tworza prazki interferencyjne, dokladnie tak samo jak swiatto.

Kondensat Bosego—Einsteina otrzymano w laboratoriach 70 lat po
przewidywaniach Alberta Einsteina. Za osiggnigcia towarzyszace tym
obserwacjom przyznano okoto 10 nagréd Nobla. Obecnie kondensat jest
wytwarzany rutynowo w setkach laboratoriow na $wiecie. Eksperymenty

z kondensatem wykonuje si¢ nawet w przestrzeni kosmicznej, na poktadach
rakiet, wykorzystujac go w miernikach pola grawitacyjnego. Trwaja badania
nad wdrozeniem kondensatu w futurystycznych urzadzeniach: w komputerach
kwantowych, symulatorach kwantowych, magnetometrach i nowych generacjach
zegarow atomowych. Oczekuje sie, ze dzieki wykorzystaniu subtelnych efektow
kwantowych nowe technologie przescigna te obecnie stosowane.

Wydaje sie wiec, ze jest to dobrze poznana i w pelni kontrolowana faza materii,
opuszczajaca powoli poletko badan podstawowych na rzecz inzynierii. Nic
bardziej mylnego! Wlaénie w dosé rutynowym eksperymencie wykonanym

pie¢ lat temu w Stuttgarcie w grupie prof. Tilmana Pfau pojawil sie wynik
nieoczekiwany. Eksperyment polegal na zmianie oddzialywan (tak, tak —

w kondensatach mozna nawet regulowac sile, z jaka atomy sie odpychaja

badZ przyciagajal), tak aby gaz przez przyciaganie miedzy atomami skurczy?
sie, a nastepnie eksplodowal jak supernowa. Eksperyment byl powtérzeniem
do$wiadczen sprzed 15 lat i mial na celu dokladniejsze zbadanie wzbudzen,

np. drgan, jakie przy okazji sa wywolane w kondensacie. Jednak kondensat

ani zbytnio sie nie skurczyt, ani nie eksplodowal. Zamiast tego samoistnie
rozdzielil sie na... No wlasnie, nie wiedziano, na co. Byly to regularnie
roztozone skupiska atoméw, w warunkach, w ktorych gaz nie powinien by¢
stabilny. Przez kilkanascie miesiecy publikowano sprzeczne wyjaénienia tego
zjawiska. Ostatecznie zrozumiano, ze jest to inna, nowa faza materii, nazywana
obecnie kroplami kwantowymi. Rzeczywiscie bardziej przypomina ciecz niz gaz.
Stabilnos¢ wynika ze stabych korelacji miedzy nimi, spowodowanych zderzeniami
miedzy atomami, ktore dotychczas, jako efekty stabe, byly pomijane w modelach
teoretycznych. Okazalo sie, ze te pomijane efekty stajg sie dominujace w opisie
dynamiki kondensatu na granicy jego stabilnosci.

Ostatnie miesiace przyniosty kolejny zwrot akcji. Na granicy miedzy faza

kropli kwantowych a kondensatu Bosego—Einsteina zaobserwowano tzw.
supersolid. Chmura atoméw w tym stanie ma zardéwno wtasnosci krysztatu, jak
i kwantowej cieczy. W kazdej pojedynczej obserwacji atomy tworza regularnie
rozlozone skupiska, jak wezly sieci krystalicznej. Z drugiej strony ciagle zachodzi
interferencja miedzy chmurami w tym stanie. Posrednio wykazano, ze taki gaz
moze plynaé, nie do$wiadczajac tarcia, jak w fazie nadcieklej. Wilasciwosci te
zostaly zaobserwowane w trzech réznych laboratoriach w odstepie zaledwie kilku
miesiecy!

Bez watpienia badania nad kondensatem Bosego—Einsteina przechodza renesans.
Rozwdj technik do$wiadczalnych sprzyja zaréwno wdrozeniom kondensatu do
technologii, jak i wytwarzaniu kolejnych faz w ultrazimnych gazach atomowych.
Czekamy na dalsze niespodzianki!
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Rys. 1. Przy takim przebiegu rozgrywki
mamy D=61iL =2

1 2 3 45 6 7 8 910

Rys. 2. Przy takim przebiegu rozgrywki
mamy D=10i L =1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 /10

Rys. 3. Przy takim przebiegu rozgrywki
mamy D =11iL =10

Twierdzenie Sparre-Andersena
tukasz RAJKOWSKI

W pewnej szkole w Symulandii kazde z 1000 uczeszczajacych do niej dzieci
dostalo takie oto zadanie domowe: Trzeba rzuci¢ 10 razy kostka sze$cienna.

W zaleznoéci od wyniku dziecko ma oddaé lub pobraé¢ od swoich rodzicow
kwote okreslona przez nastepujaca tabelke (ujemne kwoty oznaczaja obowiazek
oddania pienigdzy rodzicom):

liczba oczek | 1 2 3 |141|5
wyplata 41 -3|-2|1]3]5

Nastepnie dzieci mialy narysowa¢ wykres zaleznosci stanu swojego konta

od liczby rzutéw (uwzgledniajac stan konta 0 w ,zerowym rzucie”) i na

jego podstawie stwierdzi¢, ile rzutow konczylo sie dodatnim stanem konta

(co oznaczymy przez D) oraz po ktérym rzucie stan konta po raz pierwszy
osiagnal najwigksza warto$é¢ (co oznaczymy przez L). Rysunek 1 przedstawia
przykladowy przebieg. Na pierwszy rzut oka wartoéci D i L nie sa specjalnie
zwiazane — tatwo skonstruowaé przyklady, gdzie jedna z nich jest duza, a druga
mata (rys. 2 irys. 3). Gdy jednak dyrektor szkoly opublikowal podsumowanie
wynikéw pracy domowej, uwage wszystkich zwrécita ponizsza tabelka,
przedstawiajaca liczby uczniéw, ktérzy uzyskali poszczegdlne wartosci D
(pierwszy wiersz) oraz poszczegdlne wartosci L (drugi wiersz).

0 1 21 3|4 |5 |6 |7 |8]|9]10
D | 188 | 101 | 71 | 66 | 70 | 58 | 60 | 67 | 67 | 93 | 159
L | 188 | 103 | 63 | 81 | 61 | 58 | 62 | 75 | 71 | 81 | 157

To, ze tyle samo ucznidéw uzyskato wartosci D i L réwne 0, nie jest w ogdle
zaskakujace — tatwo przekonaé sie, ze byli to po prostu ci sami uczniowie.

Dla pozostalych wartosci D i L liczby uczniéw, ktérzy je uzyskali, wydaja

sie zaskakujaco bliskie, cho¢ przedstawione wcze$niej przyklady pokazywaty,
ze jeden uczen mogl uzyskac istotnie rézne wartosci D i L. Dyrektor szkoty
doniést o swoim odkryciu premierowi Symulandii, ktéry — poruszony tym
nieoczekiwanym zwiazkiem — zarzadzit ogélnokrajowy eksperyment. Kazdy

z 10% obywateli miat przeprowadzié to samo doswiadczenie i przestaé uzyskane
wyniki poczta do Ministerstwa Liczenia. Pracujacy tam urzednicy skrupulatnie
policzyli wszystkie wyniki i wyprodukowali tabelke analogiczng do poprzedniej,
z ta r6éznica, ze przedstawiala ona procentowy udzial poszczegdlnych wynikéw
w calej populacji, zaokraglony do dziesiatych czesci procenta.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

D[ 195% | 10,3% | 7.8% | 6,6% | 6,2% | 6,0% | 6,1% | 6,4% | 6,9% | 8,3% | 15,9%

L[19.5% | 10,3% | 7.8% | 6,6% | 6,2% | 6,0% | 6,1% | 6,4% | 6,9% | 8,3% | 15,9%

Kto jak kto, ale mieszkancy Symulandii wiedzieli, ze w tej sytuacji nie

moze by¢ mowy o zadnym przypadku. Najwyrazniej prawdopodobieristwa
uzyskania poszczegdlnych wartosci przez zmienne D i L sg réwne! Zalezno$é
ta utrzymywala sie w kolejnych eksperymentach, z réznymi wyplatami oraz
ko$émi, ktére nie byly dobrze wywazone. Symulandcy uczeni predko znalezli
uzasadnienie tej wlasnosci, ktére oparte jest na pewnym kombinatorycznym
twierdzeniu. Zanim je sformutujemy, wprowadzimy kilka oznaczen.

Niech @ = (x1,...,2,) bedzie dowolnym ciagiem liczb rzeczywistych.
Ustawieniem x nazwiemy dowolny ciag (ajg(l), e J:g(n)), gdzie o jest pewna
permutacja zbioru {1,2...,n}. Subtelna réznica miedzy ustawieniami

a permutacjami polega na tym, ze poniewaz wyrazy ciagu & moga sie¢ powtarzac,
ustawien tego ciagu moze by¢ mniej niz n!. W szczegdlnosci ciag staly ma tylko
jedno ustawienie. Niech s = (s, ..., s,) bedzie ciagiem sum czesciowych x,
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Dla ciggu
x=(1,3,-2,-4,1,5,—3,—2,—2,5)
(ktérego sumy czeSciowe zostaly
zilustrowane na rysunku 1) kolejne kroki
algorytmu przedstawia ponizsza tabelka.
W lewej kolumnie wypisana jest postaé
ciggu bazowego przed wykonaniem
danego kroku, w $rodku suma tego ciagu
bazowego, a w prawej kolumnie wartosé
dodawana na poczatku ciggu tworzonego
po wykonaniu tego kroku.

cigg bazowy +
1,3,-2,-4,1,5,-3,-2,-2,5 | 2 | 1
3,—-2,-4,1,5,-3,—-2,—-2,5 1 3
—2,-4,1,5,-3,-2,—-2,5|—2| 5
—2,-4,1,5,-3,—-2, -2 -7 -2
—2,-4,1,5,-3,-2 —5|-2
—2,-4,1,5,-3 —3|-3
—2,-4,1,5 0|5
—2,—-4,1 —5| 1
—2,—4 —6| —4
-2 —2| -2

W tej sytuacji
x = (-2,-4,1,5,-3,-2,-2,5,3,1).
Mamy woéwczas
=(0,-2,-6,-5,0,—-3,-5,—-7,—2,1,2),
zatem D =2 = Lg.

tzn. s =01 s = Zle z; dla 1 < k < n. Niech D, oznacza liczbe dodatnich
wyrazow w ciagu s oraz niech L, bedzie najmniejszym indeksem w ciagu s, dla
ktorego przyjmuje on najwicksza warto$¢. Okazuje sie, ze dla kazdego ciagu @
mozemy znalez¢ jego ustawienie x’ tak, aby Ly = Dy.

Twierdzenie. Istnieje taka bijekcja ¥: R™ — R", Ze dla dowolnego x € R™ cigg
x' = U(x) jest ustawieniem x oraz Ly = Dy .

Dowdéd. Wybierzmy dowolnie ciag = (21,...,z,). Ciag ' tworzymy zgodnie

z nastepujaca procedura. Na poczatku naszym ,.ciagiem bazowym” jest x,

a ,ciagiem tworzonym” jest ciag pusty. W kazdym kroku procedury patrzymy
na sume wszystkich wyrazéw obecnego ciagu bazowego — jesli jest ona dodatnia,
zabieramy z niego pierwszy wyraz, w przeciwnym wypadku wyraz ostatni.
Zabrany wyraz wstawiamy na poczatek ciggu tworzonego. Dla przyktadu,

w przypadku przedstawionym na marginesie, w széstym kroku ciagiem bazowym
jest (—2,—4,1,5,—3). Suma jego wyrazéw to —3, zatem zabieramy z niego ostatni
wyraz i dokladamy do ciagu tworzonego, ktérym po wykonaniu tego kroku jest
(-3,-2,-2,5,3,1).

Postulowany w twierdzeniu ciagg ' to ciagg utworzony po n krokach opisanej
procedury. Oczywiscie @’ jest ustawieniem ciggu x. Niech s i s’ beda ciagami
sum czesciowych ciggdéw odpowiednio x i x’. Za pomocg prostej indukeji
mozemy uzasadni¢, ze suma wyrazéw k-tego ciggu bazowego to s;,_;
(pamietajmy, ze wyrazy zabierane z ciagéw bazowych przechodza na poczatek
ciggu tworzonego). W tej sytuacji liczba dodatnich wyrazéw ciagu s’ (czyli Dy )
to liczba etapéw konstrukcji, w ktérych suma ciagu bazowego byla dodatnia.
Pokazemy teraz, ze ta liczba jest réwna Lg.

Zalézmy, ze Ly =1, tzn. maksimum ciagu sum czeéciowych s pojawia si¢ po
raz pierwszy na indeksie [. Zwréémy uwage, ze zmiany w ciagu bazowym maja
»gasienicowy” charakter, tzn. zawsze zabieramy ktéry$ z dwoch jego krancowych
wyrazéw. Uzasadnimy, ze wyrazy x; dla i <[ sa zabierane z ciagu bazowego
tylko ,,z lewej strony”, a wyrazy z; dla ¢ > [ tylko ,,z prawej strony”. Wynika to
z ponizszych dwoch obserwacji:
o jedli ciag bazowy zaczyna si¢ od z;41, to jego suma jest niedodatnia, gdyz
Z?F?j_l T; = Siem — S1 < 0, wiec w takim wypadku bedziemy juz czerpaé tylko
»,Z prawej strony” ciagu bazowego.
. Jesh ciag bazowy konczy sie na x;, to jego suma jest dodatnia, gdyz
Zz 1=m T; = 8] — Si—m > 0, wiec wtedy bedziemy juz czerpaé tylko ,z lewej
strony” ciagu bazowego.

W tej sytuacji dokladnie [ razy czerpiemy .z lewej strony” ciagu bazowego,
zatem tyle razy ma on dodatnia sume. Zgodnie z wcze$niejszymi obserwacjami
oznacza to, ze Dy = [. Pozostaje uzasadnié, ze przeksztalcenie ¥ faktycznie
jest bijekcja, co wynika z istnienia ,,procedury odwrotnej”, ktérej nietrudng
konstrukcje pozostawiamy Czytelnikowi. U

Jaki jest zwiazek przedstawionego twierdzenia Czytelnicy troche bardziej obyci z rachunkiem

7 niesamowitym zjawiskiem zaobserwowanym prawdopodobienstwa bez trudu zauwaza, ze przedstawione

w Symulandii? Mozemy w tym wypadku utozsamiaé¢ rozumowanie moze by¢ zastosowane dla dowolnych zmiennych
zdarzenia elementarne z ciggami wynikéw kolejnych losowych (nie tylko tych o rozktadzie dyskretnym), a takze,

gier. Jesli @ = (x1,...,x10) jest pewnym takim ze dowodzi ono tak naprawde rownoéci rozktadow wektordw
ciagiem, to kazde ustawienie tego ciagu ma to losowych (D, S) i (L, S), gdzie S jest suma wszystkich wyplat.
samo prawdopodobienstwo wystapienia. W zwigzku Obserwacja ta nosi nazwe twierdzenia Sparre-Andersena,

z tym, na mocy naszego twierdzenia, zdarzenia ktére w pelnym brzmieniu przytaczamy ponizej.

elementarne ze zbioru {D =d} = {x: D, = d}

(dla pewnej ustalonej wartosci d) sa polaczone

we wzajemnie jednoznaczne pary ze zdarzeniami
elementarnymi (o tym samym prawdopodobienstwie)

Twierdzenie (Sparre-Andersen). Niech X1, ..., X, bedg
niezalezZnymsi zmz’ennymi losowymi o tym samym rozkladzie.
Niech Sy =0, Sk —Zl 1 Xidlal<k<n oraz

ze zbioru {L = d} = {x: Ly = d}. Oznacza to, ze . )
prawdopodobienistwa uzyskania poszczegélnych D= Z Lis;>0p, L=min{0<i<n: 8= orgffn S;}.

wartosci przez zmienne D i L faktycznie sg réwne,

=1

tak Jak sugerowa}y to badania przeprowadzone Wéwczas wektory losowe (D, S) 7 (L, S) ma]q ten sam rozklad

w Symulandii.

prawdopodobienstwa.
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Liczba rzeczywista jest algebraiczna,
gdy jest pierwiastkiem wielomianu
o wspolczynnikach calkowitych.

w

Rozwigzanie zadania M 1666.

Istnieje. Rozpatrzmy trojkat rownoboczny
ACE oraz taki trapez ABDC, ze

XEAB = xDEA = 72° oraz

AD = BE = AFE (patrz rysunek).

C

A i E
Wtedy tez XADE = ¥xDEA = 72° oraz
XEAD = 180° — 72° — 72° = 36°. Zatem
¥BDA = ¥xEAD = 36° oraz
*xDAB = 72° — 36°, wiec AB = BD.
Latwo zauwazyé, ze pieciokat wypuktly
ABCDE spelnia warunki zadania.

O przyblizaniu utamkami
Wojciech CZERWINSKI

Jak dobrze mozna przyblizy¢ utamkami liczbe rzeczywista, na przyklad
liczbe w7 Wiekszo$¢ Czytelnikéw zapewne wie, ze mozna znalezé utamki (lub
inaczej méwiac liczby wymierne) dowolnie bliskie liczbie 7. Takie coraz lepiej
przyblizajace ulamki to na przyktad: %, :1)’—(1), %, %, fé‘éé% itd. Nietrudno
zauwazy¢, ze tak samo mozna latwo przyblizy¢ liczbe v/2, ¥/7, e i dowolna
inng liczbe rzeczywista. Te wlasno$é liczb wymiernych nazywa sie gestoscig.
Istotnie, oznacza ona, ze liczby wymierne sg tak gesto rozlozone wsréd
rzeczywistych, ze wszedzie ich pelno — dowolng liczbe rzeczywista mozna
dowolnie dobrze przyblizy¢.

Co jednak sie¢ stanie, jesli zapytamy o przyblizanie utamkami o mianownikach
ograniczonych przez pewng liczbe? Przyktadowo — jak dobrze mozna
przyblizy¢ liczbe m przez utamki o mianowniku co najwyzej 10007 Czy da

sie to zrobi¢ z dokladnoscia lepsza niz ﬁ? Okazuje sie, ze tak! Znajdzie

sie wérdd nich taki, ktéry przybliza m z doktadnoécia do Wlo()()' Jednak

w og6lnosci nie da sie tego zrobié o wiele lepiej, o czym za chwile. Co wiecej,
ta galaZz matematyki jest intensywnie badana, zawiera wiele glebokich
rezultatow i jeszcze wiecej od lat otwartych probleméw. Wiaze sie tez
zadziwiajaco z wieloma pozornie niezwigzanymi dziedzinami. Ja osobiscie
trafilem na nia poprzez moje badania naukowe dotyczace problemu dodawania
wektoréw, ktore opisywatem w All. Ten kierunek naprowadzil mnie na
rozwazania nad liniowymi ciaggami rekurencyjnymi, czyli ciagami bedacymi

w pewnym sensie uogélnieniem stawnego ciagu Fibonacciego. Okazuje sie,

ze niektore problemy dla liniowych ciagéw rekurencyjnych wiaza sie¢ mocno

z przyblizaniem liczb rzeczywistych liczbami pewnej specyficznej postaci
(konkretnie liczbami algebraicznymi, ktére mozna uznaé za uogdlnienie
utamkéw).

Wréémy jednak do tematu. Powyzej wspomniatem, ze liczbe m mozna
przyblizy¢ z doktadnoscia do m utamkiem o mianowniku wynoszacym
co najwyzej 1000. Jest to przypadek szczegdlny twierdzenia Dirichleta

o aproksymacji, ktére sformutujemy w nastepujacej wersji:

Twierdzenie 1 (Dirichleta). Dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej
x € Rt oraz liczby naturalnej N € N istniejq takie liczby naturalne p,q € N,
zeq< N 0mz|:1:—§|<qiN.

Ro6wnie dobrze moglibyémy sformutowaé to twierdzenie dla dowolnej liczby
rzeczywistej (niekoniecznie dodatniej), ale wtedy musielibySmy braé pod
uwage p, q € Z, ktére moga by¢ ujemne. Stad dla uproszczenia kwestii
technicznych skupimy si¢ na liczbach dodatnich. Dowdd jest wyjatkowo prosty
i korzysta z zasady szufladkowej Dirichleta, ktéra byla wtasnie przez Petera
Dirichleta spopularyzowana, i stad jej polska nazwa (po angielsku nazywa sie
pigeonhole principle, gdzie pigeonhole oznacza przegrodke na dokumenty).

Dowdéd. Oczywiscie nieréwnosé |z — §| < qiN jest réwnowazna tej samej
nieréwnosci pomnozonej stronami przez g, czyli [z — p| < % Skupimy sie na
dowodzeniu tej ostatniej. A zatem tak naprawde chcemy pokazadé, ze istnieje
taka wielokrotnosé qx liczby x, gdzie ¢ < N, ze gx jest odlegte od liczby
calkowitej nie wiecej niz o % Rozwazmy liczby 0, x, 2z,3x,..., (N — 1)z, Nz

i ich czedci utamkowe. Tych czedci utamkowych jest n + 1 1 wszystkie naleza
do przedziatu [0, 1), wiec z zasady szufladkowej Dirichleta pewne dwie z nich
wpadna do tego samego sposréd N przedzialéw |0, %), [%, %), cee [%, 1).
Jesli czescei utamkowe iz oraz jr wpadaja do tego samego przedziatu dla
pewnych 4,5 € {0,..., N}, i < j, to mamy —% <(j—-dx—-p< %, a co za tym
idzie |(j — )z —p| < % dla pewnej liczby p € N. Kladac g = j — 4, koniczymy
dowdd. O
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Rozwigzanie zadania F 1019.

Postaé zaleznosci czestosci drgan struny
od jej masy, dlugosci i naciggu najltatwiej
znalezé, postugujac si¢ analizg
wymiarows. Przyjmujmny, ze:

fox1mPF7,

gdzie symbol « oznacza proporcjonalnosé.

Wymiar wyrazenia po prawej stronie
proporcjonalnosci musi by¢ réwny
wymiarowi czestosci, [f] = Hz = s~ !
symbol [.] oznacza tu ,pobranie”
wymiaru wielkos$ci w nawiasie
kwadratowym. Wypiszmy wymiary
wielkosci po prawej stronie: [I] = 1 m,
[m]=1kg, [F]=1N= kg -m-s 2.
Kazda z jednostek, po obu stronach
proporcjonalnosci, musi wystepowaé w tej
samej potgdéc Warunek ten prowadzi do
uktadu réwnan:

—2y = —1,
s9+“/:o:
a+v = 0.

Jedynym rozwigzaniem tego uktadu sa:
= % Otrzymujemy

Fl
focy/ —-

m
Jak wida¢, wlasciwosci materiatu,
z jakiego wykonana jest struna, nie maja
znaczenia dla wysokosci jej tonu
podstawowego. Rodzaj materialu ma
natomiast wplyw na barwe dzwigku
(proporcje natezen wyzszych sktadowych)
i komfort gry palcami, np. na gitarze. Ma
takze wplyw na sil¢ naciggu dla tego
samego tonu — stal wymaga wigkszej sily
niz nylon i stad struny nylonowe montuje
sig¢ czesto do starych instrumentéw.

Zauwazmy, ze powyzszy dowdd jest niekonstruktywny w tym sensie, ze

nie bardzo widaé, jak znalez¢ utamek przyblizajacy 7 z doktadnoscig

do m inaczej niz naiwnie. Mozna oczywiscie przeglada¢ wszystkie
wielokrotnosci 7, tzn. 7, 27, 37, ..., 10007, i badaé ich czesci utamkowe badz
tez przegladaé wszystkie mozliwe utamki o mianownikach ograniczonych przez
1000, ale te sposoby sa malo efektywne. Okazuje sie jednak, ze ma miejsce
bardzo ciekawy fakt: najlepsze takie przyblizenia uzyskujemy, rozwijajac
przyblizana liczbe w utamek lanicuchowy. O tym fenomenie pisalismy w AT,
tutaj niestety nie ma miejsca, zeby choé¢ pokrétce wyjasénié, skad sie to

bierze. Niemniej jednak bardzo zachecam Czytelnikéw do zglebienia tego
zaskakujacego faktu. Jako ciekawostke mozemy pokazaé, jak korzystajac

z utamkéw tancuchowych, znalezé dobre przyblizenie liczby 7. Najwicksza
liczba naturalna przyblizajaca m od dotu jest 3, wigc nasz utamek bedzie
postaci 3+ 1, natomiast m = 3 + (7 — 3). Warto zatem zrozumieé ile wynosi
— 3, aby WlGleGC co ma przybliza¢ z. Latwo sprawdzm ze —— = 7,062, wiec
warto wziaé x = 7. Wowczas ulamek tancuchowy 3 + 7 =2 3,14285 e
dos$é¢ dobrze przybliza 7, ale mozemy i8¢ dalej. Niech wiec x = 7 + %,

juz
woéwcezas

nasze przyblizenie bedzie postaci 3 + ﬁ! Zeby zobaczyé, co ma przyblizaé y,
Y

obliczmy, ze —+— = 15,9966. A zatem $wietnym przyblizeniem 7 powinno
T3~
by¢ 3 + ﬁf =3+ 106 = % ~ 3,1415094 ... Idac tym tropem, uzyskaliby$my

nastepne przyblizenie réwne ?gg 3,141592920. .. To juz ostatnie przyblizenie

o mianowniku mniejszym niz 1000 i faktycznie, jak widzimy, przybliza ono 7«
z doktadnoécia do m. Potem oczywiscie dostaliby$my jeszcze lepsze
przyblizenia 7, ale tu sie zatrzymajmy.

Zauwazmy, ze twierdzenie Dirichleta tatwo implikuje nastepujacy wniosek:

Whiosek. Dla kazdej niewymiernej liczby rzeczywistej dodatniej x € R istnieje
nieskoriczenie wiele takich ulamkéw £, ze |v — L| < q%

Istotnie, wyobrazmy sobie, ze mamy juz skonczenie wiele takich przyblizen,

i chcemy znalez¢ kolejne. Poniewaz liczba x jest niewymierna, to kazde
przyblizenie ma pewien blad, istnieje wiec tez najlepsze dotychczas znalezione
przyblizenie. Niech najlepsze z dotychczasowych przyblizen bedzie gorsze

niz i dla pewnego N. Z twierdzenia Dirichleta otrzymujemy, ze istnieje

taki ulamek p dla g < N, ze |z — p| < N < 2 ~> & wige wige utamek ten nie

jest zadnym z dotychczasowych. Ponadto 1/(¢N) < 1/¢?, zatem faktycznie
dostajemy nowe przyblizenie. Kontynuujac w ten sposéb, mozemy ich dostac
nieskonczenie wiele.

Bardzo naturalne jest pytanie, czy we wniosku nie datoby sie poprawi¢
liczby 2 w wykladniku. Moze mozna uzyskiwaé przyblizenia z doktadnoscia
do q%,, albo przynajmniej do # dla pewnego € > 0. Okazuje sie jednak, ze
nie, ze liczba 2 jest optymalna, i stosunkowo tatwo to pokazaé. Rozwazmy
wykladnik C' € R i przyblizanie liczb « € [0, 1]. Zobaczmy, ile liczb moze

byé przyblizonych utamkiem E z dokladnoscig do =. Beda to utamki

w przedziale [f — %, Z + 3 . Takich
ulamkoéw o mlanowmku q W przedziale [0, 1] jest co najwyzej ¢ + 1, a wiec
dtugosé przedziatéw liczb przybliZanych dobrze (z doktadnoscia do q%) przez
. Jedli kazda liczba
niewymierna z przedziatu [0, 1] mlalaby byc dobrze przyblizona nieskoniczenie
wiele razy, to suma dlugosci przedzialéw dobrze przyblizanych przez utamki
o mianowniku ¢ przesumowana po wszystkich mozliwych ¢ € N musialaby
by¢ nieskonczona. Mamy jednak Z;il qg%l < oo dla C > 2, co pokazuje, ze
nie kazda liczba rzeczywista da sie¢ dobrze przybliza¢ utamkami, gdzie przez
dobrze rozumiemy przyblizenie z doktadnoscig do q% dla C' > 2.

L ] a wiec w przedmale o dtugosci 2

te utamki to co najwyzej 2(q + 1) o < < 4q= o = qc4—

Mozna jednak powiedzie¢: zgoda, nie kazda liczba da sie dobrze przyblizy¢
dla C' > 2, ale jednak pewne liczby dadza si¢ dobrze przyblizy¢. Przyktadowo
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Rozwigzanie zadania F 1020.
Jedli orbita pozostaje przez caly czas
bardzo bliska orbicie kotowej, to znaczy,
ze w kazdym punkcie toru promien
wodzacy jest z dobrym przyblizeniem
prostopadly do chwilowej predkosci v
satelity, i mozemy rozpatrywac
réwnowage sil jak dla orbity kolowej
(sita F jest bardzo mala w poréwaniu
z silyg grawitacji). Niech satelita ma
mase m. Oznaczmy iloczyn stalej
grawitacyjnej G i masy Ziemi M jako
v = GM. Dla orbity kolowej zachodzi
zwigzek:

ym

777.7J2

,,,2 r

Otrzymujemy zaleznosé:

v
v = -
‘.

Energia catkowita wynosi:

. mu? ym ym
T2 ro 2r
Energia catkowita maleje pod wplywem
dziatania sity F = —A v z szybkoscia,
réwng mocy F -v = —A v+l
dE ym dr A 0% (at1)/2
dt — 2r2dt r ’

Ostatecznie szukana predko$é zmiany
odleglosci od Ziemi wynosi:

dr A o )
- = 72ir\/(071)/2,’,(37u)/2'
dt m

Dla a = 3 predkosé zblizania si¢ do Ziemi

bytaby stata. Nalezy jednak pamietac, ze
wraz ze zmniejszaniem sie r rosnie gestosé
atmosfery, a wigc nawet przy zachowaniu
postaci zaleznosci F' od v powinni$émy do
naszego modelu wprowadzié¢ zaleznosé
wspoétezynnika A od r.

Bardzo polecam blog Terrenca Tao,

w szczegblnosci jego porady dotyczace
kariery matematycznej na réznych
poziomach zaawansowania (zaczynajac od
szkoly podstawowej):
terrytao.wordpress.com/career-advice/

liczby wymierne przyblizane sa idealnie przez liczby wymierne (liczba
przybliza idealnie sama siebie). Wiadomo tez, ze istnieja liczby niewymierne,
ktére sa bardzo dobrze przyblizane liczbami wymiernymi. W 1840 roku
francuski matematyk Joseph Liouville’a podal prosty przyktad takiej liczby,
zwanej teraz stala Liouvilla. Zdefiniowal on

oo
L= 10" =0,11000100000000. ..

n=1
W liczbie L, w rozwinigciu dziesietnym jedynki stoja na pozycjach 1! =1,
21 =2 31 =6, 4! = 24 itd. po przecinku. Nietrudno zauwazyé, ze dla
dowolnej liczby naturalnej k € N, gdy wezmiemy m = k! i obetniemy
rozwiniecie L na m-tej cyfrze po przecinku (ktéra to jest jedynka), to potem
nastepuje (k+ 1) — k!l —1 =k - k! — 1 zer. A zatem to obciecie jest bardzo
dobrym przyblizeniem L, ulamkiem o mianowniku 10™ przyblizajacym L
z doktadnoscia przynajmniej (m%)k. Widaé¢ wiec, ze L moze by¢ przyblizone
z dokladnoscia do q% dla dowolnego k € N nieskoniczenie wiele razy (obcieciem
po k-tej jedynce, (k+1)-szej jedynce, (k+2)-giej jedynce itd.). Co ciekawe,
w 1844 roku Liouville wykazal, korzystajac wlasnie z wtasnosci dobrego
przyblizania, ze L jest liczba przestepna (inaczej niealgebraiczna), czyli nie
jest pierwiastkiem zadnego wielomianu o wspélczynnikach catkowitych (jak np.
T czy @) Byla to w ogéle pierwsza liczba, dla ktérej udato sie wykazac,
ze jest przestepna.

Jak wiele wiec jest takich liczb i jaka maja one postaé¢? Tu zaczynaja sie
schody. Okazuje sie, ze prawda jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2 (Thue-Siegel-Roth). Dla kazdej niewymiernej liczby
algebraicznej x oraz kazdego € > 0 istnieje tylko skonczenie wiele par p,q € N
takich, ze |z — B| < #.

Zauwazmy, ze twierdzenie to w szczegdlnosci implikuje, ze liczba L jest
przestepna. Jego historia jest bardzo dtuga. W 1909 roku udowodnit je

Axel Thue, przy czym zamiast wykladnika 2 4+ ¢ byl wykladnik d/2 + 1 +e.
Tutaj d to stopien liczby algebraicznej, czyli minimalny stopien wielomianu

o wspdélczynnikach catkowitych takiego, ze dana liczba algebraiczna jest jego
pierwiastkiem. Przykladowo stopiefi liczby /13 to 5, bo jest pierwiastkiem
2% — 13 (a innego takiego wielomianu o mniejszym stopniu nie ma), a stopieni
liczby ¢ = @ to 2, bo jest ona pierwiastkiem 2 — x — 1. Nastepnie Carl
Ludwig Siegel poprawil wyktadnik do 2v/d + ¢, Freeman Dyson do v/2d 4 ¢
w 1947 roku, az w koncu brytyjski matematyk Klaus Roth udowodnit je

w roku 1955 w ostatecznej formie dla wykladnika 2 + €. Wlaénie za ten wynik
Roth otrzymal najwyzsze mozliwe odznaczenie matematyczne, w 1958 roku
uhonorowano go Medalem Fieldsa. Techniki, ktérych uzywano, to rozwazanie
wielomianéw wielu zmiennych (liczba zmiennych zalezy od €). Niestety

w Delcie jest zdecydowanie za malo miejsca, zeby je przedstawic.

O przyblizaniu liczb rzeczywistych utamkami albo, co tez ciekawe, liczbami
algebraicznymi mozna powiedzieé¢ jeszcze bardzo wiele. Stoi za ta dziedzina
gleboka matematyka, a wiele kwestii wciaz jest niezrozumianych. Przyktadowo
za twierdzenie Bakera, ktore méwi o pewnego rodzaju przyblizaniu liczbami
algebraicznymi, przyznano w 1970 roku Medal Fieldsa. Dzigki temu
twierdzeniu mozemy udowodnié¢ tak naturalny fakt, jak to, ze rownanie

2% — 3¥ = 2021 ma tylko skoniczenie wiele rozwiazan (i liczby 2, 3 oraz 2021
nie sa tu w niczym szczegolne, oprocz tego, ze proste liczenie modulo nie
ogranicza rozwigzan). Ja osobiscie nie wiem, jak i czy mozna to wykazaé

bez twierdzenia Bakera, by¢ moze Czytelnicy znajda alternatywne
rozwigzanie. O szacowaniu réznicy |2* — 3Y| oraz twierdzeniu Bakera
ciekawie pisze na swoim blogu Terrence Tao, przez wielu uznany za aktualnie
najlepszego matematyka na Swiecie: terrytao.wordpress.com/2011/08/21/
hilberts-seventh-problem-and-powers-of-2-and-3/. Tego typu
rozwazania to jednak temat na zupelnie inng opowiesé.
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O pewnej manipulacji (w nauce)

Jedna z najsilniejszych ludzkich emocji jest strach. Korzystaja z tego faktu
autorzy fantazji naukowych. Gorzej, gdy jest to wykorzystywane nie tylko przez
pisarzy w fikcyjnych horrorach.

Andrew Wakefield ukonczyl studia w 1985 roku w Imperial College School

of Medicine (Wielka Brytania) jako chirurg. Jego pierwsze badania naukowe
na zwierzetach, prowadzone w Uniwersytecie w Toronto, dotyczyly problemu
odrzucania przeszczepow jelita (1986-1989). Pozostajac w tym samym
obszarze, w 1993 roku opublikowal prace, w ktérej wiazal przebyta przez
ludzi odre z choroba Leéniowskiego—Crohna, nieswoistym zapaleniem jelit

o nieznanej etiologii. Nastepnie powiazal te chorobe ze szczepieniem przeciw
odrze (The Lancet, 1995). Mniej wiecej w tym czasie skontaktowali sie z nim
rodzice autystycznego dziecka z podobnymi sugestiami, wiazacymi chorobe ze
szczepieniem, a Wakefield rozszerzyl zakres podejrzen o szczepionki przeciw
rézyczee i §wince. Z takimi podejrzeniami wystapito w 1998 roku kilkunastu
autoréw wspolpracujacych z Wakefieldem (The Lancet, 1998), opisujac
badania dwanasciorga dzieci. Tych bulwersujacych danych nie zlekcewazono
w $rodowisku naukowym, znalazly one oddzwiek takze w mediach. Po dokladnej
weryfikacji nie tylko publikowanych danych, ale takze stosowanych procedur,
okazalo sie, ze

o liczba badanych przypadkéw (12) daleko nie upowaznia do wyciagania
statystycznie istotnych wnioskow;

e nie wszystkie testy, ktérym poddano pacjentéw, byty racjonalnie
umotywowane, niektére z tych zbednych byly tez inwazyjne, dotozyly
dzieciom strachu i bélu;

o wybér pacjentéw nie byl przypadkowy, wiazal si¢ z innymi wspoélistniejacymi
chorobami; sposréd 12 dzieci z pierwszej publikacji tylko jedno
bylo autystyczne, tréjka nie wykazywata takich objawéw, pozostate
przypadki budzily pod tym katem watpliwosci; u wszystkich odnotowano
nieprawidlowosci rozwoju;

e u dziewieciorga nie obserwowano stanéw zapalnych jelit.

Jednak echa kontrowersyjnej publikacji trwaly. Reporter éledczy Brian

Deer wykazal takze istnienie réznic miedzy tekstem publikacji a danymi

w dokumentacji badawczej. W dodatku Wakefield, nie powiadamiajac
zatrudniajacych go instytucji, pobral wynagrodzenie od firm prawniczych
zainteresowanych w sadowych oskarzeniach instytucji medycznych o rzekome
skutki uboczne szczepien. Uzyskatl takze z zewnetrznych Zrédel wysokie
dodatkowe ,honorarium”. Wreszcie w latach 2007-2010 powyzsze zarzuty
przebadano i potwierdzono w brytyjskiej Medical General Council. Oceniono
je jako ,razace bledy metodyczne i naruszenie etyki zawodowej”. Dwunastu
autoréw publikacji wycofalo z niej swoje nazwiska. W Wielkiej Brytanii wydano
dla gléwnego autora zakaz wykonywania zawodu lekarza, nie przyznano mu
licencji zawodowej w USA. Mimo to Andrew Wakefield wyjechal do USA

i podjat prace w badawczym instytucie w Teksasie. Kilka pism naukowych,

w tym The Lancet, wycofalo jego publikacje, a British Medical Journal oglosit
opinie, wedlug ktérej badania Wakefielda nie byty przypadkows pomytka czy
naukows wpadka, lecz celowo i $wiadomie zaplanowana, naukowa manipulacja.
W 2014 roku opublikowano analizy 1,2 mln przypadkéw dzieci szczepionych
potrdjna szczepionka, gdzie wykazano niezbicie brak korelacji szczepien

z pojawieniem si¢ u nich autyzmu.

Mimo iz historia ta rozegrala sie ponad 20 lat temu do szczepionek w ogdle i kazdej nowej w szczegdlnosci.
opisuje ja, poniewaz dotyczyla spraw zawsze waznych Warto znaé¢ ich prawdziwe pochodzenie. Oszustwa

i aktualnych (medycyna, dzieci, szczepionki). Decyzje w nauce nie utrzymuja si¢ dlugo — zazwyczaj dosé
Rady Medycznej nie wymazaly z powszechnego obiegu  szybko znajda sie badacze, ktorzy zauwaza niescistosci
ogélnych stwierdzen o tym, ze ,,szczepienie szkodzi”. i podejma ich weryfikacje. A wiarygodno$é traci sie na
Efekt propagandowy klamstw pozostal i dzis jeszcze zZawsze.

mozna ustyszeé¢ zarzuty oparte na ,,medycznych

badaniach stynnego lekarza brytyjskiego”, w stosunku Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Rys. 1. Schemat przetwornika gitarowego

Gitara elektryczna, czyli od dzwieku
do pradu i z powrotem

Wojciech BORKOWSKI*

Gitara elektryczna jest bardzo ciekawym instrumentem — nie tylko z powodu
ogromnego wachlarza brzmien, jakie pozwala uzyskaé, czy faktu, iz odegrata
wielkg role w ksztaltowaniu takich gatunkéow muzycznych, jak rock, metal, rock
and roll, blues czy jazz. O jej wyjatkowoéci $wiadczy réwniez sposéb, w jaki to
niepowtarzalne brzmienie powstaje, i na tym wtasnie chciatbym sie skupic.

Jej pierwszy udany prototyp powstal w 1931 roku. Co ciekawe, wynalazek ten
byl poklosiem nieszczesliwego przypadku... Tworca pierwszej gitary elektrycznej,
George Beauchamp, przez szes¢ lat eksperymentowal ze wzmocnieniem brzmienia
jej klasycznego odpowiednika, bez wiekszych efektéw. Dopiero po utracie pracy
(w wytworni gitar ,National”) w pelni poswiecil sie projektowi. Uzywajac jedynie
przedmiotéw i narzedzi, jakie mialt w domu, skonstruowal przetwornik gitarowy.
Pozwalat on na zebranie drgan strun w postaci impulséw elektrycznych, co otworzyto
droge do dowolnego wzmacniania i modyfikowania sygnatu elektrycznego, a to
znajdowato odbicie w odmiennym, czystszym i agresywniejszym brzmieniu. Gitare
z wmontowanym przetwornikiem zbudowal przyjaciel Beauchampa, Paul Barth.
Gotowy prototyp, z powodu charakterystycznego ksztattu, wynalazcy nazwali
,batelnia” (Frying Pan).

Cho¢ budowa i wyglad gitary elektrycznej na przestrzeni czasu byly
udoskonalane i modernizowane, zasada jej dzialania nie ulegla zmianie.
Drgania strun zbierane sa przez przetworniki, by potem w postaci impulséw
elektrycznych trafi¢ do wzmacniacza i tam ponownie sta¢ sie dzwigkiem.
Jednak nadal pozostaje pytanie, jak to sie dzieje? By to wyjasnié¢, skupmy

sie¢ najpierw na budowie przetwornika gitarowego (rys. 1). Zbudowany jest

z szeSciu magnesow i cewki, ktéra je owija. Przetwornik umieszczony jest w taki
sposob, aby pod kazda struna znajdowal sie jeden magnes. Dzigki takiemu
umiejscowieniu gdy struna zacznie drgaé, zaczyna oddziatywaé z magnesem.
Powstaje pole magnetyczne, ktére ulega ciaglym zmianom, zaleznym od
chwilowego polozenia struny podczas drgania. Te zmiany w polu powoduja
ruch elektronéw w cewce, ktéry staje sie impulsem elektrycznym gotowym

do wystania do wzmacniacza. Nie wyjaénia to jednak, jak to sie dzieje, ze
impulsy pochodzace od réznych dZzwiekoéw zagranych na gitarze po wzmocnieniu

w glosniku brzmia inaczej.
|

struna nieruchoma wychylenia struny w réznych kierunkach
struna ) struna
; struna ,
N
aB]|
Y
r y
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Rys. 2. Schemat powstawania sygnalu w przetworniku podczas ruchu struny. Gdy struna jest
nieruchoma, nie wyst¢puje zmiana pola magnetycznego i napigcie na przetworniku jest réwne 0 V.
Drgania struny powoduja okresowe zmiany strumienia magnetycznego, ktére sg zrédlem sity
elektromotorycznej. W cewce pojawia si¢ prad przemienny, a znak napiecia zalezy od kierunku ruchu
struny

Aby to wyjasni¢, musimy przyjrzeé sie blizej strunom. Zatem zastanéwmy sie
nad tym, w jaki sposéb struna wydaje dzwiek. Jej drgania wprawiaja w ruch
powietrze, a drgajace powietrze trafia do naszego ucha, co mozg interpretuje
jako dany dzwiek. Zeby stwierdzié, czy dzwiek jest wysoki, czy niski, nasz
mozg sprawdza, jak szybko drga membrana, a co za tym idzie, jak szybko
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Rozwigzanie zadania M 1667.
Oznaczmy przez i, Z2, ..., Tk, gdzie

k < 2000, miejsca zerowe wielomianu P.
Poniewaz réwnanie 22 — 1 = z; ma co
najwyzej dwa rozwiazania, to co najwyzej
k — 1700 miejsc zerowych P lezy poza
przedzialem [—1, +00) — zbiorem wartosci
z? — 1. Podobnie, réwnanie 1 — z? = z;
ma co najwyzej dwa rozwigzania, wigc co
najwyzej k — 1350 miejsc zerowych P lezy
poza przedzialem (—oo, 1] — zbiorem
wartosci 1 — 2.

Wobec tego co najmniej

k — (k — 1350) — (k — 1700) = 3050 — k >
> 1002 miejsc zerowych P lezy

w przedziale [—1, 1], a stad i z zasady
szufladkowej Dirichleta znajdziemy wsréd
nich takie dwa, ktérych odleglos$é jest
mniejsza niz 0,002.

drga powietrze poruszone przez strune. Zatem im szybciej struna drga, tym
wyzszy dzwiek. Jednoczednie im szybciej struna drga, tym szybciej zachodza
zmiany w polu i kierunku ruchu elektronéw w cewce. W zaleznosci od tego,

jak szybko zmienia sie kierunek pradu skladajacego sie na dany impuls, jest

on potem przetworzony we wzmacniaczu na dzwiek wysoki lub niski. To
czesSciowo wyjasnia sprawe, jednak nadal nie wiemy, jak to sie dzieje, ze

struna drga szybko albo wolno. Kluczowa role odgrywaja tu naciag, masa

i grubo$é struny. Im bardziej jest ona naciagnieta, tym trudniej ja wprawié¢

w drganie i tym szybciej szarpnieta wraca do pierwotnego polozenia. To
przeklada sie¢ na wieksza czestotliwosé, a tym samym na wyzszy dzwiek. Im
struna grubsza, tym mniej jest ona naciggliwa, co pozwala na lepsza jakos$¢
wibracji przy mniejszym naciggu, gdyz nie staje sie ona luzna i nie traci

swoich wlasciwosci. Mimo ze réznice mas strun sa znacznie trudniejsze

do zaobserwowania od tych w naciagu czy grubosci, rowniez wplywaja na
czestotliwo$é drgan. Im struna ciezsza, tym trudniej wprawi¢ ja w drganie,
jednak i trudniej zatrzymaé. Stad im ciezsza struna, tym nizszy dzwick. Poza
tym dzieki gryfowi i progom mamy wiekszg kontrole nad brzmieniem. Progi to
wypuklodci na gryfie (szyi) gitary. Wyznaczaja one miejsca, w ktérych mozemy
skrocié dhugosé struny, co podwyzsza jej ton. Jak to sie dzieje? Im krétsza
struna, tym szybciej wraca po wychyleniu do swojego pierwotnego potozenia,
co oznacza wigksza czestotliwosé, czyli wyzszy dZzwiek (przy ustalonych
wszystkich pozostatych parametrach czestotliwosé jest odwrotnie proporcjonalna
do dlugosci struny). Progi sa ulozone w taki sposéb, by réznice pomiedzy
poszczegdlnymi dzwickami byly przyjemne dla ucha ludzkiego. Na przestrzeni
wiekow odkrywano dzwieki oraz stosunki czestotliwosci miedzy nimi. Potem
zostaly usystematyzowane i nazwane, czego efektem sg nuty. Poszczegdlne ich
konfiguracje nazywane interwalami sg zestawieniami nut o szczegdlnej odleglosci.
Zbiory nut okreslonych poszczegélnymi interwatami nazywamy skalami. Skale
pomagaja muzykom poruszaé sie po gryfie tak, by uzyskaé¢ oczekiwane brzmienie.
Sa wskazéwkami co do tego, ktore zestawy nut brzmia wesoto, mrocznie, smutno
lub bluesowo, rockowo czy funkowo.

Teraz pora skupi¢ si¢ na wzmacniaczu. Jak to si¢ dzieje, ze prad znowu

staje sie dZwiekiem, i to jeszcze zmodyfikowanym? Otéz urzadzenie to sklada sie
z dwoch czedci: przedwzmacniacza i glo$nika. Pierwszy z nich odpowiedzialny
jest za modyfikacje i przygotowanie impulséw do wystania do stuchacza.
Drugi za$ ,,odczytuje” impulsy i przeklada je na wibracje membrany glosnika,
a stamtad dzwiek trafia prosto do ucha stuchacza. Przedwzmacniacz to tak
naprawde odbiornik impulséw elektrycznych, ktéry za pomoca wbudowanych
lub podpietych efektow, czyli obwodow, ktore zmieniaja pewne parametry
impulséw wedlug okreslonej zasady, przygotowuje je do przestania dalej.
Najczesciej stosowany efekt to overdrive. Poszerza on przekrdj czestotliwosci
impulsu poza skale tolerowana przez gtoénik, przez co membrana w punktach
szczytowych fali zatraca wlasciwosci i odtwarza charakterystyczne ,,charczace,
chrypiace” rockowe brzmienie gitary. Gloénik z kolei otrzymuje jedynie
instrukcje od przedwzmacniacza. Glosnik jest to membrana z magnesem
zawieszonym w Srodku cylindrycznej komory. Na $cianki komory nawinigta
jest cewka, ktora na zasadzie opisanej wczesniej przy przetworniku pozostaje
z magnesem w polu magnetycznym. Otrzymujac impulsy z przedwzmacniacza,
cewka zaburza to pole, co wprawia magnes w ruch i tym samym membrane

w drgania. Im wyzszy dzwigk zostal odebrany z gitary, tym proporcjonalnie
czesciej wibruje magnes i membrana. Membrana jest naciggnieta w pewien
sposob i ma pewna grubo$é, co ogranicza spektrum dostepnych dzwiekow.
Zostalo to, jak opisatem wyzej, wykorzystane przy pozyskaniu agresywnego
brzmienia ,,overdrive”.

Tak oto gitara elektryczna, dzieki wyjatkowemu sposobowi pozyskania dZzwieku
i niepowtarzalnemu brzmieniu najbardziej ikoniczny instrument muzyki
zachodniej, okazuje sie zwyczajnym kawalkiem drewna z drutami i magnesem. ..
A moze nadal skrywa w sobie pewng magie?
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Klub 44 M Zadania z matematyki nr 817, 818

Redaguje Marcin E. KUCZMA

817. Dany jest réwnolegtobok ABCD z katami ostrymi przy
' = 4 4 wierzchotkach A, C. Punkty K, L (w jego plaszczyZnie) sa wyznaczone
° przez warunki prostopadtosci DA | AK, DB | BK, DB 1 BL, DC 1 CL.
Proste AK i CL przecinajg sie w punkcie M. Dowiesé, ze proste styczne
w punktach K, L do okregu opisanego na trojkacie K LM przecinaja sie
w punkcie D.

Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2021

Regulamin Ligi znajduje si¢ na naszej
stronie: [deltami.edu.pl

818. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 9 istnieje taka liczba
naturalna m < n/3, ze réznica 2™ — 2™ jest podzielna przez n.

Zadanie 818 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2020
Przypominamy tresé¢ zadan:

809. W tréjkacie ostrokatnym ABC wysokosci AD i BE przecinaja si¢ w punkcie H. Proste AB
i DE przecinaja si¢ w punkcie S. Prosta przechodzaca przez $rodek M boku AB i réwnolegla do
dwusiecznej kata ASFE przecina proste CA, CB, HA, HB, odpowiednio, w punktach X, Y, P, Q.
Udowodnié¢, ze okregi opisane na tréjkatach CXY i HPQ sa przystajace.

810. Dla permutacji (x1,...,2,) zbioru {1,...,n} rozwazamy liczby:
sp=x1+...+xr oraz tpr=k+z, (k=1,...,n).

Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 udowodnié, ze permutacja o wtasnosci:

(i) liczby s1,...,: sn daja rézne reszty z dzielenia przez n

istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje permutacja o wlasnosci:

(i) liczby t1,...,t, daja rézne reszty z dzielenia przez n.

809. Skoro proste AB i DE przecinaja si¢, katy « = xCAB

i B = XABC nie sg réwne. Nie tracac ogdlnosci, przyjmijmy, ze o < 5;
rozwazane punkty sa potozone jak na rysunku. Z podobienstwa
AADC ~ ABEC wynika proporcja AC : DC = BC' : EC; a z niej —
podobienstwo ADEC ~ ANABC'. Zatem xDEC = 8, xCDFE = a,

i w konsekwencji xBSD = 8 — a. Polowa tego kata to kat miedzy
prostymi AB i XY; tak wiec X AMX = xBMY = %(,B —a).

Spojrzenie na katy zewnetrzne tréjkatéw AMX i BMY Na odwrdét, dla parzystego n ciag (z1,...,%Tn) 0 wyrazach
pokazuje, ze L L n+1—14 dla i nieparzystych,
— — 1 _ — 1 €T, =
FOXM = 5CAM + 3 AMX = o+ 5(8 — o) = 5(a + f), i—1 dla ¢ parzystych
XxCYM = ¥CBM — xBMY =B - 3(B—a) = 3(a+p). i
) wyznacza cigg sum (s1,...,S,) 0 wyrazach
Wobec tego XxAXM = ¥xBYQ = 180° — xBY M i ze wzoru )
sinuséw (w tréjkatach AMX i BMY): Lk+)n—Li(k-1)=n—-3(k—-1) (modn)
AX  sinxAMX sinxBMY _ BY Sk = dla k nieparzystych,
AM  sinxAXM  sinxBYM  BM ' ik(n+1) =1k (modn) dla k parzystych

Stad AX = BY. Teraz réwno$¢ xAXP = XxBY(Q wraz

ze spostrzezeniem, ze katy przy wierzchotkach A i B

w trojkatach APX i BQY sg oba réwne 90° — xBCA,
prowadzi do wniosku, zZe te tréjkaty sa przystajace. Tak wiec
PX =QY;astad PQ = XY.

Promienie okregéw opisanych na tréjkatach CXY oraz HPQ
wyrazaja sie wzorami

— latwe przeliczenie; i réwnie tatwe sprawdzenie, ze s — s;
nie dzieli si¢ przez n, gdy k # [; wskazana permutacja
(z1,...,%n) ma wlasnosé (i). [Hustracja dla n = 8:
(z1,...,28) = (8,1,6,3,4,5,2,7) —

— (s1,...,88) =(8,1,7,2,6,3,5,4) (mod 8)].

Zatem permutacja o wlasnosci (i) istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy n jest liczba parzysta. Pozostaje wykazaé, ze

QSin)g:i})/(CY oraz ﬁ . w przypadku wlasnosci (ii) ma miejsce charakteryzacja
A poniewaz xPHQ = xAHB = 180° — £ XCY, promienie te pracervha.
sg réwne — co byto dane do udowodnienia. Gdy permutacja (z1,...,z,) ma wlasno$é (ii), wéwczas
810. Zatézmy, ze (x1,...,2,) jest permutacjg zbioru (Anllgc'legi'oczz:eg;ij %f __Si(:flgvzmi gozljﬂ k__l 72‘5' ” TSL,)E q
{1,...,n} o wlasnosci (i). Dla j > 1 sumy s;_1 oraz s; s :*] 0 (mod n); skor(k) ; g I f)—znacz t—O Zg.hczaéa .
maja dawaé rézne reszty (mod n), wiec z; = s; — sj_1 nie T ' rT2 ’ v
dzieli si¢ przez n; zatem w ciagu (z1,...,Ty) liczba réwna n Jest nieparzysta.
jest 1. Przy tym x1 = s1, wiec s, juz przez n sie nie dzieli. I na odwrdét, dla nieparzystego n przyktadowa permutacja
A poniewaz s, = %n(n + 1), znaczy to, ze n jest liczba o wlasnosci (ii) moze by¢ ciag (1,...,n). Uzyskane
parzysta. réwnowaznoéci dowodza tezy zadania.
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Zadania z fizyki nr 714, 715

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

714. Ciezka skrzynia przesuwana jest przy pomocy dwéch traktoréw, ktore

U
11

poruszaja sie z predkodciami vy i v, miedzy ktérymi jest kat « (rys. 1). Jak
jest skierowany i jaka ma wartosé wektor predkosci skrzyni w chwili, gdy liny sa

rownolegle do wektoréw vy i vo7

Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2021

Regulamin Ligi znajduje si¢ na naszej
stronie: [deltami.edu.pl

715. Do jakiego napiecia naladuje sie kondensator o pojemnosci C po
zamknieciu klucza K w obwodzie przedstawionym na rysunku 27 Jaka

bedzie maksymalna warto$¢ natezenia pradu podczas tadowania? Sita

v1

Przypominamy tresé¢ zadan:

elektromotoryczna baterii wynosi €, opér wewnetrzny baterii i opory przewodow
taczacych sa zaniedbywalne. Dioda jest idealna — w kierunku przewodzenia

ma opér zerowy, a w kierunku zaporowym jej opor jest nieskoriczenie wielki.
Indukcyjnosé cewki L jest na tyle duza, ze proces ladowania jest powolny.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2020

706. Gdy krotkowidz i dalekowidz uzywaja swoich okularéw, widzg tak jak czlowiek, ktéry ma
dobry wzrok. Pewnego razu przez pomyltke panowie zamienili swoje okulary. Po wlozeniu okularéw
krétkowidza dalekowidz stwierdzil, ze widzi ostro tylko bardzo daleko potozone przedmioty. Jaka jest
najmniejsza odleglo$é, z ktérej krotkowidz w okularach dalekowidza widzi ostro drobny druk?

707. Na dwéch rownoleglych poziomych deskach lezy pelny walec o promieniu R i masie m, na
ktéry nawiniety jest sznurek (rys. 3). Na zwisajacy koniec sznurka dziata pionowo sita F. Jaka jest

K najmniejsza warto$¢ wspolczynnika tarcia miedzy walcem a deskami, przy ktérej bedzie on si¢ toczyt

(1)

Rys. 3

bez poslizgu. Os walca jest prostopadla do desek, a jego srodek cigzkodci i sita F' lezg w plaszczyZnie
pionowej przechodzacej posrodku miedzy deskami.

706. Ogniskowa nienapietej soczewki ocznej dalekowidza jest dluzsza niz
odleglos¢ y soczewki od siatkowki. Ogladajac odlegte przedmioty, musi on napiaé
mieénie soczewki, aby jej ogniskowa uleglta skroceniu. Maksymalna zdolnosé
skupiajaca soczewki ocznej dalekowidza wynosi

Dlzl/d1+1/y7

gdzie d; jest jego odlegloicia najlepszego widzenia.

Oznaczmy przez fo ogniskowa okularéw krétkowidza. Poniewaz dalekowidz

(2)

(3)

w tych okularach widzi ostro tylko odlegle przedmioty, zachodzi zwiazek

1/fa+ Dy =1/y.

Uwzgledniajac (1), otrzymujemy stad

“1/fs = 1/d;.

F Dalekowidz w swoich wlasnych okularach o ogniskowej f; ma odleglos¢ dobrego

Rys. 4

(4)

widzenia d = 25 cm jak czlowiek bez wady wzroku, co wyraza réwnanie

1/fi+Di=1/y+1/d

Podstawiajac za Dy (1), dostajemy

(5)
Oznaczmy maksymalna zdolnoéé¢ skupiajaca soczewki
ocznej krotkowidza przez Ds, a jego odlegtosé
najlepszego widzenia bez okularéw przez dz. Rozumujac
analogicznie jak poprzednio, otrzymujemy
(6) 1/ f2 = 1/d—1/dy.
Po wlozeniu okularéw dalekowidza odlegtos¢ najlepszego
widzenia krétkowidza a spelnia zwiazek
(7) 1/fi+1/dy =1/a.
Rozwiazujac uklad réwnan (3), (5)—(7), otrzymujemy
szukang odpowiedZ a = d/2 = 12,5 cm.
707. Na rysunku 4 zaznaczone sg sily dzialajace na
toczacy sie walec. Sila tarcia statycznego T dziala
w prawo, bo gdyby tarcia nie bylo, walec obracalby sie
w miejscu przeciwnie do wskazowek zegara. Réwnanie
ruchu postepowego walca ma postaé

ma="1T.
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1/f1=1/d-1/d;.
Przyspieszenie a $rodka masy walca mozemy znalezé
z roéwnania ruchu obrotowego wzgledem chwilowej osi
obrotu przechodzacej przez punkt A:
IA{:‘ = P’}%7

gdzie € = a/R jest przyspieszeniem katowym walca,
a Iy = 3mR?/2 jego momentem bezwladnoéci wzgledem
osi przechodzacej przez punkt A. Stad

a=2F/3m.

Tarcie statyczne nie moze przekroczy¢ wartosci
maksymalnej
T =2F/3 < p(F+mg).
Najmniejsza wartos¢ wspélczynnika tarcia, przy ktérej
mozliwy jest ruch bez poslizgu, wynosi
2F

r= 3(F+mg)
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Prosto z nieba: Woda na Ksiezycu

Na samym poczatku, gdy Neil Armstrong postawil stope na powierzchni
Ksiezyca, wydawalo sig, ze Srebrny Glob jest suchy i nie ma na nim wody.

W pézniejszych czasach zaczeto podejrzewaé, ze woda na Ksiezycu moze
wystepowaé¢ w postaci czap lodowych na ,ciemnej stronie” naszego naturalnego
satelity. Pod koniec roku 2009 okazalo sie, ze to prawda — 16d na Ksiezycu

jest, 1 to w ogromnych ilosciach (okoto 6000 milionéw ton). Potwierdzity

to obserwacje sond kosmicznych: Cassini, Deep Impact, Chandrayaan

oraz LCROSS. Silnie zamarznieta woda ksiezycowa znajduje sie w trwale
zacienionych kraterach, takich jak Poludniowy Basen Polarny Aitken. Jednak
do tej pory nikt nawet nie podejrzewal, ze woda moze istnie¢ na nastonecznionej

czescel Ksiezyca.

Pod koniec roku 2020 musieliSmy ponownie zweryfikowaé¢ nasza wiedze.
Stratosferyczne Obserwatorium Astronomii Podczerwonej SOFIA (Stratospheric

SOFIA to obserwatorium-samolot.

A doktadniej to Boeing 747SP
zmodyfikowany w celu przenoszenia
teleskopu o $rednicy 2,54 m. Obserwuje
Wszechswiat z wysokosci 12 km nad
powierzchnig ziemi. SOFIA jest wspélnym
projektem NASA i niemieckiego
Deutsches Zentrum fiir Luft und
Raumfahrt (DLR).

Observatory for Infrared Astronomy) potwierdzilo bowiem obecnos$é wody na
o$wietlonej Stonicem powierzchni Ksiezyca. SOFIA wykryta czasteczki HoO
w kraterze Clavius, jednym z najwiekszych krateréw widocznych z Ziemi,
znajdujacym sie na potudniowej potkuli naszego naturalnego satelity.

Dzigki danym spektroskopowym otrzymanym z SOFII ustalono, ze wewnatrz
tego olbrzymiego krateru znajduje sie pomiedzy 100 do 412 czesci wody

na milion. Co to oznacza? Doktor Casey Honnibal, gtéwny autor analizy,
przyréwnal te wyniki do obecnoéci malej puszki wody na kazdy metr szescienny

Honniball, C.I., Lucey, P.G., Li, S. et al.
Molecular water detected on the sunlit
Moon by SOFIA. Nat. Astron. (2020).
doi.org/10.1038/s41550-020-01222-x.

ksiezycowej ziemi. Wyniki badan zostaly opublikowane w czasopi$mie Nature
Astronomy w pazdzierniku 2020 roku. Nie wiadomo na razie, czy woda istnieje
na calej powierzchni Ksiezyca, czy jedynie w kraterze Clavius, a takze ile wody

kryje sie pod powierzchnia. Jednak z pewnoscia dzieki odkryciu dokonanemu
przez obserwatorium SOFIA poszukiwania stang si¢ teraz bardziej intensywne.

W tym samym numerze czasopisma Nature Astronomy zespol naukowcoéw

pod kierownictwem doktora Paula Hayne’a opublikowal prace wykorzystujaca
modele teoretyczne i dane NASA pochodzgce z amerykanskiej sondy kosmicznej
Lunar Reconnaissance Orbiter. Autorzy wskazali, ze woda na Ksiezycu moze
byé¢ uwieziona w maltych zacienionych obszarach, tzw. ,,zimnych putapkach”,

Hayne, P.O., Aharonson, O. &
Schoérghofer, N. Micro cold traps on the
Moon. Nat. Astron. (2020).
doi.org/10.1038/s41550-020-1198-9.

gdzie temperatury pozostaja ujemne. Putapki te, mimo ze niewielkie (wiekszo$¢
z nich moze mie¢ $rednice okolo 1 cm), w sumie moga zajmowaé caltkowita
powierzchni¢ okoto 400 000 km? (czyli dwukrotnie wigksza niz do tej pory

zakladano). Autorzy publikacji podkreslaja, ze woda uwieziona w tych zimnych
pulapkach mogtaby by¢ wykorzystywana podczas przysztych misji ksiezycowych.

Oba te okrycia, ogloszone przez NASA 26 pazdziernika 2020 roku, to zatem
bardzo dobre wiadomo$ci dla zalogowego programu Artemis, ktérego celem

jest wizyta na Ksiezycu przed koncem 2024 roku. Wiemy juz, ze woda na
Ksiezycu istnieje. Pozostaje jednak pytanie, czy bedziemy mogli ja wykorzystac.
Uzyskanie dodatkowych informacji na ten temat bedzie jednym z celéw misji

Artemis.

Niebo w marcu

Marzec jest kolejnym miesigcem charakteryzujacym
sie duzym nachyleniem ekliptyki o zmierzchu i malym
o $wicie, co ma decydujacy wplyw na widocznosé
przebywajacych blisko Storica, i jednoczesnie blisko
ekliptyki, obiektéw. Nasza Gwiazda Dzienna w marcu
zwicksza wysoko$¢ gorowania o ponad 11°, by na
poczatku trzeciej dekady miesiaca przejs¢ na potkule
pénocna nieba (w tym roku stanie sie to 20 marca

o godzinie 10:37 naszego czasu), rozpoczynajac
astronomiczng wiosne na naszej potkuli Ziemi. Kilka
dni wczesniej nastapi zréwnanie dnia z noca. Tradycyjnie
w ostatnia niedziele marca (tym razem 28.03) w wielu
krajach pétkuli péinocnej wprowadzony zostanie czas
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Katarzyna MALEK

letni, i nalezy pamigtaé¢ wtedy o przesunieciu zegarkéw
o godzine do przodu. Przez miesiac mozliwosé obserwacji
gwiazd i planet zmniejszy si¢ o kolejne dwie godziny,

do 11 godzin.

Ksiezyc rozswietli swoja tuna poczatek i koniec miesiaca,
natomiast w jego srodku wystapia najciemniejsze,
bezksigzycowe noce. Srebrny Glob zacznie miesiac

w gwiazdozbiorze Panny dwa dni po pelni, w fazie
przekraczajacej 90%. Rano 6 marca Ksiezyc przejdzie
przez ostatnia kwadre na pograniczu gwiazdozbioréw
Wezownika i Skorpiona, tydzien pézniej za$ — przez noéw
w Wodniku. Tym razem Ksi¢zyc przejdzie ponad 5°

od Stlonca, i do za¢mienia nie dojdzie. Po nowiu, juz


https://doi.org/10.1038/s41550-020-01222-x
https://doi.org/10.1038/s41550-020-1198-9

wiosna, 21 marca, naturalny satelita Ziemi pokaze tarcze
o$wietlong w 50%, ktéra dotrze wtedy na pogranicze
gwiazdozbioréw Byka, Oriona i Blizniat. Natomiast
jeszcze przed koncem miesigca, 28 marca, Ksiezyc
przejdzie przez pelnie, takze w gwiazdozbiorze Panny,
zaledwie kilka stopni na zachéd od miejsca, przez ktére
wedrowatl 1 marca.

Pod wzgledem widocznosci planet Ukladu Stonecznego
trzeci miesiac roku jest jeszcze gorszy niz drugi.
Pocieszajaca wiadomoscig jest, ze to najgorszy miesiac
z catego roku, wiec kolejne beda juz taskawsze dla
obserwatoréw planet. W marcu dwie planety spotkaja
sie ze Stoncem: najpierw 11 marca uczyni to Neptun,

a dwa tygodnie pézniej — Wenus. Po koniunkcji Neptun
przeniesie sie na niebo poranne, gdzie nachylenie
ekliptyki jest niekorzystne, skraca si¢ takze noc. To
spowoduje, ze planeta pozostanie niewidoczna do konca
czerwca. Wenus natomiast przeniesie sie na niebo
wieczorne i wyloni sie z zorzy wieczornej w maju, lecz
wskutek pogarszajacego sie nachylenia ekliptyki p6zna
wiosng i latem nie wzniesie si¢ ona o zmierzchu wyzej
niz 5° ponad widnokrag.

Na poczatku miesigca, 6 marca, Merkury osiagnie
maksymalna elongacje zachodnia, oddalajac sie

wtedy od Stonca az 27°. Dobe wcze$niej spotka sie

z Jowiszem, mijajac go w odleglosci okolo 17/, czyli
potowy érednicy katowej Stonca czy Ksiezyca. Blizej
réwnika i na pétkuli potudniowej jest to na pewno
powdd do wstawania wczesnym rankiem. U nas zas$ obie
planety wschodza zaledwie 45 minut przed Stoncem

i ging w zorzy porannej. Tak samo jak odlegla o 9°

od Jowisza planeta Saturn. Te ostatnia planete mozna
prébowaé dostrzec pod koniec miesiaca o $wicie, lecz
zajmie ona wtedy pozycje na wysokosci okoto 5°, Swiecac
blaskiem 40,8™. A zatem Saturna da si¢ zaobserwowad
tylko na przejrzystym niebie z gleboko odstonietym
widnokregiem.

Jedyne dobrze widoczne w marcu planety to znajdujacy
sie w Baranie Uran oraz wedrujacy przez sasiedniego
Byka Mars. Pierwsza z planet mozna obserwowaé

w pierwszej polowie miesigca, gdy na poczatku nocy
astronomicznej (okoto godziny 19:15) zajmuje ona
pozycje na wysokosci ponad 20°. Wraz z uplywem czasu
planeta zbliza sie do widnokregu, co wraz ze skracajaca
sie noca sprawi, ze pod koniec marca na poczatku nocy
astronomicznej (juz okolo godziny 21 czasu letniego)
Uran zmniejszy wysokos¢ do 6° i jego dostrzezenie
skutecznie utrudni nasza atmosfera. Szczegdlnie ze blask
Urana wynosi w marcu +5,9™. W dniach 16 i 17 marca
Urana czeka spotkanie z Ksiezycem. Pierwszego

z wymienionych dni Srebrny Glob w fazie 10% znajdzie
sie 6° pod Uranem, a dobe pdzniej 7° na wschéd od
niego, w fazie zwigkszonej do 17%.

Planeta Mars w marcu pokona na niebie dystans
ponad 17°, wedrujac przez gwiazdozbiér Byka

i jednoczesnie oddalajac sie od Urana na prawie

40° pod koniec miesiaca. Mars zacznie marzec
niecate 3° na poludnie od Plejad. Tydzien péZniej,

10 marca, Czerwona Planeta pokaze sie prawie 15’ od
gwiazdy 4. wielkosci 37 Tau, za$ 8 dni p6zniej minie
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w odlegtosci 20" $wiecaca prawie z taka sama jasnoscia
obserwowana gwiazde v Tau. Kolejnego dnia, 19 marca,
2° na potudnie od Czerwonej Planety przejdzie Ksiezyc
w fazie 33%, a 24 marca Mars minie kolejng gwiazde

4. wielkoéci, tym razem 7 Tau, zblizajac sie don na
odlegtosé 50'. Ostatni dzieri miesiaca zastanie Marsa

w odleglosci 7,5° do gwiazdy El Nath, stanowiacej
péinocny rog Byka i jednoczeénie druga co do jasnosci
gwiazde konstelacji. W marcu jasnos¢ Czerwonej
Planety spadnie z 4+0,9™ do +1,3™, a Srednica jej tarczy
zmniejszy si¢ z 6” do 5.

Na poczatku marca przez opozycje wzgledem Stonca
przejdzie najjasniejsza z planetoid, planetoida (4) Westa,
osiggajac wtedy jasnosé¢ +5,8"™, czyli poréwnywalnie

do planety Uran. Niestety bezposrednie poréwnywanie
jasnosci obu cial Uktadu Stonecznego jest trudne, gdyz
Westa wedruje przez wschodnie obszary gwiazdozbioru
Lwa, jakie$ 125° od Urana. W marcu planetoida
pokona na niebie dystans okolo 7°, zaczynajac miesiac

z grubsza 1,5° na wschod od gwiazdy 3. wielkosci Chort,
czyli 6 Leo, by 8 marca przecia¢ linie taczaca te gwiazde
z polozong 5° na poélnoc i jasniejsza o prawie magnitudo
Zosma (§ Leo). Tej nocy Westa przejdzie 75" od
pierwszej z wymienionych gwiazd. Potem planetoida
powedruje dalej na pélnocny zachdd, konczac miesiac
niewiele ponad 2° na poludniowy zachdd od $wiecacej

z jasno$cia obserwowana +4,4™ gwiazdy 60 Leo.
Oczywiscie w zwiazku z opozycja Weste najlepiej
obserwowa¢ okoto péinocy, gdy wznosi sie na wysokoséé
mniej wiecej 55°. Dobrze tez na jej poszukiwania
przeznaczy¢ srodek marca, gdy Ksiezyc nie bedzie
przeszkadzal w obserwacjach.

Wedlug Amerykanskiego Towarzystwa Obserwatoréw
Gwiazd Zmiennych (AAVSO) w drugiej dekadzie
kwietnia maksimum swojego blasku osiagnie znajdujaca
sie w Hydrze dtugookresowa gwiazda zmienna R Hya.
Owa gwiazda nalezy do klasy miryd, czyli gwiazd, ktére
z okresem kilkuset dni znaczaco zmieniaja swoje fizyczne
rozmiary i temperature powierzchni, a za tym nastepuja
ogromne roznice w iloéci wyswiecanego przez takie
gwiazdy $wiatta. W tym przypadku gwiazda zmienia
blask od +3,5™ do +10,9™ z okresem 380 dni, a wiec
podczas maksimum swojej jasnosci gwiazda jest tatwo
widoczna golym okiem. Warto zacza¢ obserwacje juz

w marcu, gdy bedzie ja mozna dostrzec bez pomocy
przyrzadow optycznych. Gwiazde R Hya odszukaé jest

o tyle tatwo, ze lezy ona zaledwie 2,5° na wschdod od
jasniejszej od 43" gwiazdy v Hya i jednoczesnie 12°

na potudnie od Spiki, najjasniejszej gwiazdy Panny,

o jasnosci obserwowanej +1"". W okresach maksimum
jasnosci R Hya jej sasiadka v bardzo dobrze nadaje

sie¢ na gwiazde porownania. Niestety dla nas R Hya
potozona jest doé¢ daleko na poludnie, mniej wiecej

tak samo daleko, jak Slonce pierwszego dnia zimy.

A zatem nie wznosi si¢ ona wyzej na polskim niebie niz
na jakie$ 15°. W marcu R Hya przecina poludnik lokalny
okolo godziny 3. Jednak wlaénie wiosna to najlepszy
okres do obserwacji tego obszaru nieba.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Przez gwiazdy do cierpien

Czym réznia si¢ osiagniecia, za ktére dzi§ przyznaje si¢ Nagrode Nobla z fizyki,
od tych, ktore byly podstawa uzyskania tych lauréow pot wieku czy wiek temu?

Juz pobiezny przeglad uzasadnien opublikowanych przez Komitet Noblowski
wskazuje na to, ze nagrody z dawnych czaséw dotyczyly w znacznie

wiekszym stopniu odkry¢, ktére w jaki$ sposéb zmienialy zycie ludzi (dosé
wspomnieé¢ pierwsza edycje w 1901 roku, kiedy to uhonorowany zostatl

Wilhelm Rontgen) lub otwieraly zupelnie nowe horyzonty poznawcze
(wspomnijmy cho¢by 1965 rok i éwezesnych laureatéw Shin’ichiré Tomonage,
Juliana Schwingera i Richarda Feynmana). Nie zapominam tutaj, bynajmniej,
o osiggnigciach nagrodzonych w 2014 roku Isamu Akasakiego, Hiroshiego Amano
i Shujiego Nakamury, ktére zmienilty sposéb, w jaki kazdy z Czytelnikéw Delty

wyjatek niz regute.

o$wietla swdj dom, ale ten ,praktyczny” aspekt nagrdd stanowi teraz raczej

Zwracam na to uwage w zwiazku z tym, ze decyzja Sejmu RP rokowi 2021
patronuje Stanistaw Lem, najpoczytniejszy polski twérca literatury science
fiction, a moze i najpoczytniejszy w ogdle. Swiaty przedstawione w powiesciach
Lema sg niezwykle charakterystyczne. W momencie tworzenia mogly one
wyrazaé oczekiwania zwiazane z postepem technicznym spowodowanym
rozwojem nauki. Wszystkie te terminale miedzyplanetarne, podréze kosmiczne,
roboty wyprzedzajace ludzkie zachcianki, nowe materialy o fascynujacych

wlasciwodciach fizycznych i estetycznych, utatwienia komunikacyjne — wydaja sig
dzi$ ponurg, antyutopijna wizja. Okazalo sie bowiem, ze jesteSmy Swiadkami
zalamania si¢ podstawowej ekstrapolacji futurystyki sprzed pét wieku,
zaktadajacej, ze Ziemia jest nieskonczonym rezerwuarem zasobéw, a ludzki
mozg nieskonczonym rezerwuarem idei, ktore stworza baze materialng

i intelektualng do realizacji wielkich marzen ludzkosci. I pal licho, czy te
marzenia sa w oSwiecony sposéb racjonalne, czy tez, jak u Lema, stanowia
ucieczke od rzeczywistoéci lub emanacje zwierzecych popedéw czlowieka.

Na naszej ogrzewajacej sie planecie, przeoranej

i wyjalowionej na rézne sposoby przez Homo sapiens,
juz ich raczej nie zrealizujemy. Mogliby$Smy ogtlosi¢
metaforyczne zwycigstwo Franka Herberta nad Lemem,
tyle ze zadnego melanzu pozwalajacego na ucieczke

ze wspOlczesnej Arrakis weigz nie widad.

Ale nie to jest najgorsze.

Twoérczos¢é Lema przesiaknieta jest profetyczna wizja
powszechnej dostepnoéci informacji. W Powrocie

z gwiazd wystarczy polaczy¢ sie z inforem, by uprzejma
i wydajna sztuczna inteligencja zaspokoila nasze
pozadania poznawcze. Optony wyswietlaja chetnym
dowolne fakty skopiowane z dalekich repozytoriéw
wiedzy. Informacja jest neutralna, obiektywna

i bezpieczna. W takiej scenerii mozna teoretyzowac,
czy i jak pierwotne emocje stanowig o istocie
czlowieczenstwa.

Jestem przekonany, ze kazdemu uzytkownikowi
Internetu, a jest to przeciez podstawowe medium,
przez ktore po Delte siegaja jej Czytelnicy, taka
wizja jest boleénie obca. Tak, informacja jest
dostepna dla kazdego, a setki milionéw ludzi

na calym $wiecie beda raczej niedojadaé, niz
pozbawig sie dostepu do ciagtego strumienia
danych. Danych tych nie uzywamy jednak, na
o0gol, w celu powszechnego o$wiecenia, ale raczej
dla rozrywki, konsumpcji i uczestnictwa w zbiorowym
lgarstwie.
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Ten ostatni aspekt lapidarnie ujal ongis Marek Kordos
na kolegium redakcyjnym Delty, ktéry wspominatl, ze
uczestnicy sprzeciwu wobec ancien régime w naszym
kraju zastanawiali sie dtugo, ,,czyj bedzie megafon

w wolnej Polsce”, tymczasem teraz kazdy ma swoj
wlasny i za jego pomoca moze glosi¢ dowolne tresci.
Praktyka pokazuje, ze kluczowym aspektem dziatania
ymegafonéw”, zwlaszcza internetowych, jest wzbudzanie
mozliwie silnych negatywnych emocji, co zapewnia
nadawanym komunikatom duze zasiggi i rzesze wiernych
odbiorcéw. I coraz dalej Internetowi do Lemowskiego
infora.

Nie ma wiec wytrychow do teorii grawitacji
umozliwiajacych podréze do dalekich swiatéw, nie
ma nowych zrédel energii ani superwytrzymatych,
srebrzystych metali, nie ma samoprowadzacych si¢
glideréw ani ulderéw. Postep techniczny spowolnit,
postep technologii informacyjnych zdaje si¢ karmi¢
nasze najnizsze instynkty. Pytanie, co to znaczy by¢
cztowiekiem ponowoczesnym, powracajace wciaz

w twoérczosci Lema, traci znamiona przyjaznego
zaciekawienia i staje sie rozpaczliwym pytaniem
moralisty.

Czytajmy zatem dzi§ Lema, by pomiedzy jego
nieziszczonymi wizjami odnalezé drogi ucieczki z putapki
nieskonczonego rozwoju.

Krzysztof TURZYNSKI



w0 = y I
|*y 0y | = ®o 8o erujeds pjuniem suepez
01 ‘T = |y 0y 1 Oy = Uy ‘whuwaio]
woy-u 98l Ty - Ty 0 1ygol

oz ‘9Azemnez sruddiseu e ‘Skro 13{e) ULPLl
o3[ 4y aforugst oz ‘prupomopn misrdleN 0T
383 fo1y wog m oSouestdm

n8dasjo eruatword atmojod Aumorx

1so( eesifo1) npomqo op ejod younsols

9z ‘0899 z 2©ISAZIONS ZeIO BZSNOUWIS[0Y J
aruezpIaim) Yoru e[p esidey ‘133130
pestdo euzow 3y OTD ' WOMYT “TONV
yoeyEoIomMzZd BN gV VO ‘Of Moquopo
rwes[pols orupeimodpo ®pdq py ‘7 ‘31
yooru zeio HgY owkylor) vu ofouesido
N3350 YOPOIs BZORUZO () UYIPBIN 6

'% oumor 9sol ‘g7 nrusrword o Staso m
oﬁeqmes;dm 0 ‘q ‘D yoeyoq o eykylory ajog
laval +laogl = lvaol + [oav] 19d
10S0UMOI Z AWRWAZIO 10$03N]P YOI ZRIO[]
“RZSNOUWIN[0) J BIUOZPISIMY) Z AWRTAZIIO
yoAugeezid 0soSnip ukzoo[] ‘|

AddV ' DGV m03ey010mzd Op
BZSNOWID[0)J STUSZPISIM) DBRMOSOISRY, ),

HOHY 1M03e0I0MZD

318 90zI(AZ1J ‘WAUWLDIO] WL OTWIPDIS
o1Zpdq DATADIY UOIN 9

‘aog eelon

osouMOILIU 1 (T TV ©IBIOIOMZO Op
RZSNOWS[0) J STUSZPISIM) JRMOSOISRY, "G
‘Kuzooqoumor jeslory

AwrewAz130 ‘08ouUWDI0] ©IRHOIDDIMIIZD
JooYDZIaIM 1092719 00 2z

— oruepez otupoazidod 2e)SAZIONAN\ F
‘0gdy eiresioiomzd op

VZSNIOWIS[0) ] STUSZPISIMY) QRMOSOISRY, ¢
W06 =L+ g

oz ‘QlAz1d ‘19zm 1zpemordAm

AQy "MOSNUIS STUSZPISIMY) DRMOSOISRY, 7
“eserose)d

RIUDZPISIM) POMOD AWRWAZIIO) T
Uepez Op D{MOZBNSM

Twierdzenie Ptolemeusza
Barttomiej BZDEGA

Rozwazmy czworokat ABC D, ktéry jest wpisany w okrag. Wybierzmy taki
punkt P na przekatnej BD, aby zachodzila réwnosé |xDAP| = |xCAB].
Wtedy réwniez |<DAC| = | PAB|. Oprécz tych dwéch réwnoséei mamy
jeszcze |XDBA| = |XDCA| oraz |XACB| = | ADB|, gdyz sa to pary
katéw wpisanych, opartych na tych samych tukach. Wobec tego, na mocy
cechy (kk), zachodza nastepujace podobienstwa tréjkatdw:

AAPD ~ AABC,  AABP ~ AACD.

Przyjmijmy oznaczenia dtugosci odcinkéw takie jak na rysunku obok.

. ., . .x b .
Z pierwszego z podobienistw otrzymujemy proporcje S= 8z drugiego
e
c
Y _ £ Te dwie réwnosci prowadza do wniosku, ze e(x + y) = bd + ac. Z tego
a e
wynika nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie Ptolemeusza. Czworokqgt ABCD wpisany w okrag spelnia
warunek

|AB| - |CD| + |BC| - |DA| = |AC| - |BD].

W podobny sposéb mozna udowodnié¢ nieco wiecej — dla dowolnych czterech
punktéw A, B, C, D lewa strona powyzszej rownosci jest zawsze wigksza
lub réwna od prawej, a réwno$¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy
ABCD jest czworokatem wypuklym, wpisanym w okrag. Jest to nierdwnosé
Ptolemeusza, o ktorej napisze w innym odcinku.

Zadania

1. Poczué radosé pltynaca z zauwazenia tego, co sie stanie, gdy zastosujemy
twierdzenie Ptolemeusza do prostokata.

2. Wykazaé, ze jesli o, 8,7, > 0 oraz a + 8 + v + § = 180°, to
sin asiny + sin B sin § = sin(« + B) sin(5 + ). Wyprowadzié stad wzér
na sinus sumy katow.

3. Punkt D lezy na krétszym tuku AB okregu opisanego na tréjkacie
réwnobocznym ABC. Wykazaé, ze |CD| = |AD| + |BD|.

4. Bok dziewieciokata foremnego ma dlugo$é a, jego najkrotsza
przekatna d, a najdluzsza f. Wykazaé, ze a +d = f.

5. Dwusieczna kata BAC przecina okrag opisany na trojkacie ABC
w punkcie D # A. Udowodnié, ze 2|AD| > |AB| + |AC|.

6. Bok siedmiokata foremnego ma dllugoélé a, jego najkrotsza przekatna d,

a najdtuzsza e. Wykazaé, ze o= + ~

7. Punkt P lezy na krétszym tuku C'D okregu opisanego na
kwadracie ABCD. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci wyrazenia
|AP| + |BP)|
|CP|+ |DP|

8. Czworokat ABC'D wpisany jest w okrag. Znajac |AB| = a, |BC| = b,
|CD| = ¢, |DA| = d, wyznaczy¢ dlugosci przekatnych tego czworokata.

9. Udowodni¢, ze w tréjkacie ostrokatnym suma odleglosci érodka
okregu opisanego od bokéw trdjkata jest réwna sumie dtugosci
promienia okregu opisanego i promienia okregu wpisanego w ten trojkat
(twierdzenie Carnota).

10. Ustalmy liczbe naturalna n > 3. W ciagu (co, c1, - . ., ¢,) wystepuja
wytacznie liczby nieujemne. Dla wszystkich catkowitych nieujemnych
P, q, T, 8, spelniajacych warunek p + q¢ + r + s = n, zachodzi réwnosé
CpCr + CqCs = CpiqCqtr. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci ca,
jesli ¢ = 1.
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