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* Centrum Fizyki Teoretycznej PAN

Multizbiér to uogdlnienie pojecia zbioru.
W odréznieniu od klasycznych zbioréw
w multizbiorze jeden element moze
wystepowaé wiele razy. Kolejnosé
elementéw nie ma znaczenia.

A wtladciwie czemu Bernoulliego, a nie
Bernoullego? Okazuje si¢, ze zadziataly
tu ,punkty za pochodzenie”. Otéz
nazwiska niemieckiego pochodzenia
zakoriczone na ,i”, w odréznieniu od
nazwisk pochodzenia wloskiego, to ,i”
w odmianie zachowuja.

Rozwigzanie zadania F 1021.
Obrotowi walca towarzyszy obrét
nawinig¢tej nan czesci linki o dtugodci
I — x. Moment bezwladnosci I takiego
ukladu wynosi:

M R? bl TR

m 2~
2 l

Niech F' oznacza dziatajaca ,,w dél” site,
z jaka zwisajacy koniec linki ,ciaggnie”
walec, powodujac jego obrét, a € oznacza
przyspieszenie katowe tego obrotu.
Woéwecezas:
(1) Ie = RF.
Na zwisajacy odcinek linki o masie mz /1l
walec dziata silg —F (tj. w kierunku
przeciwnym do sity ciezkosci — III zasada
dynamiki):

7=

T T
(2) m?a:'rn?ng“
gdzie a oznacza przyspieszenie, z jakim
opada koniec linki. Oczywiscie mamy:
a = € - R. Rozwigzaniem ukladu réwnan
(1)=(2) jest:
2mgx
a=—-—.
(M + 2m)l

Problem podzialu liczby naturalnej
a wtasnosci statystyczne chlodnego gazu

Krzysztof PAWLOWSKI*

Na ile sposobéw liczbe naturalng E mozna zapisaé jako sume

n liczb naturalnych? Jaki jest zwigzek tego klasycznego problemu
matematyki z fazg kwantowa gazu przewidziang przez Alberta
Einsteina? Podzialem liczby naturalnej E bedziemy tutaj nazywali taki
multizbior liczb naturalnych, ktérego elementy sumuja sie do E. Liczba F = 4 ma
cztery podzialy —sa nimi {1,1,1,1}, {2,1,1}, {2,2}, {3,1}. A ile podzialéw ma
dowolna liczba E7?

Pytanie pojawia sie w wielu okolicznosciach i trudno wskazaé autora tego
problemu. Bez watpienia takie pytanie zadal w roku 1674 Gottfried Leibniz
w licie do Johanna Bernoulliego. Problem badat intensywnie Leonhard
Euler. Dobre przyblizenia formuly na liczbe podzialéw wyprowadzili niemal
jednoczesnie Srinivasa Ramanujan i Godfrey Hardy.

Problem liczby podzialéw jest ciagle badany — tak samo jak interesujacy nas
problem stowarzyszony: Na ile sposobéw mozna zapisaé liczbe E w postaci sumy
doktadnie n liczb naturalnych?

Oznaczmy te liczbe przez p,(F). Dla przykladu ps (4) = 2, p3(6) = 3.

Problem, podobnie jak i ten wyjéciowy, doczekal si¢ rozwiazan asymptotycznych
— zgrabnych przyblizen skutecznych dla duzych E. Kolejne wartosci p,, (F) mozna
tez obliczy¢, uzywajac rekurencji:

pn(E) = pn(E - n) +pn71(E - 1)
Pierwszy sktadnik z tej rekurencji, p, (E — n), to liczba tych podzialéw, w ktérych
nie wystepuje 1. W istocie, jesli od kazdego sktadnika takiego podzialu
odejmiemy 1, to ciggle niezerowych liczb naturalnych pozostanie n, tyle tylko, ze
ich suma wyniesie F — n. Mamy bijekcje ze wszystkimi podziatami liczby £ —n
na n skladnikéw, ktérych jest wlasnie p, (E — n). Z kolei dla kazdego podzialu
liczby E, w ktorym wystepuje liczba 1, mozna jedno 1 zabraé¢. Taki nowy zbidr
bedzie zawieral n — 1 niezerowych elementéw, sumujacych sie do E' — 1. Tego typu
podzialéw jest p,_1(F — 1).

Swietnie — problem stary jak $wiat, a jaki ma zwiazek z fizyka? Na powyzsze
przykltady mozna spojrzeé¢ jak na rozwazania dotyczace. .. statystycznych
wladciwosci czastek w pulapce opisanej jednowymiarowym potencjalem
harmonicznym. Ponizej wyjasnimy te pojecia w ekspresowym kursie kwantowej
fizyki statystyczne;j.

Zacznijmy od ,potencjalu harmonicznego”. Méwimy, ze czastka jest w potencjale
harmonicznym, gdy dziala na nia sita F, ktéra jest proporcjonalna do
wychylenia Az z polozenia réwnowagi, czyli F' = —aAz. W tym wzorze

a to wspdlezynnik proporcjonalnosci, a znak minus gwarantuje, ze sita $ciaga
czastki do potozenia réwnowagi. Potencjal harmoniczny wystepuje powszechnie.
Taka sila dziala na ciezarek na sprezynie, w przyblizeniu na wahadlo zegara, na
czastke uwieziona w wigzce laserowej, wladciwie jako pierwsze przyblizenie dla
dowolnego typowego ukladu sil, w ktérym wystepuje polozenie rownowagi.

Kolejny istotny punkt dotyczy fizyki statystycznej. To dzial fizyki, w ktérym
szuka sie zwigzkéw miedzy wlasciwosciami termodynamicznymi, takimi jak
ci$nienie, temperatura, entropia, ilo§¢ wykonanej pracy przez silnik etc.,

a wielko$ciami mikroskopowymi — polozeniami czastek, z ktérych materia si¢
sklada, ich predkosciami, oddzialywaniami pomiedzy czastkami i ich zderzeniami
ze $ciankami naczynia. Kazda z mikroskopowych konfiguracji czastek, np.
okreslenie ich polozen i predkosci, nazywana jest mikrostanem. Kazdy mikrostan
ma swoja energie. Z mechaniki kwantowej wynika, ze te energie musza by¢
skwantowane, tzn. moga przybieraé tylko pewne, dyskretne wartosci, okreslane
mianem spektrum. W szczegélnosci spektrum czastki o masie m wiezionej
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Od 20 maja 2019 roku stata Plancka
wynosi doktadnie

h = 6,62607015 - 10~ 3* J/s. Na taka
wartosé swiat si¢ umoéwil i odtad stata
Plancka stuzy do definiowania kilograma.
(Patrz: Aktualnosci w Alg)

Schematyczne przedstawienie mikrostanu
4 czastek w potencjale harmonicznym,
o energiach 0, 0, 2 oraz 3

W fizyce statystycznej wyrdznia si¢ trzy
typy zespoléw. Przedstawiony w artykule
opis odnosi si¢ do zespolu
mikrokanonicznego, stosowanego do
uktadoéw izolowanych. Do ukladu
wymieniajacego energie z termostatem
uzyliby$my zespolu kanonicznego,

w ktérym mikrostany wchodzg z réznymi
wagami (prawdopodobiefistwami),
zaleznymi od ich energii i temperatury
termostatu. Trzeci zespdl, wielki
kanoniczny, pojawia sig, gdy liczba
czastek ukladu nie jest ustalona.

Stala Boltzmanna tez ma teraz ustalong
wartosé kg = 1,380649 - 1023 J/K.

Pytanie ,,Czym jest temperatura?” przez
lata bylo zmora studentéw fizyki

teoretycznej Uniwersytetu Warszawskiego.

Przytoczony wzér bez stosownych
komentarzy spowodowalby oblanie
egzaminu.

w potencjale harmonicznym jest wyjatkowo proste. Dozwolone w tym przypadku
energie wyrazone sa wzorem:
@
€ — k <h > 5
m

gdzie k to dowolna liczba naturalna lub 0, a & to stala Plancka. Innymi stowy —
czastka w potencjale harmonicznym moze mie¢ wylacznie energie bedaca
calkowitg liczba nieujemna, liczac w pewnych jednostkach fizycznych. Jesli
czastek w potencjale harmonicznym jest N i jesli pominiemy zderzenia pomiedzy
nimi, to dozwolone wartosci energii catkowitej mikrostanu wynosza: £ = Zf\;l €kyis
gdzie €, oznacza energie i-tej czastki. Konfiguracje czastek mozna przedstawiaé
graficznie jak na rysunku obok, na ktérym zaznaczono, ze czastki sg uwiezione
w potencjale bedacym parabola (wtedy sila jest proporcjonalna do wychylenia),
a poziome kreski okreslaja kolejne poziomy energii. Przedstawiona konfiguracja
dotyczy N = 4 czastek, o energiach {3,2,0,0}. Energia calkowita tego uktadu
wynosi 5.

W typowej sytuacji parametr a potencjatu harmonicznego jest znany. Mozna
tez szacowaé liczbe czastek, mierzy¢ temperature gazu, a stad szacowac jego
energie. Natomiast praktycznie nigdy nie ma mozliwosci zmierzenia potozenia

i predkoséci kazdej z czastek gazu osobno. Znamy wielkosci makroskopowe, ale
nie mamy dostepu do mikrostanéw. W poszukiwaniu relacji miedzy statystyka
mikrostanéw a wielkoSciami makroskopowymi przydatne jest zatozenie
poczynione przez Boltzmanna. Zaklada sie, co wydaje sie troche szalone, ze
wszystkie mikrostany sa tak samo prawdopodobne. Uktad, w ktérym N — 1
czastek jest nieruchomych, a jedna czastka niesie cala energie, jest tak samo
prawdopodobny, jak to, ze kazda czastka ma dokladnie taka samg energie. Gdy
juz znamy makroskopowe wielkosci, to zakladamy, ze mikrostan jest losowy. Na
przyklad uklad czterech czastek o energii calkowitej £ =5 to, w duchu fizyki
statystycznej, zespél 6 mikrostanéw. Sa to konfiguracje {5,0,0,0}, {4,1,0,0},
{3,2,0,0}, {3,1,1,0}, {2,2,1,0} oraz {2,1,1,1}, kazdy wchodzacy z tym samym
prawdopodobienstwem (ta sama waga) 1/6. W typowych sytuacjach liczba
czastek jest gigantyczna (w ,pustej” szklance ,fruwa” ok. 10?2 atoméw) i nie
spos6b wypisaé wszystkich mikrostanow.

Dla dowolnego potencjatu wiazacego atomy liczba wszystkich mikrostanow

o tych samych wlasciwosciach makroskopowych (ustalone N i E) to bardzo
wazna wielko$é fizyczna, ktérej logarytm (z dokladnoscia do jednostek)

to entropia, oznaczona jako S. W rozwazanym tutaj przypadku, czastek

w jednowymiarowym potencjale, entropia jest wiec zwiazana z liczba podziatéw
szacowana przez Hardy’ego i Ramanujana! Scidle rzecz ujmujac, gdy N > E,
entropia dana jest wzorem

S(NvE) = kB 10gp(E)7

gdzie kp to stala Boltzmanna, a p(E) to liczba podzialéw liczby E. (Przypadek
N < E wymaga pewnej modyfikacji i nie wyraza sie az tak prostym wzorem,
poniewaz nie zlicza sie wtedy wszystkich podzialéw liczby E, a jedynie te,

w ktérych jest nie wigcej niz N skladnikéw.)

Zakladajac, ze w przyrodzie uklad ma takie wladciwosci, jakie dominuja wérod
mikrostanéw, mozna wyprowadzaé¢ wzory na cidnienie, temperature etc. Na
przyklad rozwazania fizyczne prowadza do oszacowania temperatury T wzorem:
1 9S(N,E)
T  0F
Powyzsze rozwazania to nie jest problem czysto akademicki. Atomy mozna
Scisna¢ do jednego wymiaru, ograniczajac ich ruch w pozostatych dwach,
a nastepnie umiesci¢ w pulapce opisywanej potencjatem harmonicznym i badaé
termodynamike. Nietrywialnym pytaniem jest liczba i fluktuacja liczby atomow
na najnizszym poziomie energetycznym. Jesli ta liczba jest duza nawet dla
stosunkowo wysokich temperatur, to méwimy o zajsciu zjawiska kondensacji
Bosego—Einsteina.
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Jak oszacowacé Srednia liczbe ,,skondensowanych”
atoméw Ny, tzn. tych (prawie) nieporuszajacych sie,
o energii réwnej 07 Odwolujac sie do zalozenia
Boltzmanna, otrzymujemy wzér

N
() NoNE) = gy SN — ) pulE).

gdzie z kolei pojawia si¢ symbol p, (E), czyli
wspomniana na poczatku liczba podziatéw E na
sume doktadnie n liczb! Indeks n w powyzszym
wzorze ma interpretacje liczby czastek niebedacych
na poziomie F = 0, natomiast I'(N, E) = 22;1 Pn(E)
to liczba wszystkich mikrostandéw N czastek o energii
catkowitej E. Zatem ulamek p,(E)/T(N, E) to
liczba tych mikrostanéw, dla ktorych na poziomie 0
jest N—n atoméw. Dla przyktadu powyzej z N =4
iE:5mamy]\70:%.

Postugujac si¢ wzorem , mozna numerycznie zbadaé
przypadek jednowymiarowy i stwierdzi¢, ze w jednym
wymiarze nie ma przejécia fazowego, od fazy ,prawie
wszystkie czastki sg ruchome” do tzw. kondensatu
Bosego—Einsteina, kiedy ,,prawie wszystkie czastki sa
nieruchome”.

A jak jest w trzech wymiarach, gdy atomy sa
utrzymywane w putapce opisywanej potencjatem

o ksztalcie paraboloidy bedacej wykresem funkcji

1k (2% + y* + 22)? To bardziej typowy przypadek

w do$wiadczeniach nad statystyka gazéw niz przypadek
jednowymiarowy. Okazuje sie, ze spektrum nie zmienia
sie w tym przypadku, ale pojawiaja sie degeneracje,
tzn. czastka moze mie¢ energie €, na wiecej niz jeden
sposob. Dla przyktadu pojedyncza czastka energie

n moze osiggnaé, bedac w stanie n w kierunku X

i 0 w pozostalych lub np. bedac na poziomach 1, 1

w kierunkach X i Y i na poziomie n — 2 w kierunku Z.

W przypadku ukladu N = 2 czastek o energii catkowitej £ = 2 mamy
15 mikrostanéw.

W przypadku potencjalu harmonicznego stopien
degeneracji n-tej energii wynosi %(n + 1)(n+2).
Pozostate wzory, na entropie, temperature i érednie
obsadzenie poziomu F = 0, pozostaja bez zmian.

Obliczenie statystyki liczby nieruchomych

czastek w trzech wymiarach okazuje si¢ trudne.
Najlepsze algorytmy radza sobie do maksymalnie

N = 100000 czastek (na klastrach obliczeniowych, po
wielomiesigcznych obliczeniach), ale jest to zbyt malo,
aby porownac sie z doswiadczeniami poswieconymi tej
tematyce, a analitycznych szacowan brak. Ten otwarty
problem fizyczno-matematyczny pozostawiamy wiec
Czytelnikom.

Przygotowal Jarostaw GORNICKI

i Zadania

Problem czterech czwdrek pojawil sie 30 grudnia 1881 roku w londynskim
tygodniku Knowledge (zadanie 1669). Cztery czwoérki sa dobre na wszystko

margines). Liczba 7 tez chee zablysnaé (zadanie 1670). Oczywiscie im mniej
symboli 7, tym lepiej, np. zapis 2 = —[—/7] jest lepszy niz 2 = [/7] + [\/7].

~ (4ml4a) @O
- ( (am! ) :

\/ V V-V a2t

Mniej czwoérek tez daje rade (zadanie 1671). Rywalizacja trwa.

M 1669. Kazdg liczbe naturalng od 1 do 20 zapisac za pomocqg czterech czworek,
korzystajac z operacji +, —, -, /, \/--
Rozwiazanie na str.

y \/, [1/ /(A —[—val ].%7 M 1670. Kazdg liczbe naturalng od 1 do 20 zapisaé jedynie za pomocq nie wiecej

niz trzech liczb m, korzystajgc z operacji +, —, -, /, v/ [], 1, .

Rozwiazanie na str.

M 1671. Kazdg liczbe naturalng od 1 do 20 zapisac jedynie za pomocg nie wiecej
niz dwdch czwdrek, korzystajgc z operacji +, —, -, /, /-, [[], 1, Il

Rozwiazanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

////////////////

F 1021. Na jednorodny, poziomy walec o promieniu R i masie M nawinieto

pojedyncza warstwe jednorodnej, cienkiej linki o catkowitej dtugosci [ i masie m.
Walec moze obracaé si¢ bez tarcia wokol swojej osi symetrii. Odcinek linki

o dlugosci x zwisa (rysunek) w polu grawitacyjnym, powodujac obrét walca.

Ile wynosi przyspieszenie, z jakim opada koniec linki, w zaleznoéci od dlugosci
odcinka 2?7 Moment bezwladnosci jednorodnego walca o masie M i promieniu R

dla obrotu wokoét jego osi symetrii wynosi M R?/2. Przyspieszenie ziemskie

wynosi g. Linka nie §lizga sie po powierzchni walca.

Rozwigzanie na str.

F 1022. W warunkach normalnych (p = 101325 Pa, T' = 273,15 K) gestosé¢
mieszaniny azotu i helu wynosi p = 0,6 g/1. Tle moli helu zawarte jest w 1 litrze
tej mieszaniny? Masa atomowa azotu py =14 g/mol, a helu pg. ~ 4 g/mol.
Stala gazowa R ~ 8,314 J/(mol-K).

Rozwigzanie na str. [J]
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Jak wygladataby grawitacja na plaskiej Ziemi?

* Katedra Fizyki Teoretycznej, Lwowski
Uniwersytet Narodowy imienia Iwana
Franki, Lwéw, Ukraina

CATS WOULD HAVE PUSHED
EVERYTHING OFF ITBY NOW

Rys. 1. Mem internetowy

Punktowa masa M znajdujaca sie
w poczatku ukltadu wspéirzednych
wytwarza w punkcie r potencjal
grawitacyjny

(3)

gdzie G jest stala grawitacji.
Odpowiadajace temu potencjatowi
natezenie pola grawitacyjnego I' jest dane
wzorem

M r

@ EHEA
stad sila, z jaka masa M przyciaga
mase m znajdujaca sie¢ w punkcie r,
wynosi

Mm r
(5) — T

> x|

co stanowi tres¢ prawa powszechnego
cigzenia Newtona. Potencjal od uktadu
mas M; znajdujacych si¢ w punktach r;
jest dany wzorem

(6)
M;

w(r):ZW =3 (o).

M
p(r)=-G—,
[r]

I(r) = —gradp(r) = —

F=Im=-—

T
Rozciggajac masy punktowe, aby
zajmowaly pewne male objetosci AV;, tak
aby M; = p(r;)AV;, gdzie p(r) jest
gestoscig, dochodzimy do sformutowania
dla cigglego rozktadu masy:

p(ri)AV;
p(r)=-G ) ==
k3
i
g [ pEDaV"
AV; >0 r —r’|
v
T
r/iz
(0%
B/ \as

Rys. 2. Uktad wspéirzednych walcowych
i jego orientacja wzgledem dysku

Andrij ROVENCHAK*

Ludzie zauwazyli zakrzywienie powierzchni Ziemi wieki temu. Wystarczy
wspomnie¢ klasyczny przyklad chowania si¢ statku za horyzontem duzo
wczesniej, niz przestatby by¢ widoczny z powodu oddalenia.

Juz w roku 350 p.n.e Arystoteles pisal o kulistym ksztalcie Ziemi w swoim
traktacie O niebie (po grecku: Ilepi ovpavot, po tacinie: De Caelo) [1], a wedlug
Strabo i Diogenesa Laertiosa takie stwierdzenia byly wyglaszane przez
Parmenidesa, przedsokratejskiego filozofa VI-V wieku p.n.e. [2].

W rzeczywistosci powierzchnia Ziemi nie jest idealng sfera, nie jest nawet
elipsoida, jest raczej skomplikowang powierzchnia zwana geoida, poréwnywana,
czasami do ksztaltu ziemniaka.

Mimo tych wszystkich dobrze znanych faktéw dotyczacych ksztaltu Ziemi wcigz
jest wielu ludzi przekonanych, ze nasza planeta ma ksztalt ptaskiego dysku.
Loty w kosmos, obserwacje astronomiczne, w tym zamienia, nie sa w stanie
przekonacé , plaskoziemcéw” do zmiany pogladu. Znany mem internetowy

(rys. 1) méwi, ze gdyby Ziemia faktycznie byla plaska, to koty juz dawno
wszystko zepchnelyby z krawedzi. Lecz, jak zobaczymy dalej, cata sprawa nie
jest az tak prosta. W tym artykule spréobujemy wiec zbadaé¢ doktadniej, jakie
konsekwencje ma przyjecie ptaskiego modelu Ziemi. Przeanalizujemy, jakie
wladciwosci miatoby pole grawitacyjne pochodzace od jednorodnego plaskiego
dysku, i przekonamy sie, ze grawitacja na ptaskiej Ziemi bylaby zupelnie inna od
tego, co obserwujemy. Prezentowane wyniki zaczerpniete sg z artykutu O. Kuzii
i A. Rovenchaka z roku 2019 [3].

Potencjal grawitacyjny

Potencjal grawitacyjny wytwarzany przez mase roztozona na pewnej
powierzchni S dany jest wzorem

_ o(r’)ds’
(7) (1) = -G S/ T

r—r/|’

gdzie o(r’) jest gestoscig powierzchniowa. O takim rozkladzie mozemy mysleé
jako o masywnej warstwie z zaniedbywalna gruboscia.

Jako model ptaskiej Ziemi przyjmiemy dysk o promieniu R i stalej gestosci
powierzchniowej o = const. Problem ten wygodnie opisuje sie w zmiennych
walcowych. Obserwator znajduje sie w punkcie (r,0, z), a element powierzchni
dS = v’ dr'da ma wspolrzedne (17, «, 0), jak na rysunku 2. Odlegtosé |r — r’|
wygodniej jest obliczy¢ we wspdlrzednych kartezjanskich, gdzie r = (r,0, z)
ir' = (' cosa,r’ sina,0), czyli

(8) It —t'| = \/(r — 7' cosa)? + (0 — 7' sina)2 + (z — 0)2

= \/r2 — 2r'rcosa + 1’2 + 22,

Zatem potencjal grawitacyjny jest dany przez

2 R /d ,
o(r, z) :—Ga/da/ ) .
V2 + 22412 - 2r'rcos
0 0

Obliczanie potencjalu i natezenia pola grawitacyjnego

(9)

Obliczenie calek @D okazuje si¢ nieoczekiwanie trudnym zadaniem: wynik nie
wyraza si¢ przez funkcje elementarne. Nawet obliczenie potencjatlu od cienkiego
pierscienia (co mogloby sie wydawaé latwiejsze od przypadku dysku) prowadzi
do tak zwanych calek eliptycznych. Aby uniknaé¢ zmagania sie z tak trudnymi
obliczeniami, postuzymy si¢ pewnym przybliZzeniem, a mianowicie rozwinieciem
w szereg. Taki zabieg pozwoli nam otrzyma¢ w nietrudny sposdb pewne ciekawe
wnioski.
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r=0 r>0

W samym centrum Id;lemy
ptaskiej Ziemi w kierunku
krawedzi

Rys. 3. Kierunek sily grawitacji na
ptaskiej Ziemi pochyla si¢ coraz bardziej
w miar¢ oddalania od $rodka dysku

PA
Th

\

Najpierw rozwazmy wewnetrzna catke po r’ z réwnania @D:
R
/d /
10)  Ztrza) - | s
), Vr2 4 22 412 = 2r'r cos
= \/z2 +7r2+ R?2—-2Rrcosa — \/z2+r2
+ Tcosa[ln (R —rcosa + \/22 + R2 472 — 2chosa>

—1In (\/22 +r2 frcosa)].

Zewnetrzna calka a nie daje sie wyrazi¢ przez funkcje elementarne. Rozwiniemy
wiec funkcje podcatkowa w szereg wzgledem 7/R i scalkujemy to rozwiniecie
wyraz po wyrazie:

27

(11) QO(T’ Z) = _GU/Iszereg(Ta Z5 Oé)
0

=—Go |27 (Zf\/m> +27T7R4 (1)2

(221 R2)32 \R
3TRO(R? — 422) /r\4 7\6
TRt R (%) +O((R) )

— 20(2) + (2) (%)2 +oa(2) (%)4 b

Poniewaz w wyrazeniu ([11) nie ma zaleznosci od kata, natezenie pola ma postaé:

(12) I'=—grady(r,z) =Tre, + e,
gdzie
dp g
13 T, =%, P
(13) or 0z

Sktadowe natezenia pola sa dane przez:
TR3 r 3TRO(R? — 422%) /1 \3
(14)  Tr=-Go [(JrRW (%) * Sermre (1) +} :
z 3rzR* 7\ 2
(15) TI.=-Go [27r (1 - m) - S LT (E) +] .

7 analizy tych wyrazen mozemy wyciagnaé¢ pewien jako$ciowy wniosek na temat
wlasnosci pola grawitacyjnego na ptaskiej Ziemi. Ilustruje go rysunek 3.

Sktadowa radialna pola grawitacyjnego (réwnolegla do powierzchni Ziemi)
rosnie w miare oddalania sie od $rodka dysku i zblizania sie do krawedzi. Jak
sie przekonamy, powoduje to zmiang¢ wartosci sily grawitacji i jej kierunku od
prostopadlego w érodku do prawie poziomego na krawedzi. Oznacza to, ze osoba
poruszajaca sie w strone krawedzi plaskiej Ziemi bedzie musiata coraz bardziej sie
pochylaé [4 B]. Bedzie wiec miala wrazenie, jakby szla coraz bardziej ,pod gérke”.

Wyniki obliczen numerycznych dla pola grawitacyjnego

Aby otrzymaé pewne wyniki numeryczne, ustalamy jeden z parametrow
opisujacych problem — gestos¢ powierzchniowa o. Zakladajac, ze natezenie pola
na powierzchni (w granicy z — 07), dokladnie w jej érodku (r = 0), jest réwne
przyspieszeniu ziemskiemu g = 9,8 N/kg skierowanemu prostopadle do dysku,
otrzymujemy:

(16) T'(0,0) =T.(0,0)e,; r.(0,0) = —9,8 N/kg.
Z réwnan f wynika, ze

(17) I.(0,0) = —2nGo,

zatem

(18) 2nGo = g = 9,8 N/kg.

Kolejny parametr — promien plaskiej Ziemi R — moze zosta¢ wybrany jako
jednostka dlugosci.
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[ P

r/R
0 01 02 03 04 05 06

0,8

Rys. 5. Natezenie pola grawitacyjnego na
powierzchni (zielona ciggta linia) i na
wysokosci z = 0,1R (czarna linia
przerywana) obliczone z rozwinigé

(14)—(15)
0,0 Fe=
I,
2nGo
-0,5
-1,0
-1,5 — 3D
J—1 1
In(1-r/R) 'R
-2,0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Rys. 6. Sktadowe pola grawitacyjnego I',.
na powierzchni. Zielona linia ciggta (3D)
odpowiada $cistym obliczeniom dla
grubego dysku (o grubosci H = 0,1R),
czarna przerywana linia (2D) opisuje
$ciste rozwigzanie cienkiego dysku

(o zerowej grubosci), a trzecia linia
(oznaczona In(1 — r/R)) opisuje
zachowanie asymptotyczne opisane

réwnaniem ([24)

18
15 -2nGo

o5 ]

0,0 r/R
0 0,2 04 0,6 08 1

Rys. 7. Natezenie pola grawitacyjnego na
réznych wysokosciach nad powierzchnia.
Linie (od géry do dotu odpowiadajg
wysokos$ciom h = 0; 0,02R; 0,05R; 0,1R;
0,2R; 0,3R; 0,5R; 0,7R; 1,0R; 1,5R; 2,0R

r/R riR
0 o1 02 03 04 05 06 0 o1 02 03 04 05 06

Rys. 4. Skladowe pola grawitacyjnego na powierzchni (zielona ciagla linia) i na wysokosci z = 0,1R
(czarna linia przerywana) obliczone z rozwinigé (14)—(15))

Wiyniki obliczen przy uzyciu rozwiniecia w szereg f przedstawione sa na
rysunkach 4 i 5. Wida¢ na nich, ze skladowa pionowa pola grawitacyjnego I', nie
zmienia si¢ znaczaco w duzym obszarze wokot centrum plaskiej Ziemi. Sktadowa
radialna I', roénie znacznie szybciej z odleglosécig od centrum, ale nie zmienia si¢
istotnie z wysokoscia nad powierzchnia.

Na krawedzi swiata

Rozwiniecie w szereg zaprezentowane wczesniej jest dobrym przyblizeniem tylko
dla r < R/2. Gdy zblizamy sie do krawedzi dysku, czyli r < R/2, natezenie pola
grawitacyjnego gwaltownie rosnie. Potwierdza to ponizszy rachunek:

R 27
r'do
19 sk\T’s 2 :_GU/dT//
( ) Pdy: k( ) \/r2+22+r2—2T/T'COSOt
0 0
R

! ! 4/
4G v dr < r'r >7

K
V(4 7)2 + 22 (r'+1)2 + 22
0
gdzie K jest caltka eliptyczna zupelna pierwszego rodzaju:
/2

(20) K(m) = / d0

1 —msin?6’
0

Osobliwo$é potencjalu grawitacyjnego bierze sie z zachowania K(m) dla m — 1.
Kiedy argument dazy do jednosci, to mamy nastepujace przyblizenie:

(21) K(m)‘ ~ _% In(1 — m),

m—1
czyli w poblizu powierzchni (z — 0) dla ¥ — r otrzymujemy
4r'r 1 4r'y , ,
Dla potencjatu otrzymujemy przyblizenie postaci

r' dr’

23 70 ‘ ~AGe | —E
( ) Wdysk( ) r—R J \/m
Natomiast dla natezenia pola otrzymujemy
0Pdysk

or
Whyniki obliczen dla sktadowej I',. sa przedstawione na rysunku 6. Warto
zauwazy¢, ze skoriczona (niezerowa) grubo$é spowodowalaby wygladzenie
osobliwosci w poblizu powierzchni. Natezenie pola na réznych wysokosciach
jest pokazane na rysunku 7. Jak widaé¢, pole jest rozbiezne tylko na powierzchni
i staje sie prawie jednorodne dla wysokosci h ~ R.

R
In|r" —r| ~ QGU/dT/ In|r" —r|.
0

(24) I, =— ~ 2GoIn (1 - %) .

Plaskoziemcy kontratakuja?

Rozwazmy teraz sytuacje, kiedy ziemski dysk obraca sie w swojej plaszczyznie.
Z réwnania ([14) mozna wywnioskowaé, ze dla matych r radialna sktadowa pola
grawitacyjnego I, jest proporcjonalna do r, tak samo jak sita odsrodkowa mw?r,

gdzie w jest predkoscia katowa. Czyli w poblizu $rodka skladowa radialna pola
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grawitacyjnego moze zostaé czesciowo skompensowana, jezeli

r
25 Go— = wir.

(25) mGo 5 = wyr

Biorac pod uwage réwnanie ([18)) i wybierajac R = 6400 km, czyli przyblizona

warto$¢ promienia naszej Ziemi, otrzymujemy

I [mGo /g 1
-, | 26 =4\/—— =4/ == ~0,0009
) (R (26) o R 2R ’ 5

20 . . PR
0 02 04 06 08 1 co tlumaczy sie na okres obrotu 27 /wg ~ 2 godziny. Bylaby to dosyé duza

Rys. 8. Skladowa radialna natezenia pola  PI€dkoS¢ obrotu w poréwnaniu do 24 godzin. Zauwazmy, ze dla mniejszych

grawitacyjnego réwnowazona przez sile wartosci w skladowa I', bylaby kompensowana tylko cze$ciowo, natomiast dla

odsérodkows. Krzywe od dotu do gory to ki Kk 1 ienialb . i odleatodci od R . .

odpowiednio: w > wy kierunek pola zmienialby sie w pewnej odleglosci od centrum. Rozwazania

+ skladowa I, (dla w = 0), te ilustruje rysunek 8.

e przypadek w < wo,

+ przypadek w = wo, Drugim sposobem, zeby ratowaé¢ model ptaskiej Ziemi, jest wprowadzenie

e przypadek w > wo .. ;. . s . . ss . .
niejednorodnoéci w rozkladzie gestosci, a najprostszym podejsciem jest

wprowadzenie zaleznosci gestosci od wspdlrzednej radialnej, o = o(r’). Taka
zaleznos$¢ dawalaby skutki podobne do sitly odsrodkowej, a zeby tak byto, to
gesto$é o(r’) powinna rosnaé w miare zblizania sie do krawedzi plaskiej Ziemi.
Mozna sprawdzi¢, ze rozklad

(27) a(r') = ﬁ, gdzie A = const,

daje ¢(r,0) = const, co oznacza, ze na powierzchni plaskiej Ziemi skltadowa
radialna I';. = 0. Rozwiazanie tego problemu jest dosy¢ skomplikowane

i nie bedziemy go tu przedstawiaé. Nalezy jednak zauwazy¢, ze tak znaczne
niejednorodnosci gestosci bylyby z pewnoscia zauwazone przez plaskoziemcow.
Nieskoriczona warto$é gestosci na krawedzi, czyli dla ' — R, jest dodatkowa wada
takiego niejednorodnego modelu. Co wiecej, rozklad masy nie zapewnia
znikania skladowej radialnej I',. powyzej powierzchni, czyli dla z > 0, a jedynie na
samej powierzchni dysku.

Rys. 9. Za¢mienie Ksie¢zyca widoczne
@ plaskiej Ziemi Ustawienie stoni pod powierzchnig ptaskiej Ziemi mogtoby byé przyblizeniem
takiego rozkladu masy, ale Wielki A’Tuin zepsultby caly pomyst, bedac

dodatkowym Zréditem pionowej sktadowej pola grawitacyjnego.
‘Whioski

s ‘\\\\:\\\:\: 7 przedsfca\.;vionych. obllicz.eﬁ-wyl/lilfa, Z.e mieszkaﬁ.cy ptaskiego jgdno-rodnego

3 ‘“\‘\‘ dysku mieliby wrazenie, ze ich $wiat jest troche jak wnetrze miednicy (rys. 10),
poniewaz idac w strone krawedzi dysku, musieliby coraz bardziej sie pochylaé

i mieliby wrazenie wchodzenia pod coraz bardziej stroma gore.

e,
iitnte st
i
L "t RS
0SSO S S
SIS

Ogromny wysilek wymagany do osiagniecia krawedzi dysku powoduje

w szczegoblnosci, ze najbezpieczniejsza metoda dostania sie na antypody jest
Rys. 10. Schematyczny obraz ptaskiej .g K - J p _‘] % . %. o X .Q, yp y.‘] .
Ziemi postrzegany na podstawie wysitku ~ wydrazenie dziury przez plaska Ziemie [6], najlepiej w jej srodku. Grawitacja na
potrzebnego do przemieszczenia sig od plaskiej Ziemi ocali réwniez §wiat przed memowymi kotami, uniemozliwiajac im
$rodka w kierunku krawedzi A . .

zrzucenie wszystkiego z krawedzi dysku.

Mamy nadzieje, ze przedyskutowany tu temat okaze si¢ interesujacy z kilku
powodow. Przede wszystkim pokazaliSmy, jak obliczy¢ pole grawitacyjne do
dwuwymiarowej konfiguracji mas. Po drugie, pokazaliémy zaréwno $ciste, jak
i przyblizone obliczenia. Po trzecie, mamy nadzieje, ze rubaszny ton artykutu
ulatwia w niektorych miejscach przyswojenie prezentowanego materiatu.
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Podstawiajac y =tz w , otrzymujemy
oy L 2z L
(2")% = ((te)'") =,

t
co mozna uprosci¢ do x = t1-t. Z relacji
y = tx otrzymujemy wzér na y :
t 14t 1
y=to=ttT-1 =TT —¢T—7,

8

Wykres funkcji f. Na szaro zaznaczony
jest fragment, ktéry usuwamy z dziedziny
funkcji tak, aby pozostata (kolorowa)
czes$é bylta odwracalna

O funkcji W Lamberta mozna przeczytac
na przyktad w A(f4.

O pewnej metodzie rozwigzywania
réwnan ,nierozwigzywalnych”

Karol GRYSZKA*

Matematyka pelna jest niezwyklych rownosci. Wéréd nich sa takie, w ktorych
wystepuja ulubione stale matematyczne, jak choéby

T 1+1 1+1 1+ _1+1
4 T 3ts ittt YT,
czy mile dla oka:
3 3
3+ 3= 3. 3 12% = 144 oraz 441 = 212, 2°.9% = 2592.

1 1
My jednak przyjrzyjmy sie blizej réwnosci (%) 2= (%) 4. Jest ona szczegdlnym
przypadkiem réwnania

(1) x® =Y.

Jak znalezé rozwiagzania x* = yY?7 Czy takie réwnanie ma wigcej rozwiazan niz
T = %, Y= %? Mozna szukaé¢ metoda prob i btedéw, ale to najprawdopodobniej
doprowadzi donikad. Mozemy zdradzi¢, ze
1 1

= ) Yy=—

3V3 V3
jest kolejnym rozwiazaniem réwnania . Sprobujmy znalezé wiecej rozwiazan.
A priori nie wiadomo, czy to rownanie ma wiecej niz dwa rozwiazania. .. Jak sie
jednak zaraz przekonamy, jesli

t
xTr = tﬁ7
(2) { o
Y= t1—¢ ,
gdzie t > 0, to para (z,y) jest rozwigzaniem (). Zauwazmy, ze jesli przyjmiemy

t = 2, otrzymamy pierwsze, a dla t = 3 drugie z powyzszych rozwiazan.
Rozwigzanie ([2) mozna uzyskaé przez podstawienie y = tz w (1)) (patrz margines).

7Z takiej postaci rozwigzania wynika ciekawa wtasnos¢, otoz

czyli y = tyt. Ta réwno$é ma pewien zwiazek z funkcja f(x) = ze®, ktéra jest
okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych. Nas jednak bedzie interesowaé ta czesé
dziedziny funkcji f, na ktérej jest ona odwracalna. Wezmy przedzial [—1, +00),
a zbiorem wartosci jest wtedy [—1/e, +00). Wykres tej funkcji przedstawiony jest
na marginesie.

Funkcja odwrotng do f jest... no wlasnie, co to takiego? Rozwazajac rownosé
y = xe”

i traktujac z jak niewiadoma, powinniSmy wyznaczy¢ funkcje odwrotna

do f. Jednak préby wykonania tego zadania ,na piechote” spelzna na

niczym. Z drugiej strony ograniczenie dziedziny gwarantuje istnienie funkcji
odwrotnej — nazywamy ja funkcja W Lamberta i oznaczamy réwniez przez W.
Definiujemy ja po prostu jako funkcje odwrotna do f(z) = ze®. I zgodnie z ta
definicja zachodzi W(z) =y <= x = ye¥. Poniewaz W oraz f sa funkcjami
odwrotnymi, to zachodzi

czyli
(3) W(ze®) =z, W(z)e"® =z
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W celu obliczenia ¢V (9112 0:1) g stronie

www.wolframalpha.com wpisujemy
exp (ProductLog(0.1 1n0.1))

L.}

Rozwigzanie zadania F 1022.

W temperaturze Ty = 273,15 K hel i azot
z duza dokladno$cia spelniaja réwnanie
gazu doskonatego. Nalezy jednak
pamietaé, ze azot tworzy molekutly
dwuatomowe, a hel jest gazem
szlachetnym o molekutach
jednoatomowych. Zgodnie z prawem
Daltona cisnienie mieszaniny

gazéw doskonalych jest sumg cisnient
sktadnikéw. Mamy wiec:

RT
D =pHe + DNe = (NHe + nx’\")v;

NHeMHe + 2NN N

14
gdzie p,n i p oznaczaja, odpowiednio,
ci$nienie, liczbe moli i mase atomowa,
a indeksy He i N oznaczaja wartosci tych
wielkoéci dla odpowiedniego sktadnika
mieszaniny. Rozwigzaniem tego ukladu
réwnan jest:

p=

P _ _pP

NHe RT, 2uN
v 1 - L
“N

Po podstawieniu danych liczbowych
nge/V &~ 2,7-1072% mol/l.

Oczywiscie jest to prawda wszedzie tam, gdzie te funkcje zostaly poprawnie
okreslone — dla f na zbiorze [—1,400) oraz dla W na zbiorze [—1/e, +00).

Funkcja W w réwnaniu . Logarytmujac obie strony réwnania ,
otrzymujemy x Inz = ylny. Korzystajac z 7 dostajemy:

zlnz=Iny-emY,
W(zlnz) = W(ny - "),
Iny =W(zlnz),
(4) y = eW(wlnx).

Wynika z tego, ze jesli dane jest x, to y musi by¢ postaci . Rozwigzanie jest
bardzo eleganckie i zgrabne, ale... chwila uwagi i spostrzezemy, ze powyzsze
do niczego nie prowadzi. Spéjrzmy na proste przeksztalcenie (zgodne ze
wzorem (3)):

W(zlnz)=W(nz- ") =Inz,

Inx

czyli otrzymalidmy y = e™® = x. Czy wiec wzér pozbawiony jest sensu?

Zwrbéémy uwage na to, ze otrzymana przed chwilag rownosé ma miejsce wtedy,
gdy zlnz > —1, czyli z > e™! (zgodnie z podanymi dziedzinami funkcji W

oraz f). Wykonajmy zatem maly eksperyment — skorzystajmy z programu
WolframAlpha i obliczmy " (11201 Tnnymi stowy, podstawiamy 2 = 0,1.
Wynikiem jest y = 0,729241 ..., a nie y = 0,1! Céz tutaj sie stalo? Zauwazmy,
ze x < %, a wiec Inz jest poza wyrdzniona dziedzing funkcji f! Niemniej liczba
f(z) = xInw jest juz wieksza od —1, a zatem trafia w wyrézniong dziedzine
funkcji W. Zlozenie W ( f(x)) prowadzi nas wtedy do przedziatu (—1,o0), wobec
tego z koniecznosci wynikiem nie moze by¢ In .

Pozytek z funkcji W. Za pomoca funkcji W mozemy rozwiazaé¢ wiele
ciekawych réwnan, ktore na pierwszy rzut oka sa nie do rozwiazania. Wada
takich rozwiazan bedzie jednak brak ich elementarnosci, to znaczy nie zostanie
podana jawna formula — bedzie w nia ,wplatana” funkcja W Lamberta.
Rozwazmy réwnanie
" =2,

ktére mozna przeksztalci¢ w nastepujacy sposéb:

rlnz =1n2,

Inze™® =1n2,
Inz =W(n2),
z=eVn2) —155061...
Rozwiazanie zgrabne, ale niestety (jak ostrzegaliémy) nie mamy jawnej formuly.
Zachecamy Czytelnika do zmierzenia sie z ponizszymi wyzwaniami (wystarczy
podaé jedno rozwiazanie).
1. 22%e* =2,
2. x+e* =2,
3. x =a+ be”,
4. Inzx=a+ % (wystarczy podaé jedno rozwiazanie).

Rozwiazania mozna znalez¢ [w tym numerze Deltif

Inne zastosowanie. W A3, Autor niniejszego artykutu zaprezentowal
nieskonczone wieze potegowe. Okazuje sie, ze dzieki funkcji W mozna uzasadnié¢
opisane tam réwnosci (potegi ciagna si¢ w nieskoriczono$é):

<1e>(£e)(“1“)m 1

Czytelnika, ktéry poznal juz nieco matematyki wyzszej, zachecamy do lektury
na stronie cs.uwaterloo.ca/research/tr/1993/03/W.pdf. Zamieszczono tam
duzo ciekawych przykladéw zastosowania funkcji W.

9

e
el =e


www.wolframalpha.com
http://cs.uwaterloo.ca/research/tr/1993/03/W.pdf

Odpowiednio dobierajac uktad
wspélrzednych, mozemy nasz ruch opisaé
parametrycznie przez réwnanie:

p(t) = r(cos(wt), sin(wt)),
gdzie r to promien okregu, a w to
predkosé katowa. Predkosé liniowa opisuje
pochodna

P’ (t) = rw(— sin(wt), cos(wt)),

a przyspieszenie druga pochodna

p” (t) = —rw?(cos(wt), sin(wt)).

Przez ||w|| oznaczamy tutaj dlugosé
wektora w; dla wektora w

z dwuwymiarowej przestrzeni, jak
w naszym przypadku, mamy

lwll = 1wy, wa)|| := \/w} + w3

Fragment klotoidy. Przy projektowaniu
toréow wykorzystaliby$my krotszy kawatek
i polaczyli go z tukiem okregu, zeby
ograniczy¢ odczuwalna dla pasazeréow sile
odsrodkowa

Jak nie wyla¢ herbaty w pociggu?
Maciej OGRODNIK

Wsiadamy do pociagu. Zamawiamy goraca herbate i zajmujemy miejsce. Jeszcze
zanim pociag ruszy, pojawia sie pytanie: czy herbata nie wyleje sie z kubka?
Zeby na nie odpowiedzieé, zastanéwmy sie, jakie sity beda na nas dzialaé.
Pociag rusza z peronu. Dopéki tory nie skrecaja, sprawa jest prosta. Mozemy
w przyblizeniu zalozy¢, ze sila jest stala i mamy dobrze nam znany ruch
jednostajnie przyspieszony. Po rozpedzeniu, gdy maszynista osiagnie zalozona
predkosé, pociag porusza sie ruchem jednostajnym. Silnik lokomotywy pracuje
tak, zeby zrownowazy¢ sily oporu (gléwnie powietrza, ale tez tarcia ko). Siedzac
w wagonie, nie powinnidémy odczuwaé zadnych sit oprécz drobnych trzesien
spowodowanych lekkimi nieréwnosciami szyn.

Do tej pory jedziemy caly czas po prostej. W ten sposéb niekoniecznie
dojedziemy do naszego celu. Kiedys pociag musi skreci¢. Jaka wtedy bedzie na
nas dziala¢ sita? Zalézmy, ze jedziemy po luku — wycinku okregu. Jesli jedziemy
ze stala szybkoscia, to sytuacja jest znajoma. Poruszamy si¢ tymczasowo ruchem
jednostajnym po okregu.

Warto$é przyspieszenia doSrodkowego to ag = ”UTHZ), gdzie ||v]| to szybkosé
liniowa (nasza i naszego wagonu). Bedac w pociagu, poczujemy sile odérodkowa
proporcjonalna do kwadratu szybkosci i proporcjonalng do odwrotnosci
promienia tuku, czyli do krzywizny.

Jezeli predkosé jest mata, a promien duzy, to sila, ktéra odczujemy, bedzie
niewielka. Jednak chcemy, zeby pociag jechat szybko, a nie zawsze mozna
polozy¢ tory tak, zeby robi¢ duze tuki. Jesli tory przechodzilyby z prostych
od razu w ciasny huk, to pasazeréw zaskoczylaby nagta, duza sila odsrodkowa.
To znaczy, ze nie mamy czasu, zeby uratowac¢ herbate przed rozlaniem. Dla
zwiekszenia komfortu podréznych trzeba te zmiane wprowadzaé stopniowo.
Jak to zrobi¢? Mozemy polaczy¢ kilka kawalkéw coraz mniejszych okregéw
az dojdziemy do docelowego, najciaéniejszego wycinka okregu. W ten sposéb
sita dosrodkowa zwieksza sie stopniowo ze skokiem przy kazdym przejsciu
na mniejszy okrag, a pasazerowie maja czas zareagowac i przechyli¢ sie wraz
z kubkiem. Czy mozemy wejs¢ w zakret gltadziej? Tak. Tutaj z pomoca
przychodzi nam na przyktad krzywa zwana klotoidg. Mozemy ja przedstawic
parametrycznie wzorem

p(t) = < /t cos(u?)du, /t sin(uz)du)

Niech p(t) bedzie polozeniem wagonu w czasie ¢ w pewnym ukladzie
wspotrzednych. Przyspieszenie w czasie t jest roéwne
d
p(t) = %(cos(tz), sin(t?)) = 2t(— sin(t?), cos(t?)),
czyli roénie liniowo w czasie. Zatem dzialajaca na nas sila zmienia sie¢ w sposéb
ciagly.

W celu dalszego zwigkszenia komfortu podréznych projektanci linii kolejowych
wprowadzajg dodatkowo przechylenie torow. W najlepszej sytuacji tory sa
ustawione tak, ze sila wypadkowa (suma ciezaru i sily odsrodkowej) jest
ustawiona prostopadle do podtogi przechylonego wagonu. Ten optymalny kat
zalezy od wartodci sity odsrodkowej, a stad od szybkosci, z ktéra jedziemy.
Jedli pociag zawsze jedzie przez zakret z tg sama predkoscia, to mogliby$my
tak przechyli¢ tory, zeby pasazerowie odczuwali jedynie sile dziatajaca w dot.
Jednak po tych samych torach moga poruszac¢ si¢ pociagi osobowe, pospieszne
oraz towarowe, ktére jezdza z réoznymi predkosciami. W takim wypadku trzeba
p6js$¢é na kompromis. Musimy pogodzi¢ sie z tym, ze czasem pojawi sie sktadowa
poprzeczna sity od$rodkowe;j.

Klotoida jest przykladem stosowanej w inzynierii kolejowej krzywej przejéciowe;j.
Ta krzywa w plynny sposéb laczy proste kawalki torow z tukami bedacymi
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Rozwigzanie zadania M 1669.

wycinkami okregéw. W praktyce stosowane sg tez inne krzywe przejsciowe. Moga
to by¢ przyblizenia klotoidy, ktére z pewnych wzgledow latwiej jest wyznaczyé
niz krzywg zadana parametrycznie przez funkcje nieelementarne. Uzywane sg
tez krzywe, dla ktérych tempo przyrostu przyspieszenia nie jest stale (jak dla
klotoidy).

44’
2=1+ 7 Optymalny kat przechylenia toréw jest w przyblizeniu proporcjonalny
44444 do krzywizny krzywej. Przy klotoidzie krzywizna rosnie liniowo, wiec

przechylka jest wprowadzana liniowo na tej krzywej przejSciowej. To znaczy,
ze przyspieszenie katowe, zwiazane z przechytka toréw, pojawia sie nagle. Jest

52 44+ 4 to problem analogiczny do tego z wprowadzaniem krzywizny do samej trasy

R EY pociagu. Aby temu zaradzi¢, potrzeba, Z(/%b.y pocho@nz% tempa zmiany przechytki
4 byta ciagta. Przy standardowych predkoéciach to nie jest az tak istotny efekt.

7= % _u, Jednak dla linii duzych predkosci dla zwigkszenia komfortu krzywe przejSciowe

8S=d4d+4+4—4,

sa dobierane tak, zeby trzecia pochodna byta ciagla. W takim przypadku
pochodna przyspieszenia liniowego i przyspieszenie katowe wprowadzone przez

4
9=d+d+ 7, przechylenie toréw sag ciagle. To zwigkszenie pltynnosci przejscia w zakret
o -4 odbywa sie jednak kosztem wydluzenia krzywej przejsciowe;j.
YR
oM Wiemy juz, po jakiej krzywej chcemy, zeby poruszal si¢ pociag dla zwigkszenia
CVi+ Vv komfortu pasazeréw. Ale zazwyczaj pociagi jada po torach zltozonych z dwéch
1o Mrd szyn. Jak te szyny powinny byé¢ wzgledem siebie ustawione? Kota pociagu sa
. 44 umieszczone na osiach o pewnej ustalonej szerokosci R. Rozstawy toréw R moga
1= —+ V4, by¢ rézne w réznych krajach, ale powiedzmy, ze w naszej podrézy nie musimy
d=4d4+4+4+ 4, sie tym przejmowacé. Szyny powinny by¢ od siebie réwno oddalone, zeby kota nie
oMy, zsunely sie ani do §rodka ani na zewnatrz.
5= — s
4 ’

Dopdki nie skrecamy, to mamy dwie rownolegle proste. Na tuku okregu beda to
czesci okregéw o wspélnym srodku i réznicy promieni rownej R. Dla krzywych
przejsciowych potrzebujemy ogdlniejszego przepisu na szukanie krzywej
rownoleglej do pewnej krzywej :

16=4+4+4+4,
17=4 4+4
- <

18 =4-4+4— /4,

= 1. wybierzmy kilka punktéw na krzywej -,

2. wokoél kazdego z tych punktéw narysujmy okrag o promieniu R,
3. narysujmy krzywa styczng do kazdego z tych okregdéw.

19 =4!—4— 3, gdy uzyjemy !,
20=4-4+V4+ V4.
W przyblizeniu dostaniemy krzywa odlegla od v o R. Zeby znalezé krzywa, ktéra
naprawde jest oddalona od v o R, musimy znalezé krzywa, ktora jest styczna do
kazdego z okregéow o promieniu R i $rodku w pewnym punkcie krzywej .

Gdy sie tak zastanawialiémy nad ruchem pociagu, pojawily nam sie dwa
pojecia z geometrii. Pierwsze to krzywizna (plaskiej) krzywej. W przypadku
pociagu jadacego ze stalg predkoscia krzywizna toru jest proporcjonalna do
przyspieszenia dosrodkowego potrzebnego do utrzymania pociagu w szynach.
W matematycznym ujeciu powiemy, ze krzywizna krzywej v : [0, 1] — R?
sparametryzowanej tak, ze ||7/(t)|| = 1, wynosi

k=l (@]
Krzywizne w pewnym punkcie krzywej mozemy zdefiniowaé tez jako

gdzie r to promien ,najlepiej” dopasowanego okregu do krzywej w danym
punkcie. Jest to jedno z podstawowych pojeé geometrii rozniczkowej. Jego
uogolnienia takze maja zastosowania w fizyce. Na przyktad srednia krzywizna
powierzchni ma zwiazek z ksztaltem baniek mydlanych. Z kolei tensor krzywizny
przestrzeni pozwala sformulowaé wspoélczesne rozumienie grawitacji w ogdlnej
teorii wzglednosci.

Wigcej o $redniej krzywiznie i bankach
mydlanych mozna przeczytaé w artykule
Barnka jaka jest, kazdy widzi (AZQ).

Wigcej mozna przeczytacé w:
Grawitacja i geometria — szybki p?"zegl%ol7
Marcin Domagata (Agg) . s s .s . . .
Cay Binstein mial racje?, Drugie pojecie z geometru to obwzedma ro@z?ny krzywych. Jest to l.irzywa
Michal Bejger (A}2) styczna do kazdej z krzywych w danej rodzinie. W ten sposéb doszlismy do tego,

Geometria rézniczkowa, iak dzié¢ dwi ) lest k .
Jerzy Konarski (Azllg) Jak poprowadziC dwile rownolegie, zakrzywione szyny.

Za wygoda i bezpieczenstwem pasazeréw w pociggu stoi wiele rozwiazan
inzynieryjnych, korzystajacych migedzy innymi z geometrii. Warto si¢ im
przyjrzeé, zeby doceni¢, jak matematyka i fizyka ulatwiaja nam codzienne zycie.
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Musimy wiedzie¢. Ale czy bedziemy wiedziec¢?

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Jest to tekst zwigzany z odczytem
wygloszonym na LXI Szkole Matematyki
Pogladowej pt. Matematyczne zmiany,
Wola Ducka, luty 2020. Artykul jest
przedrukiem z czasopisma Matematyka
Poglgdowa (7), 2020.

Tytul artykulu podejmuje polemike
z wypowiedzig Davida Hilberta
wygloszong w Krélewcu w 1930 roku:

Wir miissen wissen.

Wir werden wissen!
ktoérej tekst umieszczono pézniej na
grobie Hilberta.

WIRMUSSEN WISSEN
WIR WERDEN WISSEN

Hilbert konsekwentnie glosil mozliwosé
udzielenia przez matematyke odpowiedzi
na kazde pytanie. Wstep do swoich

23 probleméw (Paryz, 1900) zakonczyt:

In der Mathematik gibt es kein
Ignorabimus.
Redakcja

Jedynke mozna zdefiniowaé jako element
neutralny mnozenia.

Michat SKRZYPCZAK*

Byl pewien starozytny grecki geodeta, ktorego zadaniem bylo odmierzac
prostokatne pastwiska na zboczach Olimpu. Zauwazy! on, ze ilekroé¢ pastwisko

ma wymiary a na b, to dltugosé jego przekatnej c spetnia zaleznoéé ¢ = a? + b2.
Jakkolwiek prawidlowos¢ ta zawsze okazywata sie prawda, 6w geodeta byl przeciez
czlowiekiem sumiennym i czutl si¢ w obowigzku za kazdym razem zmierzyé¢ owa
przekatna, zanim wpisat jej dtugo$é do Formularza Charakterystyki Gruntu

(druk P572). Wszak nie ma zadnego powodu, by zaleznoéé prawdziwa w przypadku
tysiaca innych pastwisk sprawdzita sie¢ w jakims§ zupelnie nowym przypadku —
bylaby to bezzasadna wiara w prawo serii!

Czy w takim razie geodetow nalezy dzieli¢ na dwie kategorie: sumiennych, ktérzy
sprawdzaja wszystkie spostrzezone zaleznosci we wszystkich poszczegdlnych
przypadkach, oraz lekkomysinych, ktorzy bezpodstawnie wierza w prawo serii?
Ot6z okazuje sig, ze jest tez mozliwosé posrednia, dostrzezona przez Euklidesa.
Mozna bowiem sformulowaé pewne minimalne wymagania (zwane aksjomatami),
ktére winno spelniaé¢ pastwisko. Aksjomaty te to powinny byé prawdy proste

i oczywiste — a najlepiej jeszcze takie, ktérych prawdziwosé w przypadku nowo
obmierzanego pastwiska tatwo sprawdzi¢. Na bazie tych aksjomatéw mozna
nastepnie, metoda rozumowania matematycznego, wydedukowaé rozmaite
konsekwencje, w tym powyzsza zalezno$é ¢? = a? + b2. I tak, przystepujac do
pomiaréw w nowym miejscu, sprawdziwszy wpierw, ze spelnia ono aksjomaty,
niejako za darmo dostajemy gwarancje, ze spelnia ono tez wszystkie zaleznosci

z tych aksjomatéw wyprowadzone.

Powyzsza przeno$nia ma obrazowaé¢ metode postepowania, na jakiej bazuje

cala wspolczesna matematyka. Bo jakkolwiek jej celem jest czesto badanie
konkretnych obiektéw (pastwisk), to jednak nie jest to badanie empiryczne,

w ktérym pieczotowicie sprawdzamy nasze zaleznosci — zwykle zresztg jest to
niemozliwe, bo wiekszoé¢ prawidtowoséci wymagataby sprawdzenia nieskonczenie
wielu przypadkdéw. Zamiast tego formutujemy zbiory aksjomatéow opisujacych
badany obiekt. W zaleznosci od sytuacji aksjomaty te przyjmujemy ,na wiare” lub
dowodzimy w oparciu o jakas szersza teorie. Wtedy reszta pracy matematycznej
staje si¢ dzialaniem $Scistym i formalnym: szukamy dowodu, ze interesujaca nas
prawidlowo$é jest konsekwencja przyjetych aksjomatow. Pytanie tylko, czy taki
dowéd zawsze istnieje, nawet jesli prawidlowosé jest w jakim$ sensie prawdg?

Zanim poéjdziemy dalej w tych rozwazaniach, musimy wprowadzi¢ troche
oznaczen. Konkretne obiekty matematyczne (pastwiska) bedziemy nazywali
modelami 1 oznaczali symbolami M, M’. Przykladami takich modeli sa liczby
rzeczywiste R z operacjami dodawania i mnozenia, oznaczane (R, (+), (+)),

czy liczby naturalne N z tymi samymi operacjami (N, (4+), (-)). Pojedyncze
prawidlowosci matematyczne wyrazajace pewne wlasnosci modeli (jak na przyklad
warunek (a+b)? = a?+2ab+b?) bedziemy nazywali formutami i oznaczali ¢, .

I tak przemienno$é¢ dodawania wyraza formuta ¢ = (Va,y. 4y = y+2x) méwiaca,
ze dla kazdej pary liczb x i y ich suma jest przemienna. Aksjomatyka lub teoria to
nic innego jak pewien zbiér formul I' = {¢q,...}.

Rozwazmy konkretny model M i formule . Jezeli ¢ jest prawdziwa w modelu M,
to oznaczamy ten fakt M = ¢ (méwimy tez, ze M spelnia ¢). W przeciwnym
przypadku formula ta jest falszywa, co oznacza, ze M spelnia jej negacje: M = —¢
(symbol — to symbol negacji logicznej). I tak w kazdym modelu, w ktérym umiemy
dodawaé i mnozy¢, albo istnieje liczba, ktérej kwadrat jest réwny 141, albo

taka liczba nie istnieje. Czyli zawsze albo M = ¢, albo M = —p. Powyzsza
notacje mozemy rozszerzy¢ na zbiory formul: M =T, jedli M = ¢ dla kazdej
formuly ¢ z I'. Relacje = nazywamy relacja semantyczng, bo opisuje ona faktyczne
$wiaty matematyczne — modele.

Opisany powyzej sposéb pracy matematyka dzieli sie zatem na dwa etapy:
w pierwszym formulujemy aksjomatyke I' i przekonujemy sie, ze M = T'; w drugim
probujemy wywnioskowaé interesujaca nas formute ¢ z I'. Wnioskowanie takie
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Rozwigzanie zadania M 1670.

14 = [—(7 +m)] - [-V7],
15 = [r - V7] - [n]

16 = [ - [,

17 = [7 -7 - /7,

18 = [ + 7] - [7]

19 = [(w + =) - 7],

20 =—[—(w+m) 7]

Dowéd twierdzenia 1:

Zal6ézmy, ze istnieje pewien skoriczony
dowé6d P formuty ¢ oparty na

aksjomatach z I'. Wezmy dowolny

model M i zatézmy, ze M |=T'. Przez

indukcje po strukturze dowodu P

wykazujemy, ze wszystkie posrednie
wystepujace w nim formutly réwniez sa
prawdziwe w M. W takim razie M |= ¢.

Schemat konstrukcji z twierdzenia 2:
Rozumujemy przez sprzecznosé,
zakladajac, ze T' I/ . Najpierw

rozszerzamy naszg aksjomatyke do

wigkszego zbioru IV D I'. Robimy to,
dorzucajac do I' kolejne formuty, dbajac,
by na kazdym etapie wciaz zachodzito
I'" I/ . Nastepnie tworzymy tzw. model
syntaktyczny My, ktory ma te wlasnosé,

ze dla kazdej formuty 1) zachodzi

Mo = ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy I'" = 1.
Oznacza to w szczegdlnosci, ze
Mo ET/ DT oraz Mg £ ¢. Czyli T [~ ¢

i mamy poszukiwang sprzecznosc.

Aksjomat wyboru moéwi, ze w kazdej

rodzinie zbioréw niepustych mozna

wybraé po jednym elemencie z kazdego

zbioru. Pomimo swego niegroznego

sformulowania, jego zalozenie implikuje
istnienie réznych ,dziwnych” obiektéw,
jak np. zbioréw niemierzalnych.

to podanie $cistego matematycznego dowodu: pewnego skonczonego obiektu
matematycznego, ktéry na podstawie przyjetych regul wnioskowania i zatozenia z I"
wykazuje p. Gdy taki dowdd istnieje, to piszemy I' F ¢. Zauwazmy, ze ta relacja
nie odwoluje sie do zadnego modelu M — nazywamy ja konsekwencjqg syntaktyczng,
gdyz zaréwno formuly z T, formuta ¢, jak i sam dowdd to w ostatecznosci
skoriczone napisy.

Matematyka nie jest jednak przeciez tylko systemem formalnym, sprowadzajacym
si¢ do przeszukiwania wszystkich mozliwych dowodéw. Pracujac nad interesujacym
nas twierdzeniem, opieramy sie na intuicjach dotyczacych faktycznych modeli.
Oznacza to, ze tak naprawde interesuje nas relacja konsekwencji semantyczne;j:
powiemy, ze ¢ jest konsekwencjqg semantyczng aksjomatéw I' (ozn. T' = ), jesli
kazdy model M, ktory spetnia wszystkie aksjomaty z I', spelnia tez .

Jak zauwazyliSmy powyzej, kazdy konkretny model M musi albo spelniaé¢ dang
formule (M = ¢), albo jej nie spelniaé, co oznacza, ze M = —p. Wlasnosé ta
przestaje by¢ prawda dla powyzszej relacji semantycznej konsekwencji: moze by¢
tak, ze pewna aksjomatyka I' ma dwa istotnie r6zne modele M; i Mo, takie ze
M =T oraz My ET. Moze wtedy istnie¢ pewna formula ¢, ktéra zachodzi

w modelu M7, natomiast jest falszywa w modelu Ms. Wtedy zaréwno T' [~ ¢,

ale tez I' &£ —¢, co oznacza, ze formula ¢ jest niezalezna od T'. Przykladem takiej
sytuacji jest przypadek, gdy I' to standardowy zbidér pieciu aksjomatéw Euklidesa,
za$ @ to tzw. aksjomat Pascha, sformutowany przez Moritza Pascha w 1882 roku.
Fakt, ze sytuacja taka ma czasami miejsce, nie jest moze szokujacy, bo nietrudno
wyobrazié¢ sobie, ze kto§ zapomni o jakims$ dosé¢ istotnym aksjomacie, powodujac,
ze teoria I' pewnych wtasnosci modeli po prostu nie okresla. Jak si¢ p6zZniej
przekonamy, sytuacja jest duzo bardziej powazna, i nie chodzi tu tylko o nieuwage
przy doborze T'.

Naszym celem jest teraz zrozumienie zaleznosci pomiedzy dwiema relacjami
konsekwencji: semantycznej = oraz syntaktycznej . Po pierwsze, reguly, jakich
uzywa sie w konstrukcji dowodéw matematycznych, sa same w sobie poprawne, co
daje nam nastepujace twierdzenie o poprawnosci.

Twierdzenie 1 (o poprawnosci). JesliI'F ¢, to ' = .

Po drugie okazuje sie, ze zachodzi tez twierdzenie odwrotne, wykazane przez Kurta
Godela w 1929 roku.

Twierdzenie 2 (o pelnosci). JesliI' = ¢, to T+ .

Mowi ono, ze jesli pewna wlasnosé ¢ jest prawdziwa we wszystkich modelach danej
aksjomatyki, to musi mie¢ pewien skonczony dowdd.

Powyzsze twierdzenie daje nam duza doze optymizmu: o ile tylko teza ¢, ktora
chcemy udowodnié, faktycznie wynika z przyjetych zalozen I', to musi o tym
zaswiadcza¢ pewien skonczony dowdd, ktéry predzej czy pdzniej znajdziemy.
Optymizm ten jednak jest zwodniczy, o czym moze Swiadczy¢ historia Georga
Cantora. Jednym z gléwnych obiektéw jego badan byla sformutowana przez
niego w 1878 roku Hipoteza Continuum (ozn. ¢cn). Hipoteza ta méwi, ze kazdy
podzbiér X liczb rzeczywistych jest albo przeliczalny (jego elementy daje sie
ponumerowaé liczbami naturalnymi), albo réwnoliczny ze wszystkimi liczbami
rzeczywistymi (istnieje bijekcja pomiedzy X a R). Cantor wlozyl ogromny wysitek
w proby wykazania lub obalenia tej hipotezy. Niestety nie udato mu si¢ osiggnaé
zadnego z tych celéw, co podobno doprowadzilo go do szalenstwa.

Z obecnej perspektywy badania Cantora mozna interpretowaé jako préby
sprawdzenia, czy formula oy jest konsekwencja semantyczna przyjetej
aksjomatyki teorii mnogosci ZFC, czyli aksjomatyki Zermelo—Fraenkla wraz

z aksjomatem wyboru (ozn. I'zpc). Jak sie okazalo, porazka Cantora nie
wynikala z braku jego pomystowosci. Najpierw, w 1940 roku, Kurt Gédel stworzyt
model M; speliajacy aksjomaty I'zpc, w ktérym pcy zachodzi. Oznacza to,

ze I'zrc 1 =, co thumaczy, dlaczego Cantorowi nie udalo sie obali¢ Hipotezy
Continuum. Problem ten zamknal Paul Cohen w 1963 roku, konstruujac przy
uzyciu stworzonej przez siebie metody forcingu inny model, My, spelniajacy
aksjomaty I'zpc. W modelu tym Hipoteza Continuum jest falszywa, co pokazuje,
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Rozwiazania zadan|z artykulu O pewnej
metodzie rozwigzywania réownan
snierozwigzywalnych”.

Zadanie 1.

xe

[VE)

[N

S

€

)

ST

z =2W(1/V2).
Zadanie 2. Niech y = 2 — z. Wtedy
ye¥ = e? i stad y = W(e?), czyli
z=2—W(e?).

Podobnie rozwigzujemy zadanie 3, ktére
jest ogdlniejszg wersjg zadania 2.

Zadanie 4. Postaé¢ réwnowazna rownania
Ine =a+ —
T
to
T b x
In—=—: .
ea ea e(l
Dalej dokonujemy przeksztatcen:

T g,z b
In —e e = —|
e e

In 2 = W(b/e"),

ea

oo Gt tW (/e

*Nawet jesli tych aksjomatéw jest
nieskoriczenie wiele! Stowo
,konstruktywnie” nalezy tu rozumieé
przez opis jaka$ wspolng formuta lub —
bardziej $cidle — przez mozliwosé ich
enumerowania przez program
komputerowy.

ze I'zrc t ocu, czyli ze aksjomaty ZFC nie sa dosé silne, by wykazaé prawdziwosé
Hipotezy Continuum. Czyli hipoteza ta jest od nich niezaleznal

Naturalna reakcja na przedstawiony powyzej obraz sytuacji jest stwierdzenie,

ze podobnie jak pie¢ aksjomatéow FEuklidesa byto ,za stabych”, pozwalajac,

by aksjomat Pascha byl od nich niezalezny, moze réwniez aksjomaty ZFC sa

po prostu ,,zbyt stabe”. Prowadzi to do pojecia teorii zupelnej, czyli takiego

zbioru formul T, ze dla kazdej formuly ¢ zachodzi albo T |= ¢, albo T = —p.
Przykladem takiej teorii moze byé¢ IV uzyta w dowodzie twierdzenia 2, moga byé
aksjomaty niepustego gestego porzadku liniowego bez elementu minimalnego ani
maksymalnego (opisujace (Q, <)) czy tez aksjomaty ciala rzeczywiécie domknietego
(opisujace (R, (+),(+))). Warto moze dodaé, ze ostatni z wymienionych wynikéw byt
uzyskany przez Alfreda Tarskiego w 1931 roku.

Chcac uniknaé¢ probleméw, na jakie natrafil Cantor, mozna by postulowaé, aby
zamiast teorii ZFC przyjac za podstawy matematyki jakas silniejsza teorie,

o ktoérej wiedzieliby$my, ze jest zupelna. Okazuje sie, ze wtedy moglibySmy wrecz
zautomatyzowaé proces sprawdzania prawdziwosci formul. Przeciez skoro I' = ¢
albo I' = =y, to na mocy twierdzenia o pelnoéci réwniez I' - ¢ albo I' - —p.
Wystarczy wiec generowaé kolejne napisy przypominajace ksztaltem dowody

i sprawdzaé, czy przypadkiem dany napis nie jest dowodem, ze ¢ lub ze —¢.
Woéwczas po skoniczenie wielu krokach musimy natknaé si¢ na dowdd jednego z tych
dwoch faktéw i wtedy wiemy, czy ¢ zachodzi!

Podstawowym ryzykiem wzmacniania rozwazanych teorii jest to, ze moga stac sie
wewnetrznie sprzeczne: teoria I' jest sprzeczna, jesli daje sie w niej udowodnié fatsz
(ozn. 1). Twierdzenia o poprawnosci i pelnosci pozwalaja scharakteryzowaé teorie
sprzeczne: I' F L wtedy i tylko wtedy, gdy I" nie ma zadnego modelu (bo w kazdym
modelu M zachodzi M [~ 1). Oczywiscie nie cheieliby$my pracowaé w takiej
teorii, gdyz nie opisuje ona zadnego modelu. W historii matematyki zdarzalo sie¢
juz, ze proponowano sprzeczne rozszerzenia pewnych teorii: na przyklad istnienie
liczby kardynalnej Reinhardta (zaproponowane przez Williama Reinhardta w 1967
roku) okazalo sie sprzeczne z teoria ZFC; wykazal to Herbert Kunen w 1971 roku.
Pokazuje to, ze potrzebna jest spora ostroznos¢ w szukaniu takich wzmocnien.

Niestety sytuacja nie jest tak prosta, jak mogliby$my liczy¢, i niezaleznie od naszej
ostrozno$ci nie mamy szans na znalezienie zupelnej teorii stanowiacej podstawy
matematyki. Wyjasnia to drugie twierdzenie Kurta Gédla z 1931 roku.

Twierdzenie 3 (o niezupelnosci). Jesli teoria I' jest dostatecznie silna, by
zdefiniowad w niej arytmetyke (N, (), (), wszystkie aksjomaty T daje sie
konstruktywnie wyliczac* oraz T jest niesprzeczna, to istnieje formula 1 niezaleina

od T (czyli T W oraz T W= ).

Dowdd tego twierdzenia bazuje mocno na teorii obliczalnosci i mozliwoéci
zakodowania w rozwazanej teorii paradoksu ktamcy — paradoksu, w ktorym
pewien czlowiek wypowiada zdanie: mowigc to zdanie, klamie. I, podobnie jak
w przypadku tego paradoksu, tak skonstruowane zdanie nie moze by¢ ani prawda,
ani klamstwem (falszem). By powyzsze kodowanie bylo wykonalne, konieczna
jest mozliwo$é méwienia w obrebie samej teorii o tym, czy potrafi ona czego$
dowies¢. W szczegblnoéci mozna napisa¢ formule pcon(r) wyrazajaca fakt,

ze T jest niesprzeczna (czyli I't/ L) — formula ta méwi, ze nie istnieje obiekt
arytmetyczny, ktory koduje w sobie skonczony dowdd falszu z aksjomatéw w I
Jak si¢ okazuje, za formutle ¢ ze sformutowania twierdzenia 3 mozna przyjaé
wlasnie pcon(r) — oznacza to, ze zadna dostatecznie silna teoria nie jest
w stanie udowodnié ani obali¢ swojej wlasnej niesprzecznosci!

Warto moze zauwazy¢, ze twierdzenie 3 nie stoi w sprzecznosci z faktem, ze teoria
cial rzeczywiscie domknietych (opisujaca model liczb rzeczywistych z dodawaniem
i mnozeniem (R, (4), (+))) jest zupelna — teoria ta jest zbyt staba, by wyréznié
sposrod wszystkich liczb rzeczywistych liczby naturalne N, wiec nie spelnia
pierwszego z zalozen na temat I'.

Na zakonczenie warto zwréci¢ uwage na bogactwo slownictwa w jezyku polskim:
dzigki rozréznieniu stéw petnosé i zupelnosé dwa twierdzenia Godla nazywaja
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By¢ moze to wlasnie z powodu braku
jasnych $wiatet Izaak Newton piszac swe
dzieto o optyce, opisal $wiatto jako
strumien czasteczek. Interferencje mozna
bowiem wytlumaczyé¢ tylko opierajac sig
na falowej naturze Swiatta.

O uzytecznosci wzoru de Moivre’a
Swiadczy m.in. ponizsza regulka,
pozwalajaca zapamieta¢ wzory
trygonometryczne dla sumy katow:

cos (a + B) + isin (a4 B) = ettiP =

= (cos o + isina)(cos B + isin B) =

= cosacos B — sinasin 8 +

+ i(cos asin B + sin a cos B). Poréwnanie
osobno czesci rzeczywistej i urojonej daje
wspomniane wzory.

®,41 — P, = kasinb

+ e

n n+1
Z wzoru de Moivre’a wynika tez
e’ — e ' = 2isin . Obserwator nie

rejestruje jednak pola elektrycznego E,

a natezenie promieniowania
proporcjonalne do usrednionego po czasie
kwadratu rzeczywistej czesci pola

I ~ ((Re E)?). Skoro po czasie T/4
rzeczywista i urojona czes$¢ ® zamieniaja
si¢ rolami, to

((Re E)?) = (Im E)?) = 1(|E[2) = const,
gdzie ostatnia réwno$é wynika z faktu, ze
modutl jedynego czynnika zmiennego

w czasie to |e'“?|? = 1 = const z jedynki
trygonometrycznej.

si¢ twierdzeniami o pelnosci i niezupelnosci. Sytuacja ma sie inaczej w jezyku
angielskim, gdzie twierdzenia te nazywaja si¢ Gddel’s completeness theorem oraz
Gaodel’s incompleteness theorem, sugerujac, ze Godel zwariowal i raz udowodnit
completeness, a kolejnym razem incompleteness.

Podsumowujac, o ile w konkretnym modelu zachodzi albo M = ¢, albo M = -,
to w przypadku teorii moze sie zdarzy¢, ze T’ £ ¢ oraz I' £ —p. Co gorsze,
wszystkie dostatecznie silne teorie maja takie zdania niezalezne — pochodza one od
pomystowego kodowania w danej teorii paradoksu kltamcy i wykorzystania narzedzi
z teorii obliczen. Oznacza to, ze zawsze musimy sie liczy¢ z tym, iz rozwazana
formuta moze lezeé¢ na tej ,,ziemi niczyjej”: nie da sie jej ani udowodnié, ani obalié.
Z drugiej strony, nasza sytuacja jest tak dobra, jak tylko w tych warunkach moze
by¢: jesli tylko dana formula ¢ jest konsekwencja I' we wszystkich modelach, to
predzej czy pdzniej znajdziemy na to dowdd.

Przez firanke, czyli jak odkryto pulsary
Aleksander SCHWARZENBERG-CZERNY*

Gdy zapada zmrok i za oknem zapalajg sie Swiatla, warto spojrzeé¢ na odlegla
latarni¢ przez gesta firanke lub polprzezroczysta zastone, rozpostartg oburacz
prostopadle do kierunku widzenia. Obraz latarni rozpadnie si¢ na konstelacje
Swiatetek roztozonych w kratke, zorientowana réwnolegle do nitek materiatu.
A teraz przysuwajac jedna z rak nieco blizej twarzy ustawmy material skosem
do kierunku patrzenia: Swiatetka zaczynaja sie rozsuwaé. Zaraz, zaraz, przeciez
(pionowe) nitki widziane pod katem sa ulozone blizej, wiec skad rozsuniecie?

Dyfrakcja $wiatla ze Zrédel punktowych. Sinusoidalng fale Swiatla,

a dokladniej wektor pola elektrycznego F o amplitudzie Ey, wygodnie jest
przedstawié¢ za de Moivre’em jako E = Epe'® = Ey(cos @ + isin @), gdzie

faza fali ® zalezna od czasu t i polozenia [ w kierunku rozchodzenia sie fali to
D(t, 1) =27(t/T — I/X\) = wt — kl. Stale T i X to okres i dlugosé fali, w = 27/T
ik =2m/) to czesto$é kolowa i liczba falowa, a predkosé fali ¢ = /T = w/k.
Przez i oznaczamy urojong jednosé i2 = —1 i tylko czedé rzeczywista rozwigzania
(niezawierajaca ¢) traktujemy jako prawdziwa fale. Rozpatrzmy teraz N
identycznych zrédet fali roztozonych wzdhuz linii prostej w odstepach a. Jesli
oscyluja one w fazie, ale patrzymy na nie z oddali pod katem 6 wzgledem
prostopadtej, to réznica drogi do obserwatora pomiedzy sasiednimi zrédtami bedzie
| = asin @, a odpowiednia réznica fazy to

(1) D, — P, = ¢ = kasiné.

Zatem obserwowana suma pol elektrycznych to

N-1 1
, . o 1 —eiNo . sin (N¢/2)
9 E—-E iy § ing _ p 1’1’17_ - E i(®1+N@/2—9/2)
. " n—=0 ‘ A 0 sin (¢/2)

gdzie ®; to obserwowana faza pierwszego zrodla. Obliczajac sume, skorzystaliSmy
ze wzoru na sume ciaggu geometrycznego. Latwo go rowniez wykazaé¢ indukeyjnie,
bowiem po dodaniu kolejnego wyrazu i sprowadzeniu do wspdlnego mianownika
dostaniemy wyrazenie dla N + 1 zrodetl. Przyjmujac za jednostke natezenie pola
dla 6 = ¢ = 0, otrzymujemy

_ sin? (N9/2) sin® (A0/2)
(3) L) = N (9/2) EET (AD/2)2

a =D = const

Funkcja I opisuje natezenie Swiatla w obrazie dyfrakcyjnym od N spéjnych
(zgodnych w fazie) zrédel, na przyklad za ukladem waskich szczelin o§wietlonych
Swiattem lasera lub odlegtej lampy. Dla ¢ = 0 sinusy mozna zastapié¢ ich
argumentami i widaé, ze natezenie osiaga maksimum gtéwne I;(0) = 1. Graniczny
rozklad Is po prawej stronie odpowiada dazacej do nieskoniczonoéci liczby zrodet
N — oo umieszczonych w przedziale o ustalonej szerokosci const = D = Na,

czyli przy a i 6 dazacych do 0. Sinus w mianowniku mozna wtedy zastapié¢ jego
argumentem: oznaczajac réznice skrajnych faz A® = N¢ = Nkasinf = kD sin6,
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otrzymujemy wynik dla I>. Przykladem moze by¢ granica dla N stykajacych sie
szczelin, czyli otwér o szerokoéci D. Z I i A® = 0 wynika maksimum gléwne
o wysokosci 1 i szereg maksimow pobocznych o szybko malejacej wysokosci.

Wzér dla skoniczonego N pokazuje tez, ze wartosci I; powtarzaja sie

z okresem 27, zatem kolejne maksima gléwne, odpowiadajace na ekranie jasnym
prazkom dyfrakcyjnym, pojawiaja si¢ dla faz ¢, = kasin@ = m2x, |m|=0,1,2,...
gdzie m jest nazywane rzedem maksimum. Jesli ka/(27) = a/A > 1, to dla

|m| < a/X prazki dyfrakcyjne pojawiaja sie dla tak malych 6, ze sin 6 ~ 0,

a ich polozenia odpowiadajace katom 6,, ~ ¢, /(ka) = 2rm/(ka) = mA/a sa
rozmieszczone prawie w réwnych odstepach ¥ = A\/a. Pomiedzy nimi jest N — 1
malych maksimdw pobocznych (wtdrnych) rozdzielonych kolejnymi zerami licznika,
o natezeniu szybko malejacym w miare oddalania si¢ od maksimum gléwnego.
Szerokos¢é maksiméw gtownych okreslona odlegloscia sasiednich zer licznika wynosi
o =2A/(Na) =2X\/D. Dla m 2 a/(3\) zmiany sin 6 sa mniejsze od zmiany kata,

i uktad prazkéw zaczyna sie¢ wyraznie rozciagaé. Analogiczne rozwazania stosuja
sie¢ do pojedynczego otworu o szerokosci D, w szczegdlnosci szeroko$é maksimum

W praktyce nie ma idealnych zrédet gléwnego jest tez o = 2)\/D
punktowych, jesli jednak rozmiar d Zrédtla

jest dos¢ maly, d < a/m, to réznica faz A co sie stanie, jesli prawie plaska fala od lam ada pod katem [ na plaszczyzn
promieniowania z jego réznych punktéw € ) p p Py b p q 5 p YZne

jest znacznie mniejsza niz 27, a ich szczelin? Wtedy wystarczy we wzorze (1)) zastapié¢ sin @ przez sin 6 — sin 3,

wklady dodajg si¢ prawie w tej samej wskutek czego obraz prazkéw na ekranie przesunie sie tak, by zerowej réznicy faz
fazie. Ponadto, o ile takimi Zrédtami . . .. . . . .

moga by¢ dosyé waskie szczeliny, to by odpowiadal kat 6 = 5. Natomiast zmieni sie odstep miedzy prazkami, bowiem
Zapewilié Zgodnoéi fa}b(Zy}tfzebadje teraz ze zmiana 06 sinus zmienia sie wolniej z katem, co formalnie mozna zapisaé,
oswietli¢ prawie ptaska falg padajgca so s . . . . PR e

2 dokladnie prostopadiego kierunku, np.  T0Zniczkujac |sin’ 866| = cos B[060] < |66]. Prosciej jednak zauwazy¢, ze identyczne
spéjnym $wiattem lasera. Jesli jednak przesuniecie faz uzyskamy, ustawiajac szczeliny w ptaszczyznie prostopadtej do
uktad szczelin o szerokosci D = Na swietleni 1 . s e s dlestodci ﬁ ti. takiei iak ich .
ofwietla lampa o rozmiarze L oswietlenia przez lampe i gescie], w odleglosci acos 5, tj. takiej jak ich pozycje
umieszczona w odleglosci R, to réznica rzutowane na plaszczyzne prostopadla do wiazki §wiatta lampy. Odpowiada to

skrajnych katéw padania jest okoto owiekszonej separacji obrazéw interferencyjnych = \/(acos pM co
a =~ (L 4+ D)/R. Swiatto lampy jest p ¢ ] S€p J yany (/B) /( ﬁ) > (0)’

praktycznie spéjne, o ile w stozku o kacie WYjasnia obserwacje zza ustawionej skoénie firanki. Trzeba tylko zauwazy¢, ze
rozwarcia « fala kulista rézni si¢ od zamiast $ledzenia prazkéw wzdluz ekranu nieruchome oko obserwatora widzi prazki
plaskiej o mniej niz A\/2, czyli . ’ . C 1. . .

od kolejnych ukltadéw nitek widzianych pod rosnacym katem 6. Takie ewolucje

A/2> R — Rcos (a/2) = Ny . A . . . ..
CRO—(1-a/8+...)) prazkéw mozna objaéni¢, jedynie odwotujac sie do dyfrakeji i interferencji fal.
korzystajac z rozwiniecia cosinusa dla

) : Dyfrakcja na otworach i zasada nieoznaczonosci. Jak wiadomo, swiatto
malych katéw, skad dalej )

R > (L + D)?/(4)). Jedli lampa jest wykazuje nature zaréwno falowa, jak i czasteczkowa. Planck zauwazyl, ze
wicksza lub znajduje si blizej, czyli widmo promieniowania w réwnowadze termicznej da si¢ wyjasnié, przyjmujac,
ostatnia nieréwno$é nie jest spelniona, to o, . A 3 . .

$wiatlo pochodzace od réznych szczelin ze $wiatlo transportuje energie w porcjach E = hv = he/), gdzie h to stala
nie bedzie w fazie, co spowoduje Plancka. Potwierdzil to Einstein, wskazujac, ze w zjawisku fotoelektrycznym

dodatkowe réwnomierne o$wietlenie . .. L. . .
ekranu, a w skrajnym wypadku catkowicie Pojedyncze elektrony sa wybijane z oSwietlonej fotokatody, ale tylko gdy energia

zakl6ci prazki interferencyjne. porcji $wiatla (zwana fotonem lub kwantem) przekracza energie wiazania
elektronu W w materiale, czyli dla hv > W. Jak jednak fala moze by¢ czastka?
Nieporozumienie bierze sie z wyobrazenia $wiatla jako fali ptaskiej Epe’®.

Taka fala jest nieskonczona, a zatem nierealistyczna: przy stalym natezeniu
niostaby nieskoniczona ilo$¢ energii. Rzeczywiste zrédla swiatta maja skonczona
energie — w przypadku swiatla to moga by¢ pojedyncze atomy. Wysylaja one
zatem porcje $wiatta w skoficzonym czasie, 7 ~ 1078 s, i o skorficzonej energii.
Analogicznie po wrzuceniu do stawu kamienia do odlegtej trzcinki dociera
paczka kilku/kilkudziesieciu grzbietéw i potem fala zanika. Podobnie prosze
sobie wyobraza¢ kwant Swiatla. Jaki jest zatem zwiazek z czastkami? Mechanika
kwantowa poucza, ze nie mozna rownoczesnie wyznaczy¢ z dowolna dokladnoscia
polozenia z i odpowiedniej sktadowej pedu czastki p,., bowiem ich niepewnosci
spelniaja warunek Az Ap, > h/(47). Polozenie fali/fotonu przechodzacego

przez uklad szczelin jest okredlone z dokladnoscia Az = +D/2. A co wiadomo

o0 jego pedzie? Energia czastki to w ogdlnym przypadku E = \/(pc)? + (mc?)2.
Foton jest czastka bezmasowa (masa spoczynkowa m = 0), zatem F = pe, czyli
Zgubiony czynnik 27 w nieoznaczonosci p = E/c= h/\. Jednoczesnie kierunek fali za szczelinami ma rozrzut katowy

ﬁ% ﬁg;n;f/j ;Cgifc“lwgilcki \f/rig:(lel‘] ItlllJZC /2 = £A/D. Odpowiada to niepewnosci kierunku wektora p wynikajacego

miarg, jest ﬁtwiejsza o W}},?maczeni'a 12 rozrzutu jego poprzecznej sktadowej Ap, = po/2 = (h/\)(A\/D) = h/D. Mamy
maksymalna szeroko$¢ prazka (100% zatem Az Apa: = (D/Q) (h/D) = h/2

natezenia w nim), a u Heisenberga
igfﬁé“gg}yf igi;zf:ifjjfgﬁéﬁocgfgﬁje A co sie stanie, jesli w przypadku szczeliny sa szerokie? Wtedy natezenie
prazka. prazkéw I; bedzie dodatkowo modulowane natezeniem kazdej ze szczelin w tym
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Jak interferencja dziala w dwéch
wymiarach, mozna obejrzeé¢ na obrazkach,
uruchamiajgc program w Pythonie do
pobrania z users.camk.edu.pl/
alex/papers/siatka.tgz.

Druga réwnos$é w sugeruje zatem, ze
w dalszej odleglosci za szczelinami pole
elektryczne mozna wyrazié¢ przez
2-wymiarowa transformate Fouriera
funkcji potozeri ©, a odpowiednie
natezenie $wiatla, czyli kwadrat jej
warto$ci bazwzglednej, to widmo mocy
w 2 wymiarach.

Ruchy powietrza znieksztalcajg obraz
gwiazd (réwniez ich widma
spektroskopowe). Aby poradzié sobie

z tym problemem, astronomowie w czasie
obserwacji duzymi teleskopami
wykorzystujg tzw. ,,optyke
adaptatywna” — dostosowuja ksztalt
lustra teleskopu do obserwowanych
znieksztalcen, korygujac (wyostrzajac)
w ten sposéb obraz obserwowanej
gwiazdy. Odpowiednie znieksztalcenie
lustra oblicza sig¢, obserwujac wigzke
lasera wystrzelong specjalnie w tym celu
w niebo. Tworzy ona na niebie sztuczna
gwiazde, ktorg obserwujemy za pomoca
teleskopu. Doskonale wiemy, jak taka
»laserowa gwiazda” powinna wygladac.
Dlatego astronomowie sg w stanie
wskazaé znieksztalcenia spowodowane
przez drgania powietrza i na tej
podstawie odpowiednio dostosowaé
zwierciadlo teleskopu, aby im
przeciwdziataé.

kierunku:

4 sin?(A®/2) sin?(N¢/2)

4) (A®/2)2 NZsin%(¢/2)

Kontrola poprawnosci moze by¢ rozpatrzenie pustego otworu: uktadu szerokich
szczelin o odstepie rownym ich szerokosci, czyli dla A® = ¢. Wzér przeksztalci
si¢ na wzor dla I, ale — jak nalezalo oczekiwaé — dla réznicy faz A® = N¢
odpowiadajacej szerokosci D calego otworu. W przypadku uktadu prostopadtych
szczelin, takiego jaki tworza nitki, musimy wprowadzi¢ dwa katy w prostopadlych
kierunkach, 6 i n, i uwzglednié modulacje w obu kierunkach: I,(6,n) = I5(68)I3(n).

I3(0) = 12(0)11(0) =

W szczegdlnym wypadku duzego kwadratowego otworu o boku d réwnolegta

wiazka zacznie sie rozbiegaé pod katem o = 4w /(kd) = 2)\/d, co determinuje
rozdzielczos¢ katowa obrazu tworzonego przez optyke za taka przestona. Jesli,

jak w teleskopach i kamerach, otwér jest okragly, o Srednicy d, kat rozbieznosci
bedzie wigkszy, bo nie cala szerokosé daje pelny wktad do obrazu interferencyjnego.
Obraz interferencyjny to centralne kotko i otaczajace je pierécienie, opisywane
odpowiednia funkcja Bessela, a rozdzielczo$é obrazu to o ~ 2,44\ /d rad.

Wzér (2) mozna tez zapisaé jako

N-1

E(k) _ Eoez@o Z ei(<I>n—<I>u) _ E()Z@(I‘)eikr,

n=0

()

gdzie ®,, = kr,, — wt, r,, to wektor polozenia n-tego zrédla, a k jest wektorem
falowym o dlugosci k = 27/A i kierunku ku obserwatorowi pod katem 6 do
prostopadtej do ptaszczyzny zrédel. Korzystajac z takiej definicji, mozna za
pomoca komputera obliczy¢ warto$é sumy dla duzej liczby Zrédet rozmieszczonych
w jednym lub dwéch wymiarach. Jesli sa one rozmieszczone gesciej niz

w odlegtosci A, to w przyblizeniu pokaza obraz interferencji Swiatta réwnomiernie
o$wietlajacego jeden lub kilka otworéw skonczonej wielkosci. W drugiej

rownosci funkcja © przyjmuje wartosci 0 lub 1, gdy wektor r wskazuje,
odpowiednio, przestone lub otwér/Zzrédlto. W tym drugim przypadku sumujac,
zaktadamy, ze r przebiega gesto roztozone wartosci w caltej plaszczyznie szczelin
czy otwordéw, przyblizajac catke po tej plaszczyZnie.

Sposoby wykorzystania dyfrakcji i interferencji $wiatta. Przy stalym
kierunku oéwietlenia zmiana dtugosci fali A réwniez spowoduje przesuniecie
kierunku maksimum interferencyjnego. Wtasnie tak dzialaja siatki dyfrakcyjne
rozszczepiajace $wiatto na barwy, podobnie jak pryzmaty. Zaleta siatek jest
bardziej réwnomierne rozszczepienie (rozdzielczosé) w réznych barwach. By
uzyskaé¢ wysoka rozdzielczo$é (mala szeroko$é maksiméw), astronomowie uzywaja
siatek o rozmiarach siegajacych 30 cm x 80 cm, pracujac w wysokich rzedach m
dochodzacych do kilkudziesieciu (gdzie m jest rzedem maksimum). Wtedy jednak
widma sasiednich m o podobnych dlugoéciach fal naktadaja sie na siebie. By tego
uniknaé, stosuje si¢ drugi element nieco rozszczepiajacy wiazke $wiatta poprzecznie
do siatki, co powoduje utozenie widm dla kolejnych m jak wiersze w ksiazce.

Taki ksztatt widma odpowiada wspodtczesnym detektorom elektronicznym i np.

w czesci optycznej umozliwia pokrycie duzego zakresu, od 0,4 nm (kolor niebieski)
do 0,8 nm (bliska podczerwien) przez widmo obejmujace okoto 40 rzedéw, przy
detektorze o boku 4000 pikseli, rozciagajace si¢ na 160000 pikseli.

Typowa kamera telefonu ma otwoér o $rednicy rzedu 1 mm. W Swietle widzialnym
0o A =0,55-10"% m jej rozdzielczo$é¢ dyfrakcyjna to o ~ 0,0013 rad ~ 4 minuty
katowe. W przypadku typowego telefonu matryca o boku 4000 pikseli i polu
widzenia kamery rzedu 30 stopni daje rozmiar katowy piksela 0,45’ zatem
dyfrakcja istotnie ogranicza jako$¢ obrazu. W przypadku teleskopu Hubble’a

o $rednicy 2,5 m, obserwujacego w analogicznej dlugosci fal, odpowiada to 0,1,
podczas gdy atmosfera zwykle ogranicza rozdzielczo$é nawet najwiekszych
teleskopéw ziemskich do 1”, co odpowiada rozszczepieniu wigzki $wiatla
wskutek obecnosci konwekcyjnych wiréw na niespéjne wiazki Swiatta o srednicy
rzedu 25 cm. Astronomowie (oraz wojskowi podgladajacy satelity z Ziemi)
poprawiaja wiec obrazy za pomoca aktywnej optyki. Analogiczne wzory

stosuja sie dla fal biegnacych w odwrotnym kierunku, wystarczy tylko w nich
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Czy wystarczy jedna czwérka?

Zmieniajac elektronicznie opdznienie
fazowe od anten, mozna zmieniaé

kierunek antenowych listkéw, nie

ogladajac si¢ na obrét Ziemi. Tak wlasnie
dziataja nadawcze i odbiorcze anteny

radaréw z przelgczaniem fazy.

W odréznieniu od dawnych czasz sg one
plaskie. Najwigksze nieruchome anteny do
Sledzenia pociskéw balistycznych miaty
150 m wysokosci i 700 m szerokosci.

zmieni¢ znak czasu. Taka rozdzielczo$¢ to jednak wciaz za mato, by zmierzyé
Srednice katowe gwiazd. W obserwatoriach Paranal w Chile i Mauna Kea na
Hawajach sumuje sie zatem $wiatto z wielu teleskopéw odlegtych od siebie

0 D~100 m i rejestruje powstaly obraz interferencyjny. Taki obraz odpowiada
interferencji $wiatla przechodzacego przez szczeliny w odlegtosci D, zatem pozwala
poprawi¢ dyfrakcyjna rozdzielczos¢ katows najwiekszych teleskopow o czynnik

co najmniej 10. Podobnie jak poprzednio, z powodu niestabilnosci atmosfery
procedure trzeba powtarzaé¢ wielokrotnie w kazdej sekundzie i dopiero usrednienie
wielu takich obrazéw daje rozdzielczo$¢é wynikajaca z dyfrakeji/interferencji. W ten
sposéb zmierzono Srednice kilkudziesigeciu gwiazd.

Z uwagi na obrét Ziemi przesuniecie fazowe miedzy teleskopami ulega zmianie,
zatem kumulujac wyniki otrzymane w ciagu kilku godzin, dostajemy obrazy
dyfrakcyjne z kilkudziesieciu réznych pozycji teleskopéw, tak jakbysmy obserwowali
przez dwuwymiarowa przestone z kilkudziesigcioma otworami. W ten sposéb dla
najwiekszych gwiazd (np. Betelgezy, o Ori) poprzez komputerowe ,,odkrecenie”
obrazu dyfrakcyjnego mozna takze uzyska¢ obraz o$wietlajacego zrodia
(odpowiedni algorytm to odwrotna transformata Fouriera w dwoch wymiarach).
Taki sposéb obserwacji nazywa si¢ synteza apertury. Teleskopy biorace udziat

w obserwacjach nie zbieraja wiecej $wiatla, ale uzyskana pelniejsza informacja

o przesunieciach fazowych daje rozdzielczosé obrazu taka jak dla lustra o rozmiarze
poréwnywalnym z D. Jako$¢ ostatecznego obrazu zalezy od stopnia wypelnienia
obszaru powierzchni prostopadtej do kierunku zrédla przez rzuty kolejnych polozen
teleskopow na te powierzchnie.

Interferencja fal radiowych. Gdy jednak obserwator jest daleko od firanki,
widzi tylko to promieniowanie, ktére pada na ekran w waskim zakresie 0, czyli
albo maksimum, albo prawie nic, w zaleznosci od jego polozenia wzgledem
prazkéw interferencyjnych. Nawet niewielkie przesuniecie Zrodta oswietlajacego
szczeliny o kat o spowoduje, ze jego jasny obraz w maksimum zniknie. Jesli
oswietlenie pochodzi od kosmicznego zrédla radiowego, to szczeliny mozna
zastapi¢ dipolowymi antenami odbiorczymi, a interferencje uzyskaé¢ w ukladzie
elektrycznym sumujacym odbierane oscylacje napiecia. Poniewaz przewody od
anten beda réznej dlugosci, nalezy je potaczy¢ poprzez elektroniczne uktady
opdzniajace, tak by sumowaé sygnaly w zgodnej fazie. Wlasnie tak zostal
zaprojektowany radioteleskop IPS, zbudowany w 1967 roku w Cambridge jako
dwuwymiarowa siatka 4096 dipoli czutych w dlugosci fali 3,5 m, rozmieszczonych
na polu o powierzchni 1,6 ha. Gdy radioteleskop ten obracal sie wraz z Ziemia,
kierunki odpowiadajace kilkunastu kolejnym maksimum interferencji (tzw. listki
antenowe) omiataly wiekszo$¢ nieba, rejestrujac kolejne kosmiczne zrédla.

Jego aparatura przeznaczona do rejestracji szybkiej scyntylacji plazmy
miedzygwiazdowej zarejestrowala pierwszy pulsar radiowy (CP 1919, teraz
oznaczony PSR B1919+21), z okresem impulsu 1,337 sekundy i szerokoscia
impulsu 0,04 sekundy. Odkryte péZniej pulsary maja okresy nawet kilkaset razy
krétsze. Jesli za regularny sygnal odpowiada rotacja, to kazda ,normalna” gwiazda,
nawet tak niewielka jak bialy karzel (promienn ~5000 km), zostalaby rozerwana
przez site odérodkowa, zatem detekcja pulsarow byla w istocie odkryciem gwiazd
neutronowych o masie nieco wiekszej od Stonica, ale promieniu zaledwie ~10 km.

Drgania fali $wiatta sa tak szybkie, ze zadna elektronika za nimi nie nadaza, zatem
synteze apertury trzeba przeprowadzaé, sumujac interferujace wiagzki swiatla

w czasie rzeczywistym. Fale radiowe oscyluja natomiast znacznie wolniej, zatem
mozna po prostu wielokrotnie w kazdym cyklu rejestrowaé natezenie zmiennego
pola elektrycznego w antenie, o ile dysponujemy zegarem o stabilno$ci lepszej

niz okres fali w calym czasie obserwacji. Stosujac zegary atomowe, mozna takie
obserwacje prowadzi¢ przez kilka tygodni za pomoca radioteleskopéw na réznych
kontynentach. Dopiero w dedykowanych komputerach, tzw. korelatorach, dodaje
si¢ zarejestrowane oscylacje pola elektrycznego i aplikuje transformate Fouriera,
co dla D~10000 km i A~10 cm pozwala na sporzadzenie obrazéw radiowego
nieba z rozdzielczoscia o ~ 0,005”. Niedawno opublikowany pierwszy w historii
obraz czarnej dziury M8T* zostal sporzadzony wlasnie w ten sposéb, dla mikrofal
radiowych A = 1,3 mm.
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Zyclie na Wiriom

ZY \~u®120

Wirusologia jest integracjq wielu nauk, zadziwiajgcq
dla wiedzgcych i przerazajgcg dla niepoinformowanych.

Zacznijmy zatem od definicji wirusa. Wirusami nazywamy wewnatrzkomérkowe
pasozyty zawierajace material genetyczny DNA lub RNA, otoczony plaszczem

biatkowym, czasem blona. Wirusom brak umiejetnosci syntezy biatek i bton.
Bytujace w zywych organizmach tworza ich wiriom. Wiemy o wirusach coraz
wiecej, czemu sprzyja wspolczesna pandemia. Sg wszedzie, we wszystkich
gatunkach, w ogromnych ilosciach: w 1 litrze przybrzeznej wody morskiej
znajduje si¢ wiecej wiruséw bakteryjnych niz ludzi na planecie. Uwaza sig,

ze cale zycie ziemskie jest uwarunkowane trwaniem wiruséw, poniewaz sa
wiodaca sita w cyklach geochemicznych i biologicznych. Nie wiemy, ,,jak

sie zaczely”, to dziwne twory — zywe, gdy w komérkach, martwe poza nimi.
Hipoteza ,$wiata RNA” pierwotnych no$nikéw informacji genetycznej,
dopuszcza powstawanie wiruséw na bardzo wczesnych etapach narodzin zycia.
Znamy od wielu lat pojecie mikrobiom, w szczegdlnosci ludzki. To zespdt
mikroorganizmoéw mieszkajacych w naszym ciele. Dtugo nie zauwazanych,
potem utozsamianych z zagrozeniem. To miliardy bakterii, drozdzy, gtéwnie

w przewodzie pokarmowym lub na skorze. Czes$¢ z nich jest nawet niezbedna dla
zachowania zdrowia. Nie tak dawno, wraz z rozwojem i przyspieszeniem badan
genomoéw, dowiedzieliSmy sig, ze ludzkie cialo dopuszcza do koegzystencji, nie
zawsze wrogiej, takze wirusy.

Wirusy wolne lub kolonizujace nasze bakterie
(bakteriofagi) to nasz wiriom. Na czlowieka przypada
blisko 380 bilionéw wiruséw, czyli 10 razy wiecej niz
bakterii. Wiele wiruséw przechodzi przez nas (np.
wirusy rolinne w pozywieniu), cze$¢ nazwaltabym
,stacjonarnymi”, istniejacymi, ale bez naruszania
naszego zdrowia. Strukturalnie kompetentne wirusy
nosimy w jamie ustnej, jelitach, na skérze, w uktadzie
oddechowym, w moczu i krwi, takze w ptynie
mézgowordzeniowym, w plynie stawowym, w mleku.
Niemowleta zaczynaja ,,gromadzi¢” swoj wiriom

zaraz po narodzinach, z wiekiem jego sktad stabilizuje
sie. Najczesciej mamy $wiadomosé istnienia wiruséw
chorobotwoérczych. Nic dziwnego: na wirusowe choroby
dolnego ukladu oddechowego (2017 rok, przed pandemia)
umieralo rocznie na Swiecie ponad 2 mln ludzi, na
AIDS 0,9 mln, na wirusowe zapalenie watroby typu B —
126 tysiecy. Wedlug aktualnych danych (23 lutego)
dotyczacych koronawirusa na $wiecie zakazonych
zostalo okoto 112 mln oséb, zmarto okoto 2,5 mln, nieco
ponad 2%.

Wirusy sa bardzo réznorodne pod wzgledem rozmiaréw,
ksztaltow, sktadu molekularnego, gospodarzy i cykléw
zyciowych. Ten, ktory staje sie sktadnikiem naszego
wiriomu, pozostanie w nim na zawsze: nie mozna

sie wyleczy¢ z choroby wirusowej (co powszechnie
wiadomo np. w przypadku opryszczki). Wirusy replikuja
material genetyczny wedlug jednego z siedmiu wzorcéw.
Wszystkie cykle replikacji musza osiggnaé etap mRNA
wykorzystywanego dalej dzigki komérkowemu
mechanizmowi syntezy biatka. Tu je mamy!

Ta intymna relacja komérek i wiruséw skutkowalta

w przeszlosci taczeniem sie obu genomoéw, czego $lady
znajdujemy i obserwujemy do dziS. Sa wspolczesne
wirusy (np. HIV), ktére w cyklu zyciowym przechodza
etap wlaczenia swojego DNA do DNA komorki
ludzkiej. DNA wirusowy moze trwac i replikowaé
razem z genomowym. W okreslonych warunkach DNA
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wirusa zostaje wyciety i rozpoczyna sie cykl infekcyjny.
Moze doj$é do pomylek i np. fragment genomu wirusa
pozostanie trwale w genomie gospodarza albo tez wirus
»brzenoszac” sie do nowej komérki, zabiera ze soba
fragment genomu gospodarza. Latwo to bylo wykazaé
na przykladzie bakteriofagéow, kiedy fag przenosi do
nowej bakterii gen nadajacy jej odpornos$¢ na antybiotyk.
Transfery fragmentéw genoméw wplynely w ciagu
milionéw lat na ewolucje genoméw i gatunkéw. Obecnie
genom ludzki niesie w sobie okolo 8% sekwencji DNA,
dzi$ nieaktywnego, kiedys nalezacego do wymartych

juz wiruséw. Do integracji zapewne dochodzito przed
uformowaniem si¢ gatunku Homo sapiens.

Wiriomy réznych czedci ciata tego samego czlowieka
r6znig si¢ skladem, za to okoto 25% podobienistwa
znajduje sie u 0s6b niespokrewnionych, ale razem
mieszkajacych (wspdlne miejsca kontaktéw, tazienki,
kuchnie). Istotnie — cho¢ nie wiadomo jeszcze

dlaczego — r6znia si¢ wiriomy mezczyzn i kobiet.

Uklad immunologiczny zdrowego czlowieka ogranicza

i kontroluje liczbe wiruséw; u pacjentow przyjmujacych
leki immunosupresyjne liczebnos¢ wiruséw wzrasta. Moze
to prowadzi¢ do wspolistnienia zakazen bakteryjnych

i wirusowych. Widzimy to w obecnej pandemii, z czesto
towarzyszacym bakteryjnym zapaleniem ptuc, zdarza
sie tez jednoczesne wystapienie grypy (wirus). Czy
mozna by wykorzysta¢ wirusy dla naszego pozytku? Dzis
na ten temat wiemy niewiele. Nadzieje terapeutyczne
budza bakteriofagi towarzyszace ludzkim bakteryjnym
patogenom (zamiast terapii antybiotykami). Ostrozni
badacze glosza, ze gdybysmy nauczyli sie¢ panowac

nad szkodliwymi dla cztowieka wirusami, to by¢

moze moglibyémy odkry¢ nowe terapeutyczne uklady
kilkusktadnikowe. .. Tymczasem, w obliczu wirusowej
pandemii, taki cel wydaje sie odlegly i na pewno nie
najpilniejszy do realizacji.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)



Klub 44 M

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2021

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
805 (WT =1,61) i 806 (WT = 1,80)

z numeru 9/2020

Janusz Olszewski Warszawa
Marek Spychata Warszawa
Tomasz Wietecha Tarnéw
Jakub Wegrecki Krakéw

Marcin Malogrosz Warszawa
Pawet Burdzy Warszawa
Jerzy Cisto ‘Wroctaw

Nowicjuszem nie jest (!) zaden z trzech
Panéw: Janusz Olszewski (po raz 21),

46,84
46,39
45,86
41,76
41,65
41,58
33,45

Marek Spychala (po raz 3), Tomasz

Wietecha (po raz 13). Pigknie! Tak dalej!

Serdecznie gratulujemy!

Zadania z matematyki nr 819, 820
Redaguje Marcin E. KUCZMA

819. Niech n bedzie ustalong liczba naturalna. Tréjkat réwnoboczny

o boku dlugosci n zostal podzielony (prostymi réwnoleglymi do bokéw) na

n? tréjkacikéw o boku 1. Rozwazamy ciagi kolejno przylegtych tréjkacikéw,

z ktérych zaden nie powtarza si¢ (tréjkaciki przylegle maja wspélny bok).

(a) Wyznaczy¢ najwieksza mozliwg liczbe tréjkacikéw w takim ciagu.

(b) Czy i jak zmieni si¢ wynik, jesli dodatkowo zazadamy, by ostatni tréjkacik
przylegat do pierwszego?

820. Udowodni¢ nieréwnosé¢ dla liczb dodatnich a, b, c:
a? n b? + c? S 3
b2+bc c2+ca a2+ab” 2’
Zadanie 820 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2020
Przypominamy tres¢ zadan:

811. Funkcja f: R — R ma t¢ wlasnos$¢, ze kazda z funkeji g(z) = xf(z) oraz h(z) = 2f(2z) — f(z)
ma granice 0 przy « — 0. Czy stad wynika, ze takze funkcja f ma granice O przy  — 07

812. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 iloczyn H (21" — 2) dzieli si¢ przez nl.

k=2
811. Odpowiedz: tak. Dowdd: dla x # 0 niech H(x) oznacza kres gérny wartosci |h(t)|,
gdy 0 < [t] < |z|. Skoro limg 0 h(z) = 0, zatem takze lim,_,o H(xz) = 0. Z okreslenia
funkcji g i h wynika zwiazek g(2t) — g(t) = th(t). Dlatego

x x x x, (T x
o(r) = Z(g(zm) ‘g(ak)> +o(5e) = 2 5e(5r) +o(50)
k=1 k=1
dla kazdej liczby naturalnej n. Jasne, ze |h(z/2%)| < H(z) dla k > 1. Tak wiec

o1 <3 et 10+ () <1110+ )
k=1

dla z # 0, n € N. Przy ustalonym x # 0 przechodzimy z n do nieskonczono$ci
i otrzymujemy oszacowanie |g(z)| < |z| - H(z), stuszne dla wszystkich z # 0.
Podzielenie przez |z| daje nieréwnosé |f(z)| < |H(z)|. Stad teza.

812. Niech vp(N) oznacza wykladnik potegi, w jakiej liczba pierwsza p wchodzi

do rozktadu liczby naturalnej N. Dany w tredci zadania iloczyn oznaczmy W,,. Do
uzyskania tezy zadania wystarczy pokazaé, ze v,(Wy) = vp(n!) dla kazdej liczby
pierwszej p.

Ustalmy liczbg pierwsza p. Jezeli p > 3, to na mocy malego twierdzenia Fermata dzieli
ona réznice 2P~ — 1. Jest zatem (dla j = 1,2,3,...) dzielnikiem liczby (21)—1)] -1,
wiec takze i jej dwukrotnodci, czyli liczby 277 =971 — 2. Liczby tej ostatniej postaci sa

czynnikami iloczynu definiujacego Wy, gdy pj —j+ 1< n, czylidla j =1,2,..., %J
Wobec tego

n—1
M w(Wa) > | 5= |

dla kazdej liczby pierwszej p > 3. Jest to réwniez prawda dla p = 2, bowiem woéwczas
prawa strona (1) to n — 1, za§ W, jest iloczynem n — 1 liczb parzystych.

Niech m bedzie najwigkszym wykladnikiem, dla ktérego p™ < n. Oszacowanie wartosci
vp(n!) uzyskamy przez sekwencje zaleznosci (w ktérej poczatkowa réwnosé to wzdr
Legendre’a — dobrze znany, a przy tym nietrudny do wykazania):

| n ““n n 1—-p™ mn—mnp™™ n-—1
vp(nl) = {—Jg —=—- = < .
g ;pl ;pz p l—pt p—1 T p-1
Stad wniosek, ze
n—1
2 !<{ J
(2) vp(n!) < p—1

Nieréwnosci (1) i (2) sktadaja sie¢ na dowodzona teze v, (W) > vp(n!). To konczy
rozwiazanie zadania.
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Klub 44 F

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2021

B
F
A
o)
Rys. 1
a b
v
. —
v
T T
Rys. 2

Czoltéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
702 (WT = 2,1), 703 (WT = 2,53),
704 (WT =2,1) 1 705 (WT = 2,53)

z numeru 9/2020 i 10/2020

Krzysztof Magiera (Losiéw) 4 — 44,73
Michat Kozlik (Gliwice) 4 — 42,82
Tomasz Rudny (Poznan) 41,38
Jan Zambrzycki (Bialystok) 2 — 39,65
Tomasz Wietecha (Tarnéw) 14 - 37,15
Ryszard Wozniak (Krakéw) 31,46
Jacek Konieczny ( Poznan) 31,33
Konrad Kapcia (Czestochowa) 1 - 27,95
Aleksander Surma ( Myszkéw) 4 — 27,75
Stawomir Bué ( Mystkéw) 26,74
Piotr Adamczyk ( Warszawa) 25,98
Mateusz Kapusta (Wroctaw) 25,37
Pawel Perkowski (Ozaréw) 23,98

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech,
dwoch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesyltaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez

Zadania z fizyki nr 716, 717
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

716. Sztabka A moze porusza¢ sie¢ w prowadnicy poziomej, a sztabka B

w prowadnicy pionowej (rys. 1). Scianki prowadnic sg idealnie gladkie.
Plaszczyzna styku sztabek nachylona jest do poziomu pod katem «,

a wspotezynnik tarcia miedzy sztabkami wynosi p. Jaka pozioma sile nalezy
przyltozy¢ do sztabki A, aby wprawi¢ ja w ruch? Masa sztabki B jest rowna m.

717. Do ogrzewania budynku wykorzystywane jest ciepto oddawane przez
pracujacy silnik cieplny. Silnik ten napedza chlodziarke, ktéra pobiera ciepto od
wod gruntowych i réwniez ogrzewa wode w kaloryferach. Jaka jest maksymalna
sprawnos¢ takiego cyklu ogrzewczego, jezeli temperatura w kotle silnika
cieplnego wynosi t; = 210°C, temperatura wody w kaloryferach réwna jest

ty = 60°C, a wody gruntowe majg temperature t3 = 10°C?

Rozwigzania zadan z numeru 12/2020
Przypominamy tresé¢ zadan:

708. Na poziomej szorstkiej powierzchni znajduja sie dwa jednakowe cienko$cienne, puste w $rodku
walce, ktérych osie sg réwnolegte. Jeden walec spoczywa, drugi toczy sie¢ w jego kierunku bez
poslizgu z predkoscia v. Nastepuje zderzenie sprezyste (tarcie miedzy walcami podczas zderzenia
mozna zaniedbaé¢). Wspélczynnik tarcia miedzy walcami i powierzchnig wynosi p. Jaka jest
najwieksza odlegto$é¢ miedzy walcami po zderzeniu?

709. Statek kosmiczny oddala si¢ radialnie od Ziemi z predkoscia v = 3¢/5 (¢ — predkosé swiatla
w prézni). Ze statku nadawana jest audycja radiowa. Czas nadawania audycji w studio na statku
7 = 30 min. Jak dlugo trwa odbiér audycji na Ziemi?

708. Natychmiast po zderzeniu toczacy sie walec straci predkosé ruchu postepowego,
zachowujac predkos$é katowa ruchu obrotowego (rys. 2a), a spoczywajacy walec uzyska
predko$é ruchu postepowego v (rys. 2b). Na oba walce zacznie dziataé sita tarcia
T = pmg (m jest masa walca). Walce zaczna poruszaé sie z poslizgiem. Ich réwnania
ruchu postepowego i obrotowego sg jednakowe: ma = umg, mR*e = umgR, gdzie
R jest promieniem walca. Predko$¢ ruchu postepowego walca lewego rosnie, a jego
predko$é ruchu obrotowego maleje: v1 = at = pgt, w1 = w — et = v/R — pugt/R. Zacznie
on toczy¢ sie bez poslizgu po czasie to, gdy spetniony bedzie warunek v; = w1 R, stad
to = v/2ug, v1 (to) = v/2. W czasie to lewy walec przebedzie droge s1 = v?/8ug. Do
czasu rozpoczecia ruchu bez podlizgu predkosé ruchu postepowego walca prawego
maleje, a jego predkos¢ katowa rosnie. Rozumujac analogicznie jak poprzednio,
otrzymujemy, ze po takim samym czasie tp walec prawy rozpocznie ruch bez poslizgu
z taka samg predkoécia v/2 i przebedzie droge s2 = 3v?/8ug. Maksymalna odlegtosé
miedzy walcami wynosi

Sg — §1 = v2/4ug.
709. Przyjmijmy, ze w chwili startu obserwatorzy na Ziemi i kosmonauci
zsynchronizowali swoje zegarki, uznajac te chwile za zerowa. Oznaczmy przez t} i th
czasy rozpoczecia i zakonczenia nadawania audycji wedtug kosmonautéw. Wtedy
T = At =t5 —t}. Jest to czas wlasny tego procesu, bo na statku wszystko dzieje sig
w jednym miejscu. Czas nadawania audycji wedlug obserwatora na Ziemi jest dtuzszy:

(%) At =ty —t1 = At'/y/1 —v2/c2.

7 punktu widzenia obserwatora na Ziemi audycje rozpoczeto nadawaé¢ w chwili ¢1, gdy
statek znajdowal si¢ w odleglodci x1 = vt1 od Ziemi. Sygnat poczatkowy dotart do Ziemi
z op6znieniem vty /c, sygnal koicowy z op6znieniem vts/c. Czas odbioru audycji na
Ziemi wynosi wiec

Te = At +vte/c —vt1 /e = At (1 +v/c).
Po podstawieniu (%) otrzymujemy

7'96:T(1+v/c)/\/1_v2/02IT\/(C+U)/(C—1))=60 min.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéow, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegbélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.
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Prosto z nieba: Wyjatkowy Uklad Stoneczny?

Uktad Stoneczny z o$mioma planetami (i Plutonem — pamietamy!) oraz stabilna
gwiazda centralng jest z pewnoscia wyjatkowy z naszego subiektywnego
punktu widzenia — jest w konicu naszym domem i najlepiej poznanym miejscem
we Wszechswiecie. Jak jednak rézni si¢ od innych ukladéw planetarnych,
odkrywanych obecnie praktycznie regularnie przez teleskopy satelitarne

i naziemne (obecna liczba potwierdzonych egzoplanet to okoto 5000)? Jesli

w Drodze Mlecznej znajduje sie okoto 100 miliardéw gwiazd, to z oszacowan
wynika, ze istnieje w niej okoto miliarda ukladéw planetarnych, czyli mniej
wiecej tyle samo planet w ekosferze (,,strefie zamieszkiwalnej”, umozliwiajacej
istnienie wody w stanie cieklym). Oczywiscie jest ogromna réznica pomiedzy
umiejscowieniem danej planety w ekosferze a istnieniem na niej cywilizacji

z rozwinieta technologia.

Z badan naukowcéw z Instytutu Nielsa Bohra w Kopenhadze wynika, ze nasz
Ukltad na tle 1000 innych odkrytych do tej pory jest nieczesto spotykang
konfiguracja, ale jednocze$nie ma wiele zwyczajnych i czesto obserwowanych
cech. Okazuje sie miedzy innymi, ze istnieje korelacja pomiedzy liczba planet

w ukladzie a mimosrodem ich orbit. Planety powstaja jako niewielkie (rozmiaru
przecietnego ksiezyca) zageszczenia w chmurze protoplanetarnego gazu i pytu
poruszajace si¢ po orbitach kotowych. W nieco dtuzszej skali czasowej poprzez
oddzialywanie grawitacyjne zyskuja coraz bardziej ekscentryczne orbity. Oznacza

to rowniez, ze dochodzi do zderzen, a planety zwiekszaja swoje masy. Jezeli
w wyniku zderzen powstanie jedna lub niewiele planet, to pozostaja one na
orbitach eliptycznych. Jezeli jednak powstanie dostatecznie wiele planet,
grawitacyjne przyciaganie pomiedzy nimi spowoduje, ze ich orbity stopniowo

straca mimosréd.

Osiem planet w Ukladzie Stonecznym, poruszajacych sie po niemal kotowych
orbitach, to do$é¢ rzadki przypadek — tylko 1% wszystkich zbadanych uktadéw
stonecznych ma taka sama lub wieksza liczbe planet. W naszym Ukladzie
jest réwniez stosunkowo duzo ciezkich planet gazowych (Jowisz, Saturn, Uran
i Neptun). Wydaje sig, ze obecnosé gazowych olbrzyméw moze byé zwiazana
z warunkami sprzyjajacymi zyciu na mniejszych planetach ,wewnetrznych”.
Rozwazania na temat warunkow zycia w ekosferze wiaza sie z pytaniem,

czy 1 jak efektywnie duze planety przekierowywaly wodono$ne komety na
Ziemie we wczesnych etapach rozwoju Ukladu Stonecznego, umozliwiajac
nastepnie powstawanie zycia. Z drugiej strony wiadomo, ze Jowisz stanowi
calkiem efektywng tarcze antykometarng, $ciggajac w swoje pole grawitacyjne

N. Bach-Mgller et al., ,,Orbital
eccentricity—multiplicity correlation for
planetary systems and comparison to the
Solar system”, MNRAS 500, 1, 1313-1322
(2021).

Niebo w kwietniu

W czwartym miesigcu roku Stonce kontynuuje szybka
wedréwke na péinoc i w trakcie miesiaca zwicksza
wysoko$¢ gorowania o kolejne 10°. W koncu kwietnia
Stonce przebywa nad horyzontem juz przez 15 godzin.
Wraz z czasem trwania zmierzchu i $witu oznacza to,
ze na obserwacje innych cial niebieskich pozostaje
jakie$ 6 godzin, w tym niewiele ponad 4 godziny nocy
astronomicznej. W kwietniu Storice pokonuje wzdluz
ekliptyki ponad 28°, przechodzac od srodka zodiakalnej
czesci Ryb do srodka zodiakalnej czesci Barana.

Ksiezyc rozswietli swoja tuna przede wszystkim
koniec miesiaca, w jego drugiej dekadzie zas przejdzie
przez néow. Co prawda Srebrny Glob zacznie kwiecien
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obiekty przybywajace z rubiezy uktadu. Mimo wielu watpliwosci stwierdzone
podobietistwa do innych ukladéw planetarnych (1% z miliarda to jednak nie tak
malo. ..) pozostawiaja nas w nadziei, ze by¢ moze nie jesteSmy sami.

Michat BEJGER

w sporej fazie 84%, ale znajdzie si¢ wtedy na pograniczu
gwiazdozbioréw Wagi i Skorpiona, a potem odwiedzi
najbardziej na poludnie wysunieta czes¢ swojej orbity.
Dodatkowo przejdzie wtedy na poludnie od ekliptyki, co
jeszcze bardziej obnizy jego wysokosé nad widnokregiem,
a w nastepstwie — czas przebywania na niebosklonie.

W rezultacie jeszcze przed ostatnia kwadra, ktéra
Ksiezyc osiagnie 4 kwietnia w poludnie naszego czasu,
Srebrny Glob zacznie pojawiaé sie na niebie grubo po
pénocy, wznoszac sie do $witu na wysokoS¢ co najwyzej
troche ponad 10°. W tym poczatkowym okresie warto
zwrocié uwage na trzy zjawiska: przejscie Ksiezyca

(w fazie 76%) 4° od Antaresa, najjasniejszej gwiazdy



Skorpiona (to zjawisko mozna podziwia¢ 2 kwietnia),
zblizenie si¢ Ksiezyca w fazie 53% na 1° do Nunki,
jednej z jasniejszych gwiazd Strzelca (4 kwietnia) oraz
przejscie naturalnego satelity Ziemi w fazie cienkiego
sierpa (odpowiednio 32% oraz 22%) 6° na poludnie od
planet Saturn i Jowisz (6 i 7 kwietnia). W przypadku
spotkania z Nunki pdzniej dojdzie do jej zakrycia przez
Ksiezyc, niestety w trakcie dnia. Natomiast spotkania
z dwiema najwiekszymi planetami Uktadu Stonecznego
sa o tyle trudne do obserwacji, ze obie planety oraz
Ksiezyc pojawia sie na niebie niedtugo przed wschodem
Stonica: o $wicie Ksiezyc pokaze si¢ na wysokoéci
zaledwie 5° przy spotkaniu z Saturnem i 2° przy
spotkaniu z Jowiszem. A zatem do ich obserwacji
potrzebny jest odstoniety widnokrag i przejrzyste
powietrze.

Same planety Saturn i Jowisz wedruja w tym roku przez
gwiazdozbiory Koziorozca i Wodnika, gdzie utworza
pare o rozpietosci okoto 13°. W przeciwienstwie do
zesztego roku tym razem to Jowisz jest na wschod

od Saturna. Stad na wiosne najwiekszy wplyw na ich
warunki obserwacyjne ma wciaz niekorzystne nachylenie
ekliptyki do porannego widnokregu. I mimo tego, ze
Stonce oddalito si¢ juz na okoto 70° od Jowisza i ponad
80° od Saturna, to obie planety nie pokaza sie wyzej

niz 10° nad horyzontem, wschodzac tuz przed switem.
W kwietniu Jowisz zwigkszy jasno$¢ do —2,2™ oraz
$rednice swojej tarczy do 37”. Natomiast Saturn $wieci
blaskiem +0,7™, a jego tarcza ma $rednice 17”.

Zupelnie inaczej jest po nowiu. Ksiezyc spotka sie

ze Stoncem 12 kwietnia o $wicie i juz péttorej doby
péZniej, wieczorem 13 kwietnia, mozna probowacé go
dostrzec nisko nad zachodnim widnokregiem. Wieczorem
ekliptyka nadal tworzy duzy kat z liniag horyzontu

i Ksiezyc szybko rozgoéci si¢ po zmierzchu, juz kilka dni
po nowiu wznoszac si¢ na spora wysokosé. 13 kwietnia
godzine po zachodzie Stonca Srebrny Glob zajmie
pozycje na wysokosSci 2°, prezentujac tarcze w fazie 2%.
Odrobine na lewo od niej, w odleglosci 3°, znajdzie

sie planeta Uran, ale ze wzgledu na jasne tlo nieba
pozostanie ona niewidoczna az do nastepujacego
zachodu. Po spotkaniu ze Stoficem ostatniego dnia
miesiaca Uran przejdzie na niebo poranne, ale tam (ze
wzgledu na niekorzystne nachylenie ekliptyki i skracajaca
sie noc) wyloni si¢ z zorzy porannej dopiero w lipcu, gdy
oddali sie na ponad 40° od Stornca.

W polowie miesiaca, 15 kwietnia, sierp Ksiezyca

w fazie 12% przejdzie miedzy Plejadami a Hiadami,
natomiast 17 kwietnia tarcza Ksiezyca w fazie 26%
zajdzie 4° od planety Mars. Wczedniej Srebrny

Glob zakryje Czerwong Planete, lecz szczescie do
mozliwosci obserwacji zjawiska uémiechnie si¢ jedynie
do mieszkancéow Indochin oraz Indonezji. Natomiast

w trzeciej dekadzie kwietnia Mars przejdzie do
gwiazdozbioru Blizniat i skonczy miesigc 2,5° na péinoc
od pary gwiazd 3. wielkosci Tejat Prior (n Gem) i Tejat
Posterior (¢ Gem). Bardzo blisko wspomnianej pary

gwiazd Slonce przebywa w okolicach przesilenia letniego.
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Do konca miesiaca jasnos¢ Marsa spadnie do +1,6™,

a jego tarcza skurczy sie ponizej 5. Jak widaé, nie jest
on atrakcyjnym celem dla posiadaczy nawet sporych
teleskopow.

Ksiezyc powedruje dalej i 20 kwietnia przejdzie przez

I kwadre, odwiedzajac wtedy gwiazdozbior Raka

i przechodzac 2,5° na poélnoc od jasnej gromady

gwiazd M44. Dwa dni pdzniej, majac tarcze o$wietlona
w 76%, Ksiezyc przejdzie w polowie drogi miedzy
Regulusem, najjasniejsza gwiazda Lwa, a planetoida

(4) Westa. Ta ostatnia w marcu przeszla przez opozycje,
natomiast w kwietniu zmieni kierunek ruchu na prosty,
zakreslajac petle 34" od $wiecacej z jasnoscia +5,5™
gwiazdy 51 Leonis. Sama planetoida Swieci blaskiem
okolo +7™, czyli wyraznie jasniej od niewidocznego
teraz Neptuna. To oznacza jednak, ze do jej odszukania
potrzebna jest lornetka albo teleskop. Oczywiscie
blisko$é bardzo jasnego Ksiezyca uniemozliwi obserwacje
planetoidy i nalezy je wykonywaé, gdy jest on daleko

od niej.

Rankiem 27 kwietnia Srebrny Glob przejdzie przez
pelnie na pograniczu gwiazdozbioréw Panny i Wagi,
jakie§ 11° na wschéd od Spiki, najjasniejszej gwiazdy
Panny. Natomiast 29 kwietnia znowu czeka Ksiezyc
spotkanie z jasnymi gwiazdami Skorpiona. Jednak jego
faza 95% znacznie utrudni ich obserwacje.

Bardzo jasna w kwietniu jest dtugookresowa gwiazda
zmienna R Hydrae, ktéra wedtug Amerykanskiego
Towarzystwa Obserwatoréw Gwiazd Zmiennych
(AAVSO) 18 kwietnia osiagnie maksimum swojego
blasku. Jest to gwiazda z klasy miryd, ktéra zmienia
blask od +3,5™ do +10,9™ z okresem 380 dni. Jedli
gwiazda zblizy sie do swojej maksymalnej jasnosci,
bedzie dobrze widoczna gotym okiem. R Hya odszukaé
o tyle tatwo, ze znajduje si¢ 12° prawie doktadnie na
potudnie od jasnej Spiki. Dodatkowo zaledwie 2,5°

na zachéd od niej znajduje sie gwiazda 3. wielkosci

~v Hya, z ktéra w okresie maksimum aktywnosci mozna
poréwnywac jej jasnoscé i ktéra moze stuzyé jako
wskazoéwka do szukania swojej zmiennej sasiadki.

Co roku w kwietniu maksimum swojej aktywnosci
osiagaja meteory z roju Lirydéw. Ow réj jest aktywny
w drugiej potowie miesiaca z maksimum w okolicach

22 kwietnia. Sa to $rednio szybkie meteory, zderzaja sie
7z nasza atmosfera z predkoscia 49 km/s, a w maksimum
mozna spodziewaé si¢ mniej wiecej 20 zjawisk na
godzine. Zdarzaja sie jednak lata, gdy jest ich ponad 90.
Radiant roju znajduje sie okolo 8° na poludniowy
zachod od Wegi, najjadniejszej gwiazdy Lutni, i na
poczatku nocy astronomicznej dopiero sie wznosi, lecz na
jej koniec (po godzinie 2) zajmuje pozycje na wysokosci
prawie 70°. Niestety w tym roku maksimum przewiduje
sie na popoludnie naszego czasu, a dodatkowo

w obserwacjach Lirydéw przeszkodzi Ksiezyc po

I kwadrze, ktéry wedruje wtedy przez gwiazdozbiér Lwa,
zachodzac tuz przed $witem.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Anomalie umieraja po cichu

Przed czterema laty pisalem w Delcie (A3,) o niewyjasnionym zjawisku
nadmiernej produkcji pewnego rodzaju par elektron-pozyton w rozpadach
wzbudzonych jader berylu w wegierskim laboratorium Atomki. Zdaniem autoréw
eksperymentu ich wynik byl przekonujacym argumentem na rzecz istnienia
nowych czastek. Okazalo sie jednak [1], ze wystarczylo w przewidywaniach
teoretycznych uwzgledni¢ poprawki wyzszego rzedu elektrodynamiki kwantowej,
aby usunaé powody do wzbudzania fizykéw kibicujacych odkrywaniu nowych,
fundamentalnych czastek ttumaczacych anomalie niskoenergetycznych
eksperymentow.

W ciaggu ostatniego roku pozegnalidémy sie tez z liczaca sobie ponad dwie dekady
anomalia zaobserwowana w akceleratorze LEP w CERN (poprzedniku obecnie
dzialajacego akceleratora LHC, ktéry zderzal elektrony i pozytony). Glosila
ona, ze prawdopodobienstwo rozpadu bozonu W na mion i neutrino mionowe
jest ze sporym prawdopodobienstwem mniejsze niz prawdopodobienstwo
rozpadu na taon i neutrino taonowe, mimo ze model standardowy przewiduje,
iz prawdopodobienistwa te sa réwne. Najnowsze wyniki z akceleratora LHC
wskazuja jednak, ze ta anomalia byta najprawdopodobniej wynikiem fluktuacji
statystycznej, na podobieistwo wyrzucenia dziesieciu ortéw w dziesieciu rzutach
Ssymetryczng moneta.

Czasem pewne nieoczekiwane obserwacje do$wiadczalne nie sa po prostu
»zabijane” jednym sztychem — nowym, lepszym eksperymentem lub wyjasnieniem
teoretycznym — ale powoli przykrywa je warstwa nowych faktéw, i po pewnym
czasie odchodza w zapomnienie, stajac si¢ co najwyzej ciekawostkami z historii
nauki. Wydaje sie, ze stalo sie to juz z anomalia zaobserwowana na poczatku
stulecia przez zespét eksperymentu LSND, polegajaca na wykryciu antyneutrin
elektronowych w wigzce antyneutrin mionowych w laboratorium w Los Alamos.
Przy energiach badanych czastek rzedu gigaelektronowolta i odleglodci miedzy
zrodlem czastek a detektorem rzedu kilometra taki wynik byl niezgodny

z modelem standardowym czastek elementarnych i sugerowal istnienie czwartego
— poza elektronowym, mionowym i taonowym — rodzaju neutrina. Pozwalatoby
to interpretowaé¢ wynik LSND jako podwdjna oscylacje, czyli przemiane
antyneutrina mionowego w czwarte hipotetyczne antyneutrino, ktére z kolei
zmienialoby si¢ w antyneutrino elektronowe. Aby zweryfikowaé te rezultaty,

w Fermilabie skonstruowano uktad doswiadczalny MiniBooNE, w ktorym badane
sa neutrina zamiast antyneutrin. Znowu zaobserwowano nadmiar, tym razem
neutrin elektronowych.

Tylko ze nikt juz nie wierzy w istnienie czwartego Tego, by¢ moze, nie dowiemy sie nigdy, gdyz powtorzenie
rodzaju neutrin. Przeprowadzony w CERN i Gran takiego eksperymentu jest bardzo powaznym

Sasso eksperyment OPERA wykluczyt w 2013 roku przedsiewzigciem finansowym i organizacyjnym, ktére
wiekszos¢ wartosci parametrow opisujacych owe zapewne nie mialoby szans na sfinansowanie przez
hipotetyczne nowe neutrina. Ponadto obserwowane agencje grantowe.

przez LSND i MiniBooNE (anty)neutrina elektronowe
nie moga powstawacé z niczego: na kazde pojawiajace

sie (anty)neutrino elektronowe jedno (anty)neutrino
mionowe musi znikaé¢. Znikanie to zostalo bardzo
doktadnie zbadane przez zespoly eksperymentow MINOS
i IceCube, co w rezultacie praktycznie wykluczyto
omawiana interpretacje wynikéw MiniBooNE. Co

Btadzié¢ jest rzecza ludzka. A kazda omylka

w odkrywaniu praw przyrody, popelniona wskutek
niedoskonalosci doswiadczen lub okrutnych zartéw praw
statystyki, staje sie¢ — dzieki zasadom metody naukowej —
zrodtem nowych badan i dyskusji pozwalajacych lepiej
zrozumieé te prawa.

wiecej, takie nowe neutrino mogtoby by¢ produkowane Krzysztof TURZYNSKI
w rozpadach 8 trytu — badanych w eksperymencie
KARMEN w Karlsruhe. Jednak uzyskane przez zespél [1] A. Aleksejevs, S. Barkanova, Yu. G. Kolomensky, B. Sheff,
tego eksperymentu wyniki w zasadzie wykluczaja taka fr)itf.’;‘f‘é;doﬁ;?el EBaplanation for the "ATOMKI Anomaly”,
mozliwoscé. [2] ATLAS Collaboration, Test of the universality of T and p lepton

. / i . . . . ., couplings in W-boson decays from tt events with the ATLAS
Mozna zaryzykowaé twierdzenie, ze obecnie wickszosé detector, arXiv:2007.14040.
badaczy uwaZa, Ze Wyl’llkl LSND i MiniBooNE s [3] MiniBoone Collaboration, Significant Exzcess of ElectronLike

o ; o ; Events in the MiniBooNE Short-Baseline Neutrino Erperiment,
efektem jakiegos bledu doswiadczalnego. Jakiego? Phys. Rev. Lett. 121, 221801 (2018).
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Kongruencje na szachownicy
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Barttomiej BZDEGA

Zachecam Czytelnika do zapoznania sie z artykutem Kolorowe szachownice
autorstwa Anny Hodun, ktéry ukazal sie w gazetce Kwadrat, nr 13 (gazetka
znajduje sie na stronie internetowej OMJ). Sa w nim opisane standardowe
metody rozwiazywania zadan dotyczacych podzialu pewnych figur na inne.
Niniejszy odcinek kgcika inspirowany jest praca Nie tylko kolorowe szachownice,
ktora dwa lata temu napisata moja uczennica, Klaudia Tarabasz. W tej pracy
pokazane sa inne metody rozwigzywania takich zadan, a jedna z nich jest
stosowanie kongruencji.

Dla przypomnienia: zapis a = b (mod n) oznacza, ze a i b daja te sama
reszte z dzielenia przez n. Opisze tu dwa motywy zwiazane z podziatami
i kongruencjami.

Motyw 1. Figure majaca N pol chcemy podzieli¢ na figury majace a i b pél.
Jest to mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy N = ax + by dla pewnych liczb
calkowitych nieujemnych x i y, ktére sa liczbami wykorzystanych figur
pierwszego i drugiego rodzaju. Warunkiem koniecznym rozwiazalnosci takiego
réwnania jest podzielno$é NWD(a,b) | N. Z tego réwnania wynikaja kongruencje
ax = N (mod b) oraz by = N (mod a), dzieki ktérym dowiemy sie czego$ o x i y.
Analogicznie mozna postapié, jezeli jest wiecej rodzajow figur.

Motyw 2. Przypu$émy, ze szachownice m X n mozna podzieli¢ na prostokaty

o wymiarach a x b. Niech a > b. Prostokaty, ktére maja wysokos¢ b i szerokos¢ a,
nazwijmy poziomymi, a pozostate — pionowymi. Ponumerujmy wiersze
szachownicy liczbami od 1 do n, z géry na dét. Niech x; oznacza liczbe

tych poziomych prostokatéw, ktérych najwyzej potozone pola znajduja sie

w i-tym wierszu. W k-tym wierszu znajduje sie po a pdl kazdego z prostokatow
poziomych, majacych goérne pola w wierszach o numerach k., k—1,... .,k —b+ 1,
oraz po b pdl prostokatéw pionowych, przez ktore ten wiersz przechodzi
(rysunek). Wobec tego dla kazdego k € {1,2,...,n} zachodzi kongruencja

a(zr +Tp-1+ ...+ Tk—pt1) =m (mod b),
przy czym xz; =0dlat < Oorazdlai>n—b+1.
Warto zauwazy¢ tu okresowo$é zyp = x (mod b) dla k € {1,2,...,n — 1}, ktéra

otrzymamy, odjawszy dwie kolejne kongruencje stronami.

Jezeli w podziale sg figury innego rodzaju, to przez z; oznaczmy liczbe pdl i-tego
wiersza zajetych przez te dodatkowe figury. Kongruencja dla k-tego wiersza
wyglada wtedy nastepujaco:

a(xk +Tgp-1+ ...+ Tk—pr1) =m — 2z (mod b).
Mozna utworzy¢ cztery uklady kongruencji tego typu — dla wierszy lub kolumn,
rozpatrujac prostokaty pionowe lub poziome. Daja one pewne informacje
o liczbach figur w poszczegdlnych wierszach i kolumnach. Niektére z tych
ukladéw prowadza do sprzecznosci — w tej sytuacji mamy dowdd niemozliwosci
dokonania danego podziatu.

Zadania

1. Kwadratowa szachownice podzielono na prostokaty 2 x 1. Udowodnié, ze liczba

prostokatéw zorientowanych pionowo jest parzysta.

Udowodnié¢, ze szachownicy 10 x 10 nie mozna rozciaé na prostokaty 1 x 4.

3. Uogolni¢ poprzednie zadanie — dowies¢, ze jesli prostokat n X m mozna
podzieli¢ na prostokaty a x b, przy czym NWD(a,b) = 1, to co najmniej jedna
z liczb m, n dzieli si¢ przez a i co najmniej jedna z liczb m, n dzieli sie
przez b.

4. Czy prostopadloécian 8 x 9 x 10 mozna podzieli¢ na prostopadtoéciany
2x3x37

5. Szachownice 2018 x 2018 pokryto za pomoca jednej ptytki kwadratowej 2 x 2
oraz pewnej liczby plytek prostokatnych 1 x 5. Dowie$é, ze ptytka kwadratowa
nie dotyka brzegu szachownicy.

6. Szachownice 8 x 8 podzielono na prostokaty 1 x 3 i jeden kwadrat 1 x 1.
Na ktorym polu moze znajdowac sie ten kwadrat?

7. Szachownice 15 x 15 podzielono na kwadraty 2 x 2 1 3 x 3. Wyznaczy¢
najmniejsza mozliwa liczbe kwadratow 3 x 3 w tym podziale.

o

25



a,b)l =4 Xren Y oLy X
)¢ (5:.€) = P (157 +05E) Z;é (j 7’“")"“’ S h(lat ic:z:afcxfu) Z v
oy, B Cio, G, = 4; Cit e i, % ng Plwy = - e
A y- dog ‘fﬂ J st de P(V(.ocx) Fex)
P(’Z‘-j l 5 - X) I

(tly) =-
.-.gﬁ: GZ_%,“ ¥ Tn."’l&-») JCely) 1

Wa= (%) (2-p,

j 300 loge f&) dx

in
WA o o [ 2 I o = Gw ey
2 e.“——i_[f": H(‘L} ldé k’"“ ._’1& r /[‘l'Gli‘
z 4w o el R 2
ir Y lim st Hﬁﬁ 7 R :J ple
'(Ju(qul (& —u.) o = i _. N+ 4

iy b [H< [1 4 ot B i
L—Fm(ﬁ") 215 ’

r{r{ {m-r “31”6'”} Q=1

x|+ ¥ =xNY Wl

x| +I¥] =X ﬁ

5:)(—>an %‘m
qd'%) :—_ &J

oA piy= - g
-r)

:T_/!):-x %;Qﬂf

o

o

= WE WANT yo!
A -
WYDZIAL MATEMATYKI, INFORMATYKI | MECHANIKI
N I\A UNIWERSYTETU WARSZAWSKIEGO
 wwnm zaprasza na kierunki:

= Matematyka

* Informatyka

= Bioinformatyka i biologia systemow
Miedzykierunkowe Studia Ekonomiczno-Matematyczne
Jednoczesne Studia Informatyczno-Matematyczne

www.mimuw.edu.pl/rekrutacja



	Problem podzialu liczby naturalnej a wlasnosci statystyczne chlodnego gazu
	Zadania
	Jak wygladalaby grawitacja na plaskiej Ziemi?
	O pewnej metodzie rozwiazywania równan ,,nierozwiazywalnych''
	Jak nie wylac herbaty w pociagu?
	Musimy wiedziec. Ale czy bedziemy wiedziec?
	Przez firanke, czyli jak odkryto pulsary
	Wiriom
	Klub44
	Prosto z nieba: Wyjatkowy Uklad Sloneczny?
	Niebo w kwietniu
	Anomalie umieraja po cichu
	Kongruencje na szachownicy

