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Rozwigzanie zadania M 1673.
Mozna. Kazdg liczbe calkowitag dodatnia
mozna zapisaé¢ jako QAB, gdzie A >0
i B jest liczbg nieparzysta.
Liczby postaci 2%(4b 4 1) pokolorujmy na
bialo, a liczby postaci 2% (4b + 3)
pokolorujmy na czerwono (a,b > 0).
Pokazemy, ze suma dwéch liczb biatych
nie jest potegg dwdjki (rozumowanie
w przypadku liczb czerwonych jest
analogiczne).
Wezmy dwie rézne liczby biate: 2°(4k 4+ 1)
i28(40 4+ 1), gdzie k, £ >0, s >t >0,
i zalézmy, ze ich suma jest potega dwdjki.
Jesli s > t, to
2°(4k 4+ 1) + 21 (40 +1) =

=2%(2° P (4k + 1) + 40+ 1).
Liczba 257" (4k 4+ 1) +4£ + 1 > 3 jest
nieparzysta, wiec nie moze by¢ potega
dwdjki. Wobec tego s = t.
Jednakze wtedy
2% (4k+1)+2°(40+1) = 2" (2(k+£) +1).
Gdyby k > £, to 2(k + £) + 1 > 3 jest
znéw nieparzysta, wiec nie moze by¢
potega dwojki. Zatem k = ¢, czyli wybrane
liczby biate sa réwne — sprzecznosc.

W jezyku mamy do czynienia

z rozmaitymi rodzajami definicji. Mozemy
definiowaé¢ dang rzecz przez wyliczenie jej
istotnych cech — takich jak np. posiadanie
blatu i nég przez stél. Inng forma
definicji, nazywana definicja ostensywna,
jest bezposrednie wskazanie egzemplarza
rozwazanej rzeczy — np. stolu. Zdanie:

To jest definicja ostensywna.

jest zatem definicjg ostensywng definicji
ostensywnej!

»3x(...)” to skrét dla ,istnieje = takie
ze...”, za§ Vz(...)” — ,dla kazdego

”»

Numerowanie formut mozemy na
przyklad otrzymadé, porzadkujac
wszystkie formuly leksykograficznie

i n-tej formule przypisujac numer n.
Alternatywnie, utozsamiajac liczby z ich
zapisami binarnymi, otrzymujemy bijekcje
liczb z (rozpoczynajacymi sie od jedynki)
ciagami zer i jedynek.

Niniejszy tytul orzeka o samym sobie
Jedrzej KOLODZIEJSKI*

Wiekszo$¢ z nas zna zapewne bajkowa postaé¢ Pinokia — ozywionego za sprawa
magii drewnianego chlopca, ktérego nos rést wtedy i tylko wtedy, gdy ten
klamal. Czy jednak zadalidémy sobie kiedy$ pytanie, co by sie stalo, gdyby
Pinokio powiedzial , mdj nos teraz uroénie”? Jedli jego nos zaczaltby rosnaé,

to znaczytoby, ze wypowiedz byla prawdziwa — ale w takim wypadku nos nie
powinien rosnaé. Jesli jednak nos by nie urést, stowa Pinokia bylyby falszywe —
czyli jednak powinien rosnaé¢. Sprzecznosé! Antynomia ta stanowi jedno z wielu
wecielen stynnego paradoksu klamcy sformulowanego w antycznej Grecji przez
FEubulidesa. Paradoks dotyczy prawdziwosci nastepujacego zdania klamcy:

To zdanie jest falszywe.

Chwila zastanowienia pokazuje, ze z prawdziwosci powyzszego zdania wynika
jego falszywosé, a z falszywosci prawdziwos¢é — nie moze by¢ zatem ani
prawdziwe, ani falszywe! Co z tym fantem zrobi¢? Tym, co na pierwszy rzut
oka odréznia zdanie ktamcy od ,porzadnych” zdan, jest samoodnosnosé.
Zamiast bowiem méwié o stolach czy liczbach naturalnych — jak to zdania maja
w zwyczaju — orzeka ono co$ o sobie samym. Wydaje sie, ze to wlasnie ta cecha
stanowi zrédlo sprzecznoéci. Czy siedzaca na lawie oskarzonych samoodnosnosé
uznamy zatem za winna? Jak sie przekonamy, sprawa nie jest tak prosta, jak
mogloby sie wydawac.

Samoodno$ne wyrazenia sa wsréd nas

Zacznijmy od tego, ze samoodno$nos$¢ wystepuje w jezykach naturalnych —
takich jak jezyk polski — i ma sie tam wcale dobrze. W polszczyznie mamy wrecz
specjalne stowo — ,niniejszy” — stuzace do konstrukcji samoodno$nych wyrazen.
Nie wydaje sie kontrowersyjne ani podejrzane stwierdzenie, ze niniejszy artykut
napisany jest w jezyku polskim, lub Ze niniejsze zdanie jest szesnastym zdaniem
tego artykulu (nie liczac tytuléw ani wykrzyknikéw).

Obecnoé¢ samoodnosnych wyrazen w jezyku naturalnym nie oznacza oczywiscie,
ze musimy je akceptowaé¢ w Scistych i precyzyjnych teoriach formalnych. Jak sie
jednak okazuje, czasem nawet najwieksza ostroznos¢ i rygor nie uchronia nas
przed samoodno$noscia.

Wybierzmy matematyczna strukture, o ktérej bedziemy moéwié — dla ustalenia
uwagi skupimy sie na liczbach naturalnych N z operacjami dodawania +

i mnozenia X, jednak réwnie dobrze moglibyémy mowi¢ na przykiad o zbiorach
lub zbiorach skoriczonych. Dla struktury takiej mozemy (choé nie zrobimy tego
w niniejszym artykule) bardzo precyzyjnie zdefiniowaé, czym sa poprawnie
zbudowane formuly logiczne, i okresli¢ znaczenie kazdej takiej formuty.

Za pomoca réznych formul mozemy wyrazaé rézne stwierdzenia — na przyklad
formuta Parzyste(z) = ,Jy(y + y = )” méwi, ze liczba z jest parzysta,

za$ Przemiennos¢ = Vx(Vy(zr X y =y X x))” wyraza znang nam ze szkoly
przemienno$¢ mnozenia liczb naturalnych. Formuty, ktére po prostu co$
konstatuja (takie jak Przemienno$¢), nie za$ orzekaja o jakiejs zmiennej (jak to
robi Parzyste(z) o a-ie, ktdre jest prawdziwe o liczbie 2, a falszywe o liczbie 3),
nazwiemy zdaniami. Poniewaz formuty logiczne sa skonczonymi napisami,
mozemy ponumerowaé je wszystkie — kazdemu ¢ przypisujac unikatowy numer
T € N. Zauwazmy, ze pozwala nam to interpretowaé formuly moéwiace o liczbach
jako méwiace o kodach formul — czyli po$rednio o samych formutach. Jak
pokazal Rudolf Carnap, jesli tylko sposéb, w jaki numerujemy formuly, ma kilka
naturalnych wlasnosci, to umozliwia on formulom moéwienie o samych sobie:

Lemat przekatniowy. Dla kazdej formuly o(x) skonstruowad mozna zdanie 1
takie, Ze:
W wtedy i tylko wtedy, gdy ("¥7).

Zdanie 1 méwi zatem dokladnie tyle, ze liczba "7 bedaca jego wlasnym
numerem ma wlasnosé .
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Aby zilustrowaé znaczenie lematu,

rozwazmy inny do paradoksu kltamcy moga wystapi¢ réwniez bez niej.

paradoks — nazwiemy go paradoksem Godla — zwiazany Rozwazmy nastepujace dwa zdania:

z nastepujacym zdaniem Gédla:

Tego zdania nie da sie udowodnic.
Czy zdanie Godla moze by¢ falszywe? Gdyby tak byto,
falszem byloby to, co glosi — a wiec zdanie Godla
mialoby dowdd. To jednak niemozliwe, nie da sie bowiem
udowodni¢ zdania falszywego. Zatem zdanie Godla
jest prawdziwe — ale to z kolei oznacza, ze nie ma
dowodu. Mamy zatem przyklad zdania prawdziwego,
ale niedowodliwego! Dzigki lematowi przekatniowemu
ten wyrazony w jezyku naturalnym paradoks daje sie
przekué w $cisty dowdd stynnego twierdzenia Godla:

Twierdzenie 1 (Godel). Dia kaidego (rozsqdnego)
systemu aksjomatow A istnieje zdanie prawdziwe, ale

niedajgce sie z A udowodnié.

Nastepne zdanie jest prawdziwe.
Poprzednie zdanie jest falszywe.

Analiza podobna do paradoksu klamcy prowadzi

do stwierdzenia, ze zadne ze zdan nie moze by¢ ani
prawdziwe, ani falszywe. Z drugiej strony nietrudno
dostrzec, ze zdania te — choé zadne z nich nie méwi
bezposrednio o sobie, odnosza sie do siebie posrednio,
poprzez cykliczne powiazanie (Czytelnik moze zechcieé
zapisa¢ cykl n zdan tworzacych razem paradoks).
Kolejny przyktad pozbawiony jest juz jakiejkolwiek
autoreferencji — réwniez posrednie;j.

Tym razem rozwazmy nieskonczony ciag zdan, z ktérych
kazde méwi, ze wszystkie kolejne sg falszywe:

w1 = Dla kaZdego i > 1 zdanie ¢; jest falszywe.

Istotnie, rozwazmy nastepujaca wlasnosé liczb: ,liczba x

jest numerem zdania niemajacego dowodu w oparciu P2

= Dla kazdego i > 2 zdanie p; jest falszywe.

o aksjomaty A”. Okazuje sig, ze jesli tylko A da sie

sensownie reprezentowaé, to istnieje formula @ 4(x)

wyrazajaca powyzszg wlasnos$é. Z lematu przekatniowego @j = Dla kazdego i > j zdanie p; jest falszywe.
otrzymujemy wtedy zdanie v méwiace, ze "¢ jest

numerem zdania niemajacego dowodu w oparciu

o aksjomaty A. Zdanie ¥ orzeka wiec o samym sobie, Zastandéwmy sie, czy dla jakiegokolwiek j prawdziwe
ze nie ma dowodu w oparciu o aksjomaty A. Argument jest ;. Gdyby tak bylo, znaczyloby to, ze wszystkie
analogiczny do uzytego przy (nieformalnym) zdaniu dalsze zdania — a wigc w szczegblnosci @11 — sa
Godla $wiadezy o tym, ze jedli tylko z A nie da fatszywe. Skoro jednak ;1 moéwi, ze wszystkie

sie udowodnié nic falszywego, to sa réwniez pewne nastepujace po nim zdania sg falszywe — to
prawdziwe stwierdzenia, ktérych zen nie dowiedziemy. falszywos¢ ¢;41 oznacza, ze dla pewnego i > j + 1

zdanie ; jest prawdziwe, co przeczy ¢;. Wszystkie

Alibi zdania w ciggu musza wiec by¢ falszywe. Ale skoro tak,
No dobrze, widzimy zatem, ze samoodno$nosé to prawda jest to, co glosi kazde ze zdan — sprzecznosé!
wystepuje ,w przyrodzie” i ze czesto, mimo wielkiej Powyzszy paradoks — sformutowany po raz pierwszy
ostroznosci, nie da sie jej unikngé nawet w systemach przez Stephena Yablo — pokazuje, Zze na trudnosci takie
formalnych. Wazniejsze jednak jest pytanie, czy to jak paradoks klamcy natrafiamy nawet bez cyklicznego
faktycznie ona odpowiada za antynomie. Jak sig odnoszenia sie do siebie zdan. Samoodnosnosé ma alibi —
okazuje, samoodno$nos¢ ma alibi: paradoksy podobne to nie ona jest winna sprzecznosci.

|Odpowredz do zadania 1 z artykutu |
L, O metrykach 1@ kulach”] Norma

Il (z; y)|| = max{max{|z|,|y|}, ?(\f\ﬂyl)}

$cina wierzchotki kwadratu jednostkowego
w normie ||-||co z przykladu 4. Inny
o$miokat otrzymamy, bioragc norme

Il (= )l =
= max{|z|+(V2-1)ly|, (V2-1)|z[+[yl}.

Na tropie sprzecznosci

Skoro samoodnosnos¢ zostala oczyszczona z zarzutow, pozostajemy z pytaniem:
kto zatem jest winny? Pewien trop pojawil si¢ juz w tym artykule. By¢ moze
zobaczywszy lemat przekatniowy i to, jak pozwala on sformalizowaé¢ paradoks
Godla, Czytelnik zadaje sobie pytanie, jak w tym kontekscie prezentuje sie bardziej
przeciez zlowieszczy paradoks ktamcy. Czyzby arytmetyka byla sprzeczna?
Rozwazmy bowiem nastepujaca wlasnosé liczb: ,liczba x jest kodem zdania
prawdziwego”. Czy istnieje formula wyrazajaca powyzsza wlasnos¢? Gdyby tak
byto, moglibyémy zdefiniowa¢ réwniez paradoksalng wlasnoéé ,liczba z jest kodem
formuty falszywej”. Stosujac lemat przekatniowy do wyrazajacej ja hipotetycznej
formuly o(z), otrzymaliby$my zdanie 1 méwiace o sobie, ze jest falszywe. Wiemy
juz jednak, ze takie paradoksalne zdanie prowadzi do sprzecznosci. Jesli wiec
wierzymy, ze arytmetyka sprzeczna nie jest, to ptynacym stad wnioskiem jest
twierdzenie Tarskiego o niedefiniowalnosci prawdy:

Twierdzenie 2 (Tarski). Nie istnieje formula p(x) wyrazajgca prawdziwosé,
tj. taka, ze: p(x) wiedy i tylko wtedy, gdy liczba x jest kodem formuly
prawdziwe;.

Nie znaczy to, ze nie da sie Scisle opisa¢ prawdy i falszu dla formul okreslonego
systemu formalnego (w naszym przykladzie — arytmetyki liczb naturalnych).
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Wyjasnienie: Strumien energii to ilosé
energii przeplywajacej w jednostce czasu
przez jednostke powierzchni.

Opis taki wymaga jednak wyjscia poza sam ten system i przyjecia zewnetrznej
perspektywy.

Niczym w dobrym kryminale, godnym Herkulesa Poirot czy Sherlocka Holmesa,
ostateczny werdykt jest wiec zupelnie inny, niz wydawalo si¢ na poczatku.

To nie samoodno$no$é, ale lekkomyslnie naduzywane pojecie prawdy, choé

z pozoru tak niewinne, odpowiada za sprzecznodci! Dodajmy na koniec, ze
twierdzenie Tarskiego méwi tylko o prawdziwoéci na gruncie sformalizowanych,
matematycznych systeméw — takich jak arytmetyka liczb naturalnych. Pojecie
prawdziwosci w jezykach naturalnych — takich jak jezyk polski — znajduje sie
poza jurysdykcja formalnych wnioskowan i tu, otoczona hordami paradoksow,
sprzeczno$é¢ moze pozostaé bezkarna.

VA

Przygotowal Dominik BUREK

M 1672. Dane sa funkcje kwadratowe f, g, h, ktore nie maja pierwiastkow
rzeczywistych, a ich wspétczynniki przy 2 sa réwne. Zalézmy, ze wspélezynniki
tych funkcji przy = sa parami rézne. Udowodnij, ze istnieje liczba rzeczywista c,
dla ktérej réwnania f(z) + cg(x) = 0 oraz f(z) + ch(z) = 0 maja wspdlne
rozwiazanie.

Rozwigzanie na str. [4]

M 1673. Czy mozna pokolorowaé¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie, uzywajac
dwéch kolorow tak, aby suma dwéch réznych liczb tego samego koloru nie byta
potega dwdbjki?

Rozwigzanie na str.

M 1674. Danych jest 25 réznych punktéw na plaszczyznie. Niech D bedzie
najwieksza z odlegtosci miedzy tymi punktami, a d najmniejsza z nich.
Udowodnij, ze D > 2d.

Rozwiazanie na str. [7]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1023. W litrowej butelce (Vo = 1073 m?) pozostala bardzo niewielka ilog¢ wody
przylegajacej do dna i $cianek butelki. Butelke szczelnie zamknieto, a nastepnie
ogrzano do temperatury 100°C. Jakie maksymalne ci$nienie wewnatrz butelki
mozna w ten sposob osiagna¢? Jaka minimalna ilo$¢ wody musi pozostac

w butelce, zeby to ciénienie mogto by¢ osiagniete? Poczatkowa temperatura
butelki z woda wynosi o = 20°C, ci$nienie powietrza w pomieszczeniu réwne
jest standardowemu ciénieniu atmosferycznemu, py ~ 10° Pa, a stata gazowa

R =~ 8,314 J/(mol-K). Mozna zalozyé, ze w momencie zamykania butelki, poza
resztka wody, znajdowalo sie w niej tylko suche powietrze.

Rozwigzanie na str. [7]

F 1024. W procesie przewodzenia ciepla strumien j przenoszonej energii
(ciepla) jest proporcjonalny do szybkosci zmian temperatury z odlegloscia

) dTl

J= _A%a
gdzie T oznacza temperature, a v wspolrzedna w kierunku najszybszego spadku
temperatury (minus oznacza przeplyw w kierunku malenia temperatury).
Stalowa kulke o promieniu R = 2,5 cm i temperaturze poczatkowej 20°C wrzucono
do wrzatku (100°C). Oszacuj, po jakim czasie T zanurzenia we wrzatku kulka
osiggnie temperature 100°C? Dane dla stali: ciepto wlasciwe ¢ ~ 0,47 J/(g-K),
wspoélezynnik przewodzenia ciepta A ~ 20 W/(K-m), a gesto$é p ~ 8 g/cm?®.
Rozwigzanie na str. [0]
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Grafen i spé6tka
*Wydziatl Fizyki, Politechnika ATL??,CL LA P[NSKA *

Warszawska

Nowe materialy przyczyniaja sie do rozwoju ludzkosci juz od czaséow
prehistorycznych. Wszak nawet kolejne epoki w dziejach ludzkosci nazywane
byly od surowca, jaki w danym czasie zostal rozpowszechniony, tak wiec
mieliSmy epoke kamienia, brazu czy zelaza. Aktualnie, pomimo iz czasy
prehistorii mamy za soba, to w dalszym ciagu nasze zycie napedzaja nowe
materialy. I tak jak krzem zrewolucjonizowal elektronike XX wieku, tak teraz
ciagle poszukujemy jego godnego nastepcy. Jednym z pretendentéw do tego
miana jest stawny juz grafen.

Czym jednak tak naprawde jest grafen? Grafen to nic innego jak odmiana
alotropowa wegla. Niektore pierwiastki wystepuja w kilku formach, rézniacych
sie wlasciwosciami — wowczas méwimy o alotropii. W przypadku wegla
wyrézniamy grafit, nanorurki weglowe, fulereny, diament i wspomniany wtasnie
grafen. Kazdy z tych materialéw zbudowany jest tylko z jednego rodzaju
czasteczek — atoméw wegla. W grafenie i graficie atomy te utozone sa w sposéb
heksagonalny, tworzac struktury na podobienstwo plastra miodu. Grafit zawiera
Rys. 1. Struktura pojedynczej warstwy wiele takich nakladajacych sie na siebie plastréw, podczas gdy grafen to tylko
grafenu pojedyncza warstwa. Okazuje sie, ze gdy oderwiemy z grafitu taka jedna
warstwe, to ma ona catkowicie odmienne wtadciwosci niz wiele natozonych
warstw na siebie.

Zanim jednak przejdziemy do omoéwienia tych niesamowitych wtasciwosci,
dzieki ktérym w grafenie upatruje sie nowego nastepce krzemu, cofnijmy sie do
wydarzenia, ktore zapoczatkowalo te swoista rewolucje grafenowa. W 2004 roku
Andre Geim (razem z Michaelem Berrym) na Uniwersytecie w Manchesterze dwaj naukowcy — Andre Geim i Konstantin
otrzymal w 2000 roku Nagrode Ig Nobla  Noyogelov — wykonali eksperyment polegajacy na umieszczeniu na tadmie
za eksperyment, w ktérym zywa zaba X . X o g o T R
lewitowala w silnym polu magnetycznym.  Kklejacej niewielkiej ilodci grafitu i wielokrotnym sklejaniu i rozklejaniu jej.
Andre Geim jest jak dotad jedynym : : . A : : :
laurentom obydwn nagréd: Nobla oraz W vx'rymku tego jakze pros‘/ce.go dosvv}ac%czenla wyizolowano .pol]edynczac warstyvg
Ig Nobla. grafitu — grafen — o grubosci zaledwie jednego atomu. Obaj naukowcy zostali za

to uhonorowani Nagroda Nobla w roku 2010.

Aktualnie grafen produkuje si¢ innymi niz noblowska metodami. Dzieje

sie tak z prostego powodu. Chociaz metoda taémy klejacej daje platki
grafenowe wysokiej jakosci, to jednak jej wydajnosé jest bardzo niska. Jedna

z najpopularniejszych metod wytwarzania tego materialu jest metoda osadzania
z fazy gazowej CVD (Chemical Vapor Deposition), w ktérej do rozgrzanego do
wysokich temperatur pieca wprowadza sie odpowiednie gazy. W wyniku reakcji
pomiedzy nimi atomy wegla osadzaja si¢ na umieszczonym wczesniej w piecu
podlozu (najczesciej jest to folia miedziana). Autorami jednej z modyfikacji

tej metody sa polski naukowiec dr hab. Wlodzimierz Strupinski i jego grupa.
Przewaga metody CVD nad innymi jest otrzymywanie wielkopowierzchniowego

Rys. 2. Aerozel grafenowy, ktéry przy

odpowiedniej metodzie produkcji moze grafenu'

by¢ lzejszy od powietrza, a mimo to jest , .. s . c 12

w stanie zaabsorbowaé wode o masie Sam grafen, oprécz tego, ze jest najcienszy z odkrytych dotad materiatéw,
przekraczajacej 850-krotnosé swojej jest najbardziej wytrzymaly (stokrotnie bardziej niz stal o tej samej masie),

wlasnej. Dlatego mozna go wykorzystaé e . . s ‘2 ’ .
miqdzyj innymigjako e };mz@zy 4o hajlzejszy i elastyczny. Dodatkowo ruchliwosé¢ elektronéw znaczaco przewyzsza

oczyszczania $rodowiska, ale takze do te w krzemie czy arsenku galu, a pod wzgledem przewodnictwa cieplnego okoto

magazynowania energii. . . s . ;. P . . )
12-krotnie przewyzsza srebro. Te wladciwosci sprawiaja, ze mozna go zastosowad
w wielu gateziach przemystu, m.in. w elektronice, optoelektronice lub medycynie.

& Jedna ze stosowanych form grafenu jest aerozel przedstawiony na rysunku 2.

Rozwigzanie zadania M 1672.
Zauwazmy, ze stopien wielomianu g — h
jest réwny 1, gdyz wspdlczynniki pray
funkcji g i h sg réwne, a wspélczynniki
przy x sa rézne. Zatem istnieje xo takie,

Grafen jednak, z uwagi na specyficzna budowe oraz brak przerwy energetycznej,
przysparza wielu probleméw naukowcom poszukujacym dla niego komercyjnego,
oplacalnego zastosowania. W wyniku miedzy innymi tych ograniczen do task

2

ze g(zo) = h(wo) # 0 (0 nie moze by¢ badaczy wrocity inne, doskonale znane juz od lat 60. ubieglego wieku materialy
FHGISeam merowy g 1 h) Biorac teraz w postaci objetosciowej (3D) z grupy, ktéra nazywamy dichalkogenkami

ci= ;i(r;(;) metali przejsciowych TMDC (Transition Metal Dichalcogenides). Jest to
widzimy, 7e wielomiany f + ¢g i f + ch olbrzymia grupa zwiazkow, ktéra w najprostszy sposéb mozna opisaé za pomoca
maja wspolny pierwiastek xq. WZOoru MnXm

4



Rys. 3. Struktura MoSs, jednego

z dichalkogenéw. Atom metalu
przej$ciowego (tutaj: Mo) znajduje sie
pomiedzy dwoma atomami chalkogenu
(tutaj: S)

Widok z géry na taka warstwe przypomina wspomniany
wcezesniej plaster miodu. I podobnie jak w przypadku
grafenu, wiazania w plaszczyznie pojedynczej warstwy
wyrdzniaja sie wyjatkowa sila, w przeciwienstwie do
stabszych wiazan pomiedzy warstwami. Stabsze wiazania
sa jednoczesnie przyczyna, dla ktérej mozemy swobodnie
odrywac kolejne warstwy.

Najbardziej znane, a co za tym idzie, rowniez najbardziej
przebadane zwigzki tej grupy to MoS, oraz WS,. Oba
sa polprzewodnikami i oba sprawdzaja si¢ §wietnie

w tradycyjnej formie w postaci smaréw czy dodatkéow
do olejow. Jednak gdy oderwiemy jedng warstwe
kazdego z tych zwiazkéw, to okaze sig, ze ich przerwa
energetyczna ulega transformacji ze skosnej na prosta,

a to dalej pociaga za soba zupelna zmiane wladciwosci
w poréwnaniu do tréjwymiarowego odpowiednika.

7 potprzewodnikéw MoSs i WSs buduje sie tranzystory,
fotodetektory, biosensory, katalizatory w reakcji
hydrokatalizy wody i inne.

MXenes to stosunkowo niedawno powotana do zycia
grupa materialow. Pierwsze doniesienia na temat tych
zwigzkow datowane sg raptem na 10 lat wstecz, czyli na
2011 rok. Cala grupe, podobnie jak w przypadku TMDC,
opisa¢ mozna za pomoca wzoru ogblnego: M,,11X,,.
Litera M oznaczamy metal przejSciowy z grupy d uktadu
okresowego pierwiastkéw, np. skand (Sc), tytan (Ti),
wanad (V), cyrkon (Cr), niob (Nb), molibden (Mo); X to
z kolei atom wegla (C) lub azotu (N). Te syntetyczne
zwiazki wytwarza sie z fazy MAX, ktérg dokladnie
oznacza sie jako M,,11AX,,. Litera, ktéra pojawita sie
pomiedzy atomami metali przejSciowymi a atomami
wegla lub azotu, odnosi sie do pierwiastkéw grupy I1la
lub IVa, np. glinu (Al). Aktualnie znanych jest okoto

70 réznych faz MAX, np. TisAlC, TizAlC,. Podobnie
jak w przypadku innych materialéw warstwowych,
réwniez dla tych obserwuje sie zréznicowanie wigzan
pomiedzy atomami. I tak wigzania pomiedzy atomami
M—-X sa zdecydowanie silniejsze niz te M—A, co sprawia,
ze wiazania stabsze moga by¢ rozbite, dajac nowy
zwiazek. Usuniecie bowiem pierwiastka oznaczonego
jako A jest istotnym krokiem na drodze do wytworzenia
MZXenes. O ile jednak w przypadku grafenu czy TMDC
do rozdzielenia sasiadujacych warstw wystarczy zwykla
tasma klejaca, tak w przypadku MXenes konieczne

jest zaprzegniecie zlozonych proceséw chemicznych.
Wtiasciwoséci MXenes mozna modyfikowaé¢ w zaleznosci
od stechiometrii lub zmian powierzchni czy procedury
wytwarzania. Mimo ze MXenes najczesciej sa metalami,
to w wyniku odpowiednich zabiegéw procesowych
niektére z nich moga by¢ poélprzewodnikami.

5

Litera M w tym wypadku oznaczamy atom metalu przejéciowego, czyli np.
tytanu (Ti), molibdenu (Mo), wolframu (W), hafnu (Hf), niobu (Nb). Natomiast
X oznacza si¢ atom chalkogenu, czyli siarke (S), selen (Se), tellur (Te). W tej
grupie znajdziemy m.in. zaréwno pélprzewodniki (MoSy, WSs), pélmetale
(WTeq, TiSes), jak i metale (NbSy, VSes). Réznorodnosé tej grupy jest

zatem ogromna. Cecha wspdlna wszystkich zwigzkow TMDC jest ich budowa.
Pojedynczg warstwe w tym wypadku tworzag dwa atomy chalkogenu oraz
umieszczony pomiedzy nimi jeden atom metalu przejSciowego, jak na rysunku 3.

Przykladowo dolaczenie grup fluorowych,
hydroksylowych lub tlenowych do zwiazku TisCO2 daje
mu wytrzymalos¢ na rozciaganie przewyzszajaca te dla
grafenu, a takze zwiekszenie elastycznoéci. Inna ciekawa
cecha tej grupy zwiazkow jest osiaganie niespotykanej
dotychczas efektywnoéci ekranowania promieniowania
elektromagnetycznego w stosunku do innych
materialéw 2D. Raportuje sig, ze niektére MXenes
ekranuja promieniowanie EM na poziomie 92 dB, a to
oznacza, ze co najmniej 99,99999994% padajacego
promieniowania jest blokowanych przez material. Jest
to bardzo obiecujaca wartosé, szczegélnie biorac pod
uwage ewentualne zastosowania w nanokompozytach
polimerowych. Na rysunku 4 przedstawiono warstwe
wykonana z MXenes, przeznaczong do zastosowania

w ekranowaniu fal EM.

Rys. 4. Warstwa z MXenes do ekranowania fal elektromagnetycznych

Dodatkowo w nanokompozytach moga wplywac

na poprawe wiasciwosci mechanicznych. Oprécz
nanokompozytéw naukowcy prébuja wykorzystac
MXenes m.in. jako materialy do magazynowania energii
w ogniwach paliwowych czy takich urzadzeniach, jak
baterie jonowo-litowe lub superkondensatory.

Opisane tutaj grupy materialéw o strukturze
dwuwymiarowej nie sa jedynymi, natura zna wiele
innych przykladéw tego typu materialéw. Warto

tu wspomnieé¢ chociazby o jednej z odmian fosforu —
czarnym fosforze i jego monowarstwie — fosforenie, czy
heksagonalnym azotku boru. Takie przyklady mozna

by mnozy¢ i mnozyé. Wszystkie te materialty w wyniku
zmniejszenia wymiarowoéci uzyskuja nowe, dotychczas
niespotykane wlasciwosci. Przy czym kazdy z nich

jest na swéj sposob specyficzny i wymaga specjalnego
postepowania. Duzym problemem wciaz pozostaje
opracowanie taniej oraz bezpiecznej produkcji tych
materialéw na skale przemystowa. Biorac jednak pod
uwage intensyfikacje prac, rychlo mozemy sie spodziewaé
rozwiazania tej kwestii, a kto wie, moze wéwczas nowe
materialy o strukturze 2D, na czele z grafenem, na stale
wpisza sie w nasze codzienne zycie.
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Algorytm Euklidesa najczesciej kojarzy nam sie

z wyznaczaniem najwiekszego wspolnego dzielnika

dwéch liczb®. Istotnie, jest to elementarny i efektywny
sposob na otrzymanie NWD dwoch liczb. Jednak czy
korzystamy przy tym ze wszystkich informacji, jakie daje
nam przeprowadzenie tego algorytmu? Okazuje sig, ze wiele
jego bardzo ciekawych zastosowan. . .
z koncowego wyniku, jakim jest najwiekszy wspolny
dzielnik. Na samym jednak poczatku przypomnijmy, na

czym polega éw algorytm.

Uogodlnienie algorytmu Euklidesa
Adam BARANSKI*

r1. W przeciwnym razie, gdy ro # 0, mozemy powtarzaé
operacje dzielenia z reszta az do skutku. Jesli przez ry41
oznaczymy reszte z dzielenia ry_1 przez ry, to otrzymamy
cigg nieréwnosci

ro>ry >nre>--->0.

Jednak malejacy cigg nieujemnych liczb catkowitych
nie moze by¢ nieskonczony, wiec dla pewnego n mamy
rn > rpy1 = 0. Zatem 7,1 = gn—17,. Po obserwacji, ze
NWD(T’(), 7’1) = NWD(’/’l,TQ) = NWD(T‘Q,Tg) =
.= NWD(ry—1,7) = rn,

nawet nie korzysta

WezZmy dwie dowolne liczby naturalne a > b. Przez

NWD(a, b) bedziemy oznaczaé najwiekszy wspdlny dzielnik
liczb a, b. Dla wygody zapisu oznaczmy 1o := a,r1 := b.
Wéwcezas po podzieleniu z reszta otrzymujemy

o = qor1 + 12

Jesli ro = 0, to koriczymy algorytm, poniewaz NWD(rg,r;) =

fo algorytmie Euklidesa mozna
przeczytaé¢ w tym numerze Delty
w Kaciku Poczatkujacego Olimpijczyka.

@

Rozwigzanie zadania F 1024.

Zmiana temperatury stalowej kulki
wyniesie AT = 80°C. Dla osiggnigcia takiej
zmiany nalezy dostarczy¢ energie

w postaci ciepla réwna

Q_

Cieptlo to bedzie dostarczane przez
powierzchnie kulki z szybkosciag
ﬂ = 4rR?
dt
W miare ogrzewania wnetrza kulki
strumien ciepla j wnikajacego przez
powierzchnie bedzie sie zmieniat. Dla
naszego oszacowania przyjmijmy, ze jego
$rednia (wzgledem czasu) warto$é to
w (grubym) przyblizeniu
Cm ) AT
J = R
Prowadzi to do oszacowania:
~ cpR?
3\
Dla danych zadania otrzymujemy
T & 40 s. Sciéle biorac, cieplo wlasciwe
stali i jej gestosé zalezg od temperatury.
Pominigcie tych zmian jest jednak
nieistotne w poréwnaniu
z niedoktadnoécia naszego oszacowania
Sredniego strumienia ciepta. Otrzymany
wynik nalezy traktowaé jak oszacowanie
rzedu wielkoéci czasu 7.

4nR3
3 cpAT.

W taki poziomy sposéb bedziemy odtad
zapisywa¢ utamek tancuchowy

1

zo = qo +
q1 +
q2 +

dla pewnych naturalnych gp, 72, 0 <19 < 71.

otrzymujemy:
To = qoT1 + T2
TL=qT2 + 713
Tn—2 = (n—2Tn—1+Tn Ty = NWD(a,b).

PrzejdZzmy wiec do ciekawszej czesci, a mianowicie jednego z wielu zastosowan
algorytmu Euklidesa. Zauwazmy, ze powyzsze dzielenia z reszta mozna przepisaé
jako:

70 1 1 Tn—2 1 Tn—1
(1) 7:qo+Ev *—(11+ T ey ZQn72+ Trn_1 " =d4dn—1-
1 2 2 T3 Tn—1 T n

W takim razie, podstawiajac kolejno powyzsze réwnoéci, otrzymujemy

7‘0_ +1_ i 1 _ - " 1
Tl*QO :717610 17.“7(10 ]
2 @t Q1+ 1
s Q2+. 1
.
qn—1

Utamki tej postaci nazywamy ulamkami lanicuchowymi.

Jak wiec widzimy, algorytm Euklidesa pozwala nam na rozwijanie liczb wymiernych
w utamki tancuchowe. Ponadto, skoro koriczy sie on po skonczenie wielu krokach, to
mozemy dojs¢ do nastepujacego wniosku.

Twierdzenie 1. Dla dowolnej liczby wymiernej algorytm Fuklidesa daje skoriczone
rozwiniecie w ulamek tancuchowy.

Kanoniczna wersja algorytmu Euklidesa pozwala nam rozwijaé¢ tylko liczby wymierne.
Co jednak, gdyby$my znalezli analogiczna metode dla wszystkich dodatnich liczb
rzeczywistych? Jak sie okazuje, nie jest to wcale az tak trudne do osiagniecia.

Oznaczmy ilorazy xy := =0,1,...,n —1; z réwnosci mozemy odczytad
1 1 1
To=q+— T1=q@+——, ..., Tp-2=(qn-2+ y Tpn—1=(qn-1,
I T2 Tn—1

przy czym dla kazdego k zachodzi i < 1, wiec g jest czescia catkowita xy,.
Niech |z] b@dzie czedcia catkowita (funkcja entier) liczby x € R. Wtedy
TE = qp + = |z| + ﬁlﬂ, lub réwnowaznie

1

Wykazalidmy wiec, ze xj, spelniaja rekurenq@ (12 i oraz

el

Latwo mozemy sprawdzié, ze przeprowadzajac operacje ., jesteSmy w stanie
rozwijaé (mozliwe, ze ,nieskoniczenie dlugo”) kazda liczbe rzeczywista w ulamek
tancuchowy. Korzystajac z tego ogdlnego algorytmu Euklidesa, mozemy udowodnié¢
nastepujacy fakt.

mk+1

qr = |zK| oraz Th4l = o dla k=0,1,...,n— 2.

Whiosek 1. Liczba /2 nie nalezy do zbioru liczb wymiernych.
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Przez ten nieskonczony utamek
sygnalizujemy tu jedynie, ze nasz
algorytm si¢ nie zatrzymuje. Przy
odrobinie wysitku mozna przypisaé
nieskoniczonym ulamkom tancuchowym
wartosci liczbowe, ale o tym pézniej.

Rozwigzanie zadania F 1023.

Po ogrzaniu do 100°C ci$nienie zawartego
w butelce powietrza wzrosnie do

p =poT /Ty, gdzie T = (273,15 + 100) K
jest temperatura koncowa w skali Kelvina,
a Ty = (273,15 + 20) K temperatura
poczatkows powietrza. Poza powietrzem
w butelce bedzie tez para wodna.
Maksymalne ci$nienie nasyconej pary
wodnej w temperaturze to = 100°C =

= 373,15 K jest réwne standardowcmu
ci$nieniu atmosferycznemu Po & 10° Pa.
Cis$nienie w butelce bedzie réwne sumie

ci$nien powietrza i nasyconej pary wodnej.

Ostatecznie:

= 1+T
P =Ppo T )

Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy p ~ 2,34 - 10° Pa. Liczba
moli nasyconej pary wodnej w objetodci
Vo=10"2m?i temepraturze

T = 373,15 K wynosi:

poVo

n= ~ 0,041,

co odpowiada okoto 0,74 g, czyli okoto
0,74 cm?® wody — jest to kropla o $rednicy
okoto 11 mm (masa 1 mola wody to 18 g,
a jej gestos¢ w temperaturze 20°C to

ok. 1 g/cm?®). Co najmniej tyle wody
musi znajdowadé si¢ w butelce przed
rozpoczeciem ogrzewania, zeby osiggnac
obliczone wyzej ci$nienie.

W temperaturze 20°C ci$nienie pary
nasyconej wynosi okoto 2,34 kPa.
Przyjecie, ze przed ogrzewaniem poza
powietrzem w butelce byta takze para
nasycona, wprowadziloby nieznaczng
poprawke do podanego wyniku (mniej
niz 0,001 mola pary).

@

Rozwigzanie zadania M 1674.
Rozpatrzmy dowolny punkt X z danego
zbioru i wezmy okrag € o $rodku

w punkcie X i promieniu D + %

Z definicji D okrag € zawiera wszystkie
25 okregoéw o srodkach w wyjsciowych
punktach i promieniu % Wobec tego
poréwnujac pola, dostajemy

D+d2>2’ d\?
T B QT 2 3

czyli rownowaznie D > 2d.

Dowdd. Przyjmijmy xg := f :

V2. Zauwazmy, ze [V2] = 1, wiec x; = m
=1+ /2. Jednakze jesli x, =14 V2, to |2, | = 2, a w konsekwencji réwniez
1 1 1
= = =142
n—lzn] 1+v2-2 V2-1
Zatem skoro 1 =1+ v/2, to z, = 1 +v/2 dla wszystkich naturalnych n. W takim
razie qo = 1, g, = 2 dla n > 0, a liczba

\/5:1+%+%+%+'%‘

ma nieskoriczone rozwiniecie w utamek lancuchowy, wiec na mocy twierdzenia [I] nie
moze by¢ wymierna. O

Tn4+1 =

Kluczows wlasnodcia algorytmu Euklidesa, z ktérej korzystamy, jest to, ze koriczy
sie on po skonczenie wielu krokach. Opiszemy teraz uogdlnienie zachowujace te
ceche i dajace nam mozliwosé szerszego zastosowania. Zauwazmy, ze operacja, ktéra
wykonywali$émy, parze (a,b) przypisywala pare (b,r), gdzie r bylo reszta z dzielenia
a przez b. Algorytm konczyl sie po skonczenie wielu krokach dlatego, ze reszta

z dzielenia byla coraz mniejsza oraz ograniczona z dotu przez 0.

Podobnie mozemy zdefiniowaé uogdlniona wersje. Dla ustalonego m € N zdefiniujmy
przeksztalcenie ¢, wzorem

©m(a,b) = (b-m,r) dlaa >0,
gdzie r jest reszta z dzielenia a przez b. Zauwazmy, ze b-m > b > r, a wiec przy
kazdym przeksztalceniu ¢, druga wspolrzedna zmniejsza sie i jest ograniczona
z dotu przez 0. Zatem nie ma znaczenia, jakie bralibySmy ¢,,, (m; € N), zawsze
algorytm, ktéry w i-tym kroku przeksztalca pare (a,b) na ., (a,b), koficzy sie po
skoniczenie wielu krokach.

Zobaczmy na przykladzie, jak dziala nasza uogdlniona wersja algorytmu Euklidesa.
Rozwazmy ciag (my)ren taki, ze my = k dla kazdego k € N, i zastosujmy ciag
przeksztalcen ¢,,, na liczbach 101 i 82. A Wie;c mamy

(101,82) % (82-1,19) ¥ (19-2,6) 2% (6 - 3,2),

a skoro 18 jest podzielne przez 2, to koniczymy algorytm. Od razu narzuca sie
nastepujaca obserwacja — wynikiem naszego algorytmu nie musi by¢ najwiekszy
wspdlny dzielnik liczb a i b (bowiem NWD(101,82) = 1 # 2 = NWD(18, 2)). Mozemy
jednak w sposéb analogiczny do rozwing¢ liczbe 3 101 w uogdélniony utamek
tancuchowy, korzystajac z przeprowadzonego algorytmu. Mamy:

101 1 821 2 19.2 3
By ol _uy R g
821 192 6-3
82 ST 19 % 6 &
zatem
101 1 1 1 1
82 sz " 2 M
itmz Aty At
6 6+ 53 6+
5 9

Uogdlnionymi ulamkami taiicuchowymi (generalized continued fraction)
nazywamy wszystkie utamki tej postaci, lub bardziej precyzyjnie, postaci:

bi|  ba|, bs|, bn
(3) a0+'—1‘+'—2‘+'—3‘+'—‘,
aq as e (075

gdzie ag jest dowolng liczbg caltkowita, zas aq,...,an, b1,bs,..., b, sa
naturalne. Ulamkiem laiicuchowym (po prostu) sa wtedy ulamki postaci (3)
dla by = by = ... =b, = 1. Powyzej udato nam si¢ wiec rozwina¢ utamek
w uogdlniony utamek tancuchowy dla by =1, by =2, bg = 3.

Zauwazmy, ze dla dowolnego ciagu liczb naturalnych (my)ren mozemy wyprowadzié
podobne wzory, a mianowicie

(4)

i wéwczas

ML lak=0,1,...,0 — 2,
xk*kaJ

x0=q0+m1+m2+m3+mnil-
q1 q2 Tn—1

Poniewaz uogoélniona wersja algorytmu Euklidesa réwniez konczy sie po skoniczenie
wielu krokach, wiec mozemy sformutowaé¢ odpowiednik twierdzenia [T}

k= |zK] oraz xpiq =

7



Dla ciagu (my)ken = (2,2, ...) wszystkie
ponizsze rozwiniecia dajg te samg liczbe:
2 2 2
) 1 2 1 2

2

y T ...

Mozna si¢ umoéwié, ze granicg ciggu R,
zapiszemy jako

1
e=2+

1+
2+
3+

3

44 .

Dla utamka jak w rekurencje

Ppy1 = ant1Pn 4+ bpt1Pr_1 (i podobng
dla Qpn+1) mozna uzasadnié przez

ant1
brt1

obserwacje, ze zamiana a, na a, +

daje utamek o jedno pigtro dtuzszy.

Liczbe m mozemy zapisaé jako
nieskonczony ulamek tanuchowy
w nastepujacy sposob:

4
12
32
52
72

T =

1+
2+
2+
2+

24

Twierdzenie 2. Dia kazdego ciggu (my)ren, jesli liczba xq jest wymierna, to po
zastosowaniu algorytmu opisanego wzorem uzyskane rozwiniecie w uogdlniony
utamek laricuchowy dla b; = m;1 jest skoniczone.

Warto tutaj doda¢ kilka stéw komentarza. Rozwiniecie uzyskane przez zastosowanie
algorytmu Euklidesa (badZ jego uogdlnionej wersji) jest jednoznacznie wyznaczone.
Nie oznacza to jednak, ze rozwiniecie liczby w uogdlniony utamek tancuchowy jest
jednoznaczne — nawet po ustaleniu ciagu (my)ren mozliwe jest uzyskanie réznych
rozwinieé¢ danej liczby (jak na marginesie obok). Twierdzenie to daje nam jednak
pewnosé, ze rozwijajac liczbe wymierna w szczegdlny sposéb (dany wzorem ),
otrzymamy rozwiniecie skonczone. Zaobserwujmy jego zastosowanie na przykladzie
dowodu nastepujacego faktu.

Whniosek 2. Liczba e jest niewymierna.

Dowdéd. Dowdd oprzemy na rozwinieciu e w nieskonczony uogélniony utamek
tancuchowy:

. . 1 1] 2 3 n—1
67711520]%”’ gdzie R, .f2+g+g+g+H+IT‘.

Znajac juz rozwiniecie liczby e, latwo uzasadni¢ jej niewymierno$é. Przyjmijmy ciag
(mi) = (1,1,2,3,...) i zastosujmy uogdlniony algorytm Euklidesa do xg = e.
Dla wyznaczenia x1 wystarczy zauwazy¢, ze zaznaczony na marginesie kolorem

utamek e’ —1+H H H

Tl = = 2 jest réwna wladnie €’. I tak dalej, tatwo przekonadé sie, ze uogdlniony
algorytm Euklidesa w kolejnych krokach po prostu odcina kolejne poczatkowe
fragmenty utamka. Skoro utamek ten jest nieskoriczony, algorytm nigdy nie koriczy
dziatania, co na mocy twierdzenia 2 oznacza niewymiernosé e.

.. jest wiekszy od 1. W konsekwencji |e] = 2 i warto$é

Pozostaje uzasadnié zbieznoé¢ R,, — e. W tym celu bedziemy korzysta¢ z nastepujacej
definicji liczby e:

o0
=D 111
*Z TR TR TR TR

Da sie wykazaé, ze R,, = Q— gdzie P,, @, zdefiniowane sa rekurencyjnie,
a mianowicie:
Py =2,
Qo =1,
Zauwazmy, ze Py =2 = 2

(n+2)‘
n+1

P=3 P =P ( )+Pn,1n dla n
Q1=1, Qn+1 = Qn( 1)+ Qn_1n dla n
,Pp=3=3 P=8= f! itd. Za pomoca indukcji mozemy

>1
> 1.

udowodnié, ze P, = . Gdy znamy juz wartosé P, narzuca si¢ podstawienie

~  Qn n+1
Q=3 =@y
Wéwezas QO = % @ s oraz z rekurencji mamy

~ (n +3)!
Qn+1 n+ 2

(T»,LH_Q) ) d05ta‘.]emy Qn+1

n+3 (Qn -

i ostatecznie Q,, =

=Qn(n+2)'+ Qn_1(n+1)!

n+2 A 1 .
Qn n5 + Qn-15;75- Jednakze

Qn_l), co przez indukcje pozwala wyznaczy¢
n+2 (—1)*
k=0 ~ &I
1 1 1
=lim 2*=1lim —=————————=— =&.

2 (=1)k —1
n—oo Qn n—o0 Qn hm ZJFO ( kll) e

Dzielac stronami przez
wowcezas Qn+1 — Qn =

Qn+1 Qn =

lim R,

n—oo

W . Zatem

Koriczy to dowdd zbieznosci R,, — e, a zatem i dowod niewymiernosci e. a

W powyzszym dowodzie kluczowe byto przedstawienie liczby e w postaci
nieskoniczonego utamka tancuchowego. Niestety, nie kazde rozwinigcie ma taka
wlasno$é, ze przy kazdym kroku algorytmu schodzimy o jedno pigtro w dot.

Taka sytuacja nie ma na przyktad miejsca, gdy przeprowadzamy algorytm na
przedstawionym obok rozwinigciu liczby 7. Od razu wiec narzuca sie pytanie, czy
mozemy w jakis sposob sklasyfikowaé te rozwiniecia, na ktérych przeprowadzenie
algorytmu odcina kolejne pigtra? Czy jest w ogdle mozliwe, aby przeprowadzenie
algorytmu niekoniecznie schodzifo o jedno, ale na przyklad o kilka pieter w do6t?

I najwazniejsze, jaki ma to wszystko zwiazek z tytulowym algorytmem Euklidesa. . .?
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* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Réne Descartes (1596-1650)

r DISCOURS
! DE LA METHODE
Pour bien conduire (2 raifon,8 chercher
Ia verité dans lesfEiences.
_Prus
LA DIOPTRIQVE.
LES METEORES.
ET
LA GEOMETRIE.
Qui [ont des effais de cere METHODE.

A Leynes
De lMmprimeriedc [an Ma1rE
1315 c xxxym

Auec Prinilege.

Strona tytutowa Rozprawy o metodzie
dobrego powodowania swoim rozumem
i szukania prawdy w naukach

Kartezjusza; tlumaczenie tytulu: Tadeusz

Boy-Zelenski [1918]

y=f(z)

/dw

O x

dy

Interpretacja dx, dy: para (dz, dy) jest
wektorem stycznym do krzywej y = f(z)
w punkcie (z, f(z)).

Pochodna jako tangens kata a:

dy = f'(z)de ~ (y' —y) = f'(z) (2’ —x) -

réwnanie prostej stycznej do wykresu
funkcji y = f(z) w punkcie (z, f(x)).

Roéwnania rézniczkowe i geometria (I)
Grzeqorz LUKASZEWICZ*

Sformutowana w XVII wieku, za sprawa Kartezjusza i Fermata, geometria
analityczna ustanowita zwiazek geometrii z analiza. Dla przyktadu okrag
zdefiniowany jako zbiér punktow na plaszczyznie jednakowo odlegtych

od danego punktu na tej ptaszczyznie otrzymal teraz — w dodatku do
geometrycznej reprezentacji i definicji stownej — reprezentacje w postaci
réwnania algebraicznego 22 + y? = r?, gdzie para (z,y) to wspotrzedne
kartezjaniskie punktu na okregu o srodku w (0,0), a r to jego promienn. Wydana
w 1637 roku Rozprawa o Metodzie Kartezjusza byla prawdziwym przelomem nie
tylko w filozofii, ale takze w matematyce. Od tej chwili badano krzywe réwniez
metodami analitycznymi.

Nastepny przelom w matematyce w XVII wieku nastapil, gléwnie za sprawa
Leibniza i Newtona, wraz z wprowadzeniem rachunku rézniczkowego i catkowego.
Pozwala on powiazaé nie tylko dana krzywa, ale cate rodziny krzywych,

z jednym réwnaniem, tym razem nie algebraicznym, lecz rézniczkowym.

Zacznijmy od najprostszego przykladu, gdzie rodzina krzywych to rodzina
prostych, ktére w prostokatnym ukladzie kartezjanskim sa réwnolegle do
osi OX. W opisie Kartezjusza mozemy dowolng prosta tej rodziny opisaé
rownaniem

(1) y(z) =c,
gdzie c jest liczba rzeczywista. Chcac opisaé¢ calg rodzine za pomoca jednego
réwnania, musimy wyeliminowaé¢ parametr ¢, méwigcy o miejscu przeciecia tej
prostej z osia OY. Mozna to zrobié, biorac pochodna wzgledem zmiennej x obu
stron rownania. Otrzymamy wtedy réwnanie

— =0.

@ ORY -
dy

Pochodzacy od Leibniza symboliczny zapis 42 = 0 jest niezwykle wygodny
do badania réwnan. Nie ma w nim niczego tajemniczego, jesli si¢ wie, jak
go rozumie¢ w danym kontekscie. Symbole dy i dx nazywamy rézniczkami,
stad réwnanie jest rownaniem rézniczkowym, a doktadniej rownaniem
rozniczkowym zwyczajnym pierwszego rzedu. Przejécie od réwnania do
réwnania nazywamy catkowaniem réwnania rézniczkowego. Szukane
rozwigzanie ogolne to cala rodzina prostych, od ktérych wyszlismy w tym
przykladzie.

. . dy
lubw innym zapisie

Rozwazmy przyklad nieco trudniejszy. Nasza rodzina krzywych jest teraz
rodzina okregéw o srodku w punkcie (0,0) na plaszczyZnie i dowolnych
promieniach ¢ > 0. Wiemy juz, ze kazda krzywa tej rodziny mozemy opisaé
rOwnaniem

(3) x4 y? =2

Sprébujmy ulozy¢ rownanie rézniczkowe tej rodziny okregéw. Wytaczajac punkty
przeciecia okregdéw z osia O X, polokregi powyzej i ponizej tej osi wyrazone

sa przez pewne funkcje y = y(x), ktére w tym przykladzie tatwo wyliczyé

z réwnania . My jednak postgpimy nieco inaczej. Zapiszmy réwnanie ({3

w postaci 9

2?4 y(x)? =c¢
i wezmy pochodna obu stron wzgledem zmiennej x. Otrzymamy
2z + 2y(x)y'(z) =0,

zatem ostatecznie
x dy T
4 "z) == lubw innym zapisie = =—=,
@) v =2 ymapisie 4L =~
Roéwnanie (EI) opisuje rodzine naszych okregdw, a gdyby sie ktos upieral,
ze przeciez przy jego wyprowadzaniu wylaczyliSmy punkty przeciecia
okregow z osia OX, to tu przychodzi z pomoca genialna symbolika Leibniza.
W otoczeniu wylaczonych punktéow zapisujemy réwnanie jako

dx Y
(5) di ="

y x
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gdzie teraz zmienna zalezna jest funkcja x(y). Dla upartych, ktérzy nie zgadzaja

(dz, dy) sie, ze réwnania @ i to przeciez nie jedno réwnanie, uzyjemy trzeciego
zapisu:
(@) xdx + ydy = 0.
o Czy patrzac na to réwnanie, widzicie juz jego rozwigzanie ogélne? Co ono
oznacza geometrycznie? Prawda, ze wida¢? A teraz scalkujemy je analitycznie.
Przyltézmy do réwnania znak calki, bedacy nieco znieksztalcona litera ,,S”,
oznaczajaca sumowanie — oznaczenie wprowadzone przez Leibniza w 1675 roku.
Tloczyn skalarny wektora (z, y) Zmnajac wlasnosci tej operacji, mozemy napisaé
z wektorem (dz, dy) stycznym do szukanej
krzywej jest rowny zeru xdx + ydy _ 0,
(z,y)(dx, dy) = xdz + ydy = 0.
Szukang krzywa w przypadku (@) i co daje bezposrednio
jest okrag. 1 9 1 9
-+ -y~ +C=0.
2" T oY
Tutaj C jest dowolna stala calkowania, a rownanie ma rozwigzania dla C' < 0,
stad mozemy podstawi¢ C' = —%c2 i dostajemy réwnanie .

Ten algorytm dziata tylko w dosé prostych przypadkach. Rozwazmy teraz
przypadek jeszcze trudniejszy. Sprobujmy scalkowaé rownanie

(6) (zy? +2° +y —2)dy — (y* + 2’y —y — x)dzx = 0.
Widaé, ze poprzedniego algorytmu nie da sie zastosowaé¢ bezposrednio. Co zatem
mozemy zrobi¢?

Gdy piszacy te stlowa poznawal réwnania rézniczkowe po raz pierwszy,

z tak zwanych nowoczesnych lub wspétczesnych podrecznikéw, byl mocno
rozczarowany. Dawaly one wrazenie, ze ich struktura podobna jest do struktury
ksigzki kucharskiej z przepisami. ,,Gdy masz to, zréb tak” — zbiér trickdéw, za
pomoca ktorych mozna byto scatkowaé réwnania réznych typow. Trickéw, ale

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) zadnego ogdlnego algorytmu.

Nie odwazam si¢ na dodatkowa notatke Na przyklad w przypadku réwnania @ nalezalo ,zauwazyc¢”, ze zmieniajac
© Leibnizu na marginesie, zdajac sobie zmienne x i y na nowe, r i 6,

sprawe, ze z koniecznosci kazda jej

realizacja bylaby réwnie informatywna (7) T = rCos 0, y=r sin @

jak przyblizenie Wam stonia

bezsprzecznie prawdziwym stwierdzeniem, (para (r,6) to tzw. wspdlrzedne biegunowe), mozemy wyrazi¢ réwnanie @
ze jest to duze i sympatyczne zwierze. : .

Odsytam do literatury na koncu artykutu. w nOWyCh Zmlennych JakO

dr

0= r(1—r?),

ktére catkuje si¢ juz bezposrednio. Znajac rozwiazanie r = r(6), mozna,
korzystajac z réwnan (7)), wyrazi¢ je w zmiennych (z,y), otrzymujac tym samym
rozwiazanie rownania (6)). Wszystkie wlasnosci rozwiazania mozna odczytaé

z jego wyrazenia w zmiennych biegunowych. W formie uwiklanej postaci
F(r,0) = ¢, ktéra nazywamy calkq pierwszq réwnania réiniczkowego, wyraza
sie ono wzorem

log

Dodatkowymi rozwigzaniami sa r =01r = 1.

Kilka stéw o powyzszym ,zauwazaniu”... Z réwnania @ mozna obrét wokot poczatku uktadu wspélrzednych przeprowadza krzywe
odgadnad, ze grupa obrotéw plaszczyzny wokél poczatku ukladu calkowe na krzywe caltkowe, stad tez grupa obrotéw zachowuje
wspolrzednych przeprowadza rozwigzania tego réwnania na réwnanie rézniczkowe @ Z réwnania
rozwigzania tego samego réwnania. Pomoze nam w tym geometria. tga = 1
Nasze réwnanie zapisujemy w postaci . L. . r2 -1 .
dy _y L wynika tez, ze okrag o promieniu 1 jest er}.rW@ caik.owa,.ktorq
dz _x  _ grupa przeksztalca na ten sam okrag. Drugim rozwigzaniem
— %Z—Z r2—1’ o tej wlasnosci jest oczywiscie poczatek ukltadu wspélrzednych.
gdzie r2 = 22 + y2. Lewa strona powyzszego réwnania jest Widzimy, ze dziatanie grupy obrotéw zachowuje wielko$é
tangensem kata o pomiedzy styczna do krzywej catkowej r = /72 + y2, zmienia sie tylko kat obrotu §. W ptaszczyznie
w punkcie (z,y) a promieniem wodzacym tego punktu (r,0) odpowiada to wedréwce po prostych r = const, a stad juz

wyprowadzonym z poczatku ukladu wspéirzednych. Oznacza to, ze wnioskujemy, ze podstawienie @ jest wlasciwe. Wiecej o tym

krzywe calkowe tworza z okregami r? = x2 4 y? staly kat, a kazdy w nastepnym artykule.

No dobrze, ale ,zauwazenie” to przeciez nie algorytm. Okazuje sig, ze takie
algorytmy istnieja, ze byly juz znane w XIX wieku i widnialy w podrecznikach
z réwnan rézniczkowych, ale... w pewnym momencie jakby o nich zapomniano,

10



Sophus Lie (1842-1899)

Rodzina wspétogniskowych elips
i hiperbol

Charles Babbage (1791-1871)

Literatura:
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Center Press, 2018.

Ch. Babbage, Passages from the Life of
a Philosopher, London, Longman 1864.
J. Mazur, Enlightening Symbols. A Short
Story of Mathematical Notation and
Its Hidden Powers, Princeton

University Press, 2014.

wyrzucajac jednoczednie z podrecznikow. Przypomniano sobie o nich w p6znych
latach 60. XX wieku, w zwiazku z badaniami waznych zagadnien nieliniowych,
jednoczesnie w dobie komputeréw, ktorych dziatanie nie opiera sie na
Lzauwazaniu”, ale na algorytmach.

O tym, jak rozwiazaé¢ réwnanie @, i nie tylko to, korzystajac z ogdlnej

metody, opowiemy w nastepnym artykule. Jego bohaterem bedzie Sophus Lie —
bardzo ciekawy gigant matematyczny, ktérego jedng z naczelnych idei byto
przeniesienie teorii catkowalnosci réwnan algebraicznych, teorii Galois, na
réwnania rézniczkowe. Dotyka to najwazniejszej ogolnej idei wprowadzonej do
matematyki i fizyki w XIX wieku, idei symetrii danego obiektu, w naturalny
sposOb powiazanej z pojeciami niezmienniczosci i grupy — pojecia te widzimy juz
u Galois. Idee te pozwolity powiazac gleboko réwnania rézniczkowe z geometria
i algebra. Zauwazmy, ze mamy tu nowa jakosé. Dotaczyta algebra. Jej jezyk
potaczyl teorie catkowalnosci réwnan algebraicznych i rézniczkowych, wskazujac
na ciekawe analogie miedzy gléwnymi twierdzeniami obu teorii.

Wr6émy do naszych elementarnych rozwazan. Powyzsze powigzania rownan
rézniczkowych z rodzinami krzywych maja proste uogélnienia. Na przyktad gdy
chcemy znalez¢ réwnanie rézniczkowe zwiazane z rodzina parabol

(8) y=a2°+ax +b.

Zauwazmy, ze jest to rodzina dwuparametrowa. Aby pozby¢ sie parametrow,
rézniczkujemy dwukrotnie to réwnanie, dostajac y”(z) = 2. Calkujac to réwnanie
bezposrednio dwa razy, dostajemy rozwiazanie ogélne w postaci . Widzimy, ze
stopien réwnania jest zwiazany z liczba parametrow danej rodziny krzywych.

Rozwazmy trudniejszy przyklad, rodzine wspoétogniskowych stozkowych dana

rownaniem 2 2

r Y
PR S I S
gdzie a i b, a > b, sa ustalonymi stalymi, \ jest parametrem (\ > —b? to elipsy,
b2 < —\ < a? to hiperbole, wspélne ogniska (£+v/a2 — b2,0)). Réwnaniem
rozniczkowym opisujacym te rodzing jest réwnanie

dy ? 2 2 2 2\ dy
2yl —) + (@ —y“—a —i—b)%—xyzo.

dx
Proponujemy Czytelnikom udowodnienie powyzszego stwierdzenia oraz faktu, ze
elipsy i hiperbole przecinaja sie pod katem prostym.
k) ok k

Ponizej przedstawie kilka uwag, ktore nasunely mi sie podczas pisania tego
artykutu.

Zachwycatem sie notacja Leibniza. Jak wazne jest wybranie dobrej notacji,
mozna zobaczy¢, $ledzac rozwoj rachunku rézniczkowego i catkowego. Newton
oznaczal pochodna funkcji y przez ¢, a Leibniz przez %~ Poniewaz na Wyspach
Newton byl bogiem, ktorego nalezato nasladowaé, jego nastepcy uzywajacy

tej notacji spowodowali opéZnienie rozwoju rachunku rézniczkowego na
Wyspach o cale lata w stosunku do Kontynentu. Z ta sytuacjg walczyt Charles
Babbage — jeden z ojcéw komputeréw. W 1819 roku, jeszcze jako student, wraz
z kilkoma kolegami zalozyl on na uniwersytecie w Cambridge Analitical Society,
towarzystwo promujgce rachunek rézniczkowy. Jednym z gtéwnych celéw tego

towarzystwa byla walka z ,kropkowcami” i krzewienie notacji Leibniza.

Symbolika musi by¢ dobra do rozwiazywania probleméw, a sama w sobie nie jest
matematyka, lecz tylko symbolicznym zapisem pewnych idei ujetych w relacje
pomiedzy danymi obiektami. Fascynujace jest to, ze ,réwnania wiedza wiecej
od nas”, tzn. zawierajg nieraz w sobie rzeczy, o ktorych nam sie nie $nito, gdy je
wypisywaliSmy, ale to juz temat na oddzielny artykut.

Zauwazmy na koniec, ze notacja Leibniza jest bezposrednio zwiazana

z algorytmem rozwigzania problemu. Leibniz chcial stworzy¢ jezyk uniwersalny,
za pomoca ktérego datoby sie rozwiazaé np. kazdy spér. Dany problem nalezato
przetozyé na ten jezyk, zastosowaé odpowiedni algorytm i otrzymaé wynik.
Wiadomo, ze tak ogélne wizje nie maja widocznych realizacji i... ludzie dalej
si¢ kldca, kto ma racje w danej sprawie.
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Jeszcze troche o geometrii kolejowej

W poprzednim numerze Delty, w artykule Macieja Ogrodnika, moglidémy
przeczytaé o ksztaltach krzywych, wzdtuz ktérych tory na zakretach uktada
sie tak, aby zapewni¢ jak najlepszy komfort pasazerom pociagu. Przy okazji
warto sie zastanowié¢, jak to sie dzieje, ze pociag jedzie po szynach nie tylko
prostych, ale rowniez zakrzywionych.

Dlaczego pociag nie wypada z szyn? Kazdy, kto widzial kota pociggu z bliska
(albo bawil sie modelem kolejki), wie, ze po wewnetrznej stronie kola maja
szerokie obrzeze, ktére wychodzi ponizej gtéwki szyny, co zapobiega zsuwaniu
sie k6l z szyn (rys. 1). Te poszerzone obrzeza kol stuza dokladnie temu
celowi, ale nie jest to gléwny mechanizm, dzigki ktéremu pociag trzyma

sie toréw — jest to raczej zabezpieczenie przed wykolejeniem w sytuacjach,
kiedy gtowny mechanizm odpowiedzialny za gtadkie toczenie sie pociggu po
szynach z jakiego$ powodu zawodzi. Sytuacje, kiedy obrzeze szoruje o bok
szyny, bardzo latwo rozpoznaé, bo stycha¢ wtedy charakterystyczny gloény
pisk. Dzieje si¢ tak, kiedy pociag przejezdza przez mocno powykrzywiane tory
na zwrotnicach kolejowych, albo kiedy tramwaj skreca po ostrym zakrecie
na skrzyzowaniu ulic. Na prostych odcinkach toréw i tagodnych tukach tego
charakterystycznego pisku praktycznie nigdy nie stychac.

Z pokonywaniem zakretoéw przez wielosladowe pojazdy kotowe zwiazany
jest jeszcze jeden problem. Na zakrecie kota znajdujace si¢ po zewnetrznej
stronie poruszaja sie po wiekszym tuku niz kota znajdujace sie po stronie
wewnetrznej. W samochodach problem ten rozwiazuje sie w ten sposob,

ze kola nienapedzane poruszajg sie swobodnie niezaleznie od innych,
natomiast kota na osi napedzanej polaczone sg z reszta uktadu napedowego
za posrednictwem tzw. mechanizmu réznicowego, umozliwiajacego wtasnie
poruszanie si¢ kot z ré6znymi predkosciami. W pociagach jest inaczej — kota
znajdujace sie¢ na jednej osi sa polaczone na sztywno — czesto lewe i prawe
koto razem z taczacym je walem stanowia jeden odlany z formy kawal stali.
Oba kota musza wiec zawsze obracac sie z ta sama predkoscia katowa. Jak
wiec pociag pokonuje zakrety? Czy jedno z kot musi sie lizgad?

Okazuje sie, ze rozwiazanie tych wszystkich problemoéw jest bardzo proste.
Powierzchnia kota pociagu, ktéra toczy sie po szynie, nie jest powierzchnig
Rys. 3. Przekré] osi z dwoma kolami. walca, a powierzchnia stozka (rys. 3). Obwdd kola maleje w miare oddalania
Proporcje na rysunkach 3, 4 1 5 nie sy sie od obrzeza znajdujacego sie po wewnetrznej stronie kota. Taki ksztalt
zachowane. W rzeczywisto$ci kota sa , e . . e 1. .. , .. .
oczywiscie znacznic wezsze, a nachylenic KOl stabilizuje pociag w jezdzie po prostej, jak rowniez pozwala na gladkie,
tworzacej stozka mniejsze. Tutaj rysujemy bezpoélizgovve pokonyvvanie hukéw.

bez zachowania proporcji, zeby
mechanizm byl wyraznie widoczny

Jezeli tory sa proste, to wystarczy, aby 0§ z kotami toczyla sie symetrycznie,
J \\ czyli tak, aby promienie okregéw, wzdtuz ktorych oba kota tocza sie po
szynach, byly réwne (rys. 4).

Jezeli w czasie jazdy po prostej zdarzy sie tak, ze ktoras z osi wagonu
przesunie si¢ odrobine w bok, np. w prawo, to kolo znajdujace si¢ po prawej
\ K \ stronie bedzie si¢ toczy¢ po szynie tg czescia stozkowej powierzchni, ktérej
obwod jest wiekszy niz obwdd toczacy sie po szynie po lewej stronie. Prawe
kolo bedzie wiec pokonywaé wigkszy dystans niz lewe (rys. 5). Kiedy jedno
— koto pokonuje wiekszy dystans niz drugie, oznacza to, ze 0§ porusza sie po
Rys. 4. Dwa kota na jednej osi jadace . . , . .,
prosto tuku, w tym wypadku w lewo, czyli 0§ bedzie skreca¢ w lewo i dazyé¢ do
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Rys. 5. Dwa kotla na jednej osi podczas
pokonywania zakretu w lewo. Prawe
(zewngtrzne) kolo pokonuje dluzsza droge
niz lewe (wewnetrzne), poniewaz obwod
prawego kola w miejscu styku z szyna jest
wiekszy niz obwdd lewego kota w miejscu

jego styku

Rys. 6

L

7

Rys.

.
-

skompensowania tego odchylenia od sytuacji symetrycznej. Jezeli ,,z rozpedu”
o$ przejdzie przez polozenie symetryczne i wychyli sie w druga strone, to
analogiczny mechanizm zawréci ja z powrotem do polozenia réwnowagi.
Jasne jest zatem, ze istnieje mechanizm stabilizujacy toczaca si¢ po szynach
oS, zawracajacy ja do polozenia réwnowagi, nawet wtedy, kiedy zostanie

z niego wychylona.

A co z zakretami? Na zakrecie o$ przesuwa sie w strone zewnetrznej szyny

i kolo zewnetrzne toczy sie wiekszym obwodem niz wewnetrzne. Skad
wiadomo, jak daleko ma sie przesunac¢? Po prostu na zakrecie polozenie
réwnowagi sie zmienia — im mniejszy promien skretu, tym wieksza musi

by¢ asymetria w ustawieniu osi. Jezeli asymetria bedzie zbyt duza lub zbyt
mala, to ten sam mechanizm, ktory stabilizuje toczenie po prostej, zadziata
w jezdzie po tuku, zmieni sie tylko potozenie rownowagi, wokot ktérego beda
wystepowaly ewentualne oscylacje.

Opisany tu mechanizm dziala niezaleznie od szerokich obrzezy kél, ktorych
piskliwego kontaktu z bokami szyn chcielibyémy za wszelkg cene unikaé¢ —

w trosce o komfort pasazeréw (a takze z innych powodéw). Odstep miedzy
obrzezami jest troche mniejszy niz rozstaw szyn, wtasnie po to, zeby mogt
dziala¢ opisany tu mechanizm i aby obrzeza nie tarty o boki szyn caly czas.
Dodatkowo na zakretach, w zalezno$ci od promienia krzywizny, czasem szyny
montuje sie w odlegtosci wiekszej niz na prostych odcinkach toréw — po to,
zeby obrzeze wewnetrznego kota znalazto sie dalej od boku szyny i zeby koto
to moglo toczy¢ sie mniejszym obwodem. Gdy ten geometryczny mechanizm
stabilizacji nie wystarcza, dochodzi do glosnego kontaktu szerokiego obrzeza
kota z boczng powierzchnig szyny. Jak napisalem na poczatku, ten drugi
stopien zabezpieczenia przed wykolejeniem wigcza sie¢ dopiero wtedy, gdy
gltéwny mechanizm okazuje si¢ niewystarczajacy.

Zeby w praktyce przekonaé sie, jak dziala mechanizm stabilizujacy ruch
pociagu po szynach, zachecamy Cig, Czytelniku, do wykonania prostego
doswiadczenia. W tym celu dwa jednorazowe kubki papierowe sklejamy ze
soba brzegami, jak na rysunku 6. Tak przygotowany ksztalt mozemy toczy¢
po torach zrobionych z dwéch réwno oddalonych listewek lub linijek. Tor
wygodnie jest pochyli¢ tak, zeby pojazd toczyl si¢ samoczynnie pod wplywem
grawitacji. Jezeli zaczniemy od niesymetrycznego poltozenia poczatkowego,
to zaobserwujemy, ze kubki tocza si¢ ,;slalomem”, ale pozostaja na torze.
Jezeli tor bedzie wystarczajaco dlugi i prosty, to zaobserwujemy, ze oscylacje
naturalnie wygasaja i toczenie sie stabilizuje. Aby przetestowaé jazde

w zakretach, mozna wyciaé¢ krzywe tory, np. z kartonu (ksztalty takich
krzywych opisane byly w poprzednim numerze Delty). Efekt stabilizowania
sie ruchu, ktéry wida¢ w tym prostym do$wiadczeniu, ma fundamentalne
znaczenie w kolejnictwie. Zeby sie przekonaé, ze nie kazdy ksztalt tak tadnie
sie toczy, mozna tez kubki sklei¢ denkami, jak na rysunku 7, i prébowaé je
toczy¢ po szynach. Latwo sie przekonamy, ze taki ksztalt toczy sie w sposob
bardzo niestabilny, nawet po prostym torze — minimalne odchylenie od
symetrycznego potozenia wzgledem toru wykazuje tendencje do dalszego
poglebiania sie i szybko prowadzi do ,wykolejenia”. Dociekliwy Czytelnik
moze poeksperymentowac¢ z innymi ksztattami.

Widzimy, ze dla komfortu pasazeréw nie tylko ksztalt torow jest niezwykle
wazny, ale réwniez ksztalt két. Od komfortu jeszcze wazniejsze jest jednak
bezpieczenstwo. Aby pociag stabilnie sie toczy! i nie wykolejal, bardzo wazne
jest, zeby kola byly odpowiednio wyprofilowane. Dlatego produkcja kot
wymaga duzej precyzji, a w czasie eksploatacji ksztalt két jest sprawdzany
podczas regularnie przeprowadzanych przegladéw. Zuzyte kota poddaje sie
ponownej obrébce w celu przywrocenia im wlasciwego ksztaltu lub wymienia
na nowe, jezeli nie nadaja si¢ do naprawienia.

Szymon CHARZYNSKI
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* Wydzial Matematyki i Fizyki
Stosowanej, Politechnika Rzeszowska

Funkcje d : X x X — [0, 00) spelniajaca
dla dowolnych z, y, z € X warunki

(ml) d(z,y) =0 < z=wy,

(m2) d(z,y) = d(y, =),

(m3) d(z,y) < d(w, 2) + d(z y)
nazywamy metrykq (odlegloscig).

Pare (X, d) nazywamy przestrzeniq
metryczng, zobacz Aly.

W przestrzeni metrycznej (X, d) odcinek,
prosta, okrag okreslamy nast¢pujaco:
(1) odcinek o koncach a, b € X to zbiér
(€ X : d(a,) + d(,b) = d(a, b)},
(2) prosta przechodzaca przez punkty
a,be X, (a# b) to zbiér
{ze X :d(a,z) + d(z, b) = d(a, b) V
Vv d(z, a) + d(a, b) = d(z, b) V
v d(z,b) + d(b, a) = d(s, )},
(3) okrag o érodku a € X i promieniu
r 2 0 to zbiér {z € X : d(z,a) =r}.

Y
X
1
Rys. 1
Y
X
1
Rys. 3
Funkcje || - || : R?2 — [0, c0) nazywamy

normg, jesli dla dowolnych @, y € R?,

a € R spelnia warunki

(1) fall=0 < z=0,

(n2) |la-all = |a| - |||,

(03) llz+ yll < ll=]l + llyll-

Pare (R?, ]| - ||) nazywamy przestrzenia
unormowanq. W przestrzeniach
unormowanych wzér d(z, y) = ||z — y||
definiuje metryke. Definicje te pozostaja
prawdziwe, gdy zamiast przestrzeni R?

rozwazymy dowolng przestrzen liniowg X.

O metrykach i kulach
Jaroslaw GORNICKI*

Jasiu, jak daleko masz do szkoly? Ciociu, to zalezy, na jakq lekcje? Ta wymiana
zdan pokazuje, ze w zyciu codziennym odlegtos$¢ jest pojeciem subiektywnym.
Moze by¢ okreslona na wiele sposobéw, np. droga na szczyt czerwonym szlakiem
to 2,5 h. W matematyce trzymamy sie prostych regul (patrz margines).

Plaszczyzna R? (ogélnie: zbiér) z réznymi metrykami moze mieé rézne wiasnodci.
W tym artykule beda nas interesowac¢ ksztatty kul jednostkowych.

Przypomnijmy, kulg o Srodku w punkcie p € X i promieniu 7 > 0 nazywamy zbior
Blp,r] = {x € X : d(p,x) < r}. Stowo ,kula” nie okresla tu ksztaltu zbioru B[p,r]
— ten moze by¢ zaskakujacy.

Przykiad 1. Na poczatek co$ regularnego. Gdy w szkole odleglo$¢ miedzy
punktami = (z1,41), y = (22, y2) mierzymy linijka, czyli stosujemy wzdr
Pitagorasa

da(x,y) = /(21 — 22)? + (1 — y2)%,
to otrzymujemy wzorcowa przestrzen euklidesowa (R?, d). Kule w tej przestrzeni
sa kolami, a brzeg kuli B3[0, 1] opisuje réwnanie 22 + y? = 1 (rys. 1). W takiej
przestrzeni poznajemy geometri¢ euklidesows plaszczyzny oraz analize
matematyczna, postrzegamy otaczajacy nas lokalnie $wiat. A jak wyglada
geometria i analiza w innej metryce?

Przykiad 2. Na plaszczyznie poro$nietej gesta dzungla, przez ktora przepltywa
rzeka, poruszamy si¢ $ciezkami prostopadlymi do rzeki lub rzeka. Odlegtosé
miedzy punktami wyznacza dlugosé drogi, jaka musimy pokonaé¢. W tej
przestrzeni ksztalt kuli zalezy od potozenia jej érodka i wielko$ci promienia.
Dla kuli o promieniu r = 1 mozemy wyréznié¢ przypadki (rys. 2):

(1) odlegto$é¢ érodka kuli p od rzeki
wynosi co najmniej 1,

(2) srodek kuli p jest poza rzeka, p
ale w odleglosci mniejszej niz 1,

(3) érodek kuli p jest na rzece. D
Rys. 2

Przyklad 8. Gdy odlegloéé miedzy punktami ¢ = (21,y1), y = (22, y2) okreslimy
wzorem

d(z,y) = |z1 — z2 + V|y1 — el

to brzeg kuli B[0, 1] opisuje krzywa /|2 + /|y] = 1, |z| < 1, |y| < 1. Jej
ksztalt otrzymamy, rysujac najpierw wykres funkcji y = (1 — /x)?, 0 < x < 1,
nastepnie odbijajac ten wykres wzgledem osi OX, a potem (calo$é) wzgledem
osi OY (rys. 3). Odcinek taczacy punkty A = (0,1) i B = (1,0) nie zawiera sie
w kuli B[0, 1], bo dla punktu C= (1, 1) € [4, B], d(0,C) = v2 > 1.

202
Przyktady 2 i 3 pokazuja, ze kule w przestrzeni metrycznej ani nie musza miec¢
jednego ustalonego ksztaltu, ani nie musza by¢ zbiorami wypuklymi (zbiér jest
wypukly, gdy wraz z kazdymi dwoma punktami zawiera odcinek je taczacy).
Unikniemy tego, wprowadzajac metryke za pomoca normy (patrz margines).
Na przyktad, aby otrzymaé kule B30, 1] z przyktadu 1, wprowadzamy norme

euklidesowa ||(z,y)|l2 = /22 + 2.

Gdy metryka pochodzi od normy, to role kuli jednostkowej B[O, 1]

w przestrzeni R? (ogdlniej, w przestrzeni liniowej) musi petnié zbiér A, ktory
jest wypukly, symetryczny wzgledem punktu 0, tj. A = —A, ktérego przeciecie
z kazda prosta przechodzaca przez punkt 0 jest skonczonym niezdegenerowanym
odcinkiem. Zaleznosé w druga strone tez jest prawdziwa: dowolny taki zbiér A
definiuje norme, w ktorej jest on kula jednostkowa.
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Y
1

Rys. 4
Y
1

Rys. 5
Y

Rys. 6

Y
Rys. 7

Y
Rys. 8

Y
Rys. 9

Y
Rys. 10

Poznanie przykladéw ksztaltowania kul przez normy i norm przez kule moze
by¢ pozytecznym doswiadczeniem. Rachunki ograniczymy do niezbednego
minimum na rzecz odwolywania si¢ do znanych przykladéw i naszej wyobrazni.
Zapraszamy!

Przyklad 4. W rodzinie norm ||(z,y)[, = (|z? + |y|p)%7 1 < p < oo dla normy
(@, y)llr = =] + [y] kula

Bi[0,1] = {(z,y) € R* : [z] + [y < 1}
jest kwadratem (rys. 4). Zauwazmy, ze obwdd tej kuli, mierzony w metryce,
z ktorej ta kula pochodzi, jest réwny 8.

S 1 .
Poniewaz limy, o0 (|z[” + |y|?)» = max{|z[, [y[}, wicc [[(z,y)[lec = max{]|x], [y}
W tej normie kula
B[0,1] = {(z,y) € R* : max{|z|, [y} <1} =
={(z,y) eR®: 2| <1 A |yl <1}
tez jest kwadratem o obwodzie réwnym 8 (rys. 5). Kule jednostkowe w normach
Il llp, p > 1 przedstawia rys. 6.

<
<

Przyktad 5. Norma ||(z,y)||1 = |z| + |y| z przykladu 4 jest szczegblnym
przypadkiem z rodziny norm ||(x,y)|| = a|z| + bly|, gdzie a,b > 0. Przy takich
normach kula B[0, 1] jest rombem o bokach réwnolegtych do prostych y = +¢x.

Norma [|(z,9)||co = max{|z|,|y|} z przykladu 4 jest szczegdlnym przypadkiem
z rodziny norm ||(z,y)|| = max{al|z|,bly|}, gdzie a,b > 0. Przy takich normach
kula B[O, 1] jest prostokatem o bokach réwnoleglych do osi wspéirzednych.

Przyklad 6. W normie ||(z,y)| = max{+/2z? + y2, |z + y|} kula B0, 1] powstaje
z przyciecia kota jednostkowego pasem {(z,y) € R? : |z +y| < 1} (rys. 7).
Przyciecia kota jednostkowego mozemy modelowaé, przyjmujac np. normy

2
(o 9)] = mae( /22T 32 N+ o}, e A > 22,
(@, y)|| = max{/z? + y?, 2[x[}.
Przyklad 7. Jedli norma ||(z,y)|| = max{|z|, |y|, |z + y|}, to kula
B[0,1] = {(z,y) € R* : max{[z|, |yl, |z +y[} <1} =
={(z,y) eR?: 2| <1 A |y <1 A |z +y| <1}
jest sze$ciokatem bedacym czescia wspélng trzech paséw (rys. 8). Mozna na

to tez patrzeé jak na przyciecie kwadratu jednostkowego w normie || - ||co
z przykladu 4 pasem {(z,y) € R? : |z + y| < 1}. Obwdd tej kuli jest réwny 6.

Oczywiscie mozliwe sg réwniez inne przyciecia wspomnianego kwadratu.

Przykiad 8. Kula B[0, 1] moze by¢ szedciokatem foremnym, ktérego jednym
z wierzchotkéw jest punkt (1,0). Otrzymamy ja jako przeciecie trzech paséw,
przyjmujac norme (rys. 9)

T+ Yy

o)l = masc{ o +

Obwdd tak otrzymanej kuli jednostkowej jest réwny 6.

V3

y | T —

) 221}

Zadanie 1 (rozwiazanie na stronie [2)). Okresli¢ norme [|(z,y)| tak, aby kula
jednostkowa B[0, 1] byla o$miokatem foremnym.

Przyklad 9. Korzystajac z normy

(2, y) ]| = max{—= + /a2 + 7,2 + /& + 2} = || + V2 + 2,

otrzymujemy kule B[O, 1] — ,soczewke wypukla”, ktéra jest ograniczona dwoma

tukami parabol x = + 1_2y2 (rys. 10).

W 1932 roku Stanistaw Golab wykazal, ze: na plaszczyinie R? obwéd kuli
Jjednostkowej jest liczbg z przedziatu [6,8]. Ograniczenie dolne realizuja kule
sze$ciokatne z przykladow 7 i 8, a ograniczenie gorne realizuja kule kwadratowe
z przykladu 4. Wiecej o twierdzeniu Golaba bedzie mozna przeczytaé¢ niebawem
w Delcie!
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Rys. 14

Rys. 15

Rys. 16

~

~

W 2000 roku Charles L. Adler i James Tanton pokazali, ze wéréd kul
jednostkowych B,[0, 1] wyznaczonych przez metryki ||(z,y)|p, 1 < p < oo,

z przykladu 4, najmniejszy obwdd (= 27) ma kula Bs[0, 1] wyznaczona przez
metryke (norme) euklidesowa.

Pole kola jednostkowego w metryce euklidesowej z przyktadu 1 jest réwne 7.
A moze kto$ z Czytelnikow ma pomyst, jak obliczyé pola kot jednostkowych
w innych metrykach. ..

Pokazali$émy juz, jaki ksztalt moga przyjmowaé kule jednostkowe w zbiorze R2
przy réznych metrykach. Teraz zobaczymy, jaki ksztalt maja kule jednostkowe
w przestrzeni R? z réznymi metrykami.

Ze wzgledu na mozliwe zastosowania uwage skierujemy na metryki pochodzace
od normy. Gwarantuja one, ze kule jednostkowe B[0, 1] w przestrzeni R? sa
zbiorami wypuklymi, symetrycznymi wzgledem punktu 0, ktorych przecigcie

z kazda prosta przechodzaca przez punkt 0 jest skonczonym odcinkiem réznym
od punktu. Prawdziwa jest tez zalezno$¢ w druga strone: kazdy zbioér o wyzej
podanych wlasnosciach definiuje norme, w ktorej jest on kula jednostkowa.

Przyktad 11. W rodzinie norm ||(z,y, z)||, = (|z? + |y|” + |z|p)f%, 1<p<
wyrdznimy normy:

(@) Nz, y,2)llx = [=] + [yl + |2l
Elementarne wiadomoéci o réwnaniu ptaszczyzny w przestrzeni R3
pozwalaja nam dostrzec, ze w tym przypadku kula B1[0, 1] jest osmio$cianem
foremnym (rys. 11), ktérego przekrdj plaszczyznag z = 0 jest kwadratem
{(2,9,0) € B [a] + |yl < 1.
(b) (@, 2)ll2 = vV + 42 + 2°.
W tym przypadku kula B,[0, 1] ma ksztalt tradycyjnej kuli (rys. 12). Latwo
mozemy sobie wyobrazi¢, ze po lekkiej modyfikacji tej normy do postaci
I(z,y,2)|| = Vaz? + by? + cz2, a,b, ¢ > 0 kula jednostkowa jest elipsoida.
(©) (9, 2)lloc = max{lzl, |y, [2]}.
Skoro

Boo[0,1] = {(2,y,2) € R® : max{[z, |yl [z} < 1} =
—{(@y.2) R Jal <1 A I <1 A |2l <1}
wiec zbiér B [0, 1] jest szeScianem o bokach réwnoleglych do osi
uktadu wspélrzednych (rys. 13). Przekroje tego szescianu plaszczyznami

zawierajacymi punkt 0 sa wielokatami, wsrdéd ktoérych sa szesciokaty
foremne (rys. 14).

Przyklad 12. Jedli norme okresla wzor

I, y, 2)|| = max{va? +y?, |2},

to kula B[0,1] jest walcem. Istotnie, zbiér {(z,y, z) € R? : /22 + 42 < 1} tworzy
wrure” o przekroju kota jednostkowego i osi OZ, ktéra nastepnie ograniczamy
plaszczyznami z = £1 (rys. 15.)

Przyktad 13. Niech ||(z,y, 2)|| = /&2 + y? + |z|. Przecinajac zbior

B[0,1] = {(z,y,2) € R3 : /22 + 42 + |2| < 1} plaszczyzna 2 = 0, otrzymujemy
koto {(z,y,0) € R®: y/a? + y2 < 1}. W przecigciu zbioru B[0, 1] plaszczyna z =0
otrzymujemy kwadrat {(0,y,z) € R : |y| + |2| < 1}. Analogicznie w przecieciu
zbioru B[0, 1] dowolna plaszczyzna postaci ax + by = 0. Zatem kula B[O, 1] jest
»dwustozkiem” powstalym w wyniku zlaczenia dwoéch identycznych stozkéw
podstawami (rys. 16).

Przykiad 14. Kule jednostkows ,,dwustozkowa” z przykladu 3 mozemy
modelowaé, ,przycinajac” jej fragmenty. Norma

(2, y, 2)|| = max{v/2? +y? + 2], 5|2|}

przycina wierzchotki stozkéw plaszezyznami z = :I:% (rys. 17).
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Rys. 17
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Rys. 18

1 AU = 149 597 870 700 m

Garsé informacji o Merkurym: posréd
planet ma on najwigkszg szybkosé
orbitalng — $rednio ok. 48 km/s. Gdy jest
w aphelium i w odpowiedniej konfiguracji
wzgledem Stonca i Ziemi, mozna
zaobserwowad jego oddalenie katowe od
Storica (elongacja) dochodzace do ok. 28°.
Przy peryhelium kat ten dochodzi do

ok. 18°. Na ogél Merkury widoczny jest
przez krotki czas przed wschodem lub po
zachodzie Storica. Jego blask jest taki jak
jasnych gwiazd. Z Ziemi nie mozna
dostrzec szczegdléw powierzchni planety.
Wiemy, ze z powodu bliskosci Storica musi
by¢é tam wysoka temperatura. Przy
$rednicy 2,6 razy mniejszej niz $rednica
Ziemi, planeta ma niewielkg mase¢ —

ok. 5,5% masy Ziemi. Jej pole
grawitacyjne jest zbyt mate, by utrzymac
goraca atmosfere.

Przyklad 15. Analogicznie mozemy postapié z klasyczna kula jednostkowsa,
z przykladu 11(b) i przyciaé ja szeScianem (rys. 18). Zapewnia to norma

||(17aya2’)|| = maX{ \% x? +y2 + ZQa%maX{‘xL |y|v |Z|}}

W ten sposéb mozemy miksowaé rézne normy. Do tworzenia kul mozna
wykorzysta¢ powierzchnie obrotowe. W danej przestrzeni unormowanej od
jednego ksztaltu kuli jednostkowej do innego ksztaltu tej kuli mozemy przejsé
w sposéb ciagly. Liczba kul jednostkowych o rozmaitych ksztaltach jest wiec
ogromna. Wyprawa do czterowymiarowe]j przestrzeni euklidesowej z norma || - ||2,
nawet w przypadku najprostszych figur — to fascynujaca wyprawa pelna
niespodzianek. .. Jaka objetos¢ ma tam kula, jakie jest jej pole powierzchni?

Co na ten temat mozemy powiedzie¢ w przestrzeni R? z innymi metrykami?
Pytan jest wiele.

Czy do klasyfikacji przestrzeni mozna (jak?) wykorzystaé¢ wlasnosci kul?
Okazuje sie, ze przestrzenie, w ktérych kule nie maja ,ostrzy”, ,,ostrych
krawedzi”, ktérych brzegi nie zawieraja odcinkéw, fragmentow plaszczyzny, maja
wiecej uzytecznych wlasnosci. Lepiej to wida¢ w przestrzeniach o nieskonczonym
wymiarze. Czytelnikom zainteresowanym tematem polecam lekture ksiazki:

K. Goebel, S. Prus, Elements of Geometry of Balls in Banach Spaces, Oxford
University Press, 2018.

Wycieczka na Merkurego
Lech FALANDYSZ

Merkury — u Grekéw Hermes — byl boskim wystannikiem, ktéry przybywal na
Ziemie i kontaktowal sie z ludzmi. Mial skrzydlaty kapelusz, czasem zlote sandaly
ze skrzydlami, dzieki ktérym szybko przenosit sie z miejsca na miejsce. Opiekowal
si¢ pasterzami, pomagal podréznym, kupcom i ztodziejom. Jednak nie o rzymskim
bogu chcemy pisaé¢. Dzi§ Merkurym nazywamy planete najblizsza Stoncu. Jego
$rednia odlegloéé od Storica wynosi okolo 0,39 AU (jednostki astronomicznej).

W 1974 roku w poblizu Merkurego przeleciatla Sonda ,Mariner10”. Wykonata
ona wiele pomiaréw i fotografii. Teraz, po okoto 47 latach, gdy nastapit dalszy
postep technologiczny, pokusimy sie o znacznie blizszy ,lot” — chcemy wyladowaé
na planecie. Nasz statek kosmiczny i jego aparaty sa w duzej czesci wykonane

z rewelacyjnych materialow — fulerenéw — bardzo lekkich, bardzo wytrzymalych

i majacych niezwykle wlasciwosci termiczne oraz elektryczne.

Na poczatek trzeba wybraé¢ odpowiednia orbite. Jesli chcemy podrézowaé bez
duzego balastu, jakim jest paliwo chemiczne, to wybraé¢ nalezy lot beznapedowy
po orbicie Hohmanna. Doktadny opis uzycia tej eliptycznej orbity w lotach
kosmicznych zostal przedstawiony w artykule ,Wycieczka na Wenus”, All. Paliwo
w mniejszej ilosci potrzebne bedzie do tego, by czasem skorygowac ruch statku oraz
regulowaé ruch ladownika planetarnego. Najpierw statek okraza Ziemie bez napedu,
jak satelita — na tzw. orbicie parkingowe;.

Najdogodniejszym momentem wejscia na orbite Hohmanna podczas lotu na
Merkurego jest moment, gdy wyprzedza on Ziemig¢ o 106°. Wtedy wlasnie wlaczamy
silniki i przyspieszamy. Po krétkim przyspieszeniu ruch odbywa sie bez napedu
silnikowego — napedza nas pole grawitacyjne Stonca. Orbita nasza ma aphelium na
orbicie Ziemi, a peryhelium na orbicie Merkurego. Dlugosé drogi do Merkurego —
polowa dlugosci elipsy — wynosi okoto 2,33 AU, a podrdz potrwa 106 dni ziemskich
(3,5 miesiaca). Merkury w tym czasie wykona okoto 1,2 obiegu (432°) wokél Stonica.

Jestedmy juz blisko planety i okrazamy ja po orbicie parkingowej jako tymczasowy
sztuczny satelita. Droga radiows przesytamy wiadomosé na Ziemie, ktéra dojdzie
tam po okoto 8 min i 40 s. W odpowiednim momencie od naszego statku odlacza
sie ladownik i opada na powierzchnie. Brak atmosfery nie daje mozliwosci
wykorzystania spadochronu. Polega¢ musimy na hamujacym dzialaniu silnikow.

Wreszcie wyladowaliSmy na rozleglej réwninie. To Réwnina Upatu. Wyjscie

z ladownika byloby aktem samobéjczym. Aparaty wskazuja temperature 450°C.
Brak jest atmosfery. Tylko bardzo niewielka ilo$é czastek « (jader atomu helu)

i innych czastek pochodzacych gtéwnie z wiatru stonecznego tymeczasowo ,blaka sie”
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przy planecie, by pdzniej oddali¢ si¢ w przestrzen
kosmiczna. Predkos¢ ucieczki z powierzchni tej niewielkiej
planety wynosi przeciez tylko 4,3 km/s. A wiec czasteczki
predzej czy pdézniej ,uciekna” od niej. Oprocz tzw. wiatru
stonecznego, sktadajacego si¢ z réznych czastek o duzych
energiach, do powierzchni planety dochodzi rowniez
szkodliwe promieniowanie elektromagnetyczne. Jest to

promieniowanie gamma oraz promieniowanie rentgenowskie.

Oba te promieniowania sa przenikliwe i bardzo szkodliwe
dla ludzkiego organizmu.

Wazymy tu 38% tego co na Ziemi. Réwnina Upalu,

na ktoérej wyladowaliémy, ma okoto 1300 km $rednicy

i prawdopodobnie powstata wskutek uderzenia olbrzymiego
meteorytu. Na powierzchni Merkurego znajduja sie tez
Réwnina Poludniowa i Rownina Pélnocna. Otoczone sa
one pierscieniami gér — Gory Poétnocne i Gory Poludniowe.
Widzimy liczne kratery. Zaréwno pierScieniowe gory, jak

i kratery powstaly na skutek dziatalnosci wulkaniczne;j
oraz uderzen meteorytow. Wielkie kratery otrzymaty
nazwy pochodzace od nazwisk wybitnych ludzi, np: Bach,
Chopin, Cervantes, Czajkowski, Homer, Michal Aniot,
Kuiper, Mozart, Paderewski. Wskutek czestych uderzen
meteorytéw powierzchnia planety pokryta jest regolitem

— drobnymi okruchami i odtamkami skalnymi, oraz pylem.
Powierzchnia jest popekana, ze szczelinami i kraterami
réznych wielkodci, lecz w duzej czesci nieco wygtadzona
wulkaniczng magma.

Ladownik przemieszcza sig, a jego aparaty badaja
otoczenie i pobieraja prébki gruntu. Wjezdzamy na
gladka kilkumetrowej szerokosci powierzchnie i mamy
niespodzianke. Powierzchnia jest miekka, ladownik
zaczyna brodzi¢ w gestej i goracej mazi. Mamy klopot

z wydostaniem si¢ z tej pulapki, ale udato sie. Okazalo
sie, ze wjechaliSmy na ,zamaskowana” pytem powierzchnie
duzej katuzy roztopionej cyny, a moze otowiu. Metale te
maja temperatury topnienia 232°C i 327°C. W takich
katuzach nawet kamienie utrzymuja sie na powierzchni,
tylko czesciowo zanurzone, gdyz ich gestosé jest mniejsza
od gestosci roztopionego metalu. JesteSmy ostrozni. Ale
czy ostrozno$é¢ — nawet najwieksza — uchroni nas od
niebezpieczenstw? Bo oto, gdy po przygodzie z katuza
roztopionego metalu ladownik stoi, a my odpoczywamy,
Merkury znéw nam plata figla. Nagle zatrzast sie grunt!
Zatrzast sie tez ladownik i my razem z nim. W poblizu
uderzyl meteoryt. Bryla skalna pedzaca z szybkoscia
kilkakrotnie wieksza od szybkoéci pociskéw wybita

w gruncie krater. Ponad nim wznosi si¢ wysoki i szeroki
stup pyhu, ktéry przez dtuzszy czas bedzie powoli opadaé
na powierzchnie i na nasz ladownik. Jak uchroni¢ sie od
uderzen meteorytowych? Gdzie spadnie nastepny?

Po tych przygodach decydujemy si¢ ruszy¢ w dalsza droge.
Podréz nie jest latwa. Kota ladownika napotykaja na
pekniecia i szczeliny, niektére szerokie i gtebokie. Trzeba
ostroznie manewrowacé. Gdyby ladownik wpadl w jedna

z nich, bylby to co najmniej wielki ktopot.

Temperatura na Merkurym nie jest jednakowa i zalezy od
kata padania promieni stonecznych. Im dalej od réwnika,
tym nizsza temperatura. Okres obiegu planety i jej rotacja
woké! osi sa ze soba tak zsynchronizowane, ze przez jeden
rok planety (88 dni ziemskich) jest dzieri, a przez nastepny
rok noc (gdy obserwator stoi w miejscu). Lecz oto skoniczyl
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si¢ dzien, Stonce zaszto. Temperatura nagle spadla. Jest
juz ponizej 0°C i po jakims czasie w najchtodniejszym
momencie nocy temperatura spada do —170°C. Juz
dawno zamarzly katuze olowiu i cyny. Gdyby$my zostali
w tamtej kaluzy, teraz, na dluga noc, zniewolitaby nas,
uniemozliwiajac ruch. Ladownik bylby ,przylutowany” do
olowianego lub cynowego podloza.

Chcemy obejrzeé¢ wschod Stonica, ale 88 dni ziemskich to
zbyt dlugi czas oczekiwania. Mamy jednak na to rade —
posiadamy przeciez silniki rakietowe. Juz po chwili za

ich pomoca dosé¢ szybko pedzimy w kierunku wschodnim,
ladujemy i czekamy na wschdd Stoiica. Na Ziemi Stoiice
wstaje w otoczeniu kolorowych chmur. A jak bedzie tutaj,
na Merkurym?

Na tle czarnego nieba wida¢ duzo gwiazd, wiecej niz
widzimy z powierzchni Ziemi. Nagle ukazuje si¢ brzeg
tarczy slonecznej zabarwiony w niektérych miejscach
czerwonymi niewielkimi ptomykami protuberancji
(wybuchéw stonecznych). Tarcza stoneczna juz wyszla
ponad horyzont i jest wielka — ponad trzykrotnie wieksza
niz widoczna z Ziemi. To wielka kula goracej plazmy

i ognia, w ktorej zachodzg rézne burzliwe procesy. To
jakby naturalny reaktor termojadrowy, w ktérego wnetrzu
zachodzg przemiany wodoru w hel. Ze strony tej duzej
rozpalonej kuli w przestrzen wysylane sg promienie

i goraca plazma. Plazma ta, zlozona z szybkich czastek,
odwiedza okolice planet jako tzw. wiatr stoneczny. Teraz
Merkury sptatal nam kolejnego figla. W swoim ruchu
orbitalnym zbliza sie do peryhelium i ma coraz wiekszg,
predkosé. Przy pewnej szybkosci — jeszcze mniejszej

od maksymalnej — jego predko$c¢ katowa zroéwnala sie

z katowa predkoécia przesuwania sie tarczy slonecznej.
W tym momencie widzimy, jak na czarnym tle nieba
tarcza sloneczna zatrzymala sie, a nastepnie zaczela sie
cofac i wreszcie schowala si¢ pod horyzont, skad wczesniej
wyszla.

Znéw jest noc. Po kilku dniach ziemskich tarcza stoneczna
powtdrnie wschodzi i teraz juz bez niespodzianek
przemieszcza si¢ ku zachodowi. Gdybysmy na dluzej
zostali w tym miejscu, mielibySmy dtugi dzien merkuryjski
— trwajacy 88 dni ziemskich, rowny dlugosci roku na
Merkurym. Temperatura gruntu szybko rosnie; topnieje
cyna i olow, a wiemy, ze bedzie jeszcze gorecej. Na
czarnym niebie w ciagu dnia oprécz Stonica wida¢ gwiazdy.
Gwiezdny firmament przemieszcza sie ku zachodowi
3-krotnie szybciej niz tarcza stoneczna.

Niestety czas wracaé na Ziemie. Startujemy na orbite
parkingowa i taczymy sie z naszym statkiem. Przez jakis
czas krazymy wokot planety, czekajac na odpowiedni
moment do wejécia na eliptyczng orbite Hohmanna,
ktoéra bedzie nasza droga do domu. Mamy wciaz tacznosé
radiowa z Ziemia. Fala radiowa ,biegnie” do niej w zakresie
czasowym od okoto 6,5 min do 10 min, w zaleznosci

od oddalenia Ziemi od nas. Widzimy dwie bardzo

jasne planety — Wenus i Ziemi¢. Co 579 dni ziemskich

z powierzchni Merkurego mozna podziwia¢ koniunkcje
Wenus i Ziemi. Planety wéwczas widoczne sa obok siebie,
a laczny ich blask poteguje si¢ i ponagla nas, by powrodcié
do domu. Wchodzimy na orbite powrotna i pedzimy na
spotkanie z Ziemig — blekitna kolebks ludzkosci.



Zyclie na
Z y \AM 121

Gilberta poznatam chyba w 1990 roku —
z niemalym zdumieniem... W ksiggarni
,,Czuly Barbarzyrica” opowiadal o swojej
pasji fotografowania duzych starych
obiektéw architektonicznych. Nie
zajmowaly go juz kwasy nukleinowe,

w Polsce fotografowal starg fabryke
Norblina na warszawskiej Woli.

ROCZNICE, ROCZNICE. ..

Gdy od wspanialej, wizjonerskiej pracy Jamesa Watsona i Francisa Cricka

o podwéjnej helisie DNA (1953) uplyneto ponad 20 lat, badacze DNA nie
posuneli sie znaczaco w rozszyfrowaniu jej struktury chemicznej. Wiadomo bytlo,
ze w kazdej z dwu nici utozone sg w zdefiniowanej kolejnosci 4 podjednostki,
nukleotydy. Sadzono, zreszta stusznie, ze ta kolejnosé jest instrukcja dla
biologicznej aktywno$ci DNA. Jest to jezyk czteroliterowy, zatem ulozenie
wielu liter” w okreslonej kolejnosci jest jedynym sposobem zapewnienia
jednoznacznosci informacji. Zdefiniowane odcinki nici DNA kodujace biatka
utozsamiono z genami.

Pojedyncze czasteczki DNA sa bardzo dlugie, potaczeniom podlegaja nawet
miliony nukleotydéw. I to okazalo sie zasadnicza przeszkoda w dalszym
poznawaniu DNA — nie istnialy wydajne, rozsadne w czasie i cenie, metody
ustalania kolejnosci nukleotydéw (sekwencjonowania DNA). Dwie takie metody
pojawily sie jednoczesnie po obu stronach Atlantyku. Brytyjska firmowat

w Cambridge dwukrotny noblista (1958, 1980) Frederick Sanger, amerykarska
w Harvardzie Walter Gilbert. Opieraly sie na réznych reakcjach chemicznych,
byly wiarygodne i... pracochlonne. Obaj uczeni otworzyli nowe perspektywy
przed biologia i medycyna molekularna i zastuzenie otrzymali w 1980 roku
Nagrode Nobla. W praktyce ostala sie metoda Sangera, poniewaz tylko ta
nadawala sie do automatyzacji. Z zadan zajmujacych kilkunastu osobom
miesigce pracy automat (sekwenator) wywiazywal siec w ciagu kilku godzin.

Szybkie ulepszanie sekwenatoréw pozwolitlo na sformulowanie w latach 80.
zadania poréwnywanego wowczas do lotu na Ksiezyc: ustalenia sekwencji
ludzkiego DNA (2 razy 23 czasteczki w kazdej komoéree, laczna dlugosé 3,2 mld
nukleotyddéw). Pierwszy szkic sekwencji, oznaczanej jednoczesnie i niezaleznie
w obu konkurencyjnych zespolach, opublikowano, tez jednoczesnie, w 2000
roku w dwéch naukowych tygodnikach: Nature (Sanger) i Science (Gilbert).
Zabawne — sekwencje te byly podobne, ale nie identyczne.

Koncowy wynik uérednionej dla gatunku sekwencji pojawil sie w roku 2004.

Do 2010 roku realizowano $wiatowy projekt oznaczenia sekwencji genoméw
1000 os6b, ktérego celem bylo poszukiwanie jednostkowych genetycznych réznic
w obrebie gatunku Homo sapiens.

Sekwencjonowanie DNA jest obecnie na tyle tanie i proste, ze w zasobach
bankéw sekwencji znajduja sie tysiace indywidualnych pelnych genoméw. Liczba
wspolautoréw ostatnich prac doréwnuje tej z badan czastek elementarnych,
przekracza 1200! Sekwencjonowanie DNA weszto tez na trwale do praktyki zycia
codziennego (m.in. w sadownictwie). Pierwsze indywidualnie oznaczone genomy
naleza do Craiga Ventera i Jamesa Watsona.

Do 2020 roku w ludzkim genomie zidentyfikowano Zgodnie z przewidywaniami najwigcej konkretnych
19179 sekwencji kodujacych biatka. Ich udziat w calym  danych zebrano w badaniach choréb. Genetyczne
genomie jest zadziwiajaco niski (zaledwie 2%). Znajac korzenie udowodniono dla 1660 schorzen, do produkeji
sekwencje genu, mozna, dzieki znajomosci kodu zaaprobowano 7712 lekéw. Ukazalo sie kilkaset tysiecy
genetycznego, przewidzie¢ sekwencje aminokwaséw publikacji, ale wiekszosé prac skupia sie na genach —
kodowanego przez ten gen biatka. Niestety takich scelebrytach”: na przyktad w 2017 roku 22% publikacji
prostych regul rozszyfrowywania reszty sekwencji dotyczylo 1% genéw. Jednemu z nich (TP53 odkrytemu
nukleotydéw w DNA nie znamy — dlatego tez pelne w 1979 r.) poswigcono 9232 prace. Zwiazany jest
zrozumienie funkcji DNA nadal czeka na odkrywcow. on ze wzrostem i Smiercia komérek, uszkodzony

We wczesnych genomowych pracach o pozagenowych w 50% nowotworéw. Zadna publikacja nie dotyczy 3%
sekwencjach pisano jako o ,$mieciowym DNA” — ze zdefiniowanych gendow.

dzi$ przypisujemy im najwazniejsza role w genomice:
koduja wiele réznych czasteczek RNA, a takze sa
sekwencjami regulujacymi wszystkie komérkowe
procesy (rozpoznano 130 629 elementéw aktywnych
genetycznie). Utrudnieniem dalszych badan jest sam
obiekt: domysty co do aktywnosci réznych sekwencji
wymagaja doswiadczalnego sprawdzenia, co nie jest
mozliwe w przypadku czlowieka (nie mozemy dokonywaé

dos$wiadczen ,na czlowieku”).

Kazdy DNA, takze ludzki, kryje w sobie wiele
mozliwosci, réznie realizowanych przez réznych
osobnikéw i w réznych warunkach. Bada si¢ bliskie nam
genetycznie zwierzeta, choé nie nalezy przenosi¢ wynikéw
bezkrytycznie z ich Swiata do naszego. Zawsze z radoécia
mys$le, Zze na kolejne pokolenia czeka jeszcze wiele odkryc¢,
czego nauczyla nas ostatnia pandemia.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Klub 44 M Zadania z matematyki nr 821, 822

Redaguje Marcin E. KUCZMA

821. Niech B bedzie ustalona liczba naturalna; B > 3. Kazda liczbe naturalna
' _ 4 4 mozna zapisa¢ w ukladzie pozycyjnym przy podstawie B (cyframi zapisu sa
' elementy zbioru {0,..., B—1}; cyfra wiodaca rézna od zera). Rozwazamy liczby
naturalne N, ktérych cyfry zapisu tworza ciag $cisle rosnacy (najwieksza cyfra
w rzedzie jednosci). Obliczyé¢ maksymalna wartosé sumy cyfr iloczynu (B — 1)N,
gdy N przebiega zbior wszystkich liczb rozwazanej postaci.

Termin nadsylania rozwigzan: 31 VII 2021

822. Dany jest tréjkat ABC. Dla dowolnego punktu D na boku BC' (réznego od
wierzchotkéw) zakreslamy okrag wp, przechodzacy przez D oraz $rodki okregéw
wpisanych w tréjkaty ABD i AC'D. Udowodnié, ze istnieje punkt wspdlny
wszystkich okregdéw wp.

Zadanie 822 zaproponowal pan Mikolaj Pater.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M Rozwiazania zadan z numeru 1/2021
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan

807 (WT = 1,85) i 808 (WT = 1,74) Przypominamy tre$é¢ zadan:

z numeru 10/2020
813. Dany jest wielokat wypukly W (katy < 180°) oraz liczba naturalna m, mniejsza od liczby

Jakub Wegrecki Krakéw 41,76 jego przekatnych. Niech S bedzie zbiorem wszystkich punktéw przecieé przekatnych (lezacych
Marcin Malogrosz =~ Warszawa 41,65 wewnatrz W); zaktadamy, ze zaden z tych punktéw nie nalezy do trzech przekatnych. Udowodnié,
Pawel Burdzy Warszawa 41,58  ze w zbiorze S mozna wyréznié m-elementowy podzbiér M, nie zawierajacy zadnego cyklu. Przez
Jerzy Cislo Wroclaw 37,04 cykl rozumiemy dowolny cykliczny ukltad punktéw (dowolnej diugosci > 3), w ktérym kazde sasiednie
Marcin Kasperski Warszawa 32,68 dwa punkty leza na jednej przekatnej, ale zadne kolejne trzy nie leza na jednej przekatnej.

Kacper Morawski Warszawa 30,53

Tomasz Czajka Santa Clara 29,88 814. W pewnym tréjkacie jeden z katéw ma miar¢ a. Dowiedé¢, ze

QSing(lfsing) > r
2 2/ 7 R’

gdzie, jak zwykle, r i R to promienie okregéw wpisanego i opisanego.

813. Dowdd przez indukcje wzgledem n, liczby wierzchotkéw wielokata. Dla n < 5
twierdzenie jest oczywiste. Ustalmy n > 5 i przyjmijmy sluszno$é¢ twierdzenia dla
wielokatéow o n — 1 wierzchotkach. Wezmy dowolny n-kat wypukty Wy, w ktérym
zadne trzy przekatne nie maja punktu wspélnego. Wybierzmy dowolne trzy kolejne
wierzchotki A, B, C' i odetnijmy tréjkat ABC; zostanie wielokat wypukly W, _;.
Jego przekatne — to uprzednie przekatne wielokata W, z wyjatkiem AC oraz tych
wychodzacych z punktu Bj; liczba przekatnych spadta o n — 2. Zbiory punktéw przecigé
B przekatnych (w tych dwéch wielokatach) oznaczmy odpowiednio Sy i Sp—1.

Niech m bedzie liczbg mniejsza od liczby przekatnych wielokata Wy;
liczba m — n + 2 jest mniejsza od liczby przekatnych wielokata W, _;.
W mysél zatozenia indukcyjnego, w zbiorze S, —1 istnieje
(m—n+2)-elementowy podzbiér {X1,..., Xm—n+2}, nie zawierajacy cyklu.
C Chcemy znalezé w zbiorze S, podzbiér m-elementowy M o analogicznej
wtlasnosci. Uzyskamy go, dotaczajac do punktéw X; punkty Yi,...,Y,_s,
w ktérych przekatne wielokata W,,, wychodzace z B, przecinaja
odcinek AC, oraz jeszcze jeden punkt Z zbioru S,, wybrany dowolnie
na jednej z tych przekatnych; np. na BY; (rysunek ilustruje konfiguracje
dlan =7, m=13).

Wséréd punktéw X; nie bylo cyklu. Aby cykl sie pojawit w zbiorze M,
musiatby zawiera¢ co najmniej jeden z punktéw Y;. Na prostych BYj
nie lezy zaden punkt X; (nigdzie nie spotykaja sie trzy przekatne).
Warunek definiujacy cykl wymaga, by tworzaca go tamana stale zakrecata. Jesli jednym
z jej punktéw jest ktéry$ Y;, to inny Yy musi by¢ innym jej punktem; ale z punktéw
Ya,...,Y,_3 nie ma juz odejécia ani do Z, ani do punktéw X;. Nie istnieje wiec cykl
w zbiorze M. To konczy krok indukcyjny i dowodzi twierdzenia.

814. Niech A bedzie wierzchotkiem kata o mierze o (w rozwazanym tréjkacie), zas
O oraz I — érodkami okregéw opisanego i wpisanego. Jesli AT =1, to sin(a/2) = r/I.
Nalezy zatem udowodni¢ nieréwnosé

-0 e 2
l l 2R

réwnowazng (przez proste przeksztalcenie) nastepujacej:

W numerze 3/2021 rysunek ilustrujacy

rozwigzanie zadania 809 nie byl dobry; (l — R)2 < R? — 2Rr.

w wydaniu elektronicznym tego numeru , 2 5 . . L, L.
zostal juz poprawiony. Przepraszamy Wzér Eulera R* — 2Rr = OI° sprowadza wiec zadanie po prostu do nieréwnosci
Czytelnikéw za niedopatrzenie. tr(’)jkadta |l _ R| < OI dla punktéw A7 O’ I.

20



Klub 44 F

Termin nadsylania rozwigzan: 31 VII 2021
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711. Sity dzialajace na walec w kierunku poziomym

w uktadzie zwigzanym z deskami przedstawia rysunek 3,
gdzie ap jest przyspieszeniem desek wzgledem podtoza,

a T wypadkows silg tarcia dzialajaca na deski. Walec toczy
sie bez poslizgu, mozemy wiec napisaé¢ rownanie ruchu

Zadania z fizyki nr 718, 719
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

718. Samochd6d o masie m z napedem na przednie i tylne kota rusza z miejsca.
Silnik samochodu pracuje ze stalag mocag P. Wspélczynnik tarcia kinetycznego
kot o droge jest réwny p. Znalezé zaleznosé predkosci samochodu od czasu. Opér
powietrza i opory w mechanizmach samochodu zaniedbac.

719. Z naczynia o objetoéci V = 1073 m? odpompowano powietrze, wprowadzono
do niego niewielka ilo$¢ wody i zmierzono ci$nienie dla trzech réznych wartosci
temperatury: przy t; = 60°C, p; = 1,92 - 10* Pa, przy ts = 90°C, ps = 4,20 - 10* Pa,
przy tz = 120°C, ps = 4,55 - 10* Pa. Jakie bylyby ciénienia przy podanych
temperaturach, gdyby mase wprowadzonej wody zmniejszono o 20%?

Rozwigzania zadain z numeru 1/2021
Przypominamy tres¢ zadan:

710. W bocznej $ciance prostopadlosciennego naczynia wypelnionego ciecza o wspdétczynniku
zalamania n znajduje si¢ niewielki otwér o promieniu r. Z wnetrza naczynia przez srodek otworu
skierowano pozioma wigzke §wiatta. Do jakiego poziomu nad otworem powinna wyciec ciecz, aby
promien $wiatta opuscil wyciekajaca struge, ani razu nie ulegajac catkowitemu wewnetrznemu
odbiciu? Zaniedba¢ zmiany przekroju poprzecznego strumienia. Wspdtczynnik zatamania cieczy
jest dostatecznie duzy.

711. Na dwdéch réwnolegltych jednakowych deskach o lacznej masie m lezy pelny walec o masie my
(widok z boku przedstawia rys. 1). Na walec nawinieto niewazki sznurek, ktérego koniec

ciggniemy poziomga silag F. O$ walca jest prostopadla do desek, a jego srodek i sita F' znajduja sie
w plaszczyznie pionowej przechodzacej posrodku miedzy deskami. Walec toczy sie¢ po deskach bez
posélizgu, nie ma tarcia miedzy deskami a podtozem. Znalez¢ przyspieszenie desek. Zakladamy, ze os
walca nie zmienia swego kierunku podczas ruchu.

710. Najwiekszy kat v z powierzchnia wyciekajacego strumienia tworzy promien
$wiatta przechodzacy przez najnizszy punkt otworu, ktéry pada na granice rozdziatu
powietrza i cieczy w punkcie A (rys. 2). Kat graniczny o = 7/2 — =y, dla ktérego nie
nastapi w tym miejscu catkowite wewnetrzne odbicie, spetnia réwnanie sina = 1/n.
Zatem promien opusci wyciekajaca struge, nie ulegajac ani razu catkowitemu
wewnetrznemu odbiciu, gdy cosy = 1/n.

Predkosé czasteczki cieczy v w punkcie A ma sktadowa pozioma vi, réwna predkosci
cieczy opuszczajacej naczynie tuz przy gérnej krawedzi otworu i sktadows pionowa va,
uzyskana przy swobodnym spadku z wysokosci 2r. Z zasady zachowania energii wynika,
ze v2 = +/4gr. Wskutek wyplywu masy Am cieczy z naczynia energia potencjalna cieczy
zmniejsza si¢ o Amgh, gdzie h jest wysokoscia poziomu cieczy nad otworem ( mozemy
zalozyé, ze masa Am cieczy przemiescita sie z powierzchni naczynia do otworu). Zatem
predko$é wyplywu cieczy z naczynia v1 wynosi v/2gh.

Znajac v1 1 v2, mozemy wyznaczy¢ kat v utworzony przez styczng do powierzchni

cieczy w punkcie A z poziomem
tgy = va/v1 = \/2r/h, cosy =1/+/1+tg?y =1/n.
h=2r/(n?-1).

Szukana wysokos¢ stupa cieczy nad otworem dana jest wzorem
ruchu obrotowego wzgledem $rodka walca:

miR%a/(2R) = (F — T) R.
Roéwnanie ruchu desek ma postaé

map =T.

obrotowego wzgledem chwilowej osi przechodzacej przez

punkty stycznosci walca z deskami

Rozwiazujac ten uklad réwnan, otrzymujemy szukane

3miR%a/(2R) = 2RF + miapR,
gdzie a jest przyspieszeniem srodka walca, oraz réwnanie

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnosciag do 0,1. Oceng mnozymy przez
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wyrazenie na przyspieszenie desek

ap = F/(3m +ma).

wspoltezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.



Prosto z nieba: ”
Mars wcigz zyje! »s

Mapa pogladowa badanego obszaru

z zaznaczonym nieczynnym wulkanem
Elysium Mons oraz miejscem ladowania
misji InSight. Szczegétowa mapa badanej 5
formacji geologicznej w poblizu krateru

Zunil 0
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Mars jest typowany jako pierwsza z planet (poza Ziemia),
na ktoérej postawimy stope. Wydaje sie, ze stanie sie

to juz niedlugo. Mamy plany, przygotowujemy misje,
angazujemy naukowcéw, zbieramy fundusze, badamy
nastroje spoteczne i zastanawiamy si¢, kiedy to wreszcie
nastapi. Dlatego naukowcy coraz uwazniej badaja
naszego czerwonego sasiada. Szukamy miejsc, ktére
mogtyby dostarczyé materiaty i $rodki potrzebne do
podtrzymania zycia w ekstremalnie trudnych warunkach.
Szukamy zZrdédel energii, ktére moglibyémy wykorzystac
po wyladowaniu. Szukamy tez miejsc, w ktérych moga

istnie¢ mikroorganizmy. Miejsc ciekawych i ekscytujacych.

Jednym z takich miejsc bylyby. ..
przynajmniej niedawno wygasle).

aktywne wulkany (albo

Na Ziemi ruchy tektoniczne i wybuchy wulkanow sg
stosunkowo czestym zjawiskiem. Ale do 2020 roku (!)
sadziliSmy, ze poza odleglymi ksiezycami o, Trytonem
i Enceladusem aktywnos¢ wulkaniczna na pozostalych
planetach i ksiezycach Uktadu Slonecznego zdazyta
zupelnie wygasnaé. Okazuje si¢ jednak, ze nawet
najblizsze nam planety wciaz skrywaja wiele tajemnic.
W lipcu 2020 roku wykazano istnienie na Wenus
przynajmniej 37 aktywnych wulkanéw [1]! A w grudniu
znalezliémy dowody na stosunkowo niedawna aktywno$c
wulkaniczna réwniez na Marsie [2].

Jak niedawna jest ,,stosunkowo niedawna”
aktywnos$é wulkaniczna?

Oczywiscie od dawna wiadomo byto, ze Mars

w przeszlosci byl aktywny wulkanicznie. Trudno bowiem
na jego powierzchni przeoczy¢ wulkan majacy 25 km
wysokosci — Olympus Mons. Naukowcy jednak nie

sa zgodni co do tego, czy jest on wciaz wulkanem
aktywnym. Metody oparte na zliczaniu krateréw po
uderzeniach meteorytéw (im wiecej krateréw, tym starsza
powierzchnia) sugeruja, ze ostatni wyplyw lawy mial
tam miejsce okolo 2 milionéw lat temu. Wyniki te sa
jednak sprzeczne z modelami termicznymi sugerujacymi,
ze ostatnia eksplozja miata miejsce duzo, duzo wczesniej,
bo 3,5 miliarda lat temu [3].

Jednak obszar, na ktérym znaleziono dowody najnowszej
aktywnosci wulkanicznej, znajduje sie daleko na zachdd
od Olympus Mons. W poblizu duzo mniejszego wulkanu

Niebo w maju

Maj odznacza sie bardzo dlugimi dniami i krétkimi nocami.
Stonce nadal przesuwa si¢ na péinoc, lecz czyni to wyraznie
wolniej niz w kwietniu, zwigkszajac w trakcie miesiaca
swoja wysokosé gérowania o 7°. Pod koniec miesiaca,

20 maja, Storice przekroczy réwnoleznik +20° deklinacji
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Elysium Mons, na rowninie zwanej Elysium Planitia.
Badacze skupili sie na licznych podtuznych formacjach
charakterystycznych dla tego obszaru — zwanych
Cerberus Fossae. W szczegdlnosci na jednej znajdujacej
sie w poblizu krateru Zunil (patrz rysunek). Wyréznia
ja bowiem unikalny symetryczny ksztatt. Co wiecej,

nie uklada sie ona wzdluz typowego kierunku wiatréw,
tak jak pozostale formacje, a wrecz miejscami stoi ,,pod
wiatr”, co sugeruje, ze nie powstala w wyniku erozji, lecz
np. w wyniku dzialalnosci wulkaniczne;j.

Wykorzystujac metode zliczania krateréw, wiek tej
formacji oszacowano na 53210 tysiecy lat. Jest wiec
naprawde bardzo mtoda, jezeli méwimy o aktywnosci
wulkanicznej. To oszacowanie jest jednak obarczone
dosé duzag niepewnoscia, dlatego okreslono rowniez wiek
relatywny w stosunku do pobliskiego duzego krateru
Zunil, ktorego wiek szacuje sie na 0,1-1 miliona lat.
Okazuje sie, ze badana formacja pochodzi mniej wiecej

z tego samego okresu lub jest nawet mtodsza niz moment,
w ktorym powstal krater. Ponadto, jesli jakie$ miejsce
na Marsie miatoby by¢ aktywne wulkanicznie, to wladnie
Elysium Planitia. Sejsmometr umieszczony na pobliskim
instrumencie InSight zarejestrowal w tym regionie
najwieksze jak dotad ,trzesienie Marsa”, ktére mogto
by¢ zwiazane z aktywnoscia magmy podpowierzchniowe;j.

Jezeli faktycznie mamy do czynienia w tym miejscu

z aktywnoscig wulkaniczna, to moglaby ona dostarczac
wystarczajaco duzo energii i ciepta dla mikroorganizméw
potencjalnie zyjacych pod powierzchnia planety.

7 drugiej strony taka aktywno$é wulkaniczna moze
ttumaczy¢ obecnosé metanu w atmosferze Marsa,
przeczac jego biologicznemu pochodzeniu. Obie tezy sa
w tym momencie prawdopodobne i pozostaje nam czekaé
na kolejne odkrycia. Niezaleznie jednak od poszukiwania
zycia na Marsie obserwacja ta jest cenng informacja dla
przysztych planéw jego kolonizacji.

Anna DURKALEC

[1] Giilcher, A.J.P. et al., “Corona structures driven by
plume-lithosphere interactions and evidence for ongoing plume
activity on Venus”, Nat. Geosci. 13, 547-554 (2020).

[2] Horvath D. G., et al., “Evidence for geologically recent explosive
volcanism in Elysium Planitia, Mars”, 2020, arXiv:2011.05956.

[3] Taylor N. C., et al., “What can Olympus Mons tell us about the
Martian lithosphere?”, 2020, JVGR, 402.

i tym samym zacznie sie dwumiesieczny okres najdtuzszych
dni i najkrétszych nocy w ciagu roku. Na poétnocy kraju
da sie zauwazy¢, ze niebo nawet w najciemniejszej czedci
nocy nie robi sie do kornica ciemne i pétnocny fragment
widnokregu pozostaje rozjasniony przez cala noc.



W tym miesiacu zaczyna si¢ sezon na obtoki srebrzyste

i tuk okolohoryzontalny (wiecej o nim na angielskiej
stronie: www.atoptics.co.uk/halo/cha2.htm).
Oczywiscie sezon na tuk okolohoryzontalny trwa
najdtuzej na potudniu Polski, najkrécej zas nad
Baltykiem. Jesli komu$ uda si¢ go dostrzec, moze uwazaé
sie za szczedciarza. W przypadku oblokéw srebrzystych
jest odwrotnie: najpierw pojawiaja sie nad morzem,

a w gorach szansa na ich dostrzezenie jest niewielka.

W maju wreszcie poprawiaja sie warunki obserwacyjne
planet Jowisz i Saturn, zwlaszcza w drugiej potowie
miesiaca, gdy do $witu wznosza si¢ one na wysokosé
ponad 15°. Saturn wedruje przez gwiazdozbiér
Koziorozca i spedzi caty miesiac okolo 0,5° od gwiazdy

¢ Cap. Sama planeta Swieci blaskiem +0,6™, prezentujac
tarcze o $rednicy 17”. Jowisz znajduje si¢ w Wodniku

i zacznie miesiac niecale 1,5° od gwiazdy ¢ Aqr, by na
koniec maja oddali¢ sie od niej o kolejny stopien. Do
tego dnia $rednica Jowisza zwigkszy sie¢ z 377 do 417,
blask planety natomiast urosnie od —2,1™ do —2,3™.
Obie planety dzieli na niebie dystans 16°. Ksiezyc
spotka sie z nimi na poczatku miesiaca, zaczynajac

4 maja, gdy Ksiezyc w ostatniej kwadrze przejdzie 5° od
Saturna, dobe pézniej — w fazie zmniejszonej do 37% —
w podobnej odleglosci na potudnie od Jowisza. Nie sa to
jednak zblizenia tatwe do obserwacji, gdyz same planety
pokaza sie wtedy na wysokosci 10° nad widnokregiem.

Poczatek miesiaca zdecydowanie nie nalezy do Srebrnego
Globu. Co prawda zacznie on maj od fazy 80%, jednak
znajdzie si¢ wtedy daleko na potudnie od ekliptyki,
przez co nie wzniesie sie wyzej niz 12° ponad linie
horyzontu. Pierwszego dnia miesigca Ksiezyc zblizy

sie na niewiele ponad 1° do gwiazdy Kaus Borealis

(X Sgr), wschodzac dopiero o péinocy. Potem spotka sie
z Saturnem i Jowiszem, by podazy¢ ku nowiu 11 maja.
Jednak niekorzystne nachylenie ekliptyki do porannego
widnokregu oraz potozenie Ksiezyca daleko na potudnie
od niej sprawi, ze naturalny satelita Ziemi szybko zginie
W ZOIZy porannej.

Moze dobrze sie sktada, ze wzgledu na to, ze 6 maja,
jak co roku, przypada maksimum aktywnosci roju
meteordéw n-Akwarydéw. Niestety ich obserwacje

na po6tkuli pétlnocnej rowniez dotyka niekorzystne
nachylenie ekliptyki. Znacznie lepiej n-Akwarydy sa
widoczne z pétkuli potudniowej, gdzie wlaénie trwa jesien
i ekliptyka tworzy duzy kat z porannym widnokregiem.
U nas radiant roju na 1,5 godziny przed wschodem
Stonica wznosi sie¢ na wysokosé 10° ponad wschodni
widnokrag. Z tego wzgledu nad Polska mozna liczy¢

na okoto 10 meteoréw na godzine. Jednak warto je
obserwowadé, gdyz sa to szybkie meteory — ich predkosé
zderzenia z atmosfera wynosi prawie 67km/s — i czesto
zostaja po nich efektowne smugi, a same zjawiska sa na
ogot bardzo jasne.

Wieczorem ekliptyka nadal tworzy duzy kat

z horyzontem, a zatem po nowiu — juz 13 maja

o zmierzchu da sie dostrzec jego bardzo cienki sierp

w fazie 3%, na wysokosci ponad 6° nad horyzontem.
Warto wtedy wybraé sie na obserwacje Ksiezyca rowniez
dlatego, ze niecale 3° na pdélnoc od niego znajdzie sie

planeta Merkury, Swiecaca tego wieczora blaskiem +0,1™.
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Dodatkowo w odleglosci 6° na godzinie 5 wzgledem
Merkurego znajdzie sie planeta Wenus. Jest ona znacznie
trudniejsza do odnalezienia, mimo blasku —3,8™, gdyz
zajmie wtedy pozycje na wysokosci zaledwie 1° nad
horyzontem.

Planeta Merkury jest widoczna praktycznie przez caly
maj, bo juz 1 maja znajdzie sie 4° pod Plejadami, za$

2 dni p6zniej przejdzie zaledwie 2° od nich. Osiem dni
pdzniej planeta przejdzie 8° na pdinoc od Aldebarana,
najjasniejszej gwiazdy Byka, a tydzien pdzniej osiagnie
maksymalng elongacje wschodnia, wynoszaca 22°.
Maksymalna wysoko$¢ o zmierzchu Merkury osiagnie
za$ w dniu spotkania z Ksiezycem, wznoszac sie¢ wtedy
na ponad 8°. W tym czasie blask planety spadnie z —1™
na poczatku miesiaca do +2™ pod jego koniec; jej tarcza
zwigkszy $rednice od 5”7 do 10", a faza spadnie z 80%

do 13%.

Na pozegnanie Merkury spotka si¢ z planeta Wenus,
ktéra takze zacznie pojawiaé sie¢ na wieczornym niebie

o zmierzchu. Wenus zacznie wylaniaé sie z zorzy
wieczornej w drugiej czesci miesiaca. Poczatkowo znajdzie
sie na godzinie 5 wzgledem Merkurego, a 20 maja
dystans miedzy planetami zmniejszy sie do 10°; a 8 dni
pOZniej osiggnie minimalng wartoéé¢ 36’. Jednak do

tego dnia blask Merkurego znacznie ostabnie i do jego
dostrzezenia niezbedna okazaé¢ moze si¢ lornetka. Wenus
przez caly miesiac $wieci blaskiem —3,8™, prezentujac
tarcze o $rednicy 10" i fazie 96%.

Po spotkaniu z Merkurym 15 i 16 maja Ksiezyc

minie planete Mars, pokazujac sie najpierw

w fazie 14% w odleglo$ci 5°, a nastepnie, w fazie 21%,
w odleglosci 7°. Czerwona Planeta w maju pokona 18°
na tle gwiazdozbioru BliZnigt, zaczynajac miesiac

2,5° na pé6inoc od gwiazdy Tejat Posterior (1 Gem).
Przemieszczajac sie przez niebosklon 10 maja, Mars
przejdzie niecaly stopienn od Mebsuty (¢ Gem), by
zakonczy¢ ten miesigce 5° od Polluksa, najjasniejszej
gwiazdy konstelacji. W maju Mars ostabnie z +1,6™
do +1,7™, przy $rednicy tarczy okoto 4”.

W drugiej potowie miesiaca, a doktadnie 19 maja,
Ksiezyc przejdzie przez 1 kwadre i jednoczesnie zblizy sie
na 4° do Regulusa, najjasniejszej gwiazdy Lwa. Trzy dni
pOZniej, juz w fazie 82%, Srebrny Glob minie Porrime,
jedna z jasniejszych gwiazd Panny, w odleglosci 1,5°.
Ksiezyc minie Spike, najjasniejsza gwiazde konstelacji,
23 maja w odlegloéci 5° , w fazie 90%.

Ksiezyc w pelni spotka si¢ z Antaresem, najjasniejsza
gwiazda Skorpiona, 26 maja, przechodzac 5° na
pélnoc od niej. Wezesniej tego samego dnia dojdzie
do caltkowitego za¢mienia Ksiezyca. Naturalny satelita
Ziemi zanurzy sie w jej cienl okolo godziny 13 naszego
czasu, czyli gdy jest w Europie pod horyzontem. Zeby
zobaczy¢ zaémienie trzeba sie uda¢ w rejon basenu
Oceanu Spokojnego. Cale zjawisko da sie dostrzec ze
wschodniej Australii, Nowej Gwinei, Nowej Zelandii,
Hawajow i obszaru pomiedzy nimi. Ostatniego dnia
miesigca, w fazie zmniejszonej do 73%, Ksiezyc spotka
sie ponownie z planeta Saturn i znowu przejdzie 5° na

pohludnie od niej.
Ariel MAJCHER


www.atoptics.co.uk/halo/cha2.htm

Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Zupelnie nic

Ziemia krazy wokét Storica. Stonice okraza centrum Drogi Mlecznej. W czerwcu
predkosci tych ruchéw maja zblizone kierunki i zwroty, a w grudniu zwroty

sa raczej przeciwne. Jezeli zas — jak na to wskazuja wszelkie znaki na niebie
odczytywane przez ziemskich kosmologéow — nasza Galaktyka znajduje sig
wewnatrz skupiska ciemnej materii, to w czerwcu Ziemia pedzi przez ten osrodek
z predkoscia okolo 250 km/s, a w grudniu tylko 190 km/s. Przy zalozeniu, ze
ciemna materia sklada sie z czastek, ktére oddzialuja z ziemskimi materiatami,
mozna by wykrywaé ciemna materie, poszukujac rocznych cykli zmiennosci
liczby niewyjasnionych wzbudzenn odpowiednich substancji.

Tak w skrocie przedstawial sie pomyst zaproponowany czterdziesci lat temu
przez Andrzeja Drukiera, Katherine Freese i Davida Spergela. Niemal dwie
dekady zajelo zbudowanie detektora z ,,odpowiedniej” substancji. Jodek sodu
(Nal), bo o nim tu mowa, jest bardzo dobrym scyntylatorem, tzn. $wieci

po wzbudzeniu. Wziawszy wystarczajaco duzo superczystego Nal (precz

z zaSmiecajaca wyniki radioaktywnoscial), obudowawszy wszystko stosowna
elektronika i umiesciwszy calosé gleboko pod ziemia (w celu ochrony przed
promieniowaniem kosmicznym), otrzymuje sie dzialajacy detektor ciemnej

materii.

Pierwszy detektor dzialajacy na tej zasadzie zostal nazwany po prostu DAMA,
od angielskich stéw DArk MAtter, okreslajacych ciemna materie. Od dwudziestu
lat obstugujacy go zespél raportuje o rocznej zmiennosci niewyjasnionych
blyskéw, ktérych maksimum przypada na poczatek lata. Amplituda tych
oscylacji nie jest bardzo duza w stosunku do uérednionego szumu detektora,
wynosi ona okolo jednego procenta, ale wlasnie tego nalezaloby sie spodziewad,
jesli Ziemia mknie przez mgle ciemnej materii zbudowanej z czastek kilkakrotnie
ciezszych od protonu. Sygnal utrzymuje sie przy kolejnych ulepszeniach
detektora (znajdujacych swoje odzwierciedlenie takze w jego nazwie: obecnie
nazywa sie DAMA /LIBRA, od Large sodium Iodide Bulk for RAre processes).

Dlaczego zatem to wiekopomne, wydawaloby sig,
odkrycie nie jest szerzej znane i bardziej nagradzane?
Czemu milczy Komitet Noblowski? Zasadnicze powody
sg dwa. Pierwszym z nich, najwazniejszym z naukowego
punktu widzenia, jest fakt, ze DAMA nie jest jedynym
eksperymentem polujacym na ciemna materie: tylko

w ciggu ostatniej dekady co najmniej dziesie¢ detektorow
— wypelnionych réznymi substancjami czynnymi

i obsthugiwanych przez rézne zespoly — nie zaobserwowato
rocznej modulacji sygnahu, ktéra powinna w nich
wystepowaé, gdyby doniesienia DAMA byly poprawne.
Drugi powdd to zagadkowa tajemniczo$é zespoltu DAMA:
przez dwadziescia lat badacze nie upublicznili surowych
danych ani szczegdtéw ich analizy, co uniemozliwia
niezalezny, krytyczny osad wynikéw tego eksperymentu.

Zwolennicy DAMA mogli dotad argumentowac, ze to
jakie$ specyficzne wtasnosci jodku sodu wyrdzniaja

ten eksperyment sposréd wielu innych, a ciemna
materia z jakich§ powoddéw reaguje szczegdlnie silnie
wladnie z atomami jodu lub sodu. Podjeto zatem probe
skonstruowania detektoréw dzialajacych na tej samej
zasadzie co DAMA, ale obstugiwanych przez innych
badaczy, z zalozenia publikujacych wszystkie dane. Tak
powstaly COSINE w Korei Poludniowej (ConsOrtium
between KIMS and DM-ICE Sodium IodiNe Experiment)
i ANAIS (Annual modulation with Nal Scintillators)
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w Hiszpanii. Zespdl tego ostatniego eksperymentu
opublikowal w marcu wyniki z trzech lat obserwacji,
wykazujac, ze zadnego sygnalu pochodzacego od ciemnej
materii nie ma.

Co zatem poszlo nie tak? Badacze z Uniwersytetu

w Pizie zauwazyli, ze szum detektora takiego jak
DAMA roénie z uptywem czasu. Jezeli pomiar tego
typu detektora jest roznicowy, tzn. polega na odjeciu

od danych usrednionego po czasie szumu, mozna

latwo wpasé w putapke, jesli usrednia si¢ ten szum

w cyklu rocznym. Na poczatku cyklu szum jest mniejszy
od $redniej, potem narasta, osiaggajac najwieksza wartosé
na koniec cyklu; w nowym cyklu sytuacja powtarza sie
z nowa Srednia. Otrzymuje si¢ w ten sposéb ,sygnat”
pitoksztaltny, ktory zaskakujaco dobrze oddaje wyniki
DAMA.

Czasami, nie odkrywajac zupelnie niczego, mozna
pomoéc wyjaénié¢ jedna z najglebiej skrywanych tajemnic
Wszech$wiata. . .

Kraysztof TURZYNSKI
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Algorytm Euklidesa
Barttomiej BZDEGA

Uwaga. W calym artykule zakladamy, Ze liczby a, b, ¢, d, k, m, n sq catkowite.

Zacznijmy od prostej obserwacji: jedli d jest wspdlnym dzielnikiem liczb a i b, to
dla dowolnych liczb catkowitych x i y zachodzi podzielno$é d | ax + by. Wynika to
wprost z definicji podzielnosci. W szczegdlnosci, jesli d | a,b,tod |a+bid|a—b.
Ta ostatnia podzielnosé w wersji: jesli d | n, to d | n — d, jest czesto stosowanym
trikiem w zadaniach o podzielnosci. Zazwyczaj dziala w poltaczeniu

z szacowaniem: jezeli d | m i m > 0, to d < m, przy czym d, m i n zazwyczaj

sg pewnymi wyrazeniami algebraicznymi.

Zalézmy, ze a > b > 0. Na mocy wyzej opisanych wlasnosci, jesli d jest dzielnikiem
pewnych dwdéch liczb spoérdd: a, b, a — b, to rowniez dzieli trzecia. Z tego wynika,
ze NWD(a, b) = NWD(a — b, b). Zapiszmy dzielenie z reszta a = qb + r. Po ¢-krotnym
zastosowaniu powyzszej rownosci otrzymamy

NWD(a, b) = NWD(r, b).

Jest to krok algorytmu Fuklidesa — liczac NWD dwdéch liczb, wieksza z nich
zastepujemy reszta z jej dzielenia przez mniejsza. Ostatnia niezerowa reszta
jest poszukiwanym NWD.

Niech rg = a > b =ry. Dla k > 0 oznaczmy przez riyo reszte z dzielenia 7
przez ri4+1. Wykazemy, ze r = axy + by dla pewnych liczb catkowitych zy,
iyg. Dlak =01k =1 jest to oczywiscie prawda. Indukcyjnie, dla pewnego
naturalnego ¢ mamy

Thyo = Tk — qTry1 = (axp +byr) — q(azpy1 + byry1) =
= a(xg — qxr+1) + DYk — qYr+1)-

7 tego wynika bardzo wazny wniosek: istniejg liczby catkowite x i y, dla ktérych
ax + by = NWD(a, b). W szczegdlnosci liczby a i b sa wzglednie pierwsze wtedy
i tylko wtedy, gdy ax + by = 1 dla pewnych catkowitych x i y.

Wymienie tu dwie konsekwencje tego faktu. Niech NWD(a, b) = 1. Wowczas:

(1) jesli a | be, to a | ¢ (2) jesli a,b | ¢, to ab | c.

Dowdéd. Niech ax + by = 1, przy czym z i y to liczby catkowite. Wtedy:

(1) jesli a | be, to liczba ¢/a = c(ax + by)/a = cx + y(be/a) jest calkowita;
(2) jesli a,b | ¢, to liczba ¢/(ab) = c(az + by)/(ab) = 2(c/b) + y(c/a) jest calkowita.

Zadania

1. Wyznaczyé wszystkie liczby catkowite a, dla ktérych liczba a? + 2a + 3 jest
dzielnikiem liczby 5a? + 4a + 3.

2. Niech d,m,n > 0 beda liczbami naturalnymi. Udowodnié, ze jedli d | m?n — 1
oraz d | mn? —1,to d | n® — 1.

3. Liczby a i b sa catkowite dodatnie. Wykazacé, ze jeli a + b+ 1 jest liczba
pierwsza dzielaca 4ab — 1, to a = b.

4. Niech (F') bedzie ciagiem Fibonacciego, tj. Fy = Fy =1 oraz Fy40 = F,, + F, 11
dla n > 1. Udowodnié, ze jesli 0 < b < a < F), dla pewnego m > 2, to algorytm
Euklidesa obliczy NWD(a, b) w co najwyzej m — 2 krokach (za krok uznajemy
wykonanie dzielenia z reszta).

5. Liczby calkowite dodatnie m i n spetniaja podzielnosé mn | m? + n? + m.
Wykazac, ze m jest kwadratem liczby catkowitej.

6. Liczby naturalne a > b > 1 spelniaja podzielnosci a+b|ab+1ia—b]|ab— 1.
Dowiesé, ze a < bv/3.

7. Niech k, m i n beda ustalonymi liczbami catkowitymi dodatnimi,
spetniajacymi warunek NWD(km,n) = 1. Dowies¢, ze réwnanie a + b™ = ¢ ma
rozwigzanie w liczbach catkowitych dodatnich a, b, c.
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