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22 .5 .7 urodziny

W roku 1882 w Dniu Liczby 7 (ktéry wéwczas raczej nie byl jeszcze obchodzony) urodzil sie
Waclaw Franciszek Sierpinski, posta¢ kluczowa dla rozwoju polskiego $rodowiska matematycznego.
Aby uczci¢ te okolicznosé, postanowiliSmy w niniejszym wydaniu Delty nakresli¢ wybrane
zagadnienia bliskie sercu Jubilata. Nie moglo rzecz jasna zabraknac¢ ,krolowej krélowej nauk”,

czyli teorii liczb — o pewnych jej aspektach pisza Mikolaj Rotkiewicz i Wojciech Guzicki. Piotr
Zakrzewski przybliza za$ fragmenty ogromnego dorobku Wactawa Sierpinskiego z zakresu podstaw
matematyki, czyli teorii mnogosci. Jesli zaé chodzi o ,,prace u podstaw” — juz nie matematyki,

a edukacji — Mariusz Skaltba przedstawia dziatalno$¢ Jubilata zwigzana z upowszechnianiem
nauki. Dodajmy, ze miloénicy tréjkata Sierpinskiego réwniez znajda coé dla siebie. Zyczymy

sobie i Czytelnikom, aby pamie¢ o Waclawie Sierpinskim, matematyku swiatowego formatu
dostrzegajacym i pielegnujacym spoteczna role nauki, stanowila inspiracje dla przyszlych pokolen

adeptow krolowej nauk, tak jak dla obecnych.

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

D. N. Lehmer, List of Prime Numbers
from 1 to 10 006 721 (1914)
https://locomat.loria.fr/lehmer1914/
lehmeri1914doc.pdf

MTF zostalo sformulowane (bez dowodu)
przez francuskiego matematyka

Pierre’a de Fermata (1601-1665).
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716),
wielki filozof i matematyk, pozostawit
manuskrypt z dowodem MTF.
Jednoczesnie Leibniz (mylnie) stwierdzil,
ze podzielno$é n | 2™ — 2 nie jest
spelniona przez zadna liczbe zlozona.

Ciekawy kombinatoryczny dowéd MTF
Czytelnik znajdzie w A?T MTF jest
bardzo pomocne przy rozwiazywaniu
zadan z olimpiad matematycznych.

P. F. Sarrus (1798-1861), znany z reguly
Sarrusa stosowanej czesto do obliczania
wyznacznika macierzy 3 X 3.

Czasami w definicji liczby
a-pseudopierwszej przyjmuje si¢ silniejszy
warunek, ze n | a"~! — 1. Z warunku
n|2" "1 — 1 wynika, ze n jest nieparzysta.
Ciekawg klase tworzg liczby
2-pseudopierwsze parzyste (patrz

zadanie , czyli liczby parzyste n > 2
takie, ze n|2™ — 2. Jest ich nieskoniczenie
wiele (Beeger, 1951).

Liczby pseudopierwsze
Mikolaj ROTKIEWICZ*

Mozliwos¢ szybkiego i poprawnego identyfikowania liczb jako liczb pierwszych
jest kluczowa do prowadzenia efektywnych badan w zakresie teorii liczb. Z tego
powodu, przed upowszechnieniem si¢ komputeréw, publikowano tablice liczb
pierwszych. Dla liczb wykraczajacych poza granice takich tablic czasami do
sprawdzenia pierwszosci wykorzystywano jeden z najprostszych algorytmoéw,
polegajacy na zastosowaniu Matego Twierdzenia Fermata. Méwi ono, ze jesli p
jest liczba pierwsza, to dla kazdej liczby catkowitej a liczba a? — a jest podzielna
przez p. W jezyku kongruencji ten fakt mozna zapisaé jako a? = a (mod p) lub
réwnowaznie, ze aP~* = 1 (mod p), jesli p 1 a.

Za pomoca MTF udowodnimy, ze 221 jest liczba zlozona. Obliczamy
2221 mod 221: niech zj = 22" mod 221, wiec 41 = x% mod 221. Dostajemy
kolejno:

k 01213 4 5 6 7
rr mod 221 | 24|16 |35 | —101 | 35 | —101 | 35

Mamy 221 = 27 + 26 + 24 423 122 4+ 20 wiec
2221 = 35.(-101) - (—101) - 35- 16 - 2 = 32 # 2 (mod 221),
zatem 221 jest zlozona. Dla duzej liczby n podany algorytm testowania jej

pierwszosci jest duzo szybszy od standardowego sprawdzenia warunku p 1 n dla
kolejnych liczb pierwszych p < v/n.

Jénos Bolyai (1802-1860), odkrywca i badacz geometrii nieeuklidesowej, osiagnal
réwniez znaczace wyniki w teorii liczb. Znalazt wiele liczb zlozonych n takich,
ze n | a” — a dla pewnych ustalonych liczb a. Miedzy innymi uogdélnit podany
przez Pierre’a Sarrusa przyklad (najmniejszej) liczby zlozonej n takiej, ze

n | 2" — 2. Jest nig 341 = 11 - 31, co latwo pokazaé, korzystajac z MTF. Mamy
210 =1 (mod 11), wiec 2'% = (219)* =1 (mod 11) dla kazdej liczby catkowitej k.
W szczegdlnodei, 11 | 2340 — 1. Z drugiej strony 2° = 1 (mod 31), wiec 31 | 2340 — 1
(bo 5 | 340). Zatem 2340 — 1 jest podzielna przez obie liczby pierwsze, 111 31, stad
rzeczywiscie 11 - 31 dzieli dwukrotnoéé 2340 — 1, czyli 234 — 2.

Definicja. Niech a bedzie liczbg catkowita, a > 1. Jesli n jest liczba ztozona
in|a™— a, to n nazywamy liczba pseudopierwszq przy podstawie a, lub krécej —
a-pseudopierwszq.

Zatem 341 jest liczba 2-pseudopierwsza. Takie liczby zwyklo sie nazywaé
krotko liczbami pseudopierwszymi. Podamy teraz odrobine bardziej wyszukany
przyklad. Pierre de Fermat byl przekonany, ze wszystkie wyrazy ciagu

F, = 22" +1 sa liczbami pierwszymi. Euler (1707-1784) zauwazyl, ze tak nie

1
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F,, nazywa si¢ n-tg liczbg Fermata.
Jedynymi znanymi liczbami pierwszymi
Fermata sg F1, Fa, F3 i Fy.

Dowéd mozna znalezé w K. H. Rosen,
Elementary number theory and its
applications.

jest, gdyz 641 | F5 = 232 + 1. Niemniej F), | 2f» — 2, wiec Fs jest pseudopierwsza,
co zauwazyl juz Janos Bolyai. Rzeczywiscie, z 22" = —1 (mod F,,) wynika, ze
22" = (22")2 = (~1)2=1 (mod F,). Ponadto mamy 2"+! | 22" gdyz n+1 < 2",
wiec

F, |22 =12 —1=2f1_1]2F 2,

Tematyka liczb pseudopierwszych zainteresowala jednych z najptodniejszych

i najwybitniejszych matematykow XX wieku, Paula Erdosa i Wactawa
Sierpinskiego. Erdos od razu uzyskal znaczace wyniki dotyczace
asymptotycznego rozmieszczenia takich liczb. Sierpinski swoj wielki

entuzjazm i mitosé do matematyki, w szczegolnosci teorii liczb, przekazywat
swoim uczniom. Jednym z nich byl Andrzej Rotkiewicz (méj Tata) —

autor kilkudziesieciu prac i monografii z obszaru liczb pseudopierwszych

(i ich uogoélnien). Sierpinski lubil dzieli¢ si¢ otwartymi, czesto drobnymi,
zagadnieniami, ktére go interesowaly, zmniejszajac tym samym dystans miedzy
mistrzem a uczniem. Jednym z takich wspélnie rozwiazanych probleméw bylo to,
czy dla liczby zlozonej n liczba (2™ — 2)/n moze by¢ pierwsza. — Nie moze.

Liczb pseudopierwszych jest nieskonczenie wiele. Krotki i elegancki dowod podal
Sierpinski. Dowdd ten zamieszczamy w formie zadania na koncu artykutu.

Istnieja liczby zlozone n, dla ktérych n | a™ — a, dla kazdej liczby caltkowitej a,
czyli liczby a-pseudopierwsze przy dowolnej podstawie a. Nazywamy je liczbami
Carmichaela. Robert D. Carmichael (1879-1967) stusznie przypuszczal, ze takich
liczb jest nieskonczenie wiele. Hipoteza ta zostata jednak rozstrzygnieta dopiero
w 1994 roku.

Liczby Carmichaela mozna znajdowaé, postugujac sie prostym kryterium
Korselta:

Twierdzenie. Niech n bedzie liczbg zloZong. Nastepujgce warunki sg
rownowazne:

(i) n|a"t =1 dla kazdej liczby catkowitej a, wzglednie pierwszej z n.
(ii) n jest iloczynem réznych liczb pierwszych i dla kazdej takiej liczby p
zachodzip—1|n—1.
(iii) n | a™ — a dla kazdej liczby calkowitej a.

Zatem 561 = 3 - 11 - 17 jest liczba Carmichaela, gdyz 2,10, 16 | 560. Jest ona
najmniejsza taka liczba.

Pojdzmy teraz w innym kierunku: ustalamy podstawe a i zajmiemy sig
konsekwencjami podzielnoéci n | a®~! — 1, gdzie 21 n i NWD(a,n) = 1.
Przedstawmy n — 1 w postaci n — 1 = d - 2°, gdzie d jest liczba nieparzysta, wiec
s> 1. Niech 7; = a*? dla 0 < j < 5. Mamy 25 =1 (mod n) i 7,41 = 23 (mod n).
Jesli n jest liczba pierwsza, n # 2, to kongruencja 2 = 1 (mod n) ma doktadnie

dwa rozwiazania (1 oraz —1), wiec

(i) 2o =1 (mod n) (wtedy zg,x1,...,2s mod n jest ciagiem samych jedynek)
lub

(ii) istnieje k takie, ze s > k > 01ix = —1 (mod n)
(wtedy Zpi1 = Thao = ... =25 = 1 (mod n)).

Jesli za$ n jest zlozona, to rozwiazain modulo n podzielnosci n | 22 — 1 mamy
co najmniej 4, poza przypadkami n = 4, pF*1, 2pF, gdzie p # 2 jest liczba
pierwsza, a k — naturalng (patrz zadanie . Liczby zlozone n, ktére spetniaja
alternatywe f nazywamy silnie a-pseudopierwszymi. Czy dana liczba moze
by¢ silnie a-pseudopierwsza przy kazdej podstawie a? Okazuje sie, Zze nie — nie
istnieja ,,silne” liczby Carmichaela. Co wiecej, dla kazdej liczby zlozonej n co
najmniej 3/4 mozliwych wartosci a to dobrzy $wiadkowie zlozonosci tej liczby,
tzn. n nie jest silnie a-pseudopierwsze. Test pierwszosci Millera-Rabina polega
na losowaniu k réznych podstaw a i zweryfikowaniu, czy n spelnia powyzszy
warunek. Prawdopodobienstwo, ze liczba ztozona n zda powyzszy test, jest
mniejsze niz 1/4%.
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Stynne twierdzenie Dirichleta méwi to
samo, ale o liczbach pierwszych.

Szereg odwrotnosci liczb pierwszych jest
rozbiezny, wiec liczb pseudopierwszych
jest istotnie mniej.

To jest takze pierwszy dowdd, ze liczb
Carmichaela jest nieskonczenie wiele.

Jak duzo jest liczb pseudopierwszych? Problemy dotyczace
asymptotycznego rozmieszczenia liczb pierwszych nie sg proste. Twierdzenie

o liczbach pierwszych, kamien milowy w teorii liczb osiagniety jeszcze
7 (x)
z/logx
nie wiekszych niz x. Dla liczb pseudopierwszych ani tez dla liczb Carmichaela

nie doczekaliSmy sie tak dokladnego wyniku. Niemniej wiadomo, ze:

w XIX wicku, méwi, ze lim,_, =1, gdzie 7(x) jest liczba liczb pierwszych

o mo(x)/m(z) dazy do zera przy x — oo, gdzie ma(x) funkcja zliczajaca liczby
pseudopierwsze nie wieksze niz z. (P. Erdos, 1950).

o W kazdym ciaggu arytmetycznym (an + b),>1, gdzie NWD(a,b) =1, a > 1,
jest nieskoniczenie wiele liczb pseudopierwszych (A. Rotkiewicz, 1963).
Warunek NWD(a,b) = 1 nie jest tutaj warunkiem koniecznym. Na przyklad
w ciagu (4n + 2) jest tez nieskoniczenie wiele liczb pseudopierwszych. Cos
trzeba jednak zalozyé¢, bo w niektoérych ciagach arytmetycznych nie ma liczb
pseudopierwszych (Zadanie [7)).

o 3% L < oo (K. Szymiczek, 1967), gdzie ¢, oznacza n-ta liczbe

n=1 q,
pseudo(i)ierwsz@.
o Yoli e = T00 (A. Makowski, 1974).

o Jedli przez C(x) oznaczymy liczbe liczb Carmichaela nie wigkszych niz
z, to C(z) > 2%/7 dla dostatecznie duzych z (W. R. Alford, A. Granville,
C. Pomerance, 1994).

Hipoteza Erddsa méwi, ze dla kazdego € > 0 zachodzi lim, ., C(z)/2'~¢ = +o0.
Z drugiej strony dostepne obliczenia funkcji C'(z) i m2(z) (patrz tabela

ponizej) nie potwierdzaja tego. Raczej mozna przypuszczaé, ze ma(x) < /m(x)
(D. Shanks). Obie hipotezy, Erdosa i hipoteza ma(z) < \/7(x), stoja we wzajemnej
sprzecznosei, gdyz /7 (z) < v/z i ma(x) > C(x). Do dzi$ jednak nie obalono
zadnej z nich. Céz, granica ciggu nie zalezy od wartosci jego poczatkowych
wyrazéw. Liczby w nieskonczonosci réznig sie znacznie od tych, ktore widzimy
tutaj w tabeli: Srednia liczba dzielnikéw pierwszych liczb nie wiekszych od =
rosnie jak loglogx, i chociaz rosnie bardzo powoli, rosnie bez ograniczen.

k=logioz | 3 5 7 9 11 13 15 17
C(x) 1 16 105 646 3605 19279 105212 | 585355
mo(x) 3 78 750 5597 38975 | 264239 | 1801533 | 12604009
m(z) 168 | 9592 | 6,65 - 10° | 5,08 - 107 | 4,11 - 10° | 3,46 - 1011 | 2,98 - 1013 | 2,62 - 1015

ma(x)/y/m(x)| 0,23 | 0,8 | 0,92 0,78 0,61 0,45 0,33 0,25

log, ma(x) |0,159|0,378| 0,411 0,416 0,417 0,417 0,417 0,418
log, C(x) 0 [0,241] 0,289 0,312 0,323 0,330 0,335 0,339

Na koniec proponuje kilka zadan, ktorych rozwiazanie z pewnoscia pozwoli lepiej
oswoi¢ sie z tematyka poruszong w tym artykule. Wskazéwki mozna odnalezé
jako zatacznik do elektronicznej wersji artykulu na stronie internetowej Delty.

1. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne, ktore sa Wywnioskowaé stad, ze 307 - 613 - 919 jest liczba
wzglednie pierwsze z kazdym z wyrazéw ciagu Carmichaela. (Chernik, 1939)

" 43" 46" —1,n > 1.

6. Wykazaé, ze (a) 25 jest silnie 7-pseudopierwsza,

2. Zmalez¢ wszystkie rozwiazania kongruencji (b) 829 - 1657 jest silnie pseudopierwsza przy

2?2 =1 (mod 680).

podstawach 2 i 3.

3. Wykazaé, ze (a) 91 jest 3-pseudopierwsza, (b) 45 jest 7. Niech p = —1 (mod 6) bedzie liczba pierwsza,
liczba pseudopierwsza przy podstawach 17 i 19, a=p(p—1), b = 3p. Uzasadnij, ze ciag arytmetyczny
(c) 2-73-1103 jest liczba pseudopierwsza (jest to (an 4+ b),>1 nie zawiera ani jednej liczby pseudopierwszej.
najmniejsza liczba pseudopierwsza parzysta). 8. Uzasadnié, ze jesli S jest nieskonczonym podzbiorem

4. Wykazac, ze jedli n jest liczba pseudopierwsza liczb naturalnych takim, ze dla dowolnych liczb
nieparzysta, to 2" — 1 jest liczbg silnie pseudopierwsza. wzglednie pierwszych a,b w ciagu (an + b),>1 jest co
Wywnioskowaé stad, ze liczb pseudopierwszych najmniej jedna liczba ze zbioru S, to w kazdym takim
(i silnie pseudopierwszych) jest nieskorniczenie wiele. ciagu jest nieskoniczenie wiele liczb z S.
(Sierpinski, 1947) 9. Zmnalezé wszystkie liczby Carmichaela n takie, ze

5. Udowodni¢, ze jesli liczby 6k 4+ 1, 12k + 11 18k 4+ 1 kazdy dzielnik pierwszy n jest jedna z liczb 7, 11, 13,
sa pierwsze, to ich iloczyn jest liczba Carmichaela. 31, 41, 61.
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* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

@

Rozwigzanie zadania M 1703.
Zauwazmy, ze
¥TBA =60° — xBAT = xTAC.

Wobec tego tréjkaty BAT oraz ACT sa
podobne. Oznacza to, ze XTXA = xTYC
(jako odpowiednie katy miedzy $rodkowsg
a bokiem w tréjkatach podobnych), skad

¥TXA+ xAYT = 180°,

czyli punkty A, Y, T'i X leza na jednym
okregu.

Popularne ksigzki Sierpinskiego
Mariusz SKALBA*

Za mojej mtodosci bylo kilka Zrédet, z ktérych mégt czerpaé nieopierzony
miltosnik matematyki. Dla mnie najwazniejszym byly ksiazki Waclawa
Sierpiniskiego. Dotyczyly one teorii mnogosci, topologii i przede wszystkim
teorii liczb. Zostaly napisane w przystepny, a jednoczesnie zajmujacy sposob.
Tomiki te wydawane byly po drugiej wojnie Swiatowej dos¢ intensywnie

w roznych oficynach, w ramach réznych serii wydawniczych. I tak na przykltad
w popularnej serii ,Biblioteczka Matematyczna” (Panistwowe Zaklady
Wydawnictw Szkolnych) wybitny autor umiescil nastepujace niewielkie
(objetosciowo) ksiazki:

O stu prostych, ale trudnych zagadnieniach arytmetyki. Z pogranicza geometrii
1 arytmetykt,

Co wiemy, a czego nie wiemy o liczbach pierwszych,

Liczby trojkgtne;

250 zadan z elementarnej teorii liczb;

Wstep do teorii mnogosci i topologii

Wstep do teorii liczb.

Inna seria wydawnicza, w ktorej publikowal Sierpinski, to ,,Monografie
Popularnonaukowe Matematyka” (Panstwowe Wydawnictwo Naukowe):

O rozktadach liczb wymiernych na ulamki proste;
Trojkqty pitagorejskie;
O rozwigzywaniu, rownan w liczbach catkowitych.

W ramach serii ,,Biblioteka Nauczyciela Matematyki” (PZWS) ukazala sie
ksiazeczka O teorii mnogosci.

Dodajmy do tej wyliczanki jeszcze unikalna ksiazke wydana przez Wiedze
Powszechna: Czym sie zajmuje teoria liczb?

W jakim celu wymieniam te ksiazki? I po co bylo tyle serii popularnonaukowych?
Moze po to, zeby wprowadzi¢ chaos w umystach mlodych ludzi i odciagnaé ich
od krytycznego myslenia o zastanej rzeczywistosci? Nie sadze — niektére z nich
zostaly przeciez przetlumaczone na wiele jezykéw Swiata i cieszyly si¢ uznaniem
réwniez w krajach demokratycznego kapitalizmu.

Najwazniejsze w tym wszystkim jest jednak to, ze ksiazki te wprowadzaja
mlodego Czytelnika bezposrednio w arkana wspélczesnej nauki. Bardzo dobrze
ujmuje to przedmowa ,,Od Redakcji” do ksiazeczki O teorii mnogos$ci i dlatego
przytocze ja w caltosci:

Chociaz teoria mnogosci jest jedng z najmiodszych galezi matematyki, to
jednak jej elementy staly sie obecnie nieodzowng cze$cig ogolnego wyksztalcenia
matematycznego.

Wielu uczonych od dawna wyrazato opinie, Ze niektore zagadnienia teorii
mnogosci powinny znaleZé sie w programie szkoly $redniej — mimo wysokiego
stopnia abstrakcji nie jest ona bowiem trudna do opanowania, gdyz nie wymaga
wiadomosci wstepnych.

W tomiku niniejszym znajdg czytelnicy te fragmenty teorii mmogosci, ktore —
zdaniem prof. dra Waclawa Sierpinskiego — mogq bycé bez trudu przyswojone
przez ucznia liceum czy technikum.

Koledzy Nauczyciele wykorzystajq z pewnoscig te ksigzeczke na zajeciach
pozalekcyjnych z tq czescig miodziezy, ktora przejawia specjalne zainteresowania
matematykq.

Jedyne wydanie tej niezwyklej ksiazki ukazato sie w 1964 roku. Przedmowa do
niej swiadczy o bliskiej relacji matematyki szkolnej i uniwersyteckiej i o dbalosci,
z jaka pielegnowali te relacje giganci matematyki polskiej.
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Wigcej o fundamentalnych trudnosciach
zwigzanych z rozwigzywaniem réwnan
diofantycznych stopnia wigkszego niz 2
piszemy w Aﬁ.

Liczba g4 byta najwigksza znana liczbg
pierwsza w latach 1876-1951.

Skan podrecznika dostepny jest na stronie
Podlaskiej Biblioteki Cyfrowej, https:
//pbc.biaman.pl/dlibra/show-content/
publication/edition/4888771d=48887

Mnie osobiécie najbardziej zainteresowaly ksiazeczki z teorii liczb. Nawet z ich
pobieznej lektury wynikato niezbicie, ze matematyka jest zywa i atrakcyjna i ze
w teorii liczb caly czas co$ si¢ dzieje: ktos dowodzi starej hipotezy albo stawia
nowe problemy. W ten sposéb tatwo bylo odnalezé sie jakos w gléwnym nurcie
matematyki, z przyjemnym poczuciem bezpieczenstwa, ze wybitny autor caly
czas czuwa, aby mtody adept matematyki nie utonal: bo to, ze nurt go wciagnie,
bylo praktycznie pewne. Pomijajac satysfakcje intelektualna czerpana z lektury,
byta to potezna dawka motywacji i inspiracji. Wypada teraz na konkretnych
przyktadach zacheci¢ Czytelnikéw Delty do zaznajomienia sie z ksiazkami
Wactawa Sierpinskiego.

Wiecej niz raz pisal on o réwnaniu diofantycznym
(%) 3 42 + 2% = 30,
o ktérym bardzo dlugo nie byto wiadomo, czy ma jakiekolwiek rozwiazania
calkowite x,y, z. Wybitny popularyzator wykorzystal chwiejny status tego
rownania do ilustracji pojecia zbioru pustego na poczatku ksiazeczki O teorii
mnogosci. Pisze tam mniej wiecej tak: przy obecnym stanie nauki nikt nie
potrafi rozstrzygnagc, czy zbior rozwigzan w liczbach catkowitych powyzszego
réownania diofantycznego jest pusty, czy tez nie. Zreszta ta figura retoryczna
jest charakterystyczna dla Sierpinskiego: gdyby zajmowal si¢ popularyzacja
innych nauk, to pewnie by dodal, ze przy obecnym stanie nauki nie sposob
przeprowadzié¢ fuzji jadrowej, a przy obecnie panujacych stosunkach spotecznych
nie sposéb zlikwidowaé ubodstwa itp. Dla nas jest wazne, ze ten stan rzeczy
zmienil si¢ w 1999 roku, gdy znaleziono rozwiazanie:

x = 2220422932, y = —283059965, =z = —2218888517,
a potem jeszcze kilka innych. Dla matematyki wazniejsza dychotomia niz pusty
— niepusty jest tradycyjna dychotomia skornczony — nieskoriczony. Do dzisiaj
nie wiemy, czy rzeczony zbidr rozwiazan jest skoriczony, czy tez nieskonczony.
Podsumujmy: w badaniach réwnania uzyskano na przestrzeni lat pewien
skromny postep.

A teraz przytoczymy opowie$é Mistrza o przypadku calkowicie beznadziejnym
i nierokujacym. Niech mianowicie ciag (g,) bedzie okre$lony rekurencyjnie:

1 =3, o1 =2"—-1 dlan=1,23,...
O tym ciagu wypowiedziano przypuszczenie, ze kazdy jego wyraz jest liczba
pierwsza. Pierwsze cztery wyrazy sa rzeczywiscie liczbami pierwszymi:

=T, q3=127, g =2"" -1

Natomiast, jak latwo oszacowaé, liczba g5 ma wiecej niz 1 cyfr. Sierpinski
konkluduje tak: Nie podobna jej wypisaé, a c6Z dopiero badaé, czy jest pierwszq.
Latwo jest stawiac przypuszczenia, dotyczgce olbrzymich liczb, dla ktorych nie
mogq byé sprawdzone.

037

Niejeden z Czytelnikéw zachnie sie na uzyta w tytule przesadnie entuzjastyczna
kwalifikacje: popularne. I bedzie mial racje: przeciez juz kazdy uczen
milodszych klas szkoly podstawowej wie, ze jedyne naprawde popularne

ksigzki to podreczniki. Tutaj Sierpinski doréwnal w pewnym sensie swoim
pézniejszym dokonaniom popularyzatorskim: w doborowym towarzystwie
Stefana Banacha i Wlodzimierza Stozka wydal przed wojng szereg podrecznikow
do szkoly powszechnej i $redniej. Spis tytuléw tych podrecznikéw mozna
znalezé w artykule Andrzeja Schinzla Waclaw Sierpinski a szkola srednia
(czasopismo Matematyka, nr 2, 1980). Poprzestaniemy tu na podaniu danych
bibliograficznych jednego z nich:

Arytmetyka i geometria dla VII klasy szkoly powszechnej, 1 wyd., Lwéw 1935,
s. 184.

Moéwi sie, ze dorosli nie czytaja ksiazek, gdyz zachlysneli sie tymi
najpopularniejszymi z wezesnych etapéw swojej edukacji (vide supra). Dlatego
tym bardziej zachecam wszystkich do siggniecia po popularnonaukowe ksiazki
Wactawa Sierpinskiego i jego podreczniki szkolne — mozna to zrobi¢ bez obaw
w dowolnej kolejnosci!
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Dla zapewnienia komfortu

pasazerow wartosé¢ wektorowej sumy
przyspieszenia a w kierunku poziomym

i pionowego przyspieszenia ziemskiego g
nie moze przekroczyé 2g. Oznacza to, ze
a’® + g% < (29)2, czyli a < gV/3.
Osiagniecie predkosci startowej v wymaga
rozpedzania samolotu ze stalym
przyspieszeniem a w czasie

t =v/a > v/(gV3), a potrzebna do tego
dlugosé pasa startowego wynosi

s =at?/2 = v?/(2a) > v?/(29V/3).

Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy t > 4,1 s, s > 139,3 m. Obie
wartosci to oszacowania z dotu —
osiggniecie przyspieszenia a wymaga
pewnego czasu.

O liczbach Sierpinskiego
Wojciech GUZICKI*

Historia liczb Sierpinskiego zaczyna si¢ chyba od Pierre’a Fermata, prawnika
i matematyka z Tuluzy, ktéry okoto 1640 roku wyrazil przypuszczenie, ze
wszystkie liczby naturalne postaci Fj, = 22" + 1 (dzisiaj nazywane liczbami
Fermata) sa pierwsze. Sprawdzil, ze liczby

Fo=2'41=3 [ =2*2+1=5, F,=2"4+1=17,
F3=2841=257, F, =2 +1=65537

rzeczywiscie sg pierwsze. Hipoteza Fermata okazala sie nieprawdziwa, pierwszy
kontrprzyktad zostal znaleziony okoto 1747 roku przez Eulera:

Fo=92" 41 =232 41 =4204967297 = 641 - 6 700417.

Mozna oczywiscie zapytaé, jak Euler znalazt ten rozklad na czynniki pierwsze.
Czy po prostu mial wiecej cierpliwosci niz Fermat? Ot6z nie. Euler udowodnit,
ze kazdy dzielnik pierwszy p liczby Fermata F),, ma postaé

p=Fk-2"" 11
dla pewnej liczby naturalnej k. Stad wynika, ze dzielnik pierwszy liczby F5 musi
mie¢ postaé¢ p = 64k + 1. Teraz wystarczylo zbadaé¢ 10 liczb (dla k = 1,2,...,10),
by znalezé¢ dzielnik 641.

Odkrycie Eulera i problem badania nastepnych liczb Fermata spowodowaly
naturalne zainteresowanie liczbami postaci k - 2" + 1 i w szczegdlnosci pytaniem
o to, czy sa one pierwsze. Wactaw Sierpinski udowodnil w 1960 roku nastepujace
twierdzenie (znane w literaturze teorioliczbowej jako twierdzenie Sierpiriskiego).

Twierdzenie. Istnieje nieskonczenie wiele nieparzystych liczb naturalnych k
o nastepujgcej wlasnosci:

o liczba k - 2™ 4+ 1 jest zlozona dla kazdej liczby naturalnej n.

Od tego czasu nieparzyste liczby k, dla ktérych wszystkie liczby postaci k - 2™ 4 1
sg zlozone, zaczeto nazywacé liczbami Sierpinskiego. Przedstawie teraz dowod
twierdzenia Sierpinskiego. Wczesniej jednak zaprezentuje pewne pojecie.

Przypusémy, ze mamy dane dwa ciagi skonczone liczb naturalnych tej samej
dtugosci t:
oraz

(ar,a9,...,a¢) (my, ma,...,my),

oraz mamy dany pewien podzbidr zbioru liczb naturalnych A C N. Méwimy, ze
uktad kongruencji

n = a; (mod my)
jest systemem kongruencji pokrywajacym zbiér A, jesli kazda liczba naturalna
n € A spelnia co najmniej jedna z tych kongruencji. Méwimy takze, ze zbidr
liczb naturalnych B C N pokrywa zbior A, jesli kazda liczba n € A jest podzielna
przez co najmniej jedna liczbe p € B. Przejdzmy teraz do dowodu twierdzenia
Sierpinskiego.
Dowéd. Dla dowolnej liczby naturalnej k oznaczmy:
Ap={k-2"4+1: neN}L
Niech nastepnie
B ={3,5,17,257,641,65537,6700417}.

Udowodnie, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych & o wlasnosci:
e zbiér B pokrywa zbiér Ay.
WezZmy trzy ciagi dlugosci 7:

(a11a27-"aa7)5 (mlmea"'7m7) oraz (p17p25"'ap7)7



Warto zauwazy¢, ze dla przeprowadzenia
dowodu liczby p1, ..., pr zostaly dobrane

tak, zeby 22" dzielito si¢ przez p; dla
6

1 < i < 6 oraz zeby 22 dzielilo sie

przez pr.

@
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W zegarku mechanicznym elementem
odmierzajacym uplyw czasu jest

tzw. balans drgajacy pod wplywem silty
sprezystosci sprezyny. Balans drga

w powietrzu znajdujacym si¢ wewnatrz
zegarka i podczas drgan wprawia w ruch
takze otaczajace powietrze. Masa
poruszanego powietrza zwigksza
efektywny” moment bezwladnosci
balansu. Na szczycie wysokiej gory
ci$nienie atmosferyczne jest mniejsze niz
u jej podnédza, a wiec i powietrze
wewnatrz zegarka jest rzadsze. Tym
samym masa powietrza unoszonego
podczas drgan zmniejsza sie, co prowadzi
do zmniejszenia ,efektywnego” momentu
bezwtadno$ci balansu i skrécenia okresu
jego drgan. Na szczycie wysokiej gory
zegarek profesora Rabiego spieszyl sig.
Podobno podczas wspélnej podrézy koleja
Rabi wspomnial o swojej obserwacji
Enrico Fermiemu, ktéry po godzinie
przedstawil dokladny ilosciowy opis
zjawiska.

zdefiniowane nastepujaco:

ayp = 17 ag = 2, az = 4, ay4 = 8, a5 = 16, ag = 32, a7 = 0,
my =2, me=4, mz=38, my=106, ms =32, meg = 64, my = 64,
p1 =3, p2=05H, p3=17, pg =257, p5 =065537, pg =641, pr=6700417.

Wéwcezas uktad kongruencji

dla i€{1,2,3,4,5,6,7}

pokrywa caly zbiér liczb naturalnych N. Mozemy takze zauwazy¢, ze
2™ =1 (mod p;) dla i€ {1,2,3,4,5,6,7}.

Dowody obu powyzszych spostrzezen pozostawie jako nietrudne ¢wiczenie.

()

n = a; (mod m;)

Ustalmy teraz na chwile liczbe i € {1,2,3,4,5,6,7}. Liczba p; jest nieparzysta,
wiec NWD(2% p;) = 1. Stad wynika, ze kongruencja

2% . x = —1 (mod p;)

z niewiadoma x ma rozwiazanie. Niech liczba b; bedzie rozwiazaniem tej
kongruencji. Wéwczas mamy:

b; 2% +1=0 (mod p;).

Teraz skorzystamy z chinskiego twierdzenia o resztach. Istnieje nieskonczenie
wiele liczb naturalnych k spelniajacych uktad kongruencji:

k=b; (mod p;) dla i€ {l1,2,3,4,5,6,7}.

Wezmy jedna z takich liczb k oraz dowolna liczbe n € N. Wéwczas k- 2" + 1 € Ay.
Uklad kongruencji (x) pokrywa caly zbiér liczb naturalnych, wiec istnieje taka
liczba i € {1,2,3,4,5,6,7}, ze
n = a; (mod my).
Wéwezas n = ¢ - m; + a; dla pewnej liczby ¢ € N. Stad wynika, ze
2" 1=k 20N p 1= 20T 2% 4] = (27)7 2% 41 =
=b-1°-2% +1=1b;-2% 4+ 1 =0 (mod p;).
Liczba k- 2" 4+ 1 € Ay jest podzielna przez liczbe p;. Z dowolnosci n wynika, ze

zbiér B = {p1,p2,...,p7r} pokrywa zbidr Aj. Istnieje wiec nieskoniczenie wiele
liczb k, dla ktérych zbior B pokrywa zbiér Ag. To konczy dowdd twierdzenia. O

7 dowodu twierdzenia Sierpiniskiego mozemy takze odtworzy¢ liczby k —
najmniejsza z nich jest £ = 15511380 746 462 593 381. Nie jest to jednak
najmniejsza liczba Sierpiniskiego. W roku 1962 John Selfridge znalazt mniejsza:
k = 78557. Wykazal takze, ze zbiér B = {3,5,7,13,19, 37,73} pokrywa zbiér
Argss7. Jednak nie wiemy, czy liczba 78557 jest najmniejsza liczba Sierpiniskiego.
Wedtug Wikipedii do kwietnia 2021 roku byto jeszcze pie¢ kandydatek na
najmniejsza liczbe Sierpinskiego:

21181, 22699, 24737, 55459 oraz 67607,

tzn. o wszystkich pozostalych liczbach mniejszych od 78557 wiadomo, ze
liczbami Sierpinskiego nie sa.

Metoda znajdowania zbioréw pokrywajacych ma zastosowanie w innych
zadaniach. Pokaze jedno z nich. WeZzmy dowolna liczbe k£ > 2. Do niej,

na koricu, dopisujemy jedynki. Powstaje pytanie, czy dla kazdej liczby
naturalnej k wszystkie tak utworzone liczby sg zlozone. Odpowiedz jest prawie
natychmiastowa: to nie jest prawda. Dla k = 2 mamy liczbe ztozona 21 oraz
liczbe pierwsza 211. Dla k = 3 i k = 4 wystarczy jedna jedynka: liczby 31 i 41 sa
pierwsze. Dla k = 5 mamy dopiero liczbe pierwsza 511111. Jeszcze gorzej jest dla
k=32 idla k = 12: do liczby 32 trzeba dopisaé¢ na koncu 35 jedynek, by otrzymac
liczbe pierwsza, a do liczby 12 trzeba dopisaé¢ az 136 jedynek.

Okazuje sig, ze dla liczby 37 jest inaczej. Oznaczmy s, = 37111...111, gdzie
w zapisie liczby s, mamy n jedynek. Woéwczas mozna pokazaé, ze zbior
B ={3,7,13,37} pokrywa zbidr

A={sp: neN}.



Oto dowo6d. Zauwazmy najpierw, ze

333-10" +10" -1  334-10" —1
9 B 9

Nastepnie zauwazmy, ze liczba n jest jednej z czterech postaci:

Sp, =37-10" +

1
210" — 1) =
5 (107 = 1)

n=3m, n=6m+1, n=6m+4 lub n=3m+2

gdzie m jest liczba naturalna. Mamy zatem cztery przypadki.

Przypadek 1. Niech n = 3m, gdzie m jest liczba
naturalna. Wowczas:

334=9-37+1=1 (mod 37),
1000 =27-37+1 =1 (mod 37).
Stad wynika, ze
334-10" — 1 =1334-10>" — 1 = 334-1000™ — 1 =
=1-1"—1=0 (mod 37).
Przypadek 2. Niech n = 6m + 1, gdzie m jest liczba
naturalna. Wowczas:
3340 =477-7+1=1 (mod 7),
105 = 142857 -7+ 1 =1 (mod 7).
Stad wynika, ze
334-10" —1=334-10°"*" — 1 =13340- (10°)™ — 1 =
=1-1"—-1=0 (mod 7).
Przypadek 3. Niech n = 6m + 4, gdzie m jest liczba
naturalna. Wowczas:
3340000 = 256923 - 13+ 1 =1 (mod 13),
0% =176923-13+ 1 =1 (mod 13).
Stad wynika, ze
334-10" — 1 =334-10°"+* —
=1-1"—=1=0 (mod 13).
Przypadek 4. Niech n = 3m + 2, gdzie m jest liczba
naturalna. Wowczas:
33400 = 1237-27+ 1 =1 (mod 27),
1000 = 37-27+1=1 (mod 27).
Stad wynika, ze
334-10" —1=334-10"%? — 1 = 33400 - 1000™ — 1 =
=1-1"—=1=0 (mod 27).
Skoro liczba 334 - 10™ — 1 jest podzielna przez 27, wiec
liczba o 334 10" — 1
" 9
jest podzielna przez 3.

Wykazaliémy zatem, ze we wszystkich przypadkach
liczba s,, jest podzielna przez co najmniej jedna liczbe
ze zbioru B = {3,7,13,37}, a wiec zbidr B rzeczywiscie
pokrywa zbiér A. Stad wynika, ze jesli liczba jedynek
jest rézna od zera, to otrzymana liczba jest ztozona.
Powstaje pytanie, czy istnieje liczba k o tej wlasnosci,
ze analogiczne liczby s, sa zlozone dla kazdej liczby n,
takze réwnej 0. Okazuje sie, ze liczba k = 38 ma te
wlasnosc.

1 = 3340000 - (10%)™ — 1 =

Mozna udowodnié (w sposéb podobny do powyzszego),
ze:
e jelin = 3m + 1 (gdzie m jest liczba naturalna), to
liczba 1
sn:38~10"+§-(10”—1)

jest podzielna przez 3,

e jesli n = 3m + 2 (gdzie m jest liczba naturalna), to
liczba

Sn, = 38 -

1
10"+ - (10" = 1)

jest podzielna przez 37.

Oba dowody pozostawie jako ¢wiczenie. Jesli natomiast
n = 3m (gdzie m jest liczba naturalna), to liczba s,
rozklada sie na czynniki w nastepujacy sposob:

343 (10m)* —1

1
n=238-10"+=--(10"—-1) = —
s +9 ( ) 9

(7 10m)% —1
S
_7-10m -1 (7-10m)2 + (7-10™) + 1
-3 3

Sprawdzenie, ze oba czynniki
7-10m —1 (7-10™)% 4 (7-10™) + 1
—5 — oraz 3

sg liczbami calkowitymi, wiekszymi od 1, takze

pozostawie jako ¢wiczenie.

Na koniec powrdémy jeszcze do liczb Sierpinskiego.
W 1993 roku A. S. Izotov udowodnil nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie. Jesli liczba naturalna t spelnia ukiad
kongruencji

t =1 (mod 2-3-17-257- 65537 - 6700417),
t =0 (mod 5),
t = 256 (mod 641)

oraz k = t*, to k jest liczbg Sierpinskiego.

Szkic dowodu. Mozna tatwo pokazaé ze dla
dowolnej liczby naturalnej m > 0 zachodza nastepujace

kongruencje:
k-2*"t1 41 =0 (mod 3),
k28" 11 =0 (mod 17),
k-2'm*8 1 1 =0 (mod 257),
k- 232mH16 1 1 =0 (mod 65537),
k- 204mH32 1 1 = (0 (mod 6700417),
k-2%%™ 11 =0 (mod 641).



Natomiast dla liczb n postaci n = 4m + 2 liczba k- 2™ + 1 rozktada si¢ na czynniki.
Skorzystamy mianowicie z tozsamosci Sophie Germain:
at + 4b* = a* + 4a®b? + 4b* — 4a®V? = (a® + 20%)% — (2ab)? =
= (a® + 2ab + 2b)(a* — 2ab + 2b%).
Mamy wiec:
k-2 1=1+4t2 22 =1t (2™) = 1 4t 27" =
= (142t-2™ 2% 22M)(1 — 2t - 2™ 4 2¢% . 22™) =
= (14t-2mTh 2. 22mHhy (1 . gmHl 442 92mtl)
oraz obie liczby wystepujace w rozkltadzie po prawej stronie sa wigksze od 1.
To konczy szkic dowodu.

Zauwazmy takze, ze dla kazdej liczby n mamy kongruencje

k-2"+1=1 (mod 5),
z ktérej wynika, ze zbidr {3,5,17,257,641,65537,6700417} nie pokrywa zbioru
liczb postaci k - 2™ + 1. Nie mogliémy zatem powolaé sie na rozumowanie
przedstawione wcze$niej w dowodzie twierdzenia Sierpinskiego.

ﬁ Z.adania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1702. Na kartce w kratke zaznaczono 4n po6l. Udowodnij, ze istnieje n
zaznaczonych pol, ktére sa parami rozlaczne (tzn. nie maja punktéw wspdlnych).
Rozwiazanie na str.

M 1703. Punkt T lezy wewnatrz trojkata ABC, w ktorym xBAC = 60°.
Ponadto speliona jest réwnosé

XATB = xCTA = 120°.

Punkty X 1Y sg $rodkami odcinkéw AB i AC, odpowiednio. Udowodnij, ze
punkty A, Y, T'i X leza na jednym okregu.
Rozwigzanie na str. [4]

M 1704. Dane sa dwie rézne liczby catkowite dodatnie k oraz m. Udowodnij, ze

(]t et

Rozwigzanie na str.
Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1043. Czlowiek poddany dzialaniu przyspieszenia nieprzekraczajacego
dwukrotnej wartosci przyspieszenia ziemskiego nie doznaje przykrych wrazen.
Predkosé startowa duzych samolotéw pasazerskich (np. Jumbo Jeta) wynosi
v & 250 km/godz. Jaki jest minimalny czas ,rozpedzania” samolotu przed
startem, podczas ktérego pasazerowie nie odczuwaja dyskomfortu? Jaka

jest minimalna dlugo$¢ poziomego pasa startowego potrzebna do osiagniecia
predkodci startowej? Przyspieszenie ziemskie g ~ 10 m/s.

Rozwiazanie na str. [0]

F 1044. Profesor Izydor Rabi byt bardzo dumny z precyzji, z jaka odmierzal
czas jego mechaniczny zegarek. Podczas pobytu w laboratorium badajacym
promieniowanie kosmiczne, polozonym na szczycie wysokiej gory, zaobserwowat
jednak, ze jego zegarek przestal wskazywaé poprawny czas. Czy na szczycie géry
zegarek spieszyl sie, czy p6znit?

Rozwigzanie na str. [7]
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* Wydzial Nauk Scistych i Przyrodniczych,
Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie

Stata Eulera moze byé wprowadzona jako
granica operacji kapitalizacji odsetek

w coraz krotszych okresach. Jesli

w danym roku zlozyliémy na 100% (stopa
roczna) kwote réwng 1zt i w ciaggu roku
nastepuje n okreséw kapitalizacji, to

po roku bedziemy mie¢ na lokacie
(1+1/n)" zlotych.

1 5 10 10 5 1

Pierwszych szes$é wierszy tréjkata Pascala

Stala Eulera w trojkacie Pascala
Karol GRYSZKA*

W poszukiwaniu statych matematycznych czesto siggamy po interesujace wzory
lub ciekawe zaleznosci liczbowe. Na pierwszy plan zwykle wysuwa sie liczba m —
stosunek obwodu okregu do jego srednicy. W tym artykule zajmiemy sie jednak
inng wazna stala — liczba Eulera e. Jest ona definiowana na dwa réwnowazne
sposoby:

. n\" 11 1 1
Jest to liczba niewymierna, w przyblizeniu réwna 2,7183.
Okazuje sig, ze liczbe e mozemy odnalezé w trojkacie Pascala. Jest to tréjkatny
uktad liczb, taki ze kazda liczba jest suma dwdéch liczb stojacych bezposrednio
nad nia (z wylaczeniem wierzcholka tréjkata oraz jego prawego i lewego boku,
gdzie znajduja sie jedynki). Na marginesie przedstawiono sze$é pierwszych
wierszy tego tréjkata. Jesli przez P(n, k) oznaczymy k-ty wyraz n-tego wiersza, to
zachodzi dobrze znany wzér P(n, k) = (Z) Przypomnijmy, symbol Newtona (Z)
definiujemy na przyktad nastepujaco: jeslin >0i 0 < k < n, to

(1) = 6w

Rozwazmy teraz iloczyny a, wyrazéw w kolejnych wierszach tréjkata Pascala:
apg=1, a1=1, ax=2, az3=9, a4 =96, a5= 2500,

Ciag ten sam w sobie nie jest szczegodlnie interesujacy — jego wyrazy bardzo

szybko rosng do nieskoniczonosci.

Niech teraz b, = ay,+1/a,. Ciag ten réwniez nie wyglada specjalnie zachecajaco:

bo=1, b1 =2, by=45 b3~10,7, by~26, bs=0648,

Ponownie mozna pokazaé, ze wyrazy ciagu b, rosna do nieskonczonosci.

Ostatni krok odkrywa jednak co$ interesujacego. Niech ¢, = byy1/b,. Wtedy
co=2,c1 =225, co =237, cg ~ 2,441, ... c500 = 2,715, ..., c10000 ~ 2,718.

Okazuje sig, ze ciag ¢, zbiega do e (!).

Nietrudno powyzszy fakt udowodnié¢ i to wlaénie teraz zrobimy. Zauwazmy
najpierw, ze

(”:1>/(Z> - k!(r(zn:llz!k)!/k!(nni DI ni?ik

ot TESLE) ety (1)

- - nt+1) o ()

a zatem

an [Tizo (Z)

n

71—[ n+1l  (n+1)"tt
41—k (n+1)

k=0
Ostatecznie dostajemy

c :bn+1:(n+1)n+1 ﬁ:M nn: 1+l !
" bn (n+1)! n! n! n! n)

Jest to nic innego jak ciag definiujacy stalg e.

Czytelnik zaklopotany powyzszymi ciggami moze latwo zapamigtaé regule
otrzymania wyrazdw ciaggu ¢, dazacego do liczby e. Nalezy wziaé trzy kolejne
wiersze, a nastepnie iloczyn liczb w wierszach skrajnych podzieli¢ przez kwadrat
iloczynu liczb z wiersza srodkowego.

Nasza przygoda z poszukiwaniem stalej Eulera dopiero sie rozpoczyna. Za
miesiac zobaczymy niezwykly fakt z teorii liczb, zwiazany z liczba e.
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Tréjkat Sierpinskiego w tréjkacie Pascala

tukasz RAJKOWSKI
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Autor dzigkuje Michatowi Miskiewiczowi
za podsunigcie przedstawionego

w artykule pieknego dowodu i tym samym
powstrzymanie przed prezentacja
zaczerpnigtego skadingd dowodu
wykorzystujacego twierdzenie Lucasa.
Czytelnikom znajacym twierdzenie
Lucasa polecam samemu wymys$lié¢

6w dowdd.

W artykule Karola Gryszki ujawniona zostata obecnoéc¢ statej Eulera w trojkacie
Pascala. Okazuje sig, ze 6w tréjkat ma jeszcze jednego szlachetnego mieszkanca.
Przyjrzyjmy sie parzystosci wystepujacych w nim liczb. Oznaczmy liczby
nieparzyste czarnym koétkiem, a parzyste — rézowym. Przedstawienie w ten
spos6b pierwszych 32 wierszy (rysunek na marginesie) powinno wywolaé

u odbiorcy pelen zachwyt (tak jak u autora niniejszego tekstu). Otéz oczom
naszym ukazuje sie ksztalt jednoznacznie kojarzacy sie z trdjkgtem Sierpiriskiego.
W dalszej czesci tego krétkiego tekstu uzasadnimy, skad on sie tam wzial.

Przypomnijmy, ze kazda liczba w tréjkacie Pascala jest réwna sumie dwéch
liczb znajdujacych sie nad nia. No, moze nie kazda — wszak liczby na brzegu
trojkata nie moga pochwali¢ sie dwoma liczbami stojacymi ponad nimi. Aby
nie przejmowac sie ta drobng subtelnoscia, otoczmy tréjkat Pascala zerami.
Przeniesmy teraz opisana rekurencyjna zaleznos¢ na kolory kétek, o ktérych
mowa w poprzednim akapicie. Otrzymamy woéwczas nastepujace reguty
kolorowania:

(i) pod dwoma kétkami réznych koloréw jest kotko czarne
(bo suma liczb réznej parzystosci jest nieparzysta),
(ii) pod dwoma kétkami tego samego koloru jest kdtko rézowe

(bo suma liczb tej samej parzystosci jest parzysta).

Podobnie jak poprzednio, aby nie martwié¢ si¢ sytuacja na brzegu tréjkata,
oblézmy go ze wszystkich stron ,wirtualnymi” rézowymi kétkami (na marginesie
pozbawionymi wnetrza). Postugujac sie zasadami (i) i (ii), mozemy teraz
pokolorowaé tréjkat Pascala, wiersz po wierszu. Zaczynamy od czarnego kétka,
wcisnietego pomiedzy dwa ,wirtualne” rézowe. Ze wzgledu na (i) mozemy

w drugim wierszu pokolorowaé¢ dwa kétka na czarno. Idzmy dalej — skoro

w drugim wierszu sa dwa czarne kétka, to zgodnie z (ii) pod nimi znajduje

sie rézowe kotko. Natomiast na mocy (i) kranicowe kétka w trzecim wierszu
mozemy pomalowaé na czarno. Tak samo uzasadnimy, ze czwarty wiersz sklada
sie z czterech czarnych kotek. Moglibysmy te procedure kontynuowaé, wiersz po
wierszu, ale sprobujmy by¢ bardziej efektywni.

Podkre$lmy raz jeszcze, ze po wypelnieniu pierwszych czterech wierszy

w ostatnim z nich znajduja sie 4 czarne kétka. Korzystajac z reguly (ii),
wnioskujemy, ze ,,na sSrodku” piatego wiersza znajduja sie 3 rézowe kdtka.
Ponownie powolujac si¢ na te sama regute, dostajemy, ze na srodku szdstego
wiersza musza by¢ 2 rézowe kétka, a na srodku sibdmego wiersza — jedno. Mozna
pomysleé, ze czwarty ,,czarny” wiersz rzuca pod siebie tréjkatny ,,rézowy cien”
(autor przyznaje, ze w tym kontekécie dobdr koloréw nie jest najtrafniejszy).

Jesli popatrzymy teraz na wiersze od piatego do é6smego, to zobaczymy, ze
pozostaly nam do pomalowania dwa tréjkaty (patrz rysunek na marginesie).
Skoncentrujmy uwage na jednym z nich. Zgodnie z regula (i) na jego szczycie
znajduje sie czarne kotko. Ponadto tréjkat ten jest ,,oblozony” rézowymi
kétkami — sytuacja jest zatem dokladnie taka sama, jak na poczatku procedury
wypekhiania. Co prawda tym razem polowa tej rozowej otoczki jest ,,prawdziwa”,
a nie wirtualna, jednak nie ma to wplywu na przebieg kolorowania. W tej
sytuacji kazdy z pozostalych tréjkatéw musimy pokolorowaé tak jak trojkat

z pierwszych czterech wierszy. Uzasadnia to rowniez fakt, ze 6smy wiersz sklada
sie z samych czarnych koétek.

Podejrzewam, ze czes¢ z Czytelnikéw wie juz, co tu sie $wieci. Dokladnie w ten
sam sposéb uzasadniamy, ze je$li pomalowanych jest juz pierwszych 2™ wierszy,
dla pewnej liczby naturalnej n, oraz w ostatnim z tych wierszy znajduja sie
same czarne koétka, to te czarne kétka rzucajg ,,rézowy cien” na kolejnych

2" — 1 wierszy. W wierszach od 2" + 1 do 2"*! pozostaja do wypelnienia dwa
trojkaty, ktére na czubku majg czarne kétko umieszczone pomiedzy dwoma
rozowymi. Zadaje to warunki brzegowe rekurencji tozsame z tymi, ktére byly na
samym poczatku zabawy, zatem tréjkaty te wygladaja dokladnie tak samo jak
pierwszych 2" wierszy (a w wierszu 2"*! znajduja sie same czarne kétka). Ten
,blokowy” sposob kolorowania uzasadnia demaskatorski tytul niniejszego tekstu.
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Waclaw Sierpinski — badacz nieskonczonosci

. Na grobie Wacltawa Sierpinskiego w Alei Zashuzonych na warszawskich
Piotr ZAKRZEWSKI Powazkach widnieje napis ,,Badacz nieskoniczonosci”. Badaniem nieskonczonosci,

Wydzial Matematyki, Informatyki a $cidlej — zbioréw nieskorniczonych, zajmuje sie teoria mnogosci (mnogosé to

i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski . , . A L. L. L. . . .
archaiczne okreslenie zbioru), ktérej wlasnie poswiecona jest duza czesé dorobku
Sierpinskiego.

Kluczowa role w teorii mnogosci odgrywa poréwnywanie zbioréw nieskonczonych
pod wzgledem mocy, czyli pod wzgledem ich ,liczebnoéci”. 1 tak, zbiory A i B
sa tej samej mocy (sa réwnoliczne, co oznaczamy |A| = |B|), jesli istnieje funkcja
wzajemnie jednoznacznie przeksztalcajaca jeden z nich na drugi (czyli laczaca
ich elementy w rozltaczne pary: kazdy element zbioru A z doktadnie jednym
elementem zbioru B tak, by zaden element zbioru B nie pozostal bez pary).

Z kolei zbiér A jest mocy co najwyzej takiej jak B (oznaczenie: |A| < |B), jesli
jest rownoliczny z jakims$ podzbiorem zbioru B. W koncu, zbiér A jest mocy
mniejszej niz B (oznaczenie: |A| < |B|), jesli |A] < |B|, ale nie jest prawda, ze
|A| = | B|. Zbiory skoriczone lub réwnoliczne ze zbiorem N = {0, 1,2, ...} liczb
naturalnych to zbiory przeliczalne (wérdd nich jest zbiér Q liczb wymiernych),
pozostale zbiory sa nieprzeliczalne (wéréd nich jest zbiér R liczb rzeczywistych).

Okazuje sie, ze kazde dwa zbiory mozna poréwnaé¢ pod wzgledem mocy: dla
dowolnych zbioréw A i B mamy albo |A| < |B|, albo |B| < |4| (i warunki te

sie¢ wykluczaja). Ponadto N jest zbiorem najmniejszej mocy nieskoriczonej: jesli
zbiér B jest nieskoniczony, to |N| < |B|, bo sukcesywnie wybierajac coraz to nowe
elementy zbioru B, dostaniemy nieskonczony i réoznowartoéciowy ciag o wyrazach
z B. Zbiory najmniejszej mocy nieskoniczonej, czyli zbiory réwnoliczne z N,
nazywamy tez zbiorami mocy Ng (czytamy: ,alef zero”; zamiast pisaé |A| = |NJ,
piszemy tez |A| = Vo).

Istnieja réwniez zbiory najmniejszej mocy nieprzeliczalnej — nazywamy je
zbiorami mocy Ry (czytamy: ,alef jeden”) i piszemy np. |A| = Ny, jesli zbiér A
jest nieprzeliczalny i dla kazdego zbioru nieprzeliczalnego B zachodzi warunek
|A| < |B|. Wlasnie takim zbiorom oraz ich zwiazkom ze zbiorem R wiele uwagi
poswiecit Wactaw Sierpinski.

Jak mozna sobie wyobrazi¢ zbiér mocy Ny 7 W podejsciu, ktére tu —
wykorzystujac pomysty Sierpinskiego — przedstawimy, kluczowe okazuje sie
pojecie tanicucha zbiorow.

Powiemy, ze rodzina zbioréw L jest laricuchem, jesli kazde dwa zbiory A1 B z L
mozna poréwnaé¢ w sensie zawierania: A C B lub B C A. Dla oswojenia si¢ z tym
pojeciem przyjrzyjmy sie nastepujacemu przykladowi. Niech rodzina £, sklada
sie ze wszystkich zbioréw postaci O,, = {i € N:4i < n}, gdzie n € N. Wszystkie
zbiory nalezace do L sa skonczone, a dodatkowo lanicuch ten ma pewna
interesujaca wlasnos¢: jest maksymalny wsréd wszystkich lancuchow, ktorych
elementami sa skonczone podzbiory R: jesli ' C R jest zbiorem skoniczonym
spoza Ly, to F' nie jest poréwnywalny w sensie zawierania z pewnym zbiorem A
z Lo (a wiec nie istnieje lanicuch skoriczonych podzbioréw R, ktérego Ly jest
wladciwa podrodzina — to wladnie znaczy maksymalnosé Lo). Istotnie, zalézmy,
ze skonczony zbiér F' C R nie nalezy do Ly, ale jest poréwnywalny z kazdym
zbiorem O,,. Oczywiscie nie moze wtedy by¢ tak, ze O,, C F dla kazdego n, bo
wtedy F' zawieralby caly zbiér liczb naturalnych i nie bylby skonczony. Niech

Praypominamy znaczenie symboli: wiec m bedzie na:jmr}iejszz.% liczba naturalna taka, ze O, € F : Wtedy m >0

C: zawiera sig”, (bo Og =0 C F) i z jednej strony mamy O,,—1 C F, a z drugiej — F C O,

Z: ,nie zawiera sie”, (bo F jest poréwnywalny z O,, i O,, € F), skad wynika, ze F = O,,_1, czyli

C: ,zawiera sig, ale nie jest réwne”. F € Ly, wbrew zalozeniu.

Lancuch Ly nie jest oczywiscie maksymalny wérdéd tancuchéw przeliczalnych
podzbioréw R, bo np. zbiér N nie nalezy do Ly, ale jest nadzbiorem kazdego
zbioru O,,. Zasada maksimum Hausdorffa, udowodniona przez Felixa Hausdorffa
(1914 r.), gwarantuje jednak mozliwo$é¢ powigkszenia kazdego lanicucha
przeliczalnych podzbioréw R do maksymalnego takiego taricucha. Nasz
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Rozwigzanie zadania M 1704.
Po przemnozeniu przez km pozostaje do
wykazania nieréwnosé
2 2 2 2 22

E'm® — k" —m”~ 4+ 1< k"m” — 2km,
ktéra jest rownowazna nieréwnosci
1 < (k — m)?. Oczywiscie ostatnia
nieréwnosé jest prawdziwa dla
dowolnych réznych liczb catkowitych
dodatnich k i m oraz réwnosé zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy |k — m| = 1.
Uwaga: Polecamy wykorzystac¢ to zadanie
do rozwigzania zadania 5 z finalu
LXIV Olimpiady Matematycznej.

przyktadowy zbior mocy ¥y bedzie wlaénie — zgodnie z jednym z pomystow
Sierpinskiego, ktore tu wykorzystujemy — zdefiniowany z pomoca maksymalnego
tanicucha L; przeliczalnych podzbioréw zbioru R. Mozemy na przyklad,
korzystajac z zasady maksimum Hausdorffa, rozszerzyé Ly do takiego taricucha,
istotne jest jednak tylko to, ze tancuch £, sklada sie ze zbioréw przeliczalnych
i jest maksymalny wsrdéd takich tancuchéw podzbioréw R. Definiujemy zbior

Q1 C R (oznaczenie ) zostalo przyjete na potrzeby tego artykutu) jako sume
wszystkich zbioréw tworzacych £1. Pokazmy teraz, ze 1] = Ry.

Po pierwsze zauwazmy, ze {1y jest zbiorem nieprzeliczalnym. To wynika
natychmiast z maksymalnosci tancucha £,. Gdyby bowiem zbiér €2 byl
przeliczalny, to biorac x € R\ ©1, dostaliby$my przeliczalny zbiér Q; U {z},
przeczacy maksymalnoéci L1, bo kazdy zbiér nalezacy do £ bylby jego
wlasciwym podzbiorem.

Wezmy teraz dowolny zbiér nieprzeliczalny B. Cheemy pokazaé, ze || < |B|.
Przypusémy wiec, ze jest przeciwnie, czyli |B| < ||, i niech T' C Qy bedzie
zbiorem réwnolicznym z B; w szczegdlnosci T jest nieprzeliczalny oraz |T'| < [Q4].
Skoro ; jest suma wszystkich zbioréw tworzacych £, to dla kazdej liczby

x € Q1 mozemy wybrac¢ zbiér A, € Ly taki, ze x € A,. Zauwazmy, ze €)1 jest
takze suma wszystkich tych zbioréw postaci A;, ze x € T'. Istotnie, gdyby pewna
liczba y € )y byta poza wszystkimi takimi zbiorami, to dla kazdego = € T
mieliby$my A, € A, (boy € A, \ Ay), a wigc A, C A,, bo zbiory A, i A, bedac
elementami tanicucha L, sa poréwnywalne w sensie zawierania. W szczegdlnosci
dostaliby$my wiec, ze T' C Ay, co jest niemozliwe, bo zbiér T jest nieprzeliczalny.
PrzedstawiliSmy zatem zbior 2; w postaci sumy rodziny przeliczalnych zbioréw
postaci A, gdzie x € T, ktérych jest mniej niz 4, bo |T| < |21]. To jest
jednak niemozliwe, bo zbiory nieprzeliczalne spelniaja nastepujaca ,,zasade
szufladkowa”: zaden nieprzeliczalny zbiér X nie moze by¢ suma zbioréow z takiej
rodziny R swoich podzbioréw przeliczalnych, ze |R| < | X| (innymi stowy, jesli
elementy nieprzeliczalnego zbioru X umieécimy w szufladkach, ktérych w sensie
mocy jest mniej niz elementéw zbioru X, to w jednej z tych szufladek znajdzie
sie nieprzeliczalnie wiele elementéw).

Wykazalismy wiec, ze istotnie (3 jest zbiorem mocy N; — uzyjemy go w dalszej
czesci artykutu jako modelowego przyktadu zbioru tej mocy.

Hipoteza continuum

Waclaw Sierpinski sporo uwagi poswiecil tzw. hipotezie continuum (w skrécie:
CH od angielskiej nazwy Continuum Hypothesis), czyli sformulowanemu

w 1878 r. przez jednego z twércow teorii mnogosci, Georga Cantora,
przypuszczeniu, ze |R| = X;. W wyniku pé7niejszych odkryé Kurta Godla (1939 r.)
i Paula Cohena (1963 r.) wiadomo, Ze na gruncie powszechnie przyjetych
aksjomatéw teorii mnogosci hipotezy continuum nie mozna ani udowodnié, ani
obali¢. W wydanej w 1934 roku monografii Hypothése du continu Sierpinski

w szczegblnoscei pokazal jedenadcie stwierdzen réwnowaznych CH, oznaczonych
od P; do Pi;. Przyjrzyjmy sie dwém sposrod nich: Pg i Pj.

Ps: Zbiér R jest suma pewnego tancucha swoich przeliczalnych podzbioréw.

Pokazmy najpierw, ze stwierdzenie Py jest konsekwencja CH. Zatézmy

wiec, ze |R| = Ry, Wtedy |©21] = |R| i niech funkeja f : Q7 — R przeksztalca
wzajemnie jednoznacznie 27 na R. Przypomnijmy, ze ()1 jest suma tancucha £
przeliczalnych podzbioréw R. Jesli teraz zdefiniujemy £ jako rodzing
podzbioréw R, ztozona z obrazéw elementéow £y wzgledem funkcji f, to £ bedzie
tancuchem przeliczalnych podzbioréw R, ktorego suma jest R.

Na odwrét, pokazmy, ze ze stwierdzenia Py wynika CH. Zalézmy wiec, ze

R jest suma taficucha swoich przeliczalnych podzbioréw i (postugujac sie np.
wspomniana wczesniej zasada maksimum Hausdorffa) rozszerzmy ten laricuch
do maksymalnego tancucha £ przeliczalnych podzbiorow R. Wtedy jednak,
powtarzajac dowod tego, ze [21] = Wy, pokazujemy, ze suma taficucha L jest
mocy Rp. Ale ta suma jest calym zbiorem R, co konczy dowéd CH.
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P;: Plaszczyzna R? jest sumg dwéch swoich rozltacznych
podzbioréw A i B takich, ze cze$é wspolna zbioru A
z kazda prosta pionowa jest przeliczalna i czesé
wspélna zbioru B z kazda prosta pozioma jest
przeliczalna (dokladniej, dla wszystkich x,y € R
zbiory {y e R: (z,y) € A} i{z € R: (z,y) € B}

sa przeliczalne).

Znéw zacznijmy od pokazania, jak stwierdzenie P;
wynika z CH. Jak juz wiemy, z zalozenia CH wynika
prawdziwos¢ stwierdzenia FPg. Niech wigc £ bedzie
lancuchem przeliczalnych podzbioréw R, ktérego suma
jest R. Dla kazdego = € R wybierzmy zbiér A, € L
taki, ze x € A, (podobnie postapiliémy wczesniej
w dowodzie tego, ze || = Ny). Zdefiniujmy zbiory A
i B w nastepujacy sposob:

A={(z,y) eR*:yec A,}, B=R*\A
Oczywiécie R? = AU B i dla kazdego x € R widzimy,
ze {y € R: (z,y) € A} = A, jest zbiorem przeliczalnym.
Ustalmy teraz y € R i biorac pod uwage, ze
{reR:(z,y)eB}={zeR:(z,y)¢ A} ={zeR:y¢ A,},
zZauwazmy, ze

{xeR:(x,y) € B} C Ay,

bo jesli (z,y) € B (czyliy ¢ Az), to Ay € A,
(boye Ay \ A,), astad A, C A, (gdyz A, i A, naleza
do tego samego lancucha £) i w szczegdlnosci « € A,,. To
pokazuje, ze zbiér {x € R : (z,y) € B} jest przeliczalny,
jako podzbiér przeliczalnego zbioru A, .

Na odwrét, zatézmy teraz, ze R? = AU B, gdzie Ai B
maja wlasnosci ze stwierdzenia P;. Dla kazdego y € R
oznaczmy BY = {x € R: (z,y) € B} i niech R bedzie
rodzina ztozona ze wszystkich zbioréw postaci BY dla
y € 1. Rodzina R sktada si¢ z Ry zbioréw przeliczalnych,
wiec ze wspomnianej wezesniej ,,zasady szufladkowej”
wynika, ze suma S tworzacych jg zbioréw nie moze mieé¢
mocy wiekszej niz ;. Z drugiej jednak strony S = R, bo
w przeciwnym razie, biorac liczbe = spoza S, dla kazdego
y € Qy mielibySmy = ¢ BY, czyli (z,y) ¢ B, a wiec, wobec
réwnoéci R? = AU B, (z,y) € A. Tym samym jednak
dostalibySmy zawieranie

M C{yeR:(z,y) € A},

ktére przeczy przeliczalnodci zbioru po prawej stronie
powyzszej inkluzji. Ostatecznie wiec R nie moze mieé
mocy wiekszej niz Xy, zatem jako zbiér nieprzeliczalny
ma moc dokladnie Ny, co konczy dowéd CH.

Znajomo$ci w zbiorach nieskonczonych

Znane twierdzenie Ramseya, udowodnione przez

Franka P. Ramseya (1928 r.), glosi, ze w kazdej
nieskonczonej grupie oséb znajdzie si¢ nieskonczenie
wiele takich, ze kazda zna kazda, lub nieskonczenie
wiele takich, ze zadna nie zna zadnej. Scidlej, jesli X
jest zbiorem nieskonczonym, a f dowolna funkcja, ktéra
kazdemu dwuelementowemu podzbiorowi zbioru X
przypisuje jedynke albo zero, to X zawiera przeliczalny
nieskonczony podzbiér H o tej wlasnosci, ze wszystkim
jego dwuelementowym podzbiorom funkcja f przypisuje
te samg liczbe.
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Wactaw Sierpiniski podal prosty przyklad pokazujacy,
ze nieprzeliczalno$¢ zbioru X nie gwarantuje istnienia
nieprzeliczalnego zbioru H C X o powyzszej wlasnosci.
Moze sie wiec trafi¢ nieprzeliczalna grupa oséb, w ktorej
nie ma nieprzeliczalnego grona zlozonego z samych
znajomych badz z samych nieznajomych.

Doktadniej, opierajac sie na pomysle Sierpinskiego,
zdefiniujmy funkcje f okre$long na rodzinie wszystkich
dwuelementowych podzbioréw zbioru 2; o wartosciach
w zbiorze {0, 1} w nastepujacy sposéb.

Przypomnijmy, ze 7 jest suma tancucha £,
przeliczalnych podzbioréw R, i dla kazdego = € Q1 znéw
wybierzmy zbiér A, € £, taki, ze x € A,.

Dla kazdej pary liczb x,y € € takich, ze x < y,
zdefiniujmy:

_J 1, jesli A, C Ay,
Zauwazmy, ze funkcja f jest okreslona poprawnie, bo

skoro zbiory A, i A, pochodza z tancucha L, to albo
Ay C Ay, albo A, C A,.

Niech H C € bedzie dowolnym zbiorem o tej wlasnosci,
ze wszystkim jego dwuelementowym podzbiorom
funkcja f przypisuje jedynke. Pokazemy, ze zbiér H jest
przeliczalny.

Dla kazdej pary {x,y}, gdzie z,y € Hiz <y,
z przedzialu otwartego (z,y) wybierzmy liczbe
wymierna ¢ ,. Zauwazmy, ze zachodzi zawieranie:

{z€eH:2<qyy} CA,.

Istotnie, jedli z,y € H i 2 <@gy, to 2 < y. Ale skoro
flzy)=1,t0 A, C A, i w szczegdlnosci z € A,,.

Wynika stad, ze kazdy zbiér postaci {z € H : z < gz 4}
jest przeliczalny. Zbiorow tych jest jednak przeliczalnie
wiele (bo zbiér liczb wymiernych jest przeliczalny), wiec
ich suma tez jest zbiorem przeliczalnym (to, ze taka
suma nie jest zbiorem nieprzeliczalnym, wynika na
przyklad z wykorzystywanej przez nas juz wczesniej
yzasady szufladkowej”). Z drugiej strony ta suma jest
caly zbiér H, z wyjatkiem liczby najwiekszej w H, o ile
taka w H istnieje. Istotnie, jesli dla x € H istnieje liczba
y € H taka, ze v <y, to ¥ < gz 4. PokazaliSmy tym
samym, ze zbiér H jest przeliczalny. Przy zalozeniu
f{z,y}) = 0 dla kazdej pary = # y liczb ze zbioru H,
dowdd jego przeliczalnosci jest analogiczny.

Warto odnotowac, ze Sierpinski, modyfikujac powyzszy
argument, zdefiniowal funkcje, ktéra kazdemu
dwuelementowemu podzbiorowi catego zbioru R
przypisuje jedynke albo zero w taki sposéb, ze kazdy
zbior H C R o tej wlasnosci, ze wszystkim jego
dwuelementowym podzbiorom funkcja przypisuje te
sama wartos¢, jest przeliczalny. Okazuje si¢ natomiast,
jak pokazali Paul Erdos i Richard Rado, ze gwarancja
tego, by w nieprzeliczalnej grupie oséb znalazto sie
nieprzeliczalne grono ztozone z samych znajomych badz
z samych nieznajomych, jest zalozenie, Zze ta grupa oséb
jest mocy wickszej niz R.
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Rozwigzanie zadania M 1702.
Pokolorujmy kazde pole kartki wedtug
nastepujgcego wzoru:

Wéwcezas latwo zauwazyé, ze pola
jednokolorowe sg roztaczne. UzyliSmy
czterech koloréw, a zaznaczyliSmy 4n pél,
wiec z zasady szufladkowej Dirichleta
mozemy wskazaé n zaznaczonych pol

w tym samym kolorze, co konczy
rozwigzanie.

Od czego zalezy wysokos$¢ strumienia
wody wyplywajacej z weza ogrodowego?

Michat KRUPINSKI

Kto kiedykolwiek uzywal gumowego weza ogrodowego do podlewania roslin lub
mycia samochodu, ten wie, ze zasieg i wysokos¢ wylatujacej wody moga by¢
regulowane w bardzo prosty sposéb. Gdy Scisniemy wylot weza lub cze$ciowo
zatkamy go palcem, woda zacznie wyplywacé z wieksza predkoécia i wzniesie

sie wyzej. Zjawisko to jest tak powtarzalne i proste, ze korzystamy z niego
intuicyjnie, nie zastanawiajac sie, jaka jest jego przyczyna. Warto jednak choé
raz zadaé sobie pytanie zawarte w tytule niniejszego artykulu i zastanowic sie, co
powoduje, ze predko$é¢ wplywajacej wody ulega tak znacznemu zwigkszeniu.
Na pierwszy rzut oka mozna sadzi¢, ze zjawisko to wynika z prostej zasady
zachowania masy. Opcjonalnie, z zasady zachowania objetosci, ktéra dziata dla
cieczy niedcisliwych, a woda w dobrym przyblizeniu taka wtasnie jest. Zasada
owa mowi, ze w kazdej sekundzie objetos¢ cieczy doprowadzanej do weza jest
rowna objetosci cieczy z niego wyplywajacej. Zalezno$¢ te mozemy zapisa¢ jako

1%
(1) 7= Aqvy = Asvg = const.,

gdzie V/t to strumien objetosci, czyli objetosé wody V przeplywajaca w czasie ¢
przez waz ogrodowy. A; i As to natomiast pola przekroju weza na wlocie

i wylocie, a v1 i v9 oznaczajg wartosci predkosci wody w srodku weza i tuz

za jego wylotem (patrz rysunek). Wydawaloby sie, ze réwnanie (1) wszystko
wyjaénia. Czesciowe zatkanie wylotu powoduje zmniejszenie wartosci As, co
pociaga za sobg zwigkszenie predkosci vow wylatujacej wody. Brzmi pieknie, ale
niestety niczego nie ttumaczy. Woda w wezu nie plynie bowiem zawsze z taka
sama predkoscia, a zacisniecie wyplywu powoduje réwnoczesne zmniejszenie
predkosci vy. Oznacza to, ze zalozenie o stalosci objetosci wody plynacej przez
waz w danym czasie nie ma racji bytu. Innymi stowy, réwnanie (1) méwi nam
jedynie, ze predkos¢ wody wylatujacej z czedciowo zatkanego konca bedzie
wieksza niz predkosé¢ wody przeplywajacej przez waz, ale nie pozwala nam
obliczy¢, ile ta predkos¢ bedzie wynosi¢ i jak bedzie sie zmienia¢ w zaleznoéci od
pola przekroju wylotu. Szukajmy zatem dalej. By¢ moze w rozwiazaniu naszej
zagadki pomocnym okaze sie rownanie Bernoulliego, ktére jest wyrazeniem
zasady zachowania energii dla nielepkich plynéw przeptywajacych bez wiréw.
Dla naszego przypadku mozemy zapisaé je w postaci

(2) p1+ %Pvf =p2+ %PUS-

W powyzszym réwnaniu p to gesto$é wody wynoszaca okoto 1000 kg/m3,
natomiast p; i po oznaczajg odpowiednio cinienie wody wewnatrz weza i tuz
za jego wylotem. Te dwa oznaczenia mozemy ,,zwina¢” do nadci$nienia wody

W rurociggu wyrazonego jako p = p; — pa, ktére wynosi najczesciej kilka baréw.
Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze jest ono stale i réwne 3 barom, czyli

0,3 MPa. Zauwazmy, ze jezeli predkos¢ wody w wezu ogrodowym ma warto$é
10 m/s (co odpowiada caltkiem szybkiemu przeptywowi), to sktadnik % pv?

jest réwny zaledwie 0,05 MPa, czyli wynosi szeSciokrotnie mniej niz wartosé
nadcisnienia wody. Zazwyczaj predkosci przeplywu wody w wezu ogrodowym
sa jednak nizsze niz 10 m/s, co oznacza, ze sktadnik ten mozemy w wigkszosci
przypadkéw zaniedbaé¢ w pordéwnaniu z p. Otrzymujemy wtedy

(3) vs \/?

Jezeli zalozymy, ze woda leci do géry bez oporéw, jak kamien w prézni (co nie
jest prawda, ale znakomicie upraszcza nam obliczenia), otrzymamy maksymalna
wysoko$¢, na ktéra wzniesie sie strumien wody z weza ogrodowego:

p

4 hmax - .
@ P9
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Po prostych obliczeniach dostaniemy warto$é

hmax = 30 m. Kto kiedykolwiek mial do czynienia

z wezem ogrodowym, ten wie, ze wyznaczona w ten
spos6b wysokosé jest znacznie zawyzona. Co wiecej,

z réwnania (4) wynika, ze niezaleznie od tego, jak mocno
$ci$niemy lub zatkamy wylot weza, woda bedzie zawsze
wylatywaé z niego na te sama wysokosé, okreslong
jedynie nadci$nieniem wody w sieci wodociagowej.

No céz, to takze nie jest zgodne z obserwacjami.
Wyglada wiec na to, ze rownanie Bernoulliego nie
odpowiada na pytanie zadane na poczatku niniejszego
artykutu i niepoprawnie przewiduje zachowanie

wody wyplywajacej z weza. Po chwili zastanowienia
dojdziemy do wniosku, ze to w zasadzie nic dziwnego.
W powyzszych rozwazaniach nie uwzglednilidmy
bowiem waznej wlasnosci kazdej (prawie) cieczy, jaka
jest lepkosé. Jest ona skutkiem wewnetrznego tarcia
pomiedzy czasteczkami i powoduje, ze przeplywajaca
w ogrodowym wezu woda przeksztalca cze$é swojej
energii na ciepto, zupelnie tak samo jak podczas
klasycznego tarcia przesuwajacych sie wzgledem

siebie ciat stalych. W przypadku cieczy ta strata
energii zalezy zaréwno od dlugosci przewodu, jak

i od predkosci przepltywu. Im wieksza predkosé, tym
wiecej energii mechanicznej przeksztalca sie¢ w ciepto.
Zastandéwmy sie, jaki jest wplyw lepkoéci na predkosé
wyplywajacej wody. Gdy waz jest calkowicie zatkany
palcem, woda w nim nie ptynie, a zatem zjawiska
zwiazane z lepkoscia nie graja zadnej roli. Jezeli

lekko odchylimy palec, tworzac bardzo maly otwor,
woda zacznie wyplywac, ale jej wyplyw bedzie na

tyle niewielki, ze woda wewnatrz weza bedzie pltynaé
niemrawo, z predkoscia bliska zero. To réwniez jest
przypadek, kiedy straty energii mechanicznej zwigzane
z lepko$cia mozemy pominaé. Wnikliwy Czytelnik
zauwazy, ze taki przypadek rozwazaliSmy juz przy okazji
dyskusji rownania Bernoulliego. Istotnie, réwnanie

to calkiem dobrze opisuje wyplyw wody z weza przy
bardzo malym otworze koncowym i braku strat energii
mechanicznej przy wylocie. Mozemy zatem uznac,

ze wysoko$¢, na ktéra wzniesie si¢ strumien przy
najmniejszym mozliwym odchyleniu palca, dazy¢
bedzie do wartosci danej réwnaniem (4). Czytelnik
Doswiadczony w Podlewaniu Ogrodéw zapewne
zaprotestuje, méwiac ze nawet przy mocnym $ciSnieciu
weza warto$é 30 metréw nie jest osiagalna. Owszem,
réwnanie (4) nie uwzglednia bowiem strat energii przy
samym wyplywie ani tez oporu powietrza. Calkiem
niezle jednak oddaje sytuacje, gdy lepkos¢ wody nie
powoduje znaczacych strat energii mechanicznej. Gdy
palec bedziemy odchylaé jeszcze bardziej, wyptyw
wody wzrosnie, réwnoczeénie powodujac zwickszenie
predkosci przeptywu wody przez waz. Zjawiska zwiazane
z lepkoscia zaczna odgrywaé coraz wieksza role,
sprawiajac, ze energia mechaniczna przeplywajacej przez
waz wody zamieniaé si¢ bedzie czeSciowo w ciepto. To
z kolei spowoduje spadek pedu wody na wylocie, co
objawiac si¢ bedzie jako mniejszy zasieg strumienia.
Innymi stowy, poprzez zacisniecie koncéwki weza
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lub zakrycie jej palcem zmniejszamy straty energii
spowodowane tarciem wewnetrznym wody w wezu,
przez co energia kinetyczna czasteczek na wylocie moze
osiagnaé wieksza warto$¢. Oto prawdziwa przyczyna
zwigkszenia zasiggu strumienia przy cze$ciowym
zakryciu palcem wylotu weza ogrodowego! Czy mozemy
oszacowad straty energii zwiazane z lepkoscia? Owszem,
mozemy, cho¢ nie jest to rzecz tatwa, gdyz wszelkie
rozproszenia energii mechanicznej w cieczach zazwyczaj
wymykaja sie prostym opisom analitycznym. Sprobujmy
podejs¢ do tego zagadnienia, zaczynajac od znanego
nam juz réwnania Bernoulliego. Zmodyfikujmy wiec
zalezno$é (2), dzielac ja stronami przez gp oraz dodajac
sktadnik hj zwiazany z energia mechaniczna rozproszona
poprzez tarcie wewnetrzne cieczy:

2 2
p U1 U

5 =4+ L=224h
(5) P9 29 2

Na wartos¢ wspotczynnika hy maja wpltyw dwa
czynniki, co mozemy zapisac jako hr = hy + he.
Pierwszy z nich, hy, zwigzany jest z rozpraszaniem
energii mechanicznej podczas przepltywu wody przez
waz ogrodowy. Drugi, h., opisuje tarcie czasteczek
spowodowane zawirowaniami cieczy na koncu weza,
czyli w miejscu, gdzie przylozylisSmy palec. Czynnik
zwiazany z tarciem podczas przeplywu opisa¢ mozemy
empirycznym rownaniem Darcy’ego—Weisbacha:

2
(6) e

gD.
Jak widzimy, powyzsze réwnanie uwzglednia wplyw
rozmiaréw weza ogrodowego (patrz rysunek). Im jego
dtugos¢ L jest wieksza oraz im mniejszg ma szeroko$é¢ D,
tym straty zwiazane z lepkoscia rosna. Dodatkowo
zaleza one od kwadratu predkosci przeptywu vy oraz
od wspolczynnika oporu f, ktérego warto$é moze
by¢ odczytana ze specjalnych tablic Moody’ego,
sporzadzonych dla wody plynacej z rozna predkoscia
przez rury o zréznicowanej szorstkosci i érednicy. Na
przyklad dla weza o gtadkich éciankach i srednicy 1 cm,
przez ktéry plynie woda z predkoscia 1 m/s, wartosé
wspélezynnika f wynosi okoto 0,03. Drugim czynnikiem
powodujacym rozproszenia energii mechanicznej cieczy
sq straty przy wylocie, ktére mozemy wyrazi¢ poprzez:

2
(7)

he = KL%.
Tym razem kluczowymi parametrami okazuja sie
predkos¢ wyplywu wody vy oraz wspdlczynnik oporu K, .
Niestety, warto$é tego ostatniego moze by¢ doktadnie
wyznaczona jedynie w eksperymentach prowadzonych
dla konkretnej reki dzierzacej konkretny waz. Aby
otrzymac¢ wysokosé, na ktora wzniesie si¢ woda, nalezy
polaczy¢ réwnania (5), (6) i (7) oraz wykonaé kilka
przeksztalcen. Czytelnika zainteresowanego pelnym
wyprowadzeniem odsylamy do artykutu [], ktéry
dostarcza koncowego wzoru na wysoko$¢ osiagana
przez wode wyplywajaca z weza ogrodowego czesciowo
zatkanego palcem:

(8) h =~

hy =

p
pg(1 + Ky + fEL).
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Zauwazmy, ze powyzsza zaleznos¢ jest tylko przyblizeniem. Nie powinno to
dziwié¢, bo nasze rozwazania sa zaledwie szacunkowe. Zastosowaliémy wszak
bardzo prosty model opisujacy straty energii wody na wylocie weza. Dodatkowo
lepka ciecz traci energie na wszystkich zagieciach, nieregularnosciach, zwezeniach
itp., ktérych nie wzieliSmy pod uwage. Wszystkie te czynniki sa bardzo trudne
do uwzglednienia, nawet numerycznie. Pozostaje wiec zadowolié¢ si¢ prosta,
szacunkowa zaleznoscia. Zwro¢my réwniez uwage, ze uwzglednienie rozproszen
energii zwigzanych z lepkoscia daje nizsze wysokosci niz te przewidywane przez
wzor (4), co jest zgodne z intuicja. Co wigcej, zalezne sa one od d, czyli $rednicy
wylotu, czego spodziewamy si¢ na podstawie naszych do$wiadczeni. Wzér (4)
mozemy zreszta wykorzystaé, aby réwnanie (8) napisaé¢ w zgrabniejszej formie.
Wprowadzmy zatem symbol Ay, 0znaczajacy maksymalng wysokos$é, na ktéra
wzniostaby sie woda, gdyby byta ciecza pozbawiong lepkosci oraz nie czula
oporéw powietrza:

hmax
9 h —MmM———
©) 1+ Ky + foE.

Teraz pozostaje nam zastanowi¢ sie, co z powyzszego wyrazenia wynika. Dla
ustalenia uwagi przyjmijmy dlugo$é weza wynoszaca 10 metréw, a nadcidnienie
w sieci wodociggowej ustalmy na wartosci 3 baréw. Zeby cokolwiek obliczy¢,
musimy takze zna¢ wartosci wspélczynnikéw Kp oraz f. Calkiem nieztym
oszacowaniem tego pierwszego okazuje sie prosta zaleznosc

KL:1_(d/D)27

natomiast wartosci f dostepne sg w tablicach. Wykres pokazuje obliczenia
wysokosci, na ktéra wzniesie sie woda dla kilku wartosci stosunku L/D,
poczawszy od 1, a skoniczywszy na 1000. Pierwszy przypadek oznacza, ze
mamy do czynienia z bardzo szeroka rura o $rednicy 10 metréw, podczas gdy
ostatnia warto$¢ dotyczy cienkiego weza ogrodowego o érednicy zaledwie 1 cm.
Kazda zalezno$é wykreslona jest w funkcji d/D, co oznacza, ze warto$é 1
odpowiada w pelni otwartemu wylotowi, a wartosci bliskie 0 odnosza si¢ do
wylotu niemalze catkowicie zatkanego. Widzimy, ze w przypadku cienkich

rur (wysokie wartosci L/D) kazde zatkanie odplywu wody wiaze sie ze
zwiekszeniem wysokosci, na ktoéra wzniesie sie ciecz. Ale co ciekawe, dla grubych
rur (male wartosci L/D) czedciowe zatkanie odplywu da przeciwny rezultat —
im mocniejsze przestoniecie wylotu, tym mniejsza wysokos¢ strumienia wody.
7Z taka sytuacja mamy do czynienia na przyklad w przypadku hydrantow
ulicznych, ktére sa grubymi, ale zazwyczaj krétkimi rurami. Kto kiedykolwiek
widziat otwarty hydrant, ten wie, ze woda z niego ma naprawde spory zasieg.
Wystarczy jednak lekko zakreci¢ zawor, aby zasieg ten znaczaco spadl, co
znakomicie przewiduje wyprowadzona zalezno$é¢. Zachowanie takie zwiazane
jest ze zwiekszeniem strat energii mechanicznej cieczy na zaworze.

7 jeszcze ciekawszym przypadkiem mamy do czynienia dla rur $rednio
grubych i $rednio dlugich (L/D = 50), gdzie wystepuje maksimum wysokosci
wyplywajacej wody dla 0 < d/D < 1. Oznacza to, ze aby uzyska¢ maksymalny
zasieg strumienia, nalezy jedynie w niewielkim stopniu przestoni¢ odplyw.
Dalsze zatykanie wylotu bedzie skutkowaé spadkiem predkosci wyplywajacej
wody. Powyzsze rozwazania moga zostaé¢ wsparte eksperymentami, do ktérych
mocno zachecamy wszystkich Czytelnikéw. Pomiar wysokosci osiaganej przez
wode wyplywajaca z weza ogrodowego wydaje sie prostym doswiadczeniem,
ktore znakomicie urozmaici wszelkie prace ogrodowe. Ambitniejsi Czytelnicy
moga réwniez sprawdzié, jak wysoko$é ta zalezy od dlugosci weza oraz od
stopnia przestonigcia jego wylotu palcem. A jeszcze ambitniejsi porownaé
zmierzone wartosci z przewidywaniami teoretycznymi.

[¥] M.-R. Alam, ,Why does water shoot higher if we partially block the garden
hose outlet?”, Am. J. Phys. 89 (2021) 567-574.
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Podré6z do Saturna

U starozytnych Rzymian Saturn byl bogiem rolnictwa
i zasiewow. Uczyniono go nawet wladcg Italii, a za
jego panowania trwal tzw. ,ztoty wiek”. Na pamiatke
tych czasé6w w okolicy 20 grudnia obchodzono
»Saturnalia”. Bylo to $wieto radosci, pojednania

oraz powszechnej réwnosci — nawet z niewolnikami.
Wzajemnie obdarowywano si¢ prezentami.

Na nocnym niebie przy sprzyjajacych warunkach
mozemy zaobserwowaé planete nazwana na czesé

boga Saturna. Jest to najdalsza z planet, ktora mozna
dostrzec okiem nieuzbrojonym w teleskop.

Przy bardzo sprzyjajacych okolicznosciach w ustawieniu planet udaje
si¢ golym okiem dostrzec planet¢ Uran — jeszcze dalsza od Saturna.
Dzieki nowoczesnemu statkowi kosmicznemu odbylidémy
bezpieczna i niezbyt dtuga podréz w okolice tej planety.
To olbrzym tylko niewiele mniejszy od Jowisza. Ma
$rednice wynoszaca okolo 120 tysiecy km i mase

az 95,2 razy wieksza od masy Ziemi. Promien jego
orbity wynosi okoto 9,94 AU. Saturn pedzi po swojej
orbicie z szybkoscia 9,7 km/s, a jeden obieg wokdt
Stonca trwa 29,45 lat ziemskich. Podobnie jak Jowisz,
szybko wiruje wokot swej osi — z okresem 10 godz.

i 39 min. Réwniez jego budowa wewnetrzna jest
podobna do tej, ktora widzielismy juz, odwiedzajac
Jowisza. Wokot skalistego jadra wielkosci Ziemi
znajduje sie ciekly metaliczny woddr. Atmosfera
planety sklada sie z wodoru, amoniaku, helu, etanu

i innych gazéw. Ponad gestymi chmurami unosi si¢
warstwa rozrzedzonego, krystalicznego amoniaku.
Temperatura w gornych warstwach atmosfery wynosi
okoto —180°C. Podobnie jak na Jowiszu, atmosfera jest
niespokojna — wystepuja silne wichry i liczne cyklony.
Planeta ma tez silne pole magnetyczne. Przy atmosferze
czesto rozblyskuja potezne wyladowania i ukazuja

sie rozlegle peki btyskawic. Z Ziemi poprzez lunete
mozna dostrzec okazale pierscienie otaczajace Saturna.
Gdy juz jesteSmy blisko, ukazuje si¢ nam niezwykty
widok. W jednej plaszczyznie planeta otoczona jest
szerokim pasem drobnych bryt skalistych i lodowych.
To jakby mikroksiezyce okrazajace planete. W tym
szerokim pasie sg przerwy, wigc jest on widoczny jako
zbior wielu waskich pierScieni. Zapewne piekny bylby
widok, gdyby$my przemieszczali sie pod pierécieniami,
a po drugiej ich stronie widoczne by byto odlegle
Stonce. Promienie stoneczne przedzieralyby sie poprzez
szczeliny pomiedzy brytkami skat i lodu. Bedac w ruchu,
widzielibysmy efekt szybkiego mrugania $wiatta
stonecznego, a czasem zaiskrzylyby brytki lodowe.

To piekne otoczenie Saturna jest jeszcze wzbogacone
licznym orszakiem ksigezycow. Dotad wiadomo, ze Saturn
ma ich najwiecej — bo az okolo 82.

Saturna i jego otoczenie badaly sondy kosmiczne
Voyager 1 oraz Cassini. Bardzo unowoczesniona

i bogato wyposazona w aparaty sonda Cassini
wystartowala z Ziemi w 1997 roku i po 7 latach
dotarta do przestrzeni otaczajacej Saturna. Przez
dtuzszy czas jej aparaty badaly planete, piericienie
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oraz ksiezyce. Niezwykle interesujace byly badania
Tytana, najwiekszego z ksiezycow, o Srednicy 5150 km
— wigkszego od planety Merkury. Krazy on wokot
Saturna w odlegtosci 1,22 mln km z szybkoscia 5,6 km/s
i w okresie 15,94 dni ziemskich. Okazato sie, ze Tytan
otoczony jest pomarariczows mgtla, poprzez ktéra

nie wida¢ jego powierzchni. W styczniu 2005 roku od
sondy oddzielil si¢ ladownik o nazwie Huygens, by
wyladowaé na Tytanie. Wszedl w atmosfere Tytana

z szybkoécia 1600 km/h (444 m/s). Na wysokosci

okoto 180 km rozlozyly sie hamujace spadochrony,

i po 19 minutach szybko$é spadla do 600 km/h. Wkrétce
roztozyt sie najwiekszy, trzymetrowy spadochron,
skutecznie zmniejszajac szybkosé. Wreszcie ladownik
bezpiecznie osiadl na powierzchni Tytana. Zakladamy,
ze my wyladowaliSmy tam w taki sam spos6b. Nie
wychodzimy z ladownika, jesli jeszcze nie znamy
szczegbléow dotyczacych klimatu oraz powierzchni.
Ksiezyc ten ma skaliste jadro zawierajace tez substancje
promieniotworcze. Skalista skorupa pokryta jest lodem
wodnym i metanowym. Krateréw jest niewiele. Pomiedzy
skorupa a jadrem znajduje sie duzy ocean wody, gteboki
na setki kilometréw. Powierzchnia jest gtadka i lekko
falista, z niewielkimi wzgérzami. Grunt sktada sie ze skal
i metanowego lodu. Przejrzystoéé¢ atmosfery niewielka.
Z powierzchni ksigzyca nie widaé¢ gwiazd. Krajobraz
tonie w gestym polmroku. Ale atmosfera ma tez swéj
urok. Gdy podczas ladowania byliémy na wysokosci
powyzej 80 km, atmosfera miala postac fioletowej

mgty. Nizej, pomiedzy 80 km a 60 km, mgla stala sie
biata. Ponizej atmosfera ma barwe pomaranczowa.

Na wysokoéci okoto 20 km unosza sie metanowe
chmury. Atmosfera sklada sie gtéwnie z azotu, 85%

(na Ziemi 77%), zawiera tez 12% argonu i nieco innych
gazéw. Cisnienie atmosferyczne wynosi 1500 hPa, a wiec
jest okolo 1,5 raza wieksze niz normalne, na Ziemi.
Temperatura na powierzchni to okoto minus 170°C.
Znajdujemy sie na duzym, nieco jaéniejszym, obszarze
powierzchni, wielkosci ziemskiej Australii. Ta kraina
zostala nazwana Xanadu. Lecz oto ozywily sie dwa
niewielkie wulkany. Wyrzucity pare wodna oraz
mieszanine wody i amoniaku. To wszystko szybko
zamarza i opada na powierzchnie. Wkrétce przybytly
geste chmury, ktére obdarowaly nas metanowym
deszczem obmywajacym ladownik. Pomaranczowa
atmosfere rozcinaja ciemne geste kreski opadajacych
kropli amoniaku i staje sie ona jakby przybrudzona.
Widoczno$é zrobila sie jeszcze slabsza. Niedaleko od nas
znajduja sie dwa duze jeziora: jedno ma dlugosé 20 km,
a drugie 25 km. To jeziora cieklego metanu. Rzeczka

i strumykami do jezior sptywa metan. Kojarzymy to
sobie z ziemskim obiegiem wody. I byloby tu wspaniale,
gdyby to byla woda i bylo ciepto. Metan paruje z jezior
na pdélkuli, gdzie jest lato, i opada z chmur na pétkuli
zimowej. Od czasu do czasu wida¢ blyskawice. Jesli dla
klimatu Tytana tak duze znaczenie ma obieg metanu,
to moze tez istnieja jakie$ formy choéby prymitywnego
zycia. Zrédlem metanu moga byé bakterie metanowe.



Na harfie Saturna promienie drgajq
Rzucajgc nuty jaskrawe.

Budujg boskaq oktawe,

Niebiariskq harmoniq tak zgodnie grajg.
Oto przed nami wulkanem strzelila
Para z glebin ksiezyca;

WielkoSciq swojq zachwyca,

Czarng ton nieba i Saturna okryla,

W baldachim sie rozlozyla.

Miliardy kuleczek lodu,

Miliardy platkéw $niegu

Spadajq i przestrzen bielq,

Przed nami dywanik Scielq.

A poprzez te przestrzen muzyka plynie
— Z harfy Saturna — ciche symfonie.
Opadla kotara, niebo jest czarne

W nim przestrzen, ktorej nikt nie

ogarnie.

Wracamy do naszej blekitnej planety.

* Doktorant, Instytut Matematyki,
Uniwersytet Jagielloriski

W tekécie podaj¢ wspélrzedne trojkatéw
na mapie, czyli miary dwéch
najostrzejszych katow.
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Zloty tréjkat w pigciokacie foremnym

Czytelnik Zaznajomiony z ,ta pierwsza”
mapg zbioru tréjkatéw zechce na niej
powtérzy¢ opisane tu poszukiwania. Daja
inny rezultat, ale jaki?

Obserwacje wykazaly, ze powierzchnia ksiezyca zmienia swoje polozenie i dryfuje
powoli po wodnym oceanie. Ladownik Huygens pozostal na Tytanie. Lecz my
wyobrazamy sobie start ladownika z nami i przelot przez atmosfere. Najpierw
wokét ladownika mamy pomaranczowa otoczke, ktéra jasnieje i przechodzi

w prawie biala mgle. PéZniej otacza nas mgla fioletowa i wreszcie jesteSmy
ponad atmosfera. Oddalajac sie od Tytana, mijamy inny ksiezyc — Enceladus,

o Srednicy okoto 500 km. Cigzar czlowieka tutaj bytby rowny ciezarowi tabliczki
czekolady na Ziemi. Ksiezyc ten jest bialy niczym duza $niegowa kula. Na
gladkiej powierzchni jest malo krateréw. We wnetrzu ksiezyca plywy ogrzewaja
wode i wzrasta tam ciénienie. Co pewien czas spod powierzchni wystrzeliwuje
w gore fontanna wody, jej krople szybko zamarzaja. Zanim odlecimy na Ziemieg,
obejrzyjmy to piekne widowisko na tle z pierscieniami Saturna.

Wracamy do naszej blekitnej planety.

Mapa skarbow Piotr PIKUL*

W moim poprzednim artykule (Jak wyznaczyé najbardziej dowolny tréjkqt?, | ASY)
wspomnialem o mapie zbioru wszystkich trojkgtow. Wlasciwie to o dwdch
réznych jej wersjach, ale dzi§ chcialbym powrdcié do ,,tej drugiej”, na ktorej
punktowi (8, @) odpowiada tréjkat o miarach katéw a < 8 < 180° — o — 3. Fakt,
ze interesuja nas tylko dodatnie miary katéw, pozwala (poprzez przeanalizowanie
wszystkich wymaganych nieréwnosci liniowych) ustalié¢, Ze mapa ta ma ksztalt
trojkata o wierzchotkach (0°,0°), (90°,0°) oraz (60°,60°).

Jak sie okazuje, dzieki takiej mapie mozna znalezé nieoczekiwany ,skarb”!

Naniedmy na nia trzy ,najstynniejsze” tréjkaty, znane z kart szkolnych
podrecznikéw. Chodzi oczywiscie o tréjkat réwnoboczny (60°,60°), prostokatny
réwnoramienny (45°,45°) oraz trdjkat ,,30-60-90” (60°,30°). Na razie

nic ciekawego si¢ nie wydarzylo, ale latwo zauwazy¢, ze $rodkiem okregu
przechodzacego przez wspomniane punkty-tréjkaty jest punkt (60°,45°), ktéry
reprezentuje jeden z najbardziej dowolnych trojkgtow!

To jednak nie koniec. Gdy patrzymy na wspomniany okrag, w oczy rzuca sie
punkt jego przeciecia z prawa krawedzia mapy. Oznacza on pewien tréjkat
rownoramienny, ktéry postaramy sie zidentyfikowac.

Latwo zauwazyé, ze punkt (60°,30°) stanowi ortocentrum mapy. Wobec tego,
spodek wysokosSci opuszczonej z wierzchotka (0°,0°) lezy na okregu o $rednicy
(60°,60°)—(60°,30°). Wysokos¢ ta ma oczywidcie réwnanie 8 = 2, co oznacza,
ze kat przy podstawie poszukiwanego trojkata réwnoramiennego jest dokltadnie
dwukrotnie wiekszy od kata w wierzchotku. Ten prosty wymoég juz jednoznacznie
okresla wszystkie miary katéw: 72°,36°,72°. Sa one w $wiecie matematycznym
dobrze znane, a legitymujacy sie nimi wielokat nazywamy zlotym tréjkgtem.

Juz samo zloto w nazwie mogloby wystarczyé¢ do odtrabienia znalezienia skarbu,
ale pozwole sobie jeszcze na dodatkowe dwa zdania podkreslajace doniostoéé
znaleziska. Ostatecznie nie wszystko zloto, co sie swieci. Nawet jesli Czytelnik
dotad ze wspomnianym tréjkatem sie nie zetknal, to sadze, ze zlota liczba

= @ ~ 1,618, bedaca stosunkiem diugosci bokéw zlotego trdjkata (zachecam
do zmierzenia si¢ z wyznaczeniem tego stosunku — nie jest to wcale takie
trudne), jest juz lepiej znana. Niemniej niekoriczace sie opowiesci o zlotych
podziatach, antycznych kanonach piekna, ztotych prostokatach, liczbach
Fibonacciego, mnozacych si¢ krélikach, pszczelich drzewach genealogicznych
czy nawet zwyklym pieciokacie foremnym pozwole sobie tutaj pominac.
Niejednokrotnie na tamach Delty podobne tematy bywaly poruszane. Teraz

do bogatej kolekcji ciekawostek zwiazanych ze zlota liczba dochodzi fakt, ze
ostrokatny tréjkat réwnoramienny o tak zadanym stosunku ramion do podstawy
lezy (oczywiscie nie sam trdjkat, ale reprezentujacy go punkt) na jednym okregu
z trzema innymi slawnymi punktami Swiata trojkatow.

Niby taka prosta mapa, a wskazuje droge do catkiem ciekawego ,,skarbu”.
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Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2022

Regulamin Ligi znajduje si¢ na naszej
stronie: [deltami.edu.pl

829. Nalezy udowodnié¢, ze XxDCP =

Zadania z matematyki nr 837, 838
Redaguje Marcin E. KUCZMA

837. Wewnatrz wypuklego n-kata A;As ... A, lezy taki punkt P, ze kazdy
z tréjkatéw PA;A; jest réwnoramienny (1 < i < j < n). Czy stad wynika, ze
wielokat ma okrag opisany, ktérego érodkiem jest punkt P?
838. Udowodni¢, ze istnieje nieskonczenie wiele tréjek liczb catkowitych x,y, 2
wiekszych od 1, spelniajacych réwnanie
ot + y4 =22+ 1
Zadanie 838 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.
Rozwigzania zadan z numeru 11/2022
Przypominamy tres¢ zadan:

829. Tréjkat ABC, w ktérym ¥ A < £B < 90° < ¥, jest wpisany w okrag o $rodku O;
odcinek CD jest wysoko$cig. Punkt E jest symetryczny do B wzgledem D; punkt M jest srodkiem
boku AC. Okrag przechodzacy przez O, D, M przecina prosta AC w punktach M i P. Udowodnié, ze
trojkaty DC'P i DEP maja réwne promienie okregéw opisanych.
830. Znalezé wszystkie tréjki dodatnich liczb catkowitych z, vy, z, spelniajace réwnanie
T

arcctgx + arcctgy 4+ arcctgz = Z .

< DEP; teza zadania i F'D sa prostopadte; stad (i z usytuowania punktéw M, N,

jest réwnowaznym (troche wymyslnym) przeformutowaniem N, M’ wzgledem prostych AD, FD) wynika, ze DM 1 DN’,

tej réwnosci. DN 1L DM’'.

Niech prosta C'D przecina okrag ABC ponownie Jednoczesnie ON L. DN’ (bo ON L. FN, a FNDN'
w punkcie F'; niech N bedzie srodkiem odcinka BF', a @) — jest rombem), i podobnie OM L DM’. W polaczeniu
punktem przeciecia BF' z prosta PD. Podane zalozenia z wezedniejszymi relacjami prostopadlodci znaczy

o katach tréjkata ABC uzasadniaja uklad rozwazanych to, ze DM||ON, DN||OM; czworokat DMON jest
punktéw w konfiguracji, jak na rysunku. réwnolegtobokiem.

C

Okrag przechodzacy przez punkty O, D, M, P (o ktérym
mowa w tresci zadania) ma $rednice OP, bo kat OM P jest
prosty. W takim razie rowniez kat ODP jest prosty. Tak
wigc czworokat DON(Q ma katy proste przy wierzchotkach
D, N, czyli ma okrag opisany o érednicy OQ. Te dwa okregi
sa opisane (odpowiednio) na tréjkatach DMO i OND, ktére
sg przystajace, skoro DMON to réwnolegltobok. Maja zatem
réwne $rednice: OP = OQ. [Czytelnicy znajacy twierdzenie
o motylku (the Butterfly Theorem) widza zapewne, ze
ostatnia réwnosé takze z niego wynika.]

W réwnoramiennym tréjkacie POQ odcinek OD jest

Réwnoramienne tréjkaty DM A i DNF' sa podobne, wysokodcia, wiec i Srodkowa: DP = DQ. Ponadto DE = DB
bo ich katy ostre MAD i NFD sg katami wpisanymi (z zalozenia) oraz X EDP = «BDQ (katy wierzchotkowe),

w okrag ABC, opartymi na tuku BC. Uzupelniamy te i w konsekwencji trojkaty EDP i BDQ sa przystajace. Stad
trojkaty do rombéw AMDM' i FNDN'; widzimy cztery XDEP = xDBQ. Pozostaje zauwazy¢, ze katy DBQ i DCP
tréjkaty podobne; potaczymy je w pary: ADMA ~ ADN'F, to katy wpisane oparte na tuku AF. Dostajemy réwnoéé
ADNF ~ ADM'A. W obu tych parach podstawy AD xDCP = xDEP, ktora chcieliSmy udowodnié.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
722 (WT =1,63) i 723 (WT = 3,77)
z numeru 9/2021

Konrad Kapcia Poznan 1-42,51
Tomasz Rudny Poznan 41,38
Stawomir Bué Mystkéw 36,88
Mateusz Kapusta  Wroclaw 35,59
Jacek Konieczny Poznan 31,90
Ryszard Wozniak  Krakéw 31,46

Ryszard Baniewicz Wloctawek 30,74
Tomasz Wietecha  Tarnéw 15 — 28,11
Aleksander Surma Myszkéw 4 — 27,75
Marian Lupiezowiec Gliwice 2 — 25,85

830. Przyjmijmy, ze liczby z,y, z spelniaja podane warunki oraz (bez straty ogélnosci)
xr >y 2 z. Liczby a = arcctgzx, f = arcctgy, 7 = arcctg z sg dodatnie, ich suma
wynosi 7/4, wiec « < 8 < v < 7/4; stad z = ctgy > 1. Ponadto v > («+ 8+ 7v)/3,
zatem z < ctg(m/12) = 2 + /3 < 4. Tak wigc z = 2 lub z = 3.

Réwnanie o + 8 + v = /4 przeksztalcamy réwnowaznie do postaci:
ctg(a + 5) = ctg(g - 'y);

ctgactgf—1 —ctgg ctgy—1
ctga+ctg  ctgZ —ctgy
zy—1 z+1
z+y z—1"

Gdy z = 2, dostajemy réwnanie zy — 1 =3(x +y), czyli (x —3)(y —3) =10,

z rozwigzaniami x =13,y =4 oraz ¢ =8, y =5. Gdy z = 3, mamy réwnanie
zy—1=2(x+y), czyli (z —2)(y—2) =05, zrozwigzaniem z =7,y =3 (wszystko
przy zalozeniu z > y > z). Rozumowanie si¢ odwraca, wigc znalezione tréjki (z, vy, 2)
spetniaja rownanie wyjsciowe.

Odpowiedz: (x,y,z) = (13,4,2), (8,5,2), (7,3,3) oraz permutacje tych trojek.
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Zadania z fizyki nr 734, 735

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

734. Na poziomym stole lezy szpulka, na ktérag nawinieta jest cienka, niewazka,

U
11

gladka ni¢. Promien zewnetrzny szpulki wynosi R, wewnetrzny r. Koniec
nici przeciagniety jest przez niewielki otwor znajdujacy sie na wysokoéci h

nad powierzchnig stotu. W chwili poczatkowej szpulka jest nieruchoma,

Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2022

Regulamin Ligi znajduje si¢ na naszej
stronie: [deltami.edu.pl

™~

0 promieniu R.

>

Rys. 1

od gestosci wody.

drgan.

(1)

Przypominamy tresé¢ zadan:

a ni¢ pionowa (rys. 1). Koniec nici zaczynamy ciagnaé stala sita F' i szpulka
toczy sie po stole bez podlizgu. Znalezé maksymalna predkosé szpulki. Masa
szpulki wynosi M. Nalezy przyjac, ze polowa tej masy skupiona jest na osi
szpulki, a druga polowa roztozona réwnomiernie na obwodzie zewnetrznym

735. Prostopadlodcienne naczynie z woda stoi na dwéch podporach
symetrycznych wzgledem osi naczynia i odleglych od siebie o L. Nad woda, na
poprzeczce taczacej krawedzie naczynia, wisi na nici kawatek otowiu o masie M,
w odlegloéci I od osi naczynia (rys. 2). Sily reakcji podpér wynosza Ry i Ra,
odpowiednio dla lewej i prawej podpory. Jakie beda te sily reakcji, gdy nié
wydluzymy i oléw zanurzy sie w wodzie? Gestoéé otowiu jest n razy wieksza

Rozwigzania zadan z numeru 11/2022

726. Cienka obrecz o promieniu r toczy si¢ bez poslizgu po wewnetrznej powierzchni walca
o promieniu R i wykonuje male drgania wokél polozenia réwnowagi (rys. 3). Znalezé okres tych

727. W zwojnicy o liczbie zwojow N, dlugosci L i promieniu R < L plynie prad o natezeniu I. Jaka
jest wytrzymalos$é drutu, z ktérego zrobiono zwojnice, skoro nie ulega ona rozerwaniu?

726. Poniewaz nie ma poslizgu przy toczeniu, mozemy ruch obreczy potraktowaé jako
czysty obrét wokét chwilowej osi obrotu przechodzacej przez jej punkt stycznosci A
z powierzchnig walca (rys. 4). Réwnanie tego ruchu obrotowego ma postaé

Tae = —mgrsina,

gdzie € jest przyspieszeniem katowym, m masa obreczy, kat a opisuje odchylenie
érodka, obreczy od pionu. T4 = 2ms? jest momentem bezwladnoéci obreczy wzgledem
osi przechodzacej przez punkt A. Poniewaz drgania sa mate, mozemy przyblizy¢ sin o
przez «, i réwnanie przybiera postaé

Rys. 3 Rys. 4
(2) 2mr’e + mgra = 0.
Fea Srodek obreczy porusza sie¢ po okregu o promieniu R — r, stad warto$¢ jego
Feq Ap/2 . . 2 2 .. . 21:
przyspieszenia a = (R — r)d°a/dt*. Z drugiej strony a = er, bo nie ma poslizgu.
Fy In Fy I 7 poréwnania;:
R—r)d®
0 = Eonea
R ro o dt?
A Podstawiajac do , otrzymujemy
d*a g
— 4+ ———a=0.
‘ dt? + 2(R—r)
Rys. 5 Rys. 6 Jest to réwnanie oscylatora harmonicznego, ktérego czestos$é drgan w = 1/g/(2(R — r)).

Szukany okres drgan

727. Poniewaz dtugosé zwojnicy jest duzo wieksza od jej
$rednicy, mozemy przyjaé, ze pole magnetyczne wewnatrz
zwojnicy jest jednorodne, rownolegle do osi zwojnicy

i warto$¢ wektora indukcji wynosi B = uoNI/L, a pole na
zewnatrz zwojnicy jest zaniedbywalne. Powstaje pytanie:
Jaka jest warto$¢ wektora indukcji pola magnetycznego,
w ktérym znajduje sie pojedynczy zwdj? Pole zaréwno

po wewnetrznej, jak i zewnetrznej stronie zwoju jest
superpozycja pola wytworzonego przez sam zwdj — oznaczmy
jego warto$¢ przez B — oraz pozostalych N — 1 zwojow

o warto$ci By—1. Wewnatrz zwojnicy By—1 + B1 = B,

na zewnatrz By_1 — B1 =0, stad Bn—1 = uoNI/2L.
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T=2m\/2(R—-1)/g.

Indukcja pola, w ktérym znajduje sie pojedynczy zwdj, jest
polowa indukcji pola w zwojnicy.

Na kazdy niewielki element zwoju o dtugosci Al =

RAp (rys. 5), w ktérym plynie prad o natezeniu I,

dziala sita elektrodynamiczna F.q = IAl X By_1

o wartodci Feq = BIAI/2, réwnowazona wypadkows sit F
naprezenia drutu. Z rysunku 6 widaé, ze Feq/2FN = Agp/2.
7 poréwnania z poprzednim wzorem: Fny = poNIQR/2L.

Wytrzymalto$é drutu, czyli maksymalna sita jego naprezenia,
spelnia nieréwnos¢:
W > uoNI*R/2L.


http://deltami.edu.pl

Galaktyczna banicja

Galaktyki ultra-rozproszone,
zaobserwowane po raz pierwszy

w gromadzie galaktyk Coma

w 2015 roku (!), charakteryzuja si¢
zawartosciag masy gwiazdowej typowsa dla
galaktyk kartowatych, czyli M, < 10°Mg.
Oznacza to, ze typowa UDG posiada
10-100 razy mniej gwiazd niz nasza
galaktyka, jednak jej rozmiar jest
poréwnywalny do rozmiaréw Drogi
Mlecznej, co daje jej niezwykle niska
jasnosé powierzchniowa.

Obserwacje astronomiczne sugeruja, ze galaktyki wystepuja w szerokim zakresie
ksztaltow, rozmiaréw i koloréw. Istnieje jednak grupa galaktyk, ktérych
dostrzezenie nawet za pomoca najwickszych teleskopéw jest nadzwyczaj trudne
(po raz pierwszy zaobserwowano je dopiero w 2015 roku!) — sa to galaktyki

o bardzo niskiej jasnosci powierzchniowej, zwane galaktykami ultra-rozproszonymi

(Ultra-diffuse Galazies, UDGs).

Jak do tej pory, obserwacyjnie potwierdzono wyrazny podzial w populacji UDG.
W gestych érodowiskach galaktycznych, takich jak grupy i gromady galaktyk,

UDG charakteryzuja sie wygaszonym procesem gwiazdotwérczym (produkuja
male ilosci gwiazd). Z drugiej strony, UDG obserwowane w pewnym odosobnieniu

Zdjecie ultra-rozproszonej, izolowanej

a réwnocze$nie nieaktywnej
gwiazdotworezo galaktyki DGSAT 1.
Galaktyka ta zostala odkryta

w roku 2016 (Martinez-Delgado et al.,
»The Astronomical Journal”, 151,4, 2016).
Znajdujace si¢ w tej galaktyce gwiazdy sa
tak bardzo oddalone od siebie, ze w tle
pomiedzy nimi mozna dostrzec odleglte
galaktyki. Zrédlo: Aaron

Romanowsky /University of California
Observatories/D. Martinez-Delgado/ARI.

od innych galaktyk wykazuja zwiekszong aktywnos¢ gwiazdotworcza. Czy oznacza
to, ze $rodowisko (czyli sasiedzi) ma gléwny i w zasadzie jedyny wplyw na
aktywno$é ultra-rozproszonych galaktyk?

Ten logiczny, binarny podzial na izolowane, ale aktywne gwiazdotwérczo
ultra-rozproszone galaktyki i ich martwe odpowiedniki znajdujace si¢ w gestszym
otoczeniu niestety okazal sie btedny. Pdézniejsze dane obserwacyjne potwierdzity
kilka przypadkéw izolowanych ultra-rozproszonych galaktyk, w ktorych procesy
gwiazdotwéreze juz dawno ustaty. Co ciekawe, odkrycie to jest sprzeczne

z teoriami powstawania galaktyk, poniewaz aby gaz zostal usuniety z galaktyki

i by przestaly si¢ w niej tworzy¢ gwiazdy, galaktyka powinna znajdowaé sie

w otoczeniu innych galaktyk. Jak wiec wytlumaczy¢ te obserwacje?

Dzigki wykorzystaniu najnowszych symulacji kosmologicznych HlustrisTNG José
A. Benavides, doktorant w Instytucie Astronomii Teoretycznej i Eksperymentalne;j
w Argentynie, przestudiowal rézne $ciezki ewolucji tych galaktyk i sprawdzit

ich parametry fizyczne. Okazuje sig, ze izolowane, aktywne galaktyki UDG

bytly kilka miliardéw lat wezesniej galaktykami-satelitami (czyli galaktykami
znajdujacymi sie w obszarze halo ciemnej materii masywniejszej galaktyki),

lecz zostaly wyrzucone na bardzo odlegta, eliptyczna orbite i dzi$§ wygladaja

na odizolowane. Te martwe, odizolowane UDG maja jedna wspodlna historie —
wszystkie zdotaly wydostaé si¢ z gestego srodowiska, ale w procesie tym utracity

zasoby gazu niezbedne do dalszego formowania gwiazd.

Wigcej na temat pochodzenia martwych,
izolowanych galaktyk ultra-rozproszonych
mozna znalezé w artykule ,,Quiescent
Ultra-diffuse galaxies in the field
originating from backsplash orbits”, José
A. Benavides et al., Nature Astronomy,
September, 2021.

Niebo w marcu

Trzeci miesigc roku wyréznia sie dniem réwnonocy, kiedy
to na poétkuli potudniowej konczy sie astronomiczne

lato, na pélnocnej za$ — astronomiczna zima. W tym
momencie Stonice przecina réwnik niebieski w drodze na
pdinoc, by przez kolejne pot roku pozostaé na pdinocnej
péikuli nieba. Przeciecie réwnika niebieskiego nastapi

20 marca o godzinie 16:33 naszego czasu. Niecaly tydzien
pdZniej, w nocy z 26 na 27 marca, nastapi zmiana czasu
z zimowego na letni. Nalezy pamietaé o przesunieciu
wskazowek zegarkow o godzine do przodu. Oznacza to,
ze w ostatnich dniach miesiaca Stonce pokaze sie nad
widnokregiem okoto 6:30 i schowa sie zan po godzinie 19.
W dalszym ciagu szybko wydluza si¢ czas przebywania
Stonca nad widnokregiem. Ostatniego dnia marca od
wschodu do zachodu Stonca w érodkowej Polsce minie

13 godzin.

Tegoroczny marzec okazuje si¢ miesiagcem niekorzystnym
do obserwacji planet Ukladu Slonecznego. Najlepsze
warunki obserwacyjne ma planeta Uran, ktéra zbliza sie
do koniunkcji ze Storicem na poczatku maja. W pierwszej
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Zgodnie z analiza wykonana przez zesp6l kierowany przez José A. Benavidesa
wygaszone UDG mogg stanowié nawet 25% populacji ultra-rozproszonych
galaktyk. Liczba ta jednak nie przeklada si¢ na obserwacje, gdzie odsetek ten jest
znacznie mniejszy. Najprawdopodobniej galaktyki te sa zbyt ciemne, aby mogty
by¢ zaobserwowane przez dzisiejsze teleskopy.

Katarzyna MALEK

polowie marca na poczatku nocy astronomicznej

(okoto 19:30 czasu zimowego) planeta wznosi sie na
wysokosci 30° ponad zachodnia czescia niebosklonu,
Swiecac z jasnoécia +5,9™. Niestety Uran szybko zblizy
sie do widnokregu, gdyz do zmniejszajacej si¢ odlegltosci
katowej od Slonca dojdzie coraz pézniej zapadajacy
zmierzch. W efekcie pod koniec miesiaca na poczatku
nocy astronomicznej (21:15 czasu letniego) planeta
znajdzie sie juz pod linig horyzontu. Dlatego obserwacje
Urana sa mozliwe tylko w pierwszej czesci miesiaca,
potem planeta zniknie w zorzy wieczornej, a po majowej
koniunkcji przeniesie sie na niebo poranne. Jednak

tam wiosna nachylenie ekliptyki do widnokregu jest
niekorzystne i planeta przebije sie przez zorze poranng
dopiero w drugiej potowie lipca, gdy Stonice zacznie
ponownie szybko kierowac si¢ na potudnie.

Pozostate planety Ukladu Stonecznego z duzych
pénocnych szerokosci geograficznych w marcu widoczne
sa stabo albo wcale. Jowisz 5 dnia miesiaca przejdzie
przez koniunkcje ze Storicem. Juz 8 dni p6zniej to



samo uczyni Neptun. Stad obie planety sa w marcu
niewidoczne. Jowisz zacznie przebija¢ si¢ przez zorze
poranng od maja. Na mozliwo$¢ dostrzezenia znacznie
stabiej $wiecacego Neptuna trzeba poczekaé az do lipca.

Reszta planet przebywa calkiem daleko na zachdd od
Storica, co oznacza widoczno$é poranng. Saturn jest
miesiagc po spotkaniu ze Storicem, od analogicznego
spotkania Marsa ze Stoncem natomiast mija wlaénie

5 miesiecy. Planeta Merkury w drugiej potowie lutego
osiagnela daleka maksymalna elongacje zachodnia (26°),
Wenus za$ 20 marca przejdzie przez swoja maksymalna
elongacje zachodnia, oddalajac sie wtedy od Stonca

na ponad 46°. Niestety wszystkie te planety ogladane
z p6éikuli pélnocnej padna ofiarg matego nachylenia
ekliptyki do horyzontu. Za to bardzo dobrze widoczne
sa z poétkuli potudniowej, gdzie wlasnie koniczy sig¢ lato
i ekliptyka rano tworzy duzy kat z widnokregiem.

7 krajéw potozonych tak daleko na péinoc od réownika
jak Polska widoczne sg w zasadzie tylko planety Wenus

i Mars. Saturn zacznie wylaniaé sie z zorzy porannej
dopiero pod koniec miesiaca. Dwie najblizsze sasiadki
Ziemi w marcu utworza dos¢ ciasng pare o separacji 5°
na poczatku i na konicu miesiaca i okoto 4° w jego
$rodku, z najwiekszym zblizeniem miedzy nimi 16 marca.
Oczywiécie Wenus przez caly czas pozostanie wyraznie
lepiej widoczna, na co zlozy sie nie tylko jej znacznie
wigkszy blask, ale takze potozenie kilka stopni na péinoc
od ekliptyki. W marcu jasno$¢ Wenus spadnie z —4,4™ na
poczatku miesigca do —4,2™ pod jego koniec. W tym
czasie jej Srednica katowa spadnie z 31”7 do 22", faza
urosnie za$ z 36% do 55%.

Planeta Mars jest wciaz daleko od Ziemi i jej wyglad
zmienia sie znacznie wolniej. Srednica katowa jej tarczy
przez caly miesigc utrzyma sie na poziomie 5", troszke
wzrosnie jej jasnos¢, od +1,3™ na poczatku miesiaca

do +1™ pod koniec. Na poczatku $witu cywilnego (Storice
6° pod widnokregiem, co oznacza mniej wiecej godzine 5
na poczatku miesiaca i réwniez 5 pod jego koniec, ale
juz po zmianie czasu na letni) Wenus zajmuje pozycje na
wysokosci niewiele ponad 10° po potudniowo-wschodniej
stronie niebosktonu, Mars natomiast okoto 4-5 stopni
nizej. W ostatnich dniach marca obie planety wzniosa
sie na podobna wysokos$¢ okolo 6°, a dodatkowo

miedzy nimi znajdzie si¢ planeta Saturn, ktéra §wieci

z jasnoscia 4+0,7™, a zatem jest wyraznie jasniejsza

od Marsa. W tych dniach $rednica tarczy Saturna
przekracza 16", ale przy tak niskim polozeniu nad
widnokregiem dostrzezenie pierécieni uda si¢ tylko przy
wyjatkowo stabilnej atmosferze. Na odnalezienie Tytana,
najwiekszego i najjasniejszego ksiezyca Saturna, na

razie nie ma szans. Széstej planety Ukladu Stonecznego
poczatkowo nalezy szukaé¢ pod Wenus, a w pierwszych
dniach kwietnia Saturn przejdzie miedzy dwoma najblizej
Ziemi krazacymi planetami Uktadu Stonecznego, by

5 dnia miesigca mingé Marsa w odleglosci zaledwie 18'.

Podobnie jak w lutym, Ksiezyc okaze sie ozdoba nocnego
nieba szczegdlnie w pierwszej potowie miesiaca. Marzec
zacznie sie od nowiu naturalnego satelity Ziemi — 2 marca
i w kolejnych dniach, dzieki korzystnemu nachyleniu
ekliptyki do zachodniego widnokregu, wieczorem

Ksiezyc szybko nabierze wysokoéci, s$wiecac dlugo

po zmierzchu mimo matej fazy. Niestety tym razem
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raczej nie uda si¢ dostrzec Ksigzyca na drugi dzien po
nowiu, poniewaz wedruje on daleko na potudnie od
ekliptyki i zejdzie z niebosklonu niecalyg godzine po
Stoncu. Bardzo ladnie za to Ksiezyc zaprezentuje sig¢

w kolejnych dniach, ukazujac w pelnej krasie tzw. $wiatto
popielate. I kwadra przypada 10 marca i do tego czasu
Ksiezyc przejdzie przez pogranicze gwiazdozbioréw Ryb,
Wieloryba i Barana, a nastepnie przetnie gwiazdozbiér
Byka. Godzine po zachodzie Storica 4 marca Srebrny
Glob zajmie pozycje na wysokoéci okoto 10°, a jego
sierp pogrubi sie do tego czasu do 5%. Dobe pézniej
faza Ksiezyca uroénie do 10%, a jego wysoko$é nad
widnokregiem zwigkszy si¢ do 20°.

W dniach 6 i 7 marca Ksiezyc minie Urana, majac

tarcze o$wietlong odpowiednio w 17 i 25%, zwiekszajac
dodatkowo wysoko$é¢ nad horyzontem o nastepne 10°.

W Polsce za kazdym razem do planety zabraknie
Ksigzycowi kilku stopni, natomiast z okolic Wysp Fidzi,
Nowej Kaledonii i Nowej Zelandii da sie dostrzec zakrycie
Urana przez Ksigzyc. Obecnie planeta Uran znajduje sig
zaledwie 3’ dalej od ekliptyki niz opisywana miesigc temu
gwiazda Zuben Egenubi, a sezon jej zakry¢ trwa jeszcze
krécej, niecale 13 miesiecy, od lutego 2022 do lutego 2023.
W tym czasie Ksiezyc zdola przestoni¢ Urana 15 razy.
Tym razem Europa ma jednak wiecej szczedcia, poniewaz
z naszego kontynentu da sie dostrzec az 5 z nich. Niestety
dwa zakrycia zdarza si¢ w ciagu dnia. Pas widocznosci
pozostalych trzech zjawisk (14 wrzeénia, 5 grudnia 2022 r.
oraz 1 stycznia 2023 r.) na szczeScie przebiega przez
Polske. Granica zakrycia styczniowego przecina pdéinocna
czeS¢ naszego kraju, stad w Polsce dojdzie wtedy do
brzegowego zakrycia Urana przez Ksiezyc.

Kolejne trzy noce Srebrny Glob ma zarezerwowane

na odwiedziny gwiazdozbioru Byka. W nocy z 7 na 8
marca Ksiezyc przejdzie 4° na poludnie od Plejad, majac
tarcze oSwietlona w 34%. Dobe pdzniej Ksiezyc przejdzie
6° na po6lnoc od Aldebarana, najjasniejszej gwiazdy Byka,
10 marca za$ podzielona na pét ksiezycowa tarcza dotrze
na 3° do El Nath, drugiej co do jasnosci gwiazdy tej
konstelacji.

Srodkows czesé marca catkowicie zdominuje silny blask
Ksiezyca bliskiego pelni. Tutaj warto odnotowac zblizenie
Ksiezyca w fazie 71% do Polluksa 12 marca oraz do
Regulusa i n Leonis trzy dni pdézniej. Wtedy jednak tarcza
Ksiezyca pokaze faze¢ 95%. Pelnia przypada 18 marca
rano, a tej nocy Srebrny Glob przejdzie 8° na potudnie od
Deneboli, drugiej co do jasnosci gwiazdy Lwa. Pierwszej
wiosennej nocy Ksiezyc przejdzie 4° na péinoc od Spiki,
najjaéniejszej gwiazdy Panny, by trzy noce pdzniej
dotrzeé juz do jasnych gwiazd Skorpiona.

Ksiezyc osiagnie ostatnia kwadre 25 marca, docierajac
tego dnia do érodka zodiakalnej czedci Strzelca. Niestety
wtedy Srebrny Glob znajdzie si¢ kilka stopni na poludnie
od ekliptyki, co sprawi, ze w wiekszej czesci Polski

jego wysokosé podczas gérowania nie przekroczy 10°.
Spowoduje to, ze juz cztery dni przed nowiem, 1 kwietnia,
zniknie on w zorzy porannej. A szkoda, gdyz w dniach 28
i 29 marca Ksiezyc odwiedzi trojke wspomnianych wyzej
planet: Mars, Wenus i Saturn. Przy czym Saturna nalezy
szuka¢ 2° pod Wenus.

Ariel MAJCHER
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Organoidy — nowe narzedzie medycyny

Organoidy to kolejna wersja realizacji podstawowej potrzeby medycyny:
lepszego, glebszego poznania czlowieka, jego fizjologii i proceséw patologicznych.
Lekarzowi badajacemu pacjenta przychodzg z pomoca naukowcy dysponujacy

réznymi metodami badawczymi: moze to by¢ biochemia w probdowkach,
moga tez by¢ to organizmy modelowe. Wybér organizméw modelowych nie
powinien budzi¢ etycznych watpliwosci, a w okreslonym zakresie powinny one
przypominaé organizm czlowieka. Lata badan pozwolily na wyodrebnienie:

o drozdzy S. cerevisiae (najwiecej osiagnieé¢ z badan genetycznych),

« nicienia wolno zyjacego w glebie, C. elegans (poznanie mechanizméw
kontrolowanej Smierci komorki, apoptozy, takze dzialania ukladu nerwowego),

o rybki z gatunku danio pregowany, D. rerio (krétki cykl zyciowy, badania
etapéw rozwoju kregowcow),

o muszki D. melanogaster (mutageneza),

o myszy domowej M. musculus (bardzo podobne do ludzkich geny i zespoly
genéw, choroby genetyczne, terapie).

Ograniczeniem takich badan jest czesto znaczna
odlegltos¢ ewolucyjna miedzy czlowiekiem a danym
organizmem modelowym. Badania te wiaza si¢

takze z koniecznoscia budowania ukierunkowanych
standardowych laboratoriéow — réznych dla réznych
modeli. Nic wiec dziwnego, ze trwaja poszukiwania
doskonalszych narzedzi do$wiadczalnych dla medycyny,
jedna z takich propozycji stata sie konstrukcja tworéw
nazwanych organoidami (2010). Nie bedac organami, sa
jednak bliskie struktura i funkcja docelowego ludzkiego
organu. Szybko i na standaryzowanej drodze mozna ich
duzo nagromadzié.

Organoid to tréjwymiarowy (3D) zesp6t komérek
okreslonej tkanki, o specyficznym dla tej tkanki
sposobie ,zycia”. Konstrukcje organoidu zaczyna

sie od komérek macierzystych (zarodkowych

albo wydzielonych z dojrzalych tkanek) lub tez
macierzystych indukowanych. Takie komérki, hodowane
w zdefiniowanych pozywkach, z dodatkami biologicznie
aktywnych substancji, zdolne sa do samoorganizacji

i czedciowego uporzadkowania strukturalnego do postaci
zadanej prawidlowej tkanki. Rozmiary? No c6z, na razie
skromne — milimetrowe. Nauczono sie powotywaé do
istnienia, a takze przechowywaé w bankach organoidy
ludzkie wywiedzione z jelit, zoladka, siatkowki,
gruczolu mlecznego, Slinianki, nerek, watroby, pltuc,
trzustki, prostaty, pecherza czy neuronéw. Istnieja
organoidy embrionalne, ktére mozna utworzy¢ z komorek
macierzystych wezesnych stadiow zarodkowych cztowieka
(blastocysta). Te ostatnie, choé¢ wyjatkowo pobudzajace
i fantazje, i pomysly doswiadczalne, ograniczane sg ze
wzgledow etycznych, i niewiele o nich wiadomo. NIE SA
to malutkie zarodki ludzkie, choé¢ wykazuja ich pewne
cechy charakterystyczne.

Oczywiscie zaraz za embrionalnymi hodowlami
wyjatkowym zainteresowaniem ciesza si¢ rézne wersje
organoidéw neuronalnych. Odpowiednio hodowane
wykazuja np. cechy kory mézgowej — warstwowos¢

oraz aktywnos¢ elektryczna. Ta ostatnia przejawia sie
spontanicznie i w ré6znych momentach hodowli w postaci
coraz bardziej ztozonych oscylacji. Najciekawsza
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obserwacja méwi, ze oscylacje te przypominaja widoczna
w analizie EEG elektryczng aktywno$¢é mozgow
wezesniakow, w dodatku starzejace sie organoidy

coraz bardziej przypominaja cechy moézgdéw coraz
starszych dzieci. I znowu nalezy wyraznie podkreslié,

ze takie organoidy NIE SA malymi mézgami, sa jedynie
grupa neuronéw (1 miliard = 1/4 liczby neuronéw
mbzgu myszy) niezwigzang z zadnym cialem, ani nie

sa wyposazone w komunikacje z zadnymi narzadami
zmystéw.

Nowym narzedziem w tych badaniach jest tworzenie
ukladu réznych organoidéw komunikujacych sie ze soba
za posrednictwem przeplywajacej przez kolejne uklady
hodowlane cieczy, reprezentujacej osocze krwi. Takie
,cialo na plytce” opisano w 2020 roku. Sklada si¢ ono

z sze$ciu organoidéw odpowiadajacych watrobie, sercu,
ptucu, naczyniom krwiono$nym, mézgowi i jadru.

Ten stan wiedzy pozwala na zadanie pytania: I co dalej?
Tematyka ta jest ,delikatna” w réznych aspektach, wiec
tez delikatnie formuluje si¢ zadania na przyszlosé, takie
jak badania toksykologiczne i farmaceutyczne. Organoidy
mozna tworzy¢ z indukowanych komorek macierzystych
DANEGO pacjenta, a wiec podja¢ analize indywidualna
(,twoje cialo na plytce”) jego reakcji na obce substancje.
Mozna tez je tworzy¢ z komorek macierzystych
uprzednio poddanych mutagenezie metoda CRISPR/Cas
— w celu poznania mechanizméw i perspektyw terapii
chorob genetycznych. Szczegdlnie korzystne okazaly sie
badania w zakresie choréb zakaznych, zwlaszcza zakazen
wirusowych — warto wiedzie¢, ze uzyto réznorodnych
organoidéw, przygotowujac szczepionki przeciw
pandemicznemu wirusowi SARS-Cov-2. Organoidy sa
takze modelem w badaniach nowotworéw i potencjalnych
lekéw przeciwnowotworowych.

System organoidéw, cho¢ dopiero startuje

w molekularnej biologii, juz dzi$ przyczynia sie

do rozumienia indywidualnego rozwoju cztowieka,
pozwalajac na zmniejszenie zakresu stosowania modeli
zwierzecych.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Ekstremalnie! Barttomiej BZDEGA

Zajmiemy sie zadaniami z kombinatoryki, w ktérych nalezy wyznaczy¢
najwieksza liczbe x spelniajacg zadane warunki. Chcemy, powiedzmy, dowiesé,
ze poszukiwang liczba jest z¢. Rozwiazanie zadania musi sktadaé sie z dwéch
czedci:

(1) uzasadnienie, ze liczba x( spelnia zadane warunki;
(2) wykazanie, ze liczby « > z¢ tych warunkéw nie spelniaja.

Ale skad wziaé xo? Zazwyczaj jedna z powyzszych czesci — ta konstruktywna —
jest nieco latwiejsza od drugiej, co daje mozliwo$¢ odgadniecia tej liczby. Na
0gol jest to czesé (1), choé zdarzaja sie wyjatki. Préby przeprowadzenia dowodu
drugiej z czedci dokonuja weryfikacji.

Analogicznie rozwiazuje sie zadania polegajace na znalezieniu najmniejszej liczby
spelniajacej dane warunki — jedyna réznica polega na tym, ze w punkcie (2)
wykazujemy, ze liczby x < xg tych warunkéw nie spelniaja.

Aby zademonstrowa¢ metode, rozwiazemy nastepujace zadanie.

Niech n bedzie ustalona liczba naturalna. Ze zbioru A = {1,2,...,2n} nalezy
wybraé m liczb, ale tak, by zadna wybrana liczba nie dzielita innej. Jaka jest
najwieksza liczba m, dla ktoérej jest to mozliwe?

Rozwigzanie. Wykazemy, ze najwieksza taka liczba jest m = n.

(1) W n-elementowym zbiorze B = {n+ 1,n+2,...,2n} C A zadna z liczb nie
jest dzielnikiem innej, bo jesli a,b € Bia <b, to a <b < 2a.

(2) Dla kazdej liczby ze zbioru A rozwazmy jej najwickszy dzielnik nieparzysty.
Moze nim by¢ jedna z liczb: 1,3,5,...,2n — 1. Mozliwosci jest n, wiec jedli
wybierzemy wiecej niz n liczb ze zbioru A, to pewne dwie z nich — nazwijmy
je a i b — beda mialy ten sam najwiekszy nieparzysty dzielnik d. Pozostaje
zauwazy¢, ze wtedy a = d - 21 i b = d - 2!2 dla pewnych liczb catkowitych
t1,t2 > 0, wiec mniejsza z liczb a, b jest dzielnikiem wiekszej.

Zadania

1. Niech A oznacza zbiér 4n? punktéw plaszczyzny, ktérych obie wspélrzedne
naleza do zbioru {£1,+2,...,4+n}, oraz niech O = (0,0). Niektére z tych
punktéw pokolorowano na czerwono, z zachowaniem nastepujacego warunku:
jesli punkty P i Q sa czerwone, to |[<POQ| # 90°. Wyznaczy¢ najwieksza
mozliwa liczbe punktéow czerwonych.

2. Niech m,n > 2 beda liczbami naturalnymi. Jaka najwieksza liczbe wiez mozna
ustawi¢ na szachownicy m x n w taki sposéb, zeby kazda byla atakowana przez
co najwyzej dwie inne?

3. W ukladzie wspélrzednych pomalowano na niebiesko wszystkie punkty
o obu wspolrzednych ze zbioru {1,2,...,n}. Chcemy narysowaé pewna
liczbe prostych w taki sposob, by przez kazdy niebieski punkt przechodzila
przynajmniej jedna prosta, a ponadto zadna narysowana prosta nie moze by¢
réwnolegla do osi uktadu wspolrzednych. Jaka jest, w zaleznoéci od n > 2,
najmniejsza liczba potrzebnych prostych?

4. Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia i niech A C {1,2,3,...,3n}
oraz |A| = k. Kazdy podzbiér zbioru A ma sume elementéw rézna od k.

W zaleznoéci od n wyznaczy¢ najwieksza liczbe k, dla ktérej jest to mozliwe.

5. Ustalmy liczbe catkowita dodatnia n. Permutacje (a1, as,...,an)
i(b1,ba,...,by,) clagu (1,2,...,n) nazwiemy podobnyms, jesli a; = b; dla
przynajmniej jednego i € {1,2,...,n}. W zaleznosci od n wyznaczy¢ najwieksza

liczbe k, dla ktoérej istnieje k réznych permutacji ciagu (1,2,...,n), z ktérych
kazde dwie sg podobne.

6. W zaleznosci od liczby catkowitej dodatniej n wyznaczyé najwieksza liczbe k
o nastepujacej wlasnosci: dla kazdego podzialu kwadratu o boku 2n na
prostokaty o wymiarach 2 x 1 istnieje prosta, ktéra przecina co najmniej
k prostokatéw (prostokat uznajemy za przecigty, jesli prosta dzieli go na dwie
czesei o dodatnim polu).
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