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Poszukiwanie zderzajacych sie galaktyk William J. PEARSON*

* Adiunkt, Narodowe Centrum Badan
Jadrowych

Rys. 1. Zdjecie galaktyki NGC 2623
znajdujacej si¢ w odleglosci okoto

250 milionéw lat $wietlnych

w gwiazdozbiorze Raka. Ten kosmiczny
wezel powstal ze splatania si¢ dwéch
galaktyk spiralnych. Zrédlo: NASA/ESA
Hubble Space Telescope

Wspoélczesne duze przeglady nieba moga
dostarczy¢ katalog danych zawierajacy
nawet 1 miliard obiektéw. Powiedzmy, ze
nasz astronom poszukujac zderzajacych
si¢ galaktyk, poswieca 2 sekundy na
kazde zdjecie obiektu z takiego katalogu
(co i tak jest optymistycznym zalozeniem).
Pracuje bez przerwy, bez snu i przerw na
jedzenie. Obejrzenie wszystkich zdjeé
zajeloby mu 555 555,5 godziny, czyli
okotlo 63 lata.

Wiegcej o wspélezynniku Giniego mozna
przeczytaé w artykule Martyny Kobus
Jak sie mierzy nieréwnoscs
spoleczno-ekonomiczne? (A?g).

Zderzenia galaktyk to jedne z najbardziej ztozonych zjawisk we Wszech$wiecie.
Nie tylko zachwycaja swoim pieknem, tworzac niezwykle struktury (jak dla
przykladu ta pokazana na rys. 1), ale réwniez stanowia podstawe wspoélczesnych
teorii powstawania i ewolucji struktur we Wszechswiecie. Znajdujace sie
odpowiednio blisko galaktyki przyciagaja sie wzajemnie, wykonujac cudownie
skomplikowany, trwajacy miliardy lat taniec, zakonczony dlugo wyczekiwanym
udciskiem w spiralnych ramionach partnera. Podczas tych kosmicznych plaséw
tempo, w jakim obie galaktyki tworza nowe gwiazdy, gwaltownie wzrasta

i kazdego roku rozbtyskuja one $wiattem tysiecy nowych gwiazd. Ten kosmiczny
balet sprawia, ze gaz i pyl opadaja do wnetrza galaktyk, karmiac znajdujaca
si¢ tam supermasywna czarna dziure, ktora po jakim$ czasie zaczyna uwalniaé
niesamowite ilosci energii, tworzac obiekt znany jako aktywne jadro galaktyki.
Mimo tego wszystkiego zidentyfikowanie galaktyk bedacych w trakcie zderzenia
jest wciaz... zaskakujaco trudnym zadaniem.

Klasyfikacja ludzkim okiem

Najbardziej intuicyjna metoda poszukiwania zderzajacych sie galaktyk jest
szukanie ich za pomoca ,szkietka i oka”. Postepujace zderzenie galaktyk
powoduje ogromne zmiany w strukturze uczestniczacych w nim galaktyk,
mozna je wiec calkiem tatwo znalezé na zdjeciach — po prostu ksztalt takich
zlewajacych sie galaktyk bardzo rézni sie od innych obiektow. Ludzkie oko

i mézg doskonale wychwytuja te réznice (przy zalozeniu, ze mamy wystarczajaco
dobre zdjecie). Dlatego zidentyfikowane w ten sposéb pary zderzajacych sie
galaktyk stanowig podstawe, swego rodzaju wzor, dla innych metod. Oczywiscie
ten rodzaj klasyfikacji ma sporo wad.

Po pierwsze klasyfikacja wzrokowa jest powolna: wykwalifikowany astronom
jest w stanie znalez¢ zderzajaca sie pare galaktyk na zdjeciu w przeciggu
kilkudziesigciu sekund. Niby szybko, ale takich galaktyk sa przeciez miliony!

Po drugie katalog zderzajacych sie galaktyk stworzony przez czlowieka jest
zazwyczaj niemozliwy do idealnego odtworzenia. Klasyfikatorzy nierzadko

nie zgadzaja sie ze soba, czy dwa obiekty faktycznie sa w trakcie zderzenia,
zwlaszcza jezeli méwimy o zdjeciach odleglych, ktérych rozdzielczoséé
uniemozliwia dostrzezenie dokladnych struktur. Co wiecej, nawet ta sama osoba
moze zaklasyfikowa¢ obiekt jako zderzajace si¢ galaktyki, ale zmieni¢ zdanie
nastepnego dnia lub nawet w przeciggu godziny!

Te wady moga by¢ nieco zlagodzone przez astronomiczne projekty spoteczne,
takie jak np. Galaktyczne Zoo (Galazy Zoo). W projekcie tym duza liczba
wolontariuszy (nie-astronoméw) jest proszona o identyfikacje tych samych
obiektéw astronomicznych (np. zderzajacych sie galaktyk). Gdy wszyscy,

badz zdecydowana wiekszo$é, klasyfikatorzy-amatorzy zgodza sie, ze obraz
przedstawia zderzajace si¢ galaktyki, to mozemy mie¢ niemal pewnos¢, ze tak
jest naprawde. Ale nawet twércy galaktycznego zoo przyznaja, ze obserwacji,

a co za tym idzie zdjeé¢ galaktyk, przybywa w zdecydowanie szybszym tempie niz
wolontariuszy. Wiec i ta metoda wkrétce przestanie by¢ efektywna.

Klasyfikacja przy uzyciu parametréow opisujacych ksztalt galaktyk

Poniewaz klasyfikacja za pomoca wzroku jest powolna i podatna na bledy

(a dodatkowo umozliwia identyfikacje zdarzajacych sie galaktyk w bardzo
specyficznych stadiach zderzenia), astronomowie opracowali metody
zautomatyzowane. Jedna z nich uwzglednia ksztalt (lub inaczej morfologie)
galaktyk. Ksztalt galaktyki moze by¢ opisany przy uzyciu wielu réznych
parametréw, jednak tylko cztery z nich sa najczesciej wykorzystywane do
klasyfikacji zderzen. Sa to parametry: Gini, Myg, asymetrii i gladkosci.

O parametrach Gini i Mgy mozna by napisaé¢ osobne artykuly, tutaj postaram
sie pokrotce wyttumaczyé¢, czym sa. Wspélezynnik Giniego, niezbedny do
opisu zderzajacych sie galaktyk, ma swoje korzenie w ekonomii! Jest to liczba,
ktoéra opisuje nieréwnomiernosé¢ dowolnego rozktadu. Uzywana w astronomii
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opisuje rozklad jasnosci $wiatta emitowanego przez galaktyke roztozonego

na poszczegdlne piksele obrazu tej galaktyki. Wspoélczynnik Giniego réwny 1
opisuje sytuacje, w ktoérej cale $wiatlto galaktyki zawarte jest w jednym pikselu,
podczas gdy Gini réwny 0 opisuje sytuacje, w ktorej swiatto jest rownomiernie
rozlozone na wszystkie piksele obrazu. Drugi z parametréw, Moy, réwniez
opisuje rozktad jasnosci $wiatta galaktyki. Obliczajac ten parametr, mierzy sie
odlegtosci 20% najjasniejszych pikseli galaktyki od jej centrum i mnozy sie je
przez natezenie $wiatlta w tych pikselach. Suma uzyskanych wartosci daje Myg.
Parametr ten jest zawsze ujemny, przy czym wartosci blizsze zeru wskazuja, ze
Swiatlo jest bardziej skoncentrowane w centrum galaktyki.

Kolejne dwa parametry, asymetria i gladkos$¢ (jednorodnosé), sa zdecydowanie
bardziej intuicyjne. Parametr asymetrii opisuje (rzecz jasna), jak bardzo
asymetryczna jest galaktyka. Aby okresli¢ ten parametr, stosuje sie dos¢ sprytna
metode. Obraca si¢ zdjecie galaktyki o 180° i odejmuje obrécong wartosé od
oryginalnego obrazu — piksel po pikselu. Im wieksza réznica pomiedzy obrazami,
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Gtadkos¢

tym galaktyka jest bardziej asymetryczna. Z kolei parametr gtadkosci opisuje,

jak jednorodna jest galaktyka. Na obraz nakladany jest filtr wygladzajacy,

Rys. 2. Przyktlad klasyfikacji zderzajacych
si¢ galaktyk na podstawie parametréw
Gini i Mao (na gérze) oraz parametréw
asymetrii i gtadkosci (na dole).

W kazdym przypadku linia wyznacza
granice klasyfikacji obiektéw jako
zderzajace sie galaktyki. Intensywnosé
kazdego ,piksela” odpowiada liczbie
galaktyk o okre$lonych przez niego
parametrach — im ciemniejszy odcien, tym
wigcej galaktyk

galaktyke.

a nastepnie wygladzony obraz jest odejmowany od oryginatu. Podobnie
jak w przypadku asymetrii, wigksza réznica wskazuje na mniej jednorodna

Analizujac liniowe kombinacje wartosci Gini i Mgy danej galaktyki lub wartosci
asymetrii i gltadkosci, astronomowie identyfikuja galaktyki bedace w czasie

zderzenia. Przyjmuje sig, ze sa to obiekty, dla ktérych Gini > —0,15-Msg + 0,33
(jak pokazano na rys. 2

) lub gladkosé > 0,4 i asymetria > 0,35. Metoda ta

jest zdecydowanie szybsza niz klasyfikacja ludzka, a jej wyniki sa powtarzalne

i niesubiektywne.

Klasyfikacja automatyczna wykonana za pomoca
opisanego powyzej zestawu parametréw nie jest
oczywidcie pozbawiona probleméw. Parametry sa
wrazliwe na jakos¢ i rozdzielczo$é obrazu: niska
rozdzielczo$¢ i zaszumiony obraz daja niedokladne
wartosci, dodatkowo obarczone bledem pomiaru.
Wiadomo réwniez, ze zakresy wartoséci parametréw
uzywane do kwalifikacji zderzajacych sie galaktyk czesto
opisuja zwykle pojedyncze galaktyki o nieregularnym
ksztalcie.

Poszukiwanie bliskich par galaktyk

Zalozenie tej metody jest bardzo proste: galaktyki,
ktére sa blisko siebie maja spora szanse sie zderzy¢.
Astronomowie poszukuja wiec takich bliskich par
galaktyk. Jak? Na podstawie ich pozycji na niebie

i parametru przesuniecia ku czerwieni (czyli parametru
okreslajacego w pewien sposéb odleglodé, pisaliSmy

o nim w AY3) wyznacza si¢ odlegloéé w przestrzeni
tréjwymiarowej oraz predko$é¢ wzgledna galaktyk.

Ta ostatnia wielko$é jest uzywana do okreslenia, czy
galaktyki ostatecznie zderza sie, czy po prostu przeleca
obok siebie. Kryteria identyfikacji bliskich par galaktyk
sa rézne, ale zazwyczaj wybierane sa galaktyki, ktére sa
oddalone od siebie o co najwyzej 50 kpc (1,5-10'8 km)
i maja predko$¢ wzgledna mniejsza niz 500 km/s.

Dla przyktadu srednica Drogi Mlecznej to okoto 30 kpc, natomiast
odlegto$é¢ Drogi Mlecznej od Galaktyki Andromedy — okolo 770 kpc.

Metoda ta ma jednak wiele wad. Poniewaz klasyfikuje
tylko bardzo bliskie pary galaktyk, pomijane sg bardzo
wczesne etapy laczenia sig galaktyk, gdy galaktyki sa
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od siebie oddalone o wigcej niz 50 kpc. Podobnie tracone
sa pozne etapy zderzenia, gdy galaktyki sa juz tak
blisko siebie, ze trudno je odseparowaé na zdjeciach,

lub gdy galaktyki zderzyty sie, ale struktura nowo
powstalej galaktyki nadal jest zaburzona. Pomimo limitu
wzglednej predkosci czesto blednie klasyfikowane sg
galaktyki, ktore tylko przelatuja obok siebie. Ponadto
metoda ta wymaga niezwykle precyzyjnych pomiaréw
przesunieé ku czerwieni, a te sa kosztowne (zaréwno
pod wzgledem czasowym, jak i finansowym) i wymagaja
wysoce specjalistycznego sprzetu.

Metody uczenia maszynowego

W ostatnich latach popularne staly si¢ metody uczenia
maszynowego — obecnie szeroko wykorzystywane réwniez
w astronomii. Stosuje sie je do klasyfikacji typéw
galaktyk, poszukiwania aktywnych jader galaktyk,

a od niedawna takze do identyfikacji zderzajacych sie
galaktyk. Metody te w klasycznej odstonie wykorzystuja
obrazy rzeczywistych lub symulowanych galaktyk, tych
zderzajacych sie i niezderzajacych, do trenowania szeregu
algorytméw. Ostatnio jednak poza zdjeciami galaktyk
uwzglednia sie rowniez dodatkowe dane, takie jak
parametry morfologiczne lub przesuniecie ku czerwieni.

Dane treningowe moga pochodzi¢ z katalogow
stworzonych z wykorzystaniem wczeéniej opisanych
metod: klasyfikacji ludzkiej, klasyfikacji morfologicznej,
metody bliskich par lub ich dowolnych kombinacji. Po
takim treningu algorytmy sa w stanie klasyfikowaé
galaktyki w podobny sposéb jak ktorakolwiek z tych
metod, ale zdecydowanie bardziej efektywnie.


http://www.deltami.edu.pl/temat/astronomia/astrofizyka/2019/03/28/Przesuniecie_ku_czerwieni_redshift/

Ponadto techniki te sa w stanie przezwyciezy¢ wiekszos¢é
niedociagnie¢ innych metod. Poniewaz uczenie maszynowe
jest algorytmiczne, raz wytrenowane narzedzie uczenia
maszynowego zawsze dostarczy taki sam wynik dla

tych samych danych, eliminujac jedna z gléwnych wad
klasyfikacji ludzkiej — brak powtarzalnosci. Ale to nie
wszystko. Metody uczenia maszynowego dobrze radza
sobie z problemami zwiazanymi z jakoscia obrazu, przy
zalozeniu, ze dane treningowe maja taki sam zakres
jakosci i rozdzielczosci obrazu. Co wiecej, w metodach
uczenia maszynowego nie jest wymagana wysoka precyzja
wyznaczenia przesunieé¢ ku czerwieni, przez co tagodzone
sg koszty obserwacyjne. Az w koncu, po przeszkoleniu,
metody uczenia maszynowego sa o rzedy wielkosci szybsze
niz klasyfikacja ludzka.

Oczywiscie klasyfikacje oparte na uczeniu maszynowym
nie s3 pozbawione wad. Nawet najlepsze metody uczenia
maszynowego moga mie¢ trudnoéci z powodu wysokiego
stopnia zanieczyszczenia probek. Nieprawidtowa
klasyfikacja moze siega¢ nawet 80% zidentyfikowanych
galaktyk. Metody uczenia maszynowego sg réwniez

z natury swej wrazliwe na jakos¢ probki treningowe;j.

vy

Przygotowat Dominik BUREK

M 1711. Udowodnij, ze dowolne dwa dzielniki d’ > d
liczby n spelniaja nieréwnosc
d2
d>d +
Rozwigzanie na str. [4]

M 1712. 2n promieni podzielilo okrag na 2n réwnych
czesci: m niebieskich i n czerwonych, pokolorowanych

w losowej kolejnosci. W niebieskich sektorach, zaczynajac
od pewnego, liczby od 1 do n sg zapisywane w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazowek zegara. W czerwonych
sektorach, zaczynajac od pewnego, zapisane sa te same
liczby, ale w kierunku zgodnym z ruchem wskazoéwek
zegara. Udowodnij, ze istnieje potkole zawierajace
wszystkie liczby od 1 do n.

Rozwiazanie na str. [4]

M 1713. Dany jest trapez ABCD (AB || CD)
w okrag Q. Punkty M i N sa srodkami ramion
odpowiednio AD i BC. Punkt P jest dowolnym
punktem lezacym na krétszym tuku AD okregu Q.
Udowodnij, ze

wpisany

PN+ PM > BD.

Rozwiazanie na str. [J]

Jedli dane treningowe nie zawieraja np. bardzo bliskich
par, ktére sa pomijane przez metode par, woéwczas
wyszkolone narzedzie uczenia maszynowego nie jest

w stanie zidentyfikowaé tego rodzaju zderzen, gdyz po
prostu algorytm nie wie o ich istnieniu. Oznacza to, ze
metody uczenia maszynowego w wiekszosci przypadkow
nie sa w stanie dokona¢ zaskakujacych odkry¢, do
ktorych zdolny jest ludzki klasyfikator.

Tak wiec istnieje wiele réznych sposobéw na
identyfikacje zderzajacych sie galaktyk. Kazda z metod
ma swoje wady i zalety. W najblizszej przysztosci
spodziewajmy sie wzrostu wykorzystania technik uczenia
maszynowego — ze wzgledu na ich wszechstronnosé,
szybko$é i potencjalng niezawodnosé. Metody te
wymagaja jednak danych do trenowania, a to wymusza
uzycie i rozwdj takze innych metod klasyfikujacych.
Jednak niezaleznie od tego, jakie metody beda stosowane
w przyszlodci, nawet te jeszcze niewymyslone, wciaz
istnieja galaktyki, ktére wymagaja identyfikacji, oraz
fascynujace odkrycia, ktérych mozna dokonaé dzieki
analizie proceséw, jakim podlegaja zderzajace sie
galaktyki. Musimy je tylko znalez¢.

Ttumaczenie: Anna DURKALEC
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Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1049. W wyniku przemiany adiabatycznej objetosé¢ V'
jednoatomowego gazu wzrosta ¢ razy. Jak, w wyniku tej
przemiany, zmienila sie czestos¢ zderzen atomoéw gazu

z jednostkowa powierzchnia Scianek naczynia, w ktérym
ten gaz si¢ znajduje?

Rozwiazanie na str.

F 1050. W przemianie 81 jadro atomowe krzemu 27Si
(Zy = 14) rozpada si¢ na lustrzane doni jadro 27Al
(Z3 = 13) i pozyton e oraz neutrino. Maksymalna
energia emitowanego pozytonu wynosi AE = 3,48 MeV
(wéwczas energia neutrina jest zaniedbywalnie mala).
Przy zalozeniu, ze tadunek jest roztozony rownomiernie
wewnatrz sferycznego jadra o promieniu R, oszacuj, ile
wynosi ten promien.
Wskazowka: energia elektrostatyczna jednorodnie
natadowanej kuli o tadunku @ i promieniu R wynosi
_3 @
T 5 4meoR’
gdzie g9 = 8,854 - 1072 F/m jest przenikalnoécia
elektryczng prozni. Ladunek elementarny
e =1,602-107'° C, a promien jadra zalezy jedynie
od jego liczby masowej A: R = rqA/3.
Rozwiazanie na str. [T5]




* Doktorant, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Rozwigzanie zadania M 1711.

. n n . ,
Niech k = —, k' = —, gdzie k > k’.
d d’

Wtedy
B> (k+ 1)k —1) > (k+ 1)K,

. 1 1 1 }
wiec p > ; + ﬁ Wobec tego

d,_n,>'n,+n,_d d?
v R TR o4t

co bylo do pokazania.

Rozwigzanie zadania M 1712.
»Wedrujmy” po sektorach w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara.
W pewnym momencie, tuz za niebieskim
sektorem N, znajduje si¢ czerwony
sektor C. Bez straty ogélnosci mozemy
zaltozyé, ze n jest liczba zapisang

w sektorze N. Niech liczba k bedzie
zapisana w sektorze C.

Rozwazmy grupe k sektoréw, patrzac
w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazéwek zegara, zaczynajac od C.
Niech wéréd nich bedzie a niebieskich
i b czerwonych sektoréw. Niebieskie

sektory zawierajg liczby 1,2,...,a za$
czerwone zawierajg liczby
k,k—1,...,k—(b—1). Poniewaz

a+b=k,tok—(b—1)=a+1, ato
oznacza, ze sektory te zawieraja kazda
z liczb od 1 do k dokladnie raz.

Rozwazmy teraz grupe n — k sektoréw,
patrzac zgodnie z ruchem wskazdéwek
zegara, zaczynajac od sektora N. Niech
wéréd nich bedzie ¢ niebieskich

i d czerwonych sektoréw. Liczby

w niebieskich sektorach to kolejno
n,n—1,...,n— (c—1), a liczby

w czerwonych sektorach to odpowiednio
k+1,k+2,...,k+d. Z réwnosci

¢+ d = mn — k, podobnie jak wyzej,
wnioskujemy, ze kazda z liczb od k + 1

do n wystepuje doktadnie raz. Polaczenie

tych dwéch grup daje nam szukany
pélokrag.

Jak rzuci¢ moneta, ktérej nie ma?
Stanistaw CICHOMSKI*

Rzut monetg jest jedna z najstarszych metod podejmowania decyzji

i rozstrzygania sporow. Jesli stoisz na rozstaju drog i nie wiesz, dokad iS¢,

ale musisz wybra¢ — w lewo czy w prawo? — rzut moneta moze byé catkiem
rozsadnym rozwigzaniem. C6z z tego, skoro moneta, ktora trzymasz w kieszeni,
zupelnie sie do tego nie nadaje... Potrzebujesz przeciez monety symetrycznej,
takiej, ktérej awers i rewers wypadajg z rownym prawdopodobienstwem. Twj
dukat na symetryczny nie wyglada: z jednej strony wybito krzywego orta, druga
przedstawia podobizne tysego kroéla.

Zal6zmy zatem, Ze szansa na wyrzucenie orta wynosi p, gdzie p € (0, 1) jest pewna
nieznana stala. Czy istnieje procedura, ktéra w oparciu o serie rzutéw

naszym dukatem pozwoli nam decydowaé, czy skreci¢ w lewo, czy

w prawo — z réwnymi prawdopodobienstwami? Czy korzystajac z monety
o nieznanym wywazeniu, da si¢ zasymulowaé rzut moneta idealnie symetryczna?

Przez D1, Do, D3, ... oznaczmy kolejne rzuty dukatem. Niech O (orzel)
i R (reszka) beda mozliwymi wynikami pojedynczego rzutu. Zakladamy
naturalnie, ze wszystkie rzuty sa niezalezne, skad np.

P(O,0,R,0,R) =P(D, = 0)°-P(D; = R)*> = p*(1 - p)*.

Prawdopodobienstwo ustalonego ciagu zalezy od liczby wystepujacych w nim
ortéw, ale nie zalezy juz od ich kolejnodci. W poszukiwaniu symetrii przyjrzyjmy
sie podwdjnemu rzutowi (Dy, Ds):

P \ Dy =0 \ Dy =R
Dy =0 P’ p(1—p)
Di=R|(1-pp | (1-p)?

Choé p € (0,1) jest nieznane, to niewatpliwie P(O, R) = P(R, 0), i mamy:

P(O, R) p(1—p) 1
P(O,R |D1 # Ds) = = ==
(0.7 | ) P(D1# D2)  p(l—p)+(1-pp 2
tzn. szanse na wyrzucenie (O, R) i (R, O), pod warunkiem D; # Ds, sa takie
same! Szukana procedura jest wiec bardzo prosta — rzucamy dwoma dukatami
(lub jednym dwukrotnie) az do pierwszego momentu, gdy uzyskamy dwa rézne
wyniki:

1. niech 7 = min {j 2 1: D2j—1 7& ng},
2. (a) jesli (Dgi—1,Da2;) = (O,R), skre¢ w lewo,
(b) jesSli (Dg;—1,Da;) = (R,0), skre¢ w prawo.

Odnotujmy, ze P(i < co) wynosi oczywiscie 1, czyli na pewno predzej czy pdzniej
bedziemy w stanie podjaé¢ decyzje. O

Powyzsza zagadke wymyslil i spopularyzowal genialny John von Neumann.
Problem spodobatl si¢ niestychanie — dzis rozrést sie¢ w multum egzotycznych
odmian, znanych zbiorczo pod hastem Fabryka Bernoulliego. Niech

f:(0,1) — [0,1] bedzie ustalona funkcja. Fabrykq Bernoulliego funkcji f
nazywamy kazda procedure, ktora korzystajac z ciagu niezaleznych rzutéw
(zmiennych Bernoulliego) D1, Do, D3, ..., gdzie

P(D;=1)=1-P(D; =0)=p, dlai=1,23,...,
produkuje nowa monete (zmienng) M, o rozkladzie
P(M =1) =1-P(M =0) = f(p),
dla kazdego wyboru p € (0,1). Zagadce von Neumanna odpowiada po prostu
funkcja stata f = %
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Zadanie 1. Zaprojektuj fabryke Bernoulliego dla:

(a) f(p)=1-p,
(b) f(p)

Wskazéwka do (d):
s =1-p+p"—p"+p' — ...

=p? —3p® + 3p* — p°,

(©) () = by
() () = 1h-

Nie nalezy sadzi¢, by wszystkie zadania tego typu byly réwnie proste.
Zmnalezienie odpowiedniej procedury wymaga czasem odrobiny szczescia

i niebagatelnej pomystowosci. Jako dobry przyklad rozpatrzmy teraz przypadek
fabryki Bernoulliego, ktéra Santosh Vempala zaprojektowat dla funkcji f(p) = \/p.

(%)

gdzie C), :=
to:

()

1, 1, 2, 5, 14, 42, 132,

Na dobry poczatek zacznijmy od przedstawienia f(p) w formie wyrobu
wielomianopodobnego: rozwijajac \/p w szereg Taylora wokét punktu po = 1,
dla p € (0,1) dostajemy tozsamosé

oo C .
\/521_222114_1(1_ ) +17

n=0

(dla n = 0 mamy Cjy = 1). Poczatkowe wartosci ciagu C,

429, 1430, 4862, 16796,

Szczelliwy traf polega na tym, ze (Cy)n>0 to tzw. ciag liczb Catalana, ktéry

pojawia sie naturalnie w rozmaitych problemach kombinatorycznych dotyczacych
zliczania. W naszym przypadku pomocna bedzie nastepujaca charakteryzacja,
ktorej uzasadnienie mozna znalez¢é w artykule Joanny Jaszunskiej Drogi

Przyklad ciggu binarnego spetniajacego
a)ib) (n=05):
1, 0,1, 1, 0,1, 0, 0, 1, O.

w kratach i kino (AV}).

Istnieje doktadnie C,, takich ciggow binarnych dlugo$ci 2n, w ktorych:

a) wystepuje po réwno n zer i n jedynek,
b) w kazdym poczgtkowym podciggu wystepuje nie mniej jedynek niz zer.

I c6z z tego wynika? Otdz. ..

clou programu polega na tym, by teraz chytrze

zinterpretowa¢ prawa, strone . Rozwazmy nastepujacy eksperyment: rzucamy
symetryczng moneta tak dlugo, az taczna liczba wyrzuconych ortéw po raz
pierwszy przekroczy liczbe wyrzuconych reszek — liczba ortéw i reszek rézni

sie wtedy o 1, skad liczba wykonanych rzutéw musi by¢ nieparzysta. Szansa,

ze zdarzenie to zrealizuje sie w (2n + 1)-szym rzucie, wynosi zatem dokladnie

C’n . 2—(2n+1) .

I to jest juz prawie koniec — nalezy jeszcze sprytnie
zauwazy¢, ze rzucaé symetryczna monetg nauczyliSmy
sie na samym poczatku! Niezawodna fabryka wyglada
wiec nastepujaco:

1. Rzucamy symetryczna moneta tak dhugo, az
taczna liczba wyrzuconych ortéw po raz pierwszy
przekroczy liczbe wyrzuconych reszek; oznaczmy
liczbe wykonanych rzutéow przez .

2. Niech 7 = 2n + 1 (7 jest nieparzyste); wykonujemy
n + 1 rzutéw krzywym dukatem:

Dy, Do, ..., Dy, Dyy,

(a) jesli maxigignt1 Di =0 (wypadly same reszki),

zwroéé M = 0,
(b) jesli maxigicnt1 Di =1 (wypadl choé jeden
orzel), zwréé M = 1.

Dlaczego ten algorytm dziata? Céz, mozemy wszakze

rozpisaé:
=Y P(M=0]|r=2n+1)P(r=2n+1) =
n=0
o] Cn
= Z(l - p)n+1 22n+1 )
=0
skad P(M ) jest réwne prawej stronie (¥). O
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Kluczowym elementem poprzedniej konstrukcji byto
wielokrotne uzycie triku von Neumanna. Skoro umiemy
symulowaé rzut moneta symetryczna, to o nastepnych
problemach mozemy juz mysle¢ tak, jakby$my taka
wlasnie monete tez juz mieli w kieszeni.

Okazuje sie, ze mozna doktadnie scharakteryzowaé
wszystkie te funkcje, dla ktérych Fabryka

Bernoulliego istnieje. Matematycy Michael S. Keane

i George L. O’Brien pokazali bowiem, ze rozwiazanie dla
funkeji f : (0,1) — [0, 1] istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnia ona nastepujace dwa warunki:

1. f jest ciggla,
2. f jest stala lub istnieje taka liczba catkowita n, ze

min { f(p),1 = f(p)} > min{p", (1-p)"},
dla wszystkich p € (0,1).

W szczegblnosei, funkcje f(p) zadane wzorem
1
;7 \3[7 COS(p)v

sa wszystkie symulowalne (!) Z drugiej wszak strony,

funkcji tak prostej jak

f(p) = min{1,2p}
nijak wyprodukowac¢ si¢ nie da.

e P, log(l+p)


http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/kombinatoryka/2013/12/31/Drogi_w_kratach_i_kino/

*CWI, Amsterdam i Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Dwa zdjecia budynku Pontsteiger. Zdjecie
po prawej: Ceescamel, licencja Creative
Commons, https://commons.wikimedia.
org/w/index.php?curid=82330152,

! https://nl.wikipedia.org/wiki/
Pontsteigergebouw

Aby odtworzy¢ rysunek po prawej stronie,
wpisz ,,Pontsteiger”

w https://www.google.com/maps) nastepnie
umie$¢ myszke na miejscu Pontsteigera,
kliknij prawym przyciskiem myszki,
wybierz ,,zmierz odleglo$é¢”, wybierz
punkt odpowiadajacy miejscu, w ktérym
Kanal Morza Pélnocnego wplywa do
morza, kliknij lewym przyciskiem myszki,
a nastepnie pociagnij linie, ktéra sig
pojawi, aby sprawdzié, czy mozna wybraé
blizszy punkt. Ta linia przechodzi przez
teren przemystowy Westpoort

w Amsterdamie i przez miasteczko
IJmuiden. Korzystajac z map Google,
mozna sprawdzié, ze odpowiednie obszary
maja tylko niska zabudowe.

Y
[\
>

B\

Rys. 1. Okrag i tréjkat prostokatny

Pitagoras w Amsterdamie
Krzysztof R. APT*

Mieszkam w Amsterdamie. Z okna mojego korytarza widaé¢ interesujacy budynek
(zdjecie po lewej). To budynek zwany ,,Pontsteiger” (po polsku: ,Molo”), na
zdjeciu po prawej stronie, z Wikipedii, widoczny w pelnej glorii.

Wedtug opisu zamieszczonego w holenderskiej Wikipedii Pontsteiger ma
92 metry wysokoéci i 26 pieter!. Pono¢ w pogodny dzien z niektérych mieszkan
wida¢ morze. Ustalmy, czy to prawda, bez odwiedzania tego budynku.

Sprawe nieco komplikuje obecnos¢ wydm, ktére w Holandii zastaniaja
widok na wybrzeze Morza Pdélnocnego. Dlatego musimy wybraé¢ odpowiedni
punkt na wybrzezu. Pontsteiger lezy na brzegu Kanalu Morza Pélnocnego,
poprowadzonego do Morza Pélnocnego niemal wzdluz najkrétszej linii.

Mapa przedstawiona na rysunku ponizej pokazuje, ze linia taczaca Pontsteigera
i koniec Kanatu Morza Pélnocnego omija wszelkie wydmy. Ma ona okoto
23,41 km dtugosci.
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Nastepnym krokiem jest przypomnienie sobie promienia Ziemi, ktéry wynosi
6371 km. Te informacje wystarczaja, aby znalez¢ odpowiedz. W tym celu
rozwazmy rysunek 1.

Oznaczamy na nim przez r promien okregu, przez h odleglosé jakiego$ punktu
(np. ktéregos z pieter Pontsteigera) od powierzchni Ziemi, a przez d dlugosé
stycznej z tego punktu do okregu. Z twierdzenia Pitagorasa mamy

2 +d? = (r+h)?%
czyli
(%)
To daje

h? +2rh —d* = 0.

h=—r++d?+r2
Poniewaz d # 0, jedynym dodatnim rozwiazaniem réwnania jest

h=—r 4 VEL T
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https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=82330152
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=82330152
https://nl.wikipedia.org/wiki/Pontsteigergebouw
https://nl.wikipedia.org/wiki/Pontsteigergebouw
https://www.google.com/maps

Biorac pod uwage relatywnie mate Aby OthZyé h, musimy teraz ObliCZYé d. Poniewaz Znamy r i (dhlgOéé

odleglosci (w stosunku do promienia luku) AB, mianowicie: 23,41 km, jest to bardzo proste. Rzeczywiscie
Ziemi), zamiast d mozemy uzyé¢ AB. ‘AB ’ AB o ) AB
22 .9 = awu@cd:tg(T)r. Zatem

Rzeczywiscie d = tg(48)r &~ 23,4101 km, « = 2mr r )
AB
h = r(l + tg2(> + 1>.
T

a wiec d =~ AB.
Dla r =6371 km i AB = 23,41 km otrzymujemy h ~ 0,0430098 km, czyli okoto
43 metry. Poniewaz 43/(92/26) ~ 12,15, wnioskujemy, ze morze wida¢ juz

Proste obliczenia zostaly wykonane przy Z trzynastego pi(—;tra Pontsteigera.
uzyciu Wolfram Alpha,
https://www.wolframalpha.com/} W tym rozumowaniu przyjeliSmy dwa niewinne zatozenia. Po pierwsze, ze

budynek lezy na poziomie morza. Jest to uzasadnione, gdyz stoi on prawie na
poziomie Kanalu Morza Pélnocnego. Poza tym zalozyliSmy rowniez, ze Ziemia
jest idealng sfera.

Interesujacym aspektem réwnania jest, ze mozemy je réwniez uzy¢ do
ustalenia 7, promienia Ziemi. Mianowicie: zalézmy teraz, ze znamy wysoko$¢ h
i dlugo$é stycznej d. Z () otrzymujemy

d? — h?
T
Ten genialnie prosty sposob obliczenia promienia Ziemi  Mozemy odtworzy¢ jego osiagniecie, proszac
zostal zaproponowany przez arabskiego uczonego administratora Pontsteigera, aby powiedzial nam,
Al-Biruni okotlo tysiaca lat temu. Dokladniej, zamiast z ktérego pietra mieszkancy budynku moga juz
obliczy¢ d, Al-Biruni obliczyl, uzywajac astrolabium, widzie¢ morze. UstaliliSmy wczesniej, ze sa to
kat 8 pomiedzy styczna d do horyzontu i pionowa mieszkancy trzynastego pietra. Trzynaste pigtro
linig poprowadzona ze szczytu gory. Ponadto aby zaczyna sie na wysokosci h = 12 - 92/26 metréw,
obliczy¢ wysokosé h wzgodrza, porownal on katy jego a wiec okolo 42,46 metra. Wstawiajac w ostatnim
elewacji z dwéch miejsc i obliczyl odleglo$é miedzy tymi réwnaniu h = 0,04246 km i d = 23,41 km, otrzymujemy
punktami. Poniewaz r & 6453,44 km, warto$é, ktéra rézni sie od prawidlowej
sin(8) = r . odpowiedzi raptem o 1%.
dostajemy wtedy T Trzecie zastosowanie réwnania polega na obliczeniu d,
hsin(5) gdy znamy h i r. Zilustrujemy je, ustalajac, jak daleko
r= m widaé ze szczytu Pontsteigera do horyzontu w kierunku

W ten sposéb Al-Biruni obliczy! promieri Ziemi z bledem M™% z otrzymujeny

zaledwie 2%. d = +/2rh + hZ2.

Sparavigna, Amelia (2013). The Science of Al-Biruni. _ : _ :
International Journal of Sciences. 2 (12): 52-60. arXiv:1312.7288. Dla 7= 6371 km i h = 07092 km otrzymujemy
doi:10.18483 /ijSci.364. d =~ 34,2385 km.

Abstract nonsense, czyli teoria kategorii
* Student, Wydzial Matematyki, RObGTt SZA FAROZ YK*

Informatyki i Mechaniki,

Uniwersytet Warszawski Teoria kategorii, ktéra jest tematem tego artykutu, ma dos$¢ nietypowe
w matematyce zastosowanie. Wladciwie mozna powiedzieé, ze nie jest to wcale
Wyrazenie abstract nonsense jest teoria; nie jest to odrebny obszar badan, w ktérym mozna sie wyspecjalizowac,
uzywane do opisu dowodéw twierdzer zapominajac o reszcie matematyki. Teoria kategorii jest pewnego rodzaju
spoza teorii kategorii, ale K . . ” , e
wykorzystujacych wylacznie jej metody.  jezykiem, uniwersalna ,mowa” matematyczna, ktéra pozwala (mniej lub
bardziej) polaczyé te wszystkie porozrzucane dziedziny matematyczne w jakas
calosé.

Zacznijmy od tego, czym jest ta kategoria.

Definicja 1 (Kategoria). Kategoria skiada sie z obiektéw i morfizmdw.
Morfizmy wyobrazamy sobie jako strzatki idgce od obiektu do obiektu, czyli
morfizm [ z obiektu A do obiektu B narysujemy tak:

ALB.

Oczywiscie kazda strzatka ma dokladnie jeden poczgtek i dokladnie jeden koniec.
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https://www.wolframalpha.com/

Ponadto morfizmy mozna skladaé. Gdy dwa morfizmy f, g sq takie, Ze pierwszy
konczy sie tam, gdzie drugi zaczyna, to automatycznie otrzymujemy trzeci
morfizm, ktéry nazywamy ich zlozeniem i oznaczamy f - g (vwaga: réwnie czesto
w literaturze spotyka sie oznaczenie go f).

Kategoria jest troch¢ jak mapa
samochodowa, sa na niej miasta i drogi.
Planujac wycieczke z miasta A do

miasta B, mozemy podrézowaé droga f.
Jesli chcemy potem pojechaé¢ z B do C
droga g, to mozemy to zrobi¢, nazywajac
cala podréz f - g. Ponadto w kazdym
miescie mozemy si¢ zatrzymac na
zwiedzanie rynku, co nie zmienia w zaden
sposéb trasy wycieczki

La-f=f=/"15.

B—YsC

i/g

Dla danych skladalnych morfizmoéw istnieje dokladnie jedno zlozenie; morfizmow,
ktére nie sq skladalne, nie mozna skladaé; ponadto zachodzi f-(g-h)=(f-g)-h

(czyli mozemy pisac po prostu f - g - h). Ostatnig wlasnoscig potrzebnag, by
kategoria byla kategorig, jest to, ze kazdy obiekt (dla ustalenia vwagi A) musi
posiadac morfizm 14 : A — A zwany identycznosciq i spetniajgcy dla dowolnych
f:A—=>Big:C— Atoisamoscily-f=f orazg-14=g.

Przykltad 1. PonizZsze struktury tworza kategorie:
e jeden obiekt i identycznosé: A D1a;
e jeden obiekt i morfizmy {f,}.cz takie, ze
fm ' fn = fm+n5 A PIDY
Ponizsze struktury nie tworza kategorii:
e trzy obiekty z identyczno$ciami i dwa morfizmy:
Qa (W (Pe
A2 B0
(brakuje zlozenia f - g);
e jeden obiekt i morfizmy {f,}ncz takie, ze
Jm fo = fm-n: A o fn
(brakuje identycznosci).
Jak na uniwersalna mowe matematyczna, ktéra (wedtug
autora) ma pozwoli¢ na sformalizowany opis calej
matematyki, to na pierwszy rzut oka nie wyglada to
zbyt obiecujaco. Strzalki i kropki nie pojawiaja sie¢
w matematyce zbyt czesto, no chyba ze w teorii graféw.
Mimo to nie traé¢my nadziei i sprébujmy cos z tej
definicji wywnioskowac.

Lemat 1. Kazdy obiekt ma dokladnie jedng
identycznosé.

Dowaod. 7 definicji kategorii wiemy, ze kazdy obiekt ma
co najmniej jedng identycznosé. Trzeba wiec pokazac,
ze nie moze mie¢ ich wiecej. Zalézmy nie wprost, ze
jest jaki$ obiekt A, ktéry oprécz 14 ma jeszcze jedng
identyczno$é i : A — A nieréwna 14. Wowcezas 14

i ¢ sa skladalne, wiec zachodzi i =i-14 (bo 14 jest

identycznoscia) oraz i - 14 = 14 (bo 4 jest identycznoscia).

Ale to znaczy, ze i = 14, co jest sprzeczne z naszym
zalozeniem. (]

Teoria kategorii ma to do siebie, Ze robi si¢ tym
ciekawsza, im bogatszy jest wachlarz ,stéw”, jakimi
jesteSmy w stanie operowa¢. Wprowadzmy wiec nowa
definicje.
Definicja 2 (Monomorfizm). Morfizm m : A — B
nazywamy monomorfizmem, jesli dla dowolnego
obiektu C' i morfizméw f,g: C — A z réwnosci
f-m=g-m wynika f =g.

A—"- B

fﬁg/ng'm = f=g9
o

8

Czyli monomorfizmy to morfizmy posiadajace pewnag
dodatkowa wlasnos¢. Ponizej zostawiam Czytelnikom do
udowodnienia fakt ukazujacy, ze znamy juz pewna klase
monomorfizmow.

Zadanie 1. Identycznosci s¢g monomorfizmami.
Tymczasem my udowodnimy ponizszy lemat.

Lemat 2. Niechm: A— Bin:B — C bedg
monomorfizmami. Wéwczas ich zlozenie m-n: A — C
rowniez jest monomorfizmem.

Dowaod. Wezmy dowolne D oraz f,g: D — A, takie ze
f-m-n=g-m-n. Chcemy wywnioskowa¢, ze f = g.
Mamy diagram:

A"+ B "3 C
It
D
Mozemy go przerysowaé jako:

B " C
f.ngM
D

wiec korzystajac z tego, ze n jest monomorfizmem,
dostajemy f-m =g-m:

A—"- B
e~
D

A stad wynika juz, ze f = g, bo m jest monomorfizmem.
O

No to teraz cala ta teoria kategorii stata si¢ wrecz
niepowazna. Ten ,dowod” przypomina bardziej
zabawe w laczenie kropek niz inteligentny wywaod
przyczynowo-skutkowy. Nadszedl wiec moment,

w ktérym, by zachowaé przyzwoitosé tekstu badz co
badZ matematycznego, musze niezwlocznie ujawnié
sekret przydatnosci teorii kategorii. A mianowicie:
wszystko, co w matematyce interesujace, tworzy
kategorie. A oto dowdd (empiryczny):



Na przyktad ze zbioru dwuelementowego
do tréjelementowego istnieje 32 = 9
morfizméw. Z kolei morfizméw ze zbioru
jednopunktowego do dowolnego innego
zbioru jest tyle, ile ma on elementéw.

Piszac ,wszystko tworzy kategori¢”, nie
mialem na myséli tylko zbioréw, kazda
porzadna struktura matematyczna ma
swoja kategorie. Istnieje wiec kategoria
grup, graféw, przestrzeni topologicznych,
funkcji rézniczkowalnych, a nawet
kategoria wszystkich kategorii.

Jeszcze bardziej magiczne jest to, ze
ogromny liczbe wlasnos$ci i konstrukcji
matematycznych mozna uogdlni¢ na
dowolng kategori¢. Na przyktad
konstrukcje produktu kartezjariskiego
zbioréw mozna opisaé kategoryjnie.
Wéwczas, jak mozna si¢ spodziewac,
przyjmuje ona postaé¢ produktu grup
w kategorii grup, produktu pierscieni
w kategorii pierscieni itd. Ale, sprytnie
dobierajgc kategori¢, mozna tez
powiedzieé, ze produktami sa pojecia
takie, jak AN B, p A ¢, NWD(m,n) czy
min(z, y).

w

Rozwigzanie zadania M 1713.

Niech P’ bedzie punktem lezacym na
krétszym tuku CB okregu 2 tak, ze

BP’ = PD. Wtedy czworokat PDP’'B
jest trapezem réwnoramiennym, skad
PP’ = BD. Ponadto z tego, ze
P'B=PD, DM = BN oraz

XxP'BN = xPDM (co wynika wprost

z wyboru P’) wnosimy, ze trojkaty PDM
oraz P'BN sa przystajace.

W szczegdlnoéci NP’ = M P. Wobec tego
z nieréwnosci tréjkata dla PN P’ mamy:
PN + NP’ > PP’ czyli

PN + PM > BD.

Definicja 3 (Kategoria zbioréw). Oznaczamy przez Set kategorie, w ktdrej:
e obiektami sq zbiory,
e morfizmami sq funkcje,
e skladanie jest skladaniem funkcji,
e identycznodciami sq funkcje identycznosciowe (v — x).

Uwazny Czytelnik powinien w tym momencie sprawdzi¢, ze Set rzeczywiscie
spelnia wszystkie warunki bycia kategoria.

Bardzo wazna rzecza, wrecz kluczowa, jest to, ze tworzac kategorie zbiorow,
tak naprawde zapominamy, czym zbiory sa. Obiekty w Set to tylko punkty
(bez elementéw, bez informacji), morfizmy to tylko strzalki. Jedyna informacja,
jaka mamy, to jak dany morfizm sklada si¢ z innymi morfizmami (o ktérych
réwniez wiemy tylko to, jak skladaja sie z innymi morfizmami...). Wydawaloby
sie wiec, ze pozbyliSmy sie wszystkiego, co istotne z teorii zbioréw, i dostaliémy
co$ kompletnie z nia niezwigzanego. Wprost przeciwnie.

Twierdzenie 1. Funkcja jest injektywna (réznowartosciowa) witedy i tylko
wtedy, gdy jest monomorfizmem w Set.

Dowdd. Najpierw sprawdzmy, ze jesli f jest funkcja injektywna ze zbioru X
do Y, to spelia wlasno$¢ monomorfizmu. Wezmy dowolny zbiér Z oraz dwie
funkcje g, h : Z — X spelniajace g- f = h- f. Wowczas dla dowolnego z € Z
mamy f(g(z)) = (g- )(z) = (h- f)(2) = f(h(z)), czyli z réznowartosciowosci
funkcji f dostajemy g(z) = h(z), co oznacza g = h.

Teraz zalézmy, ze funkcja f z X do Y spelnia wlasno$¢ monomorfizmu.
Chcemy pokazaé, ze jest injektywna. Wezmy dowolne xg,x1 € X spelniajace
f(zo) = f(z1). Oznaczmy przez * obiekt w Set odpowiadajacy pewnemu
zbiorowi jednoelementowemu (ten jedyny element réwniez nazwijmy )

i zdefiniujmy funkcje go, g1 : * = X w ten sposéb, ze go(*) = zg, a g1 (%) = x1.
Woéwezas mamy (go - f)(x) = f(go(*)) = f(z0) = f(x1) = f(91(+)) = (g1 - [)(*),
czyli go - f zgadza sie z g1 - f na wszystkich elementach *. Morfizmy te sa réwne,
a skoro f jest monomorfizmem, to réwniez gg = g1, co oznacza, ze Ty = 1. (I

Stalo sie cos magicznego. Okazalo sie, ze dla zbioréw definicja funkcji
injektywnej pokrywa sie z definicjag monomorfizmu. A mimo to ciezko sobie
wyobrazi¢ dwie réwnie niepodobne do siebie definicje. Jedna jest lokalna, méwi
o dwdch zbiorach, ich elementach i jednej funkcji miedzy nimi. Druga wprost
przeciwnie, wykorzystuje cata kategorie, wszystkie zbiory i wszystkie funkcje.

PokazaliSmy juz metoda abstract nonsense, ze ztozenie dwéch monomorfizméw
jest monomorfizmem. Dostajemy wiec ,,za darmo” ponizszy prosty fakt.

Whniosek. Zlozenie dwoch funkcji injektywnych jest funkcjg injektywng.

W taki wlasnie sposéb dziala teoria kategorii. Pozwala uprawia¢ matematyke
jeden poziom abstrakcji wyzej. Jesli udowodnimy co$ dla wszystkich kategorii,
to mozemy to zastosowaé dla kazdej z nich (dla zbioréw, grup, pierécieni,
nawet jesli nie wiemy, czym one sa). Jedno twierdzenie abstrakcyjne jest warte
nieskonczenie wielu twierdzen szczegdlnych.

Jesli wiec Czytelnik mialby ochote za jednym zamachem rozwiazaé
nieprzeliczalnie wiele zadari matematycznych (bijac tym na pewno jaki$ rekord
Guinnessa), to ponizej jest ku temu okazja.

Zadanie 2. Niech f: A— B, g: B — C bedqg dowolnymi morfizmamsi. Pokazad,
ze jesli f - g jest monomorfizmem, to f jest monomorfizmem. Czy g tez musi byc
monomorfizmem?

Zadanie 3. Skonstruowac skoriczong kategorie, w ktérej dokladnie polowa
morfizmow jest monomorfizmami.

Zadanie 4. Definiujemy kategorie N. Jej obiektami sq wszystkie liczby
naturalne, a morfizmami relacja < (strzalka m — n istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy m < n). Sprawdzié, ze N rzeczywiscie tworzy kategorie.
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Ogélna postaé¢ réwnania kwadratowego to
az? + bz 4 ¢ = 0, ale wystarczy podzielié
stronami przez a, by ja sprowadzié¢ do tej
rozwazanej obok.

Wzory Viete’a:
xo + 1 = —b,
Troxy1 = C.

Tzw. podstawowe twierdzenie algebry
méwi, ze zawsze istniejg trzy pierwiastki,
jesli tylko liczymy je zgodnie z ich
krotnoscia i nie unikamy liczb
zespolonych.

Dobre wprowadzenie w tematyke liczb
zespolonych mozna znalezé w tekscie
Zbigniewa Marciniaka z A{g.

Po co nam A?
Michal MISKIEWICZ*

Nie, nie zamierzam poddawaé¢ w watpliwosé sensu istnienia tego szacownego
czasopisma, bo tez trudno sobie wyobrazié¢, co bySmy bez niego zrobili. Chodzi mi
o delte znang nam ze szkolnych lekcji matematyki.

Réwnanie kwadratowe a A

Na tak postawione pytanie odpowiedz sama si¢ narzuca — wyréznik, czyli
popularna delta, pozwala nam obliczy¢ rozwiazania rownania kwadratowego.
Mianowicie dla réwnania postaci 22 4+ bz + ¢ = 0 mozemy najpierw wyznaczyé
A = b? — 4c, a nastepnie uzyskaé¢ dwa rozwigzania:
—b— VA b+ VA

2 o T T
Jesli w ten sposob postawimy sprawe, A pelni jedynie role pomocniczej
wielkosci, ktora pozwala podzieli¢ proces wyznaczania rozwigzan na dwa etapy.

(%) Ty =

Wielkos$¢ ta nie bierze sie jednak znikad. Jednym ze sposobéw na przekonanie
sie o tym jest odjecie stronami obu réwnosci w @ Wspoélczynnik b sie

wtedy skraca i widzimy, ze VA jest réwny z1 — zg, czyli réznicy rozwiazan.
Przypomnijmy, ze sume rozwigzan mozemy wyznaczy¢ ze wzordw Viete’a.
Wzory te (przytoczone na marginesie) wynikaja po prostu z przyréwnania
odpowiednich wspélezynnikéw wielomianéw z2 + bz + ¢ oraz (z — xo)(z — x1).

W naszym przypadku wystarczy jeden z nich — je$li wiemy, ze 1 — 29 = VA
oraz xg + 1 = —b, to taki uktad dwoéch réwnan liniowych tatwo rozwiazac,

otrzymujac wzory opisane w (ED

Pozostaje uzasadnié, skad wzial sie wzér A = b? — 4¢. Otéz jesli VA jest réimica
rozwiazan, to A jest kwadratem tej réznicy, a te wielko$¢ nietrudno wyznaczy¢
ze wzoréw Viete'a:

A= (z1— x0)2 = x% + x% —2zox1 = (0 + x1)2 — dxgxy = b% — 4e.

Zadanie 1. Korzystajac z zaleznoéci A = (z1 — 19)?, wyjasnié, o czym $wiadczy
kazdy z trzech przypadkow:
e A <O, e A =0, e A > 0.

Zadanie 2. Wielko$¢ (z — y)? umiemy wyrazié poprzez x + y i zy. Sprawdzié, ze
podobnie mozna przedstawié¢ z2 + 32, z3 + 33, z* 4+ y* itd., jak réwniez kazde inne
wyrazenie wielomianowe symetryczne ze wzgledu na zamiane miejscami x i y.

Wskazowka. Sukcesywnie wyjmowaé przed nawias xy i odejmowac x + y
podniesione do odpowiedniej potegi.

Roéwnanie trzeciego stopnia — co A méwi o rozwigzaniach?

Przejdzmy krok dalej i rozwazmy réwnanie postaci 3 + bz? + cx +d = 0.
Zaczniemy od przyjrzenia sie, co o jego rozwiagzaniach moze nam powiedzie¢
wyréznik.

Powiedzmy, ze rozwiazania sa trzy: xo, x1, z2. Motywowani przypadkiem
kwadratowym, tutaj wprowadzimy wyréznik réwnania jako

(%) A = (zg — x1)* (21 — 22)* (22 — 20)>.

Odnotujmy od razu dwie pozyteczne obserwacje:

e Jesli réwnanie ma pierwiastek wielokrotny, czyli np. ¢ = x1, to A = 0.

e Jesli pierwiastki zg, x1, 22 sa trzema réznymi liczbami rzeczywistymi, to A > 0.

Do analizy przypadku A < 0 bedziemy potrzebowaé liczb zespolonych.
Przyjmijmy mianowicie, ze rozwigzaniem réwnania 22 + bx? 4+ cx 4+ d = 0 jest
liczba zespolona 1 = u + v, gdzie u, v sa liczbami rzeczywistymi i v # 0 (a wiec
nie mamy do czynienia z liczba rzeczywista w przebraniu). Kluczowa bedzie
obserwacja, ze jedli z1 jest rozwiazaniem réwnania x® 4+ bx? + cx +d = 0, to
rozwigzaniem jest réwniez x2 := u — iv (tzw. sprzeZenie x1). Opiera sie to na
ponizszym fakcie:
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Wzory Viete'a raz jeszcze:

xo + 1 + x2 = —b,

ToT1 + X1T2 + T2T0 = C,

ToT1T2 = —d,

(dla réwnania 23+ bz’ +ecx+d= 0).

Alternatywne uzasadnienie wzoru na A
mozna otrzymadc, opierajac sie
na zadaniu 7.

Zadanie 3. Jedli liczba u + v po wstawieniu do wielomianu 23 + ba? + cx + d
(o wspélezynnikach rzeczywistych) daje s 4 it (gdzie s,t € R), to wstawienie
u — v daje w wyniku s — ti.

Istotnie, w przypadku, gdy s + it = 0, zerowac si¢ musza obie liczby s i ¢,
a w konsekwencji zerem jest réwniez s — it. Podstawowe twierdzenie algebry
gwarantuje istnienie jeszcze trzeciego pierwiastka xg, ale ten musi juz by¢
rzeczywisty — inaczej jego sprzezenie byloby czwartym pierwiastkiem, a co za
duzo, to niezdrowo. Ta wiedza pozwala juz wyznaczy¢ znak wyrédznika. Wyraz
(71 — x2)? wynosi bowiem

(21 — 22)? = (u+iv) — (u —iv))? = (2iv)? = —40?,
a wyrazy rj — To i X2 — X9 mnoza si¢ do
(z1 —x0) (29 — o) = (u— 20 +10) (u — T — iv) = (u—20)? — (1) = (U — )% +V°.
Po zebraniu wszystkiego razem otrzymujemy A = —4v? ((u —0)? + v2)2, co
dzigki warunkom zg,u,v € R i v # 0 na pewno jest liczba ujemna. To dopelnia

naszej analizy:
e Jesli réwnanie ma jeden pierwiastek rzeczywisty i dwa zespolone, to A < 0.

Jak znalezé A?

Przekonalismy sie, ze w przypadku rownan trzeciego stopnia znak wyrdznika A
daje taka samg informacje, jak w przypadku réwnan kwadratowych. Ale jak
wyznaczy¢ A, nie znajac z géry pierwiastkéw xg, z1, 227 Na pomoc znowu
przychodza wzory Viete’a.

Po otwarciu nawiaséw w widzimy jedynie szOste potegi pierwiastkow

(np. 2323, z3x3xs). Na zasadzie analogii do wzoru b? — 4c w poszukiwanym
wzorze na A spodziewaliby$my sie wiec wyrazéw typu b®, c3, d2, ale nie tylko
(np. bed tez jest szostego stopnia). Jest ich duzo, wiec rozpatrzmy najpierw
przypadek réwnania 22 + cz + d = 0 z zerowym wspoélczynnikiem b. W nieznanym
jeszcze wzorze na A wszystkie wyrazy z b znikaja i pozostaja jedynie dwie
kombinacje stopnia 6: ¢3 oraz d?. Postulujemy wiec, ze w przypadku b = 0 wzér
ma postaé A = S - ¢c® + T - d?. Pozostaje znalezé S i T.

To jest jednak najlatwiejsza cze$¢ tego przedsigwziecia. Wystarczy sprawdzié
postulowany wzér na dwéch wybranych rownaniach o znanych pierwiastkach:
A=S-(=3P°+T-2> « 2°-3z+2=(x—-1(@-1)(@+2) « A=0
A=S-(-1P*4+T-0° & 2*—z=x@@-1(x+1) & A=4.
Rozwiazanie otrzymanego ukladu rownan daje nam S = —4 1T = —27, a wiec:

|A = -4 — 21’

Wzér ten mozna oprawi¢ w ramke — tak jak wyzej — i przej$¢ do nastepnej sekcji,
by zobaczy¢ rozwigzanie rownania trzeciego stopnia. Mozna tez ten wzér Scidle
uzasadnié¢; nasze owocne poszukiwania nie stanowily wszak dowodu, ze wzér

w ramce dziala. W tym celu zauwazmy, ze dowolne réwnanie 23 +bz2 +cx+d =0
daje sie sprowadzi¢ do poprzedniego przypadku poprzez podstawienie x =y — %
Po otwarciu nawiaséw i uproszczeniu okazuje sie bowiem, ze y spelnia réwnanie
postaci

b2 265 be

— D=d+ — — —,

3 27 3

ale juz bez wspélczynnika przy y2. Dla powstalego réwnania wyréznik — tym
razem wyznaczony przez rozwigzania o, Y1, Y2 pomocniczego réwnania — jest dany
wzorem w ramce, czyli —4C3 — 27D?.

> +Cy+D =0 zewspélczynnikami C =c¢—

Zachg¢cam Czytelnika do zlozenia wszystkich elementow tej ukladanki w catosé,
a w rezultacie — do $cistego uzasadnienia wzoru w ramce:

Zadanie 4. Uzasadnié¢, ze wyr6zniki obu réwnan (na z i na y) sa takie same.
Wyprowadzi¢ stad wzér A = 5-(4(b? — 3¢)® — (2b® — 9bc + 27d)?).

Zadanie 5. Sprawdzi¢ bezposrednio, ze wzér z zadania 4 po podstawieniu b, ¢, d
wedlug wzoréow Viete'a jest tozsamy ze wzorem (ED

11



Dla réwnania z° + pxr+q=0:
xo + x1 + 2 =0,

zox1 + x1T2 + X220 =P,
Tpx1T2 = —(q.

Warto zauwazy¢, ze niektére permutacje
pierwiastkow zmieniaja znak wyrazenia
obok, a niektére nie. Jest to zwigzane

z niejednoznacznoscig VA — wszak (poza
przypadkiem A = 0) sg dwie liczby dajace
w kwadracie A, wiec wybdr jednej z nich
jest calkiem arbitralny.

Kluczowa wlasnoscia liczby € jest to, ze

e3 =1 - stad tez nazwa pierwiastek

z jedynki. Pozwala to obliczaé kolejne

potegi (np. e* = ) oraz wielkosci takie jak

14e+¢e? (ktoére jest réwne zero jako
1—e3 )

1—e /°

iloraz

Tak jak z pierwiastkiem z A, tak i tutaj
jest niejednoznaczno$é. Pierwiastek
szescienny mozna wyciagnac na trzy
sposoby, ktére odpowiadaja réznym
kolejnosciom pierwiastkéw zo, z1, 2.

Rozwigzanie réwnania trzeciego stopnia

Pigkne wyprowadzenie rozwiazan takiego rownania pochodzace

od XVI-wiecznych wloskich matematykéw mozna znalezé w artykule Marka
Kordosa z A}, Tutaj jednak, zeby podkredlié¢ role wyréznika A w rozwiazywaniu
réwnania trzeciego stopnia, péjdziemy za XVIII-wiecznym rozumowaniem
Josepha Lagrange’a.

Dla uproszczenia sytuacji zalézmy, ze wspétczynnik przy x2 jest zerowy, a wiec
mamy do czynienia z réwnaniem 23 + pz + ¢ = 0 (oznaczenia tradycyjne);

w szczegblnosci A = —4p? — 27¢%. Widzieliémy juz zreszta, ze ogdlny przypadek
daje sie do tego sprowadzié¢ przez liniowe podstawienie.

Na dobry poczatek zobaczmy, co nam daje wyciagniecie pierwiastka z A. Ot6z
daje tyle:

VA = (g — 21) (21 — 22) (22 — 20) = (w022 + 2122 + 2225) — (2221 + 2229 + 2320).
Podobne wyrazenie, tylko z plusem, mozna wyznaczy¢ ze wspolczynnikéw
rownania jako

Zw?mk = (xox1 + 2122 + T220) (X0 + 21 + 2) — 3T 122 = 3¢,

i#k
skad zox? + 123 + 2370 = (3¢ + VA)/2 i 2321 + 2320 + 2310 = (3¢ — VA) /2.
Do tych watpliwej urody réwnoéci jeszcze wrécimy.

Przebieglym pomystem Lagrange’a bylo zastosowanie dyskretnej transformaty

Fouriera. W naszym przypadku oznacza to po prostu, ze wprowadzimy na scene

iv3—1
2

pierwiastek trzeciego stopnia z jedynki € := i rozwazymy pomocnicze

C 2 .
wielkosci s = 35 ek x;, czyli
So = g + 621‘1 + cxo.

2
So =%p + 21+ T2, 81 =20 +EX+E T,

Jak tatwo sie przekonaé, tzw. odwrotna transformata daje xp = %Z?:O eIk S5,
czyli
zo=3%(so+s1+52), x1=2%(so+e%s1+es2), x2=12(s0+es1+e%s2).
Te ostatnie wzory maja dla nas znaczenie jedynie o tyle, ze gdy wyznaczymy
S0, 81, S2, bedziemy umieli tez wyznaczy¢ xg,x1,x2. I to jest pewien postep,
bo ze wzoréw Viete’a mamy juz so = 0. Z kolei iloczyn s1s2 jest réwny
5180 = T2 + 22 + x5 — (Tox + T1T2 + Toxp) =
= (zo + x1 + 22)? — 3(zoz1 + T122 + Toz0) = —3p.
3p

To oznacza, ze so = -

-£ i do pelnego sukcesu wystarczy nam wyznaczy¢ si.

I tutaj przyda sie VA. Ot67 s do szeécianu ma znajoma wartoscé
83 = (zo+w1+29)34+3(e—1) (232 + 2w +2320) +3(e% — 1) (o2 + 103+ 2320) =

=3(e—1)(3¢— VA) + 2(e* — 1)(3¢ + VA) = _%q B 3?31'\/&

mozemy wiec wyciagnac pierwiastek trzeciego stopnia z powyzszej wielkosci, by
wyliczy¢ s1, a nastepnie so i wszystkie pierwiastki xg, z1,z2. Choé¢ metoda jest
dos¢ zawila, to jej wynik da sie czeSciowo strescié:

3p . 3 q l¢*  p?
1 —
=3 <81_51>’ gdzie 51 3\/_2+ Z+?7

I to by bylo na tyle!

Zadanie 6. Jak na ironie, gdy istnieja trzy rozwiazania rzeczywiste xg, 1, z2
(czyli gdy A > 0), pomocnicze wartoéci s3 i s; nie sa rzeczywiste.

Zadanie 7. Niech f(z,y, z) bedzie wielomianem symetrycznym ze wzgledu na
permutacje zmiennych z,y, z. Wykazaé, ze da sie go przedstawi¢ jako wyrazenie
wielomianowe od wielkosci = 4+ y + z, xy + yz + 2z, zyz.

(niektorzy Czytelnicy mogq znaé to zadanie jako zastosowanie teorii Galois, ale
da si¢ je tez rozwigzal elementarnie).
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Carl Friedrich Gauss (1803 r.)

Oczywiscie mozna tez rozwazaé¢ $rednia,
harmoniczno-geometryczna

2anb . .
(an+1 = anib: , bpnt1 = Vanby), $redniag
arytmetyczno-harmonicznag

an+b 2anbn \ : :
(any1 = "2~ by = an?kbz) iich

rozmaite warianty.

Princeps Mathematicorum
Jarostaw GORNICKI*

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) to jeden z luminarzy $wiatowej nauki,
majacy znakomite osiagniecia w matematyce, astronomii, fizyce oraz geodezji.
W 1899 roku odnaleziono Dziennik [1] z prywatnymi notatkami Gaussa
dotyczacymi jego odkry¢. Napisany po lacinie Dziennik zawiera 146 lakonicznych
notatek z lat 1796-1814. Z zachowanej korespondencji Gaussa oraz z Dziennika
wylania sie¢ postaé¢ bardzo pracowitego cztowieka, ktéry swoimi przemysleniami
wyprzedzal epoke o kilkadziesiat lat. Publikowal niewiele — gdy musial. Wieksza
warto$¢ miato dla niego samo odkrycie niz jego ogloszenie.

Do rozwoju Gaussa (pochodzacego z ubogiej rodziny) przyczynil si¢ mecenat
ksiecia Brunszwiku Karola Wilhelma Ferdynanda. Otoczyl on opieka finansowa
czternastoletniego Carla i pomoc ta trwalta do tragicznej Smierci ksiecia

w 1806 roku. W tym czasie Gauss ukonczyl Collegium Carolinum, studiowal na
Uniwersytecie w Getyndze (szkoly wybieral ze wzgledu na $wietnie zaopatrzone
biblioteki). Jednak przede wszystkim uzyskal spektakularne wyniki, ktére
przyniosty mu miedzynarodowe uznanie. Wyniki te opisal w Dzienniku.

e Dziennik rozpoczyna si¢ wpisem z 30 marca 1796 roku dokonanym
w Brunszwiku: ,zasady, wedlug ktérych mozliwy jest konstrukcyjny podziat
okregu na 17 réwnych czedci”. To pierwszy tego typu rezultat od czaséw
Euklidesal!

e 7 pazdziernika 1797 roku pochodzi dowdd zasadniczego twierdzenia algebry.
To temat dysertacji Demonstratio nova theorematis. .. opublikowanej
w sierpniu 1799 roku, za ktéra Uniwersytet w Helmsted nadal Gaussowi
stopient doktora (promotorem byt Johann Pfaff).

e W 1801 roku ukazala sie drukiem praca Disquisitiones arithmeticae
prezentujaca odkrycia Gaussa w teorii liczb.

e W polowie wrzeénia 1801 roku Gauss podal metode dokltadnego wyznaczania
orbity cial niebieskich, co pozwolitlo odnalezé ,,zgubiona” planetoide Ceres.
Metode udoskonalil, wprowadzajac modyfikacje w styczniu i w maju
1806 roku.

Kazde z tych osiaggnie¢ wystarczyloby do zapewnienia mu trwalego miejsca
w historii nauki; a byl to dopiero poczatek. ..

Srednia arytmetyczno-geometryczna

Gauss wspomina, ze jako czternastoletni chlopak interesowal si¢ $rednia
arytmetyczno-geometryczna liczb 0 < b < a. Jest ona zdefiniowana poprzez
nastepujaca konstrukcje. Z liczb a i b tworzymy dwa ciagi (an)nen 1 (bn)nen,
rozpoczynajac od ag = a i bg = b, a nastepnie dla n > 1 ktadac:

ap = 7(an—1 + bn—1)7

5 by, = V Gp—1bp_1.

Korzystajac z nieréwnoéci miedzy srednia arytmetyczna a geometryczna, mozna
indukecyjnie uzasadni¢, ze dla kazdego n > 1
bnfl < bn < ap < ap-1,
zatem ciagi (ay), (b,) sa ograniczone, pierwszy z nich jest malejacy, a drugi
rosnacy. Ponadto
_ Gp—1 — bnfl < }
2(an_1 +bn_1) +4bn 2

Gp — bn _ Qp—1 — bnfl

4(an + by)

Gn—-1 — bn—l B
Whnioskujemy stad, ze
1\"
an — b, < (5) (a—0b), dlan>1.
Oznacza to, ze ciagi (a,) 1 (by) sa zbiezne do tej samej granicy, ktéra oznaczamy
M(a,b). Liczbe M (a,b) nazywamy Srednig arytmetyczno-geometryczng liczb
0 < b < a. Gauss, bedac wirtuozem obliczenr, w kilku przypadkach przeprowadzit
rachunki z bardzo duza dokltadno$cia. Dla a = /2 i b = 1 otrzymat:
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*Mamy tu do czynienia z tzw. zbieinosciq
kwadratowq, gdyz

ant1 — bpt1 = %(\/ﬁ* \/5)2 <

1
< @(an - bn)27

w czym skorzystaliSmy z réwnosci

Ve =) = (= —y)/(Vz+ V)

Rys. 1. Lemniskaty o trzech ogniskach

Y

Fi(—a,0) % F3(a,0) @

Rys. 2. Lemniskata Bernoulliego

A

Rys. 3
A
B
Rys. 4

a = 1,414 213 562 373 095 048 802 b = 1,000 000 000 000 000 000 000
a1 = 1,207 106 781 186 547 524 401 by = 1,189 207 115 002 721 066 717
az = 1,198 156 948 094 634 295 559 by = 1,198 123 521 493 120 122 607
az = 1,198 140 234 793 877 209 083 bz = 1,198 140 234 677 307 205 798
as = 1,198 140 234 735 592 207 441 by = 1,198 140 234 735 592 207 439

Ciagi te okazaly si¢ szybko zbiezne*, a wyrazy a4 i by réwne do 19 miejsca po
przecinku. Wtedy by¢ moze Gauss nie przypuszczal, ze rezultat ten wykorzysta
do obliczania. .. calek eliptycznych.

Lemniskata

Lemmniskate o réznych ogniskach Fy, Fy, ..., F, tworza punkty X na plaszczyznie
spelniajace warunek |Fi X| - |FoX|- ... |F,X| = const > 0 (rys. 1). Lemniskata
o jednym ognisku to okrag. W 1694 roku Jacob Bernoulli badat lemniskate

o dwoch ogniskach, Fi(—a,0) i Fy(a,0), spelniajaca warunek

|FiX| - |FoX]| =a? dla a>0.
Jej rownanie w ukltadzie kartezjanskim to
(2% +9%)% = 2a*(2® — ) = 0,

a w ukladzie biegunowym (gdy przyjmiemy x = rcose i y = rsingp) to

r=av2y/cos2p dla ¢ e [Z,Z] u [T,T]

7 ostatniej zaleznodci latwiej jest nam odkry¢ ksztalt tej krzywej, ktora
nazywamy lemniskatq Bernoulliego (rys. 2).

Do wykreslenia lemniskaty Bernoulliego mozemy wykorzysta¢ mechanizm
przegubowy Jamesa Watta: bierzemy dwa odcinki, F} A i F5 B, kazdy

o dtugoéci v/2a|F; Fy|. Niech punkty A i B leza po przeciwnych stronach prostej
wyznaczone]j przez punkty Fy i Fy oraz |AB| = 2a (rys. 3). Wtedy podczas ruchu
srodek X odcinka AB zakres$la lemniskate Bernoulliego z ogniskami Fj i Fb.
Dostrzezemy to, analizujac trapez réwnoramienny Fy AF; B (rys. 4).

Poniewaz ‘\il;l‘ = Iljg‘l = /21 tréjkaty AAF X, AABF, maja wspélny kat XA,
wiec tréjkaty AAF X i AABF) sa podobne. Analogicznie podobne sa trojkaty

ABXF; i ABF>;A (maja one wspélny kat xB). Wéwczas
|¥AF,X| = |%ABFy| = |¥BAF,| = |xXF,B.
W trapezie réwnoramiennym Fy AF; B, |xA| = |%Fs|. Poniewaz |x X AF5| =

=[x X F,B|, wiec |xF1 AX| = |¥ X FyA|. Oznacza to, ze trojkaty AF; AX
i AAF>X sa podobne. Stad

[P X|_ JAX]|
[AX] [F2X|

czyli punkt X lezy na lemniskacie Bernoulliego.

= |PAX| |RX] = |AX]? = |o?],

Pod data 8 stycznia 1797 roku Gauss zanotowal w Dzienniku, ze rozpoczal
badanie lemniskaty, a 21 marca tego samego roku napisal: ,lemniskata
podzielona konstrukcyjnie na 5 réwnych czeci”.

Skojarzenia i rachunki

Gauss uczyt! sie, studiujac prace wielkich poprzednikéw. Wspominal: ,tyle mysli
przychodzilo mi do glowy, ze zanotowaé zdazylem zaledwie ich czastke”. Badania
nad nieelementarnymi catkami opisujacymi dlugos$¢ krzywych prowadzity do
odkrywania nowych funkcji i lezaly w gléwnym nurcie XVIII-wiecznej analizy.
Ich przyblizong wartos¢ wyznaczano za pomoca szeregéw nieskonczonych.
Badania te prowadzili di Fagnano, Euler, Landen, Lagrange, Legendre.

Z notatek i Dziennika Gaussa wynika, ze w latach 1797-1800 stworzyt on
teorie funkcji eliptycznych (30 lat przed Abelem i Jacobim), ale do konica zycia
zachowal te rezultaty dla siebie.
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Rozwigzanie zadania F 1049.
Niech gestosé atoméw o predkosci U
wynosi p(¥). Wéwczas w czasie 7 do
elementu S powierzchni $cianki naczynia
dociera n(v) = p(¥)TST - I atoméw gazu —
7 oznacza jednostkowy wektor
prostopadly do elementu S powierzchni.
Liczbe wszystkich atoméw o predkosci
v = |¥] docierajacych do S otrzymamy,
sumujac po wszystkich kierunkach
predkosci skierowanych ,do $cianki” — da
to czynnik geometryczny niezalezny od v
— oraz po wszystkich wartosciach v.
Drugie z sumowan prowadzi do czynnika
proporcjonalnego do s$redniej predkosci
< v > atoméw gazu w danej temperaturze
bezwzglednej T, mnozonego przez
catkowity gesto$é p gazu w naczyniu
(gestosé p(U) jest proporcjonalna do
gestosci p gazu w naczyniu). Mamy
pox1/V oraz < v > VT i ostatecznie:

n o ST/Jﬁ x STE\/f
q
Podczas przemiany adiabatycznej
TV5~1 = const, gdzie k oznacza stosunek
molowego ciepta wlasciwego gazu pod
stalym ci$nienieniem c, do jego molowego
ciepta w stalej objetosci cv, k = ¢p/cv.
Mamy wiec:

1

V-1 & qr—1.
Ostatecznie czesto$é n/7 uderzen atoméw
po adiabatycznym zwigkszeniu objgtosci
q razy zmaleje:

n 1

- X ——-

T q(rt1)/2

T

Dla gazu jednoatomowego k = 5/3, a wiec

n/T o< 1/¢%3.

@

Rozwigzanie zadania F 1050.
Jadra krzemu 27Si i aluminium 27
te same liczby masowe, a wiec ich
promienie tez sa takie same. Maksymalna
energia emitowanego pozytonu jest rowna
réznicy energii elektrostatycznych obu
jader:

Al maja

3 2 - p
AE=2. S (72 - 72).
5 4megR
Otrzymujemy:
3 e? 2 2
=- ———=(Z7 - Z).
5 dmegAE

Po podstawmnlu _danych liczbowych:

R = 6,703 - 107 m, co odpowiada

ro = 2,23-107*° m — na podstawie
pomiaréw réznymi metodami przyjmuje
sig 7o &~ 1,25-107"° m

Uwaga: Czynnik Z? nalezaloby zastapic
czynnikiem Z(Z — 1) — dla unikniecia
uwzgledniania energii oddzialywania
kazdego z protonéw z jego wlasnym
polem elektrostatycznym. Wprowadzenie
tej poprawki daje R = 6,454 - 107 m

7 elementarnego rachunku catkowego wiemy, ze dtugosci okregu jednostkowego
oraz wpisanej w niego lemniskaty Bernoulliego sa réwne odpowiednio:

oraz

4 / _dr 4 / g
) VT2 ) VT
Dla oznaczenia polowy tej drugiej wielkosci Gauss wprowadzil staltg w.
Niezwykle jest jego spostrzezenie, ze miedzy trzema stalymi:
m = 3,141 592 653 589 793 238 46.. .,
w=2,622 057 554 292 119 74.. . .,

M(v/2,1) = 1,198 140 234 735 592 207 44.. . .,

zachodzi zwiazek M(v/2,1) = Z;
okregu i lemniskaty to dokladnie M (v/2,1). Gauss zaintrygowany tym
odkryciem, 30 maja 1799 roku w Brunszwiku, zanotowal w Dzienniku: ,Srednia
arytmetyczno-geometryczna liczb 11 v/2 jest réwna = do 5 cyfr, dowéd

tego faktu odkryje nowe obszary analizy”. Byl to Jedyme domyst oparty na
rachunkach, ale intuicja Gaussa nie zawiodla. Ogdlng zaleznoé¢ Gauss wykazal
22 maja 1800 roku:

innymi stowy, stosunek miedzy dlugo$ciami

de z
(* dla0<b<a = 2
) VaZcos2 o+ b2sin¢  M(a,b)
dy

Oczywiscie podstawienie cos ¢ = z sprowadza calke fog do calki

\/ 2 cos? p+sin2 ¢
.orl dz
pOStaCI fO ﬁ .

Wykazanie réwnosci (x) nie jest trudne. Niech a i b generuja ciagi (an) i (bn)

opisane wczesniej, zbiezne do M (a,b). Dla catki I(a,b) fo N Zd“’+b2 —
a? cos? sin (,o
dzieki podstawieniu t="b-tgp (wéwczas sin® p = t2+b2, cos? p = t2+b2

do =z +b2 dt), otrzymujemy

dt

dy T
O/ V2 +a®) (2 +b?)

I(a,b :/
(a.8) J Va2 cos? o + b2 sin?

W takim razie

dt 17 dt

I(ai,b) .
Y V(R ICEN) V&t a3+ b

W ostatniej calce podstawienie ¢t = % (z — %) (wéwczas t? + af %W,
24+ b3 = (2 +ab) ,dt =2 +2abd:c) daje
dt d
I(ay,by) = / ”’ = I(a,b).
V{2 +a?) (12 +b3) \/x2+a2 (22 + b?)

Powtarzajgc to rozumowanie, otrzymujemy I(a, b) = 1I(a1,b1) = I(az,be) =
zatem w granicy

1 T

M(a,b) 2"

Ze wzgledu na szybkos$é zbieznosci ciagéw Srednich wzér (x) daje bardzo
efektywny sposob szacowania wartosci tego rodzaju calek eliptycznych.

I(a,b) = I(M(a,b),M(a,b)) _

Zapowiedziany przez Gaussa ,nowy obszar analizy” pojawia sie z chwila, gdy
zapytamy o sens réwnosci () w dziedzinie zespolonej. Pojawiaja sie wtedy
funkcje wielowartosciowe, modularne, dla ktérych Gauss uzyskal zupelnie
nowe wyniki. Dlaczego ich nie opublikowal? Moze widzial niedoskonaloéci
uzytych metod, moze przeczuwal, ze do pelnej prezentacji potrzebna jest teoria
funkcji analitycznych z jej narzedziami analitycznymi — ale ta miala si¢ dopiero
narodzié¢! Poza tym mial dopiero 23 lata i cale zycie przed sobg. ..
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Ki1+p(K1+K2)

rata 1.

Ka+pKas

rata 2.

S

K>

Jak obliczy¢ rate kredytu?
Jakub PAWLIKOWSKI, Tomasz TRACZ

Wigkszoé¢ ludzi bierze przynajmniej raz w zyciu jaki$ kredyt — na mieszkanie
czy na samochéd. Spotykamy sie wtedy z pojeciami takimi jak oprocentowanie
oraz z réznymi metodami naliczania rat, zaczyna nas interesowaé polityka
Narodowego Banku Polskiego w kontekscie ustalania stép procentowych. . .
Ostatecznie konczymy z obowiazkiem placenia co miesiagc pewnej kwoty bankowi.
Nie zawsze jednak wiemy, skad bierze sie jej wysokos¢?

Niniejszy artykul ma na celu pokazanie, jak obliczy¢ rate kredytu gotéwkowego.
Trudno znalezé te wiedze w powszechnie dostepnych Zrédlach, a nawet

w podrecznikach bywa to temat przedstawiany niedokladnie czy wrecz pomijany.
Jest to zaskakujace, gdyz do zrozumienia mechanizméw kredytowych wystarczy
znajomos¢ matematyki na poziomie liceum.

Zatézmy najpierw, dla uproszczenia, ze bierzemy kredyt na kwote K

z oprocentowaniem p w skali rocznej, splacany w ciagu dwéch lat w (dwéch)
ratach rocznych. Oznacza to, ze kazda rata zawiera czeéé kapitatu (odpowiednio
K i Ko, gdzie Ky + Ko = K) oraz cze$¢ odsetkowa, czyli p-ta czesé niesplaconego
jeszcze kapitalu — catej kwoty w pierwszej racie, a kwoty Ky w drugiej.
Zauwazmy, ze od podzialu K na K7 i Ky zalezy nie tylko wysoko$¢ rat, ale takze
suma odsetek, czyli zwiazany z nimi koszt wzigcia kredytu.

Oméwimy teraz dwa najbardziej znane typy podziatu kapitatu.

Kredyt z dwiema ratami malejgcymi
W tym typie kredytu w kazdym okresie rozliczeniowym splacamy taka sama
czes¢ kapitalu — w naszym uproszczonym przypadku bedzie to po prostu
K=Ky = %K . Raty w kolejnych okresach rozliczeniowych wynosza zatem:

1 1 1

Ri=-K+p K,  Ro=-K+p -K.
1 2 +p ) 2 2 +p2

Charakterystyczny dla tego sposobu splaty jest fakt, ze poczatkowa rata jest
wyzsza od drugie;j.

Kredyt z dwiema ratami réwnymsi

W tym sposobie sptaty kredytu zalozeniem jest réwnosé wszystkich rat.

7 wczesniejszego przykladu wynika zatem, ze nalezy podzieli¢ kapital na czesci
K1 i Ko w sposéb nierowny! Zastanoéwmy sie teraz, jak wyznaczyé wysokosé
kazdej z rownych rat i wlasciwy sposéb podziatu kapitatu.

Oznaczmy szukana wielko$¢ raty przez R. Woéwcezas réwnanie na druga rate ma
posta¢ R = (14 p)Ks, wiec Ky = L Wstawmy to do réwnania na pierwsza rate:

1+p-
R= K+ p(Ky + Ka) = (1+p)Ky 0B = (L p) Ky + 1 R
skad mozemy wyznaczy¢ K; w nastepujacy sposéb:
p
1 Ki=(1-—]R
czyli K7 = ﬁ. Skoro Ko + K7 = K, to otrzymujemy réownanie:
R R
e s — K’
1+p  (1+p)
skad wyliczam
ad Wy y . K

ﬁ + (lJrlp)2
Zauwazmy, ze w pierwszej racie sptacamy mniejsza cze$¢ kapitatu niz
w przypadku rat malejacych. Istotnie, mamy bowiem
R K K K
K, = = = < —.
1+p?2 (Q+p+1 24p 2

W zwiagzku z tym w drugiej racie musimy zapltaci¢ odsetki od wiekszej
kwoty, czyli laczna kwota odsetek jest w przypadku réwnych rat wieksza niz
w przypadku rat malejacych. Odnotujmy tez fakt, ze kolejne raty skladaja sie
w coraz wiekszej czedci z kapitalu, a w coraz mniejszej z odsetek.
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Pozostaly do sptacenia kapitat — kredyt na 30 lat Uogélnijmy teraz przedstawione sposoby obliczania wysokosci rat na przypadek
= Raly malejace = Raty owne wiekszej liczby rat. Rozwazmy mianowicie przypadek kredytu na kwote K
z oprocentowaniem p, splacanego w ciagu N lat w ratach rocznych (przypadek
rat miesiecznych uwzglednimy na koricu).

600 000 zt

400 000 zt

Kredyt z ratami malejgcyms

200000 W przypadku rat malejacych w kazdym roku sptacamy %K kapitatu oraz
odpowiednie odsetki, to znaczy:
0z 1
Raty malejgce — 30 lat Rl = NK + p- K’
B Czesé odsetkowa Ml Czesé kapitatowa
¢ 1 N -1
40002 R :_K+ . K
2 N p N )
20002t ' 1 1
Ry=—=K+p - =K.
NENTTPN
Kredyt z ratami réwnymsi
o Oznaczmy przez Ky, Ko, ..., Ky czedci kapitatu sptacane w kolejnych ratach
Raty rowne — 30 lat rownych w wysokoéci R. Udowodnimy indukcyjnie, ze
B Czes¢odsetkowa [ Czesc kapitalowa
30002t R 3
N_izm dla ZZO,I,...,N—L
20002 Dla 7 = 0 mamy, jak w uproszczonym przypadku powyzej: R = Ky + pKn, stad
rzeczywiscie
1000zt R
Ky=—.
0zt 1 + p
Ustalmy teraz ¢ € {1,..., N — 1}. Zalézmy, ze wzdr powyzszy dziala w przypadku
obliczenia wartosci Ky, Kn—1, ..., Kny—ijt+1. Wyprowadzimy teraz wzor na Ky_;.

Spéjrzmy na rate w (N — i)-tej splacie. Prawdziwa jest ~ Dodajmy jeszcze, ze dla kredytu na kwote K

rownosé: o oprocentowaniu rocznym p sptacanym przez N lat
R=Kn_i+p(Kny_i+Kn_is1+...+ Kny_1+ Ky). W przypadku k rat w trakcie roku mamy sumarycznie

Nk rat, w ktérych uwzgledniamy oprocentowanie %,

Na mocy zalozenia indukcyjnego mozemy zapisac:
Y yInes v 28p w zwiazku z tym wysoko$¢ raty wynosi:

R R R
= , — —— 4+ )= K
R = (14+p)Kn—i+p <(1+p)i+...+(1+p)2+1+p) R %_
S B ()™
=(1+pKy_i+p- . 1‘*11’ — Na zakonczenie pokazemy na przykladzie kredytu na
I+p 1- Tip 600 000 z1, jak ksztaltuja sie wysokosci poszczegdlnych
1 \° rat oraz ich podzial na cze$é¢ kapitatows i odsetkows.
=1+p)Kn_i+ R(l - (m) ) Zakladamy oprocentowanie 3% w skali roku — tak bylo

w czasie pisania niniejszego artykulu, w grudniu 2021.

Zatem po przeniesieniu na jedng strong mamy Kredyt splacany jest w ratach miesiecznych.

R
(1 + p)KN—z = 1 ) Suma sptlaconego kapitatu 600 000 zt
( + p) Oprocentowanie w skali roku 3%
: saed Liczba lat splaty 15 30
czyli rzeczywiscie Liczba miesiecy splaty 180 360
KN R R i . Raty malejgce
—1i (1 + p)erl Suma zaplaconych odsetek 135 750 zt 270 750 zl
Suma kosztu spltacenia kredytu 735 750 z1 870 750 zt
L. . , L, Rata poczatkowa 4 833 zt 3 167 zt
Jak wyzej, zapiszmy teraz rownoséé Rata kornicowa 3 342 7t 1671 zt
K Kn_ L AK =K Raty réwne

NFTAN-1F T Suma zaplaconych odsetek 145 828 zt 310 665 zl
Z& poImocy obliczonych wartodci: %u?a kosztu splacenia kredytu 74531 Eliig zi 91(2) ggg zi
ata z z
R R R Nizsza od poczatkowej raty malejacej o 690 zt 637 zt

— + —2 + ...+ —N = K. Dodatkowy koszt odsetek
1+ P (1 + p) (1 + p) wzgledem rat malejacych 10 078 zt 39 915 zt

Uzywajac wzoru na sume poczatkowych wyrazéw ciggu

geometrycznego, otrzymujemy Warto zauwazy¢, ze poczatkowa rata kredytu przy

ratach malejacych jest istotnie wyzsza od raty stalej.

R 1- (ﬁp)N K Niestety taczna kwota odsetek przy ratach rownych
1+p 1— # - jest duzo wieksza — tym wieksza, im dluzej sptacany
. » P jest kredyt. Nalezy jednak pamietaé, ze w catkowity
z czego wyliczamy wartosé R: koszt kredytu poza odsetkami mogg wchodzié¢ tez inne
R= pK i oplaty (np. prowizja czy ubezpieczenie), ktérych tutaj
1- (ﬁp)N nie analizowalisSmy.
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Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 843, 844

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

843. Po krawedziach wypuklego wieloscianu petza zuk. W kazdym wierzchotku
wieloScianu schodzg sie trzy krawedzie. Po dojsciu do wierzchotka zuk nie

zawraca w krawedz, ktérg przyszedl, lecz wybiera jedna z pozostalych dwéch

Termin nadsytania rozwigzan: 31 VIII 2022

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
829 (WT = 3,29) i 830 (WT = 1,43)
z numeru 11/2021

krawedzi — lewa lub prawsg (orientacja: lewo/prawo — tak, jak widaé, patrzac

z zewnatrz wieloScianu). Gdy na jednym rozdrozu zuk wybral wariant lewy, na
nastepnym wybiera prawy — i na odwrét. Dowiesé, ze w pewnym momencie zuk
wréci do punktu, z ktérego rozpoczal wedrowke.

844. Wyjasnié, czy istnieje liczba pierwsza p, dla ktorej suma

1P 43P ...+ (2p—1)P

Witold Bednarek Lédz 39,87
Krzysztof Maziarz Krakéw 38,88
Kacper Morawski Warszawa 38,59
Andrzej Kurach Ryjewo 38,29
Pawel Najman Krakéw 37,33
Adam Woryna Ruda S1. 36,14 3 &e1 i 3
Mosoin Kaoporski Wasazams 3691 jest szesScianem liczby naturalnej.
Marek Spychata Warszawa 31,73
Tomasz Wietecha Tarnéw 31,34

Rozwigzania zadan z numeru 2/2022
Przypominamy tresé¢ zadan:

835. Dana jest liczba naturalna n podzielna przez 3 oraz ciag
(z1,...,2pn) o wyrazach 1, 2 lub 3, przy czym jedynek, dwdjek i tréjek
jest tyle samo (po n/3). Dowie$é, ze dla pewnych numeréw k, I

(1 € k <1< n) zachodzi réwno$é¢ xp + ...+ z; = n.

836. (a) Wykazad, ze istnieje nieskoriczenie wiele dodatnich liczb
rzeczywistych z, dla ktérych oba wyrazenia z'/? 4 2712 oraz

z1/3 —+ z—1/3 majg wartosci calkowite.

(b) Ustali¢, ile jest liczb > 1 o powyzszej wlasnosci takich, ze |z]
ma w zapisie dziesigtnym nie wigcej niz 2022 cyfry.

835. Niech sy =z1+ ...tz dlak =1,...,n (wiec s, = 2n)
i niech S = (s1,...,sn). Sasiadujace elementy ciagu S réznia
sie co najwyzej o 3.

Przypus$émy, ze teza zadania nie zachodzi. Wtedy sk # s; +n
dla k,1 =1,...,n. Ma wiec miejsce réwnowaznosé:

(1) teS <= t+n¢sS date{l,...,n}

Skoro 2n € S, zatem n ¢ S.

Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy n — 1 € S. Niech

n — 1 = sp,. Przyjmijmy, ze w ciagu M = (x1,...,Zm) jest
a jedynek, b dwdjek, c tréjek. Tak wiec

(2) a+2b+3c=n—1.

Niech z; bedzie jedna (dowolna) z tych a jedynek. Liczby
a = sj_1, B = s; réznig si¢ o 1 (gdy j = 1, przyjmujemy
a = 0). Liczby o +n, 8+ n nie naleza do S (wtasnosé¢ (1)).
Wsréd trzech kolejnych liczb musi byé element S, wobec
czego liczby y=a+n—1,6 = 8+ n+ 1 nalezg do S;
réznig sie o 3, wiec wyznaczaja pewien element x, = 3
(ten, dla ktérego s, = 4). W ten sposéb kazdej jedynce

z ciagu M zostata przyporzadkowana pewna trdjka

z ciagu N = (Tmt1,- .-, Tn).

Na odwrét, bioragc dowolny element z,, = 3 z ciaggu N,
widzimy, ze liczby § = s, oraz v = § — 3 naleza do S, liczby
v+ 1, § — 1 nie naleza, wicca=v+1—-n,=d—1—n
naleza (wlasno$é (1)) i wyznaczaja pewien element

x; =1 (ten, dla ktérego s; = B) — kazdej tréjce z ciagu N
zostala przyporzadkowana pewna jedynka z ciggu M. Te
przyporzadkowania sa wzajemnie odwrotne i ustalajg bijekcje
miedzy jedynkami w M i tréjkami w N. Mamy wiec a tréjek
w ciggu N oraz c trojek w ciggu M. Stad

(3) a+c=n/3
(bo tyle jest wszystkich tréjek w (z1, ..

Sy Tn)).
Pozostaje przypadek, gdy n —1 ¢ S. Wtedy n+1€ S
(bomn ¢ S). Niech n + 1 = s,,. Odwracamy kierunek;
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Zadanie 844 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

oznaczamy przez a, b, ¢ liczby jedynek, dwéjek, trojek

w ciagu (Tm+1,...,2Zn) = N, ktérego elementy teraz sumuja
sie do wartosci s, — $m = n — 1; wzér (2) nadal w mocy.
Rozumowanie analogiczne jak poprzednio ustala bijekcje
miedzy jedynkami w N i tréjkami w M i ponownie implikuje
réwnosé (3).

Uzyskane w obu przypadkach zaleznosci (2) i (3) daja
oczekiwang sprzecznosé:
6(b+c)=3(a+2b+3c)—3(a+c)=3(n—1)—-3(n/3)=2n-3
(liczba parzysta réwna nieparzystej); koniec dowodu.

012345 af n Xy Sin 2n
Lo b Lo b by I o S
> “ R > <
1 To g T Ty Tp
~—
S
Hl/_/
S2
Q=851
B=s;
Sm
y=a+n—1
6=p+n+1

Sn

836. Niech ¢ = 2'/% + 27/5. Wowezas
(4) 2427V =F -3¢, Py =-2
Jasne, ze jesli ¢ jest liczba naturalng wiekszg od 1, to te
warto$ci sg liczbami naturalnymi. Ale i na odwrét: jezeli
liczby ¢® — 3¢ oraz c? — 2 (wiec takze ¢® oraz ¢? — 3) sa
naturalne, to ¢ = (¢® — 3¢)/(c* — 3) jest dodatnia, liczba,
wymierng o kwadracie catkowitym — jest wiec liczba
naturalna. Rozwazany warunek, by wartosci wyrazen (4)
bytly caltkowite dodatnie, sprowadza sie do tego, by liczba
c=g'/0 4 47 1/0 byta catkowita.

Funkcja f(z) = /% 4+ 27V przyjmuje (dla = > 0) wszystkie
wartosci z przedzialu [2, c0). Punkty, w ktérych przyjmuje
wartosci catkowite ¢ > 2, tworza zbidér nieskonczony; to

teza (a) zadania.

W czesci (b) chodzi o ustalenie, w ilu punktach

przedziatu [1,102°2%) ma ona wartoéci catkowite.

Poniewaz jest w tym przedziale ciggta i $cisle rosnaca,

jest to po prostu pytanie o to, ile jest liczb catkowitych

w przedziale J = [f(1), £(10?°??)). Skoro f(1) = 2,

za$ f(10%9%2) = 1037 +107*%7 < 1037 + 1, zatem do
przedziatu J nalezg liczby catkowite 2,3, ...,10%7, i tylko
one. Jest wiec 1037 — 1 tych liczb, i taka jest odpowiedZ na
pytanie (b).



Klub 44 F Zadania z fizyki nr 740, 741

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

740. Gdy pocisk wystrzelony pionowo do géry rozrywa sie w najwyzszym

L L punkcie toru, to rozpada sie na bardzo duzo odtamkoéw lecacych réwnomiernie
I we wszystkie strony z predkoécia poczatkowa vg. Taki sam pocisk lecacy

pionowo w doét rozrywa sie na wysokoéci H nad ziemia i w chwili rozerwania

Termin nadsylania rozwigzati: 31 VIIL 2022y predkosé u. Kiedy odlamki bedg padaé na ziemie z najwiekszg czestoscia?

C
® 741. Na nieruchome, ptaskie zwierciadto o masie m pada prostopadle do jego
A powierzchni plaska fala $wietlna o energii Wy. Znalezé predkosé koncowa,
- zwierciadla i energi¢ odbitej od niego fali. Rozwazy¢ przypadki graniczne,
gdy energia fali padajacej jest duzo wigksza oraz duzo mniejsza od energii
spoczynkowej zwierciadla.

E . . ,

Rozwigzania zadan z numeru 2/2022
Rys. 1 Przypominamy tresé¢ zadan:

Yy 732. Niewazki pret z umocowang na koncu kulka o masie m postawiono pionowo na podlodze.
Kulke mozemy traktowac jako punkt materialny. Pret zaczyna przewracac si¢ z zerowg predkoscia
poczatkows i nie §lizga si¢ do chwili, gdy przestaje naciska¢ na podloge. Jaka wartos¢ ma w tej
chwili kat ag, jaki pret tworzy z pionem? Ile wynosi wspélczynnik tarcia miedzy pretem a podloga?

N Ile wynosi sita tarcia, gdy pret tworzy z pionem kat a < ag?

mg 733. Zmienne pole magnetyczne wytwarza w jednorodnym przewodniku ADBEA w ksztalcie okregu
(rys. 1) stalg sile elektromotoryczna e. Linie pola magnetycznego sa prostopadle do plaszczyzny
T T przewodnika i przechodza przez powierzchni¢ w ksztalcie kota zacieniowang na rysunku, pole ma
o$ symetrii przechodzaca przez $rodek przewodzacego pierscienia i prostopadla do plaszczyzny
Rys. 2 przewodnika. W punktach A i B do pierscienia podtaczony jest amperomierz. Opory przewodnikéw
ADB, AEB i ACB wynosza odpowiednio Ry, Ro i Rs. Jakie jest napigcie miedzy punktami A i B?
732. Pret nie §lizga sie, wiec kulka porusza si¢ po okregu Réwnania ruchu w kierunku poziomym i pionowym maja
o érodku w punkcie podparcia. Sity dziatajace na uktad postaé
przedstawia rysunek 2. Przyspieszenie katowe € oraz predkosé T =maz, N —mg = may,
katowa w mozemy wyliczy¢ z réwnania ruchu obrotowego stad szukana sila tarcia
. _ 2
mglsina = ml"e T = 3mgsina (cosa — 2/3),
i z zasady zachowania energii sita nacisku
2
mgl (1 — cosa) = m(wl)“/2, N =3mgcosa(cosa —2/3).
gdzie przez | oznaczyliSmy dlugo$é preta. Pret przestanie naciskaé¢ na podloge, gdy cosao = 2/3,
. . . . 2 . . oo = 48°.
Przyspieszenie dosrodkowe kulki aq = w*l, przyspieszenie
styczne as = &l, przyspieszenia w kierunkach poziomym Poslizg nie wystapi dla katéow a < ao, gdy wspoétczynnik tarcia
i pionowym: spelnia warunek
Gz = asCOSa —aqsina, ay = —assina — aqcosa. p>T/N =tgao = /5/2.

733. Oznaczmy natezenia pradu na elementach obwodu ADB, AEB i ACB przez

I, I, I3, a sity elektromotoryczne indukcji przez €1, €2, €3. Przyjmijmy dla ustalenia
uwagi, ze prad w przewodniku kolowym ptlynie przeciwnie do wskazéwek zegara.
Zachodzg zwiazki: €1 + €2 = ¢, R1/(R1 + R2) = €1/ (z symetrii problemu) oraz €1 = €3
(pole magnetyczne nie przenika przez obszar ograniczony konturem ACBD).

Roéwnania Kirchhoffa dla obwodu elektrycznego przedstawionego na rysunku 3 sa takie
same jak dla ukladu na rysunku 1. Maja one postacé:
e— Rolo — R :0, R :R3]3, Is =1 + Is.

E3
R
I
3 n 3
A |g ;] B Rozwigzujac ten uktad rownan, otrzymujemy natezenia pradu, w szczegdlnosci
1
Ea

Ry
I
2 I IERg/(R1R2+R2R3+R1R3).

Szukana réznica potencjaléw miedzy punktami A i B dana jest wzorem

Rys. 3 Va—Vp=e1—RiL = ER12R2/(R1 + R2) (R1R2 + R2R3 + R1R3).

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspolezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez deltami.edu.pl.
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Zyclie na
ZY \~®133

Do trzech razy...

Juz dwa razy ogloszono, ze osiaggnieto pelne poznanie ludzkiego genomu. Po
raz pierwszy, w roku 2000, wéwczas do pelnej sekwencji brakowato 10%. Po raz
drugi — w marcu 2022 roku, ponad 100 naukowcow ze wszystkich stron $wiata
(kto tu zastuzyl na Nobla?) zasugerowalo zakonczenie prac. Zostalo jeszcze
0,4% nieoznaczonych sekwencji, to szansa na trzecie o$wiadczenie. Genom
(ludzki) to pelny zaséb czasteczek DNA przypadajacych na komérke, wspdlny
dla wszystkich osobnikéw gatunku (Homo sapiens).

Podstawowe skladniki DNA, nukleotydy, potaczone sa w tanicuchy. DNA
zbudowany jest z 4 réznych rodzajéw nukleotyddéw. Kolejnoséé ich utozenia

w DNA (sekwencja) stanowi zapis informacji o réznorodnych funkcjach
komérki i organizmu jako calosci. Genom czlowieka zbudowany jest z ponad

3 miliardéw nukleotydéw. Sa uporzadkowane w 23 tancuchach, kazdy wchodzi
w sklad odrebnego ,tworu” w jadrze komoérkowym — chromosomu. Dodatkowo
pleé¢ odrézniaja chromosomy Y (XY — mezezyzni) 1 X (XX — kobiety).

W roku 2015 oceniano, ze réznica miedzy konkretnym genomem a referencyjnym
wynosi 0,6%, dlatego jestedmy rézni. Ustalenie sekwencji nukleotydéw nazywa
sie sekwencjonowaniem.

Chemiczng nature materialu genetycznego poznaliSmy
70 lat temu, sekwencjonowanie zaczeto w 1977 roku,
po wynalezieniu odpowiednich metod (Nagroda Nobla
w 1980 r.). Noblowskie metody byly eleganckie, ale
zbyt wolne i zbyt kosztowne. Pierwsza opublikowano
sekwencje faga ©X 174 (5,4 tys. nukleotydéw). Dalszy
postep wymagat automatyzacji procedur, a nastepnie
ich ulepszania lub opracowania nowych. Kolejne lata
przyniosty dziesiatki nowych propozycji przyspieszenia
metod obliczeniowych do analizy szybko uzyskiwanych
wynikow sekwencjonowania. Oczywiscie oznaczato to
takze obnizanie kosztow, wyrazane w koszcie ustalenia
jednej pozycji nukleotydu w tancuchu. Kiedy $wiat
naukowy i finansowy uznal, ze sekwencjonowanie DNA
jest wazne i konieczne (polowa lat 80.), jedna pozycja
nukleotydu w sekwencji kosztowalta okoto 1 dolara,
projekt ,ludzki genom” wyceniano na 3 miliardy
dolaréw. Od tego czasu ceng¢ oznaczenia takiej sekwencji
obnizono do 1 tysiaca, obecnie jest dostepna dla
indywidualnych zleceniodawcow.

Gdy poznawano kolejne genomy innych organizméw,
starano si¢ przypisywa¢ im funkcje. Kod genetyczny
poznano w latach sze$é¢dziedziatych. Odrézniano

takie fragmenty DNA, ktérych sekwencja kodowala
synteze drugiego typu kwasu nukleinowego — RNA|
ktérego sekwencja z kolei kierowala syntezg biatka. Tak
rozumiano wéwczas, czym jest gen: jest fragmentem
DNA kodujacym biatko, te czasteczki sprawuja

w komorce wszystkie funkcje zyciowe. W pierwszych
zsekwencjonowanych organizmach (wirusy, bakterie)
caly DNA kodowal biatka. Sprawa skomplikowata

sie, gdy zabrano sie do sekwencjonowania genomow
organizmoéw bardziej ztozonych, takze czltowieka.

W 2000 roku okazalo sie, ze biatka kodowane sa przez
niecale 30% genomu czlowieka. A pozostale 70%...7
Rozumowanie trzeba bylo odwrocié: szukaé funkcji

dla poznawanych sekwencji. To zajelo badaczom,
wyposazonym w wyszukany sprzet i technologie,
kolejnych 20 lat. W sekwencjach z 2022 roku niewiadoma
jest juz tylko 0,4%.
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W naszym genomie wigkszo$é¢ stanowia sekwencje
powtarzajace sie. Dlugie fragmenty tancuchéw, ktére
prawie identycznie powtarzaja sie obok lub w innych
lancuchach DNA. Niektoére z nich to pozostalosé po
sekwencjach bardzo dawnych wirusowych zakazen

ludzi i ich przodkéw. W wyniku pomylek w procesach
replikacji (podwajania) DNA fragmenty tancuchéw moga
przenosi¢ sie z miejsca na miejsce. Nie znamy nadal
wszystkich proceséw towarzyszacych podziatowi komorek
(a wiec takze replikacji DNA). Sa fragmenty lancucha
zabezpieczajace charakterystyczne ,konce” chromosomoéw
(telomery). Wreszcie odkryto duzo rodzajéw RNA
kodowanych przez DNA, bardzo réznej dtugosci (nawet
tylko kilkanascie nukleotydéw), ktére nie kodujg biatek —
nazywamy je obecnie rDNA. Wiele czasteczek takiego
RNA odgrywa role zwiazane z regulacja przebiegu

i intensywnoscia réznorodnych procesow.

W 2022 roku nie umiemy zsekwencjonowa¢ DNA
znajdujacego si¢ w regionie centromeru — $rodkowej
czesci chromosomu, zaangazowanej w procesy podziatu
komorki i rozdzielania nowo utworzonych potomnych
chromosoméw. Ta lokalizacja sugeruje funkcje takich
sekwencji. To juz tylko 0,4% calego genomu.

Wigkszoé¢ tych wnioskdéw wysnuto dzieki opracowaniu
nowej metody sekwencjonowania bardzo dtugich
odcinkéw DNA (pierwotne metody pozwalaly na
uzyskanie sekwencji ok. 500 nukleotydéw).

Dla kolejnych badaczy pozostaje zrozumienie

i wykorzystanie wiedzy o genomie z zakresu: medycyny,
historii naszego gatunku i jego ewolucji, odczytywania
zrodel zmiennoéci w obrebie gatunku, genomiki
(poréwnywanie genoméw w calym zakresie gatunkéw),
dynamiki rozwoju osobniczego. Od nowa odzyja
dyskusje o modyfikacjach genomoéw w ogéle, ludzkiego
w szczegolnoscei. Jest o czym mysleé¢ doswiadczalnikom
i teoretykom wszelkich rodzajéw, filozofom, pisarzom,
malarzom — nam wszystkim. Zapraszam!

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)



Oczywiscie nie tylko Rosja przeprowadza
tego typu testy. W ostatnich latach robity
to m.in. Stany Zjednoczone, Chiny

i Indie.

Niska orbita okoloziemska rozcigga sie na
wysokosciach od 200 km do 2000 km nad
Ziemig.

Takie kaskadowe katastrofy satelitéw
czasami okreslane sg mianem ,syndromu
Kesslera”. Donald Kessler, pracownik
NASA, jako pierwszy juz w latach 70.
opisal to zagrozenie. Czesto bardzo
spektakularnie ten efekt jest
przedstawiany w produkcjach filmowych,
jak np. w filmie ,,Grawitacja”.
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Okres orbitalny [h]

Rysunek przedstawia apogea
(maksymalne odlegtosci od Ziemi, szara
linia) i perygea (minimalne odlegltosci,
czerwona linia) odlamkéw o rozmiarach
wigkszych niz 10 cm powstatych po
testach ASAT. Przerywana linia
przedstawia wysoko$é orbity
Miedzynarodowej Stacji Kosmicznej (ISS)
i Chinskiej stacji Orbitalnej Tiangong

Katastrofalnie zatloczona niska orbita okoloziemska

W polowie listopada 2021 roku Ministerstwo Obrony Rosji przeprowadzito
test rakiety antysatelitarnej (anti-satellite missle test, ASAT), ktéra trafita

w rosyjskiego, nieczynnego od 30 lat, satelite COSMOS 1408. Odtamki zostaly
wyrzucone na niska orbite okotoziemska (Low Earth orbit, LEO). Broii ASAT
jest przeznaczona do niszczenia satelitéw wojskowych — do tej pory (na szczedcie)
byla uzywana tylko w testach przeprowadzanych przez dany kraj na jego
wlasnych satelitach. Problem w tym, ze obecnie odlamki pozostate po takich
testach stwarzaja realne zagrozenie dla wszystkich satelitow znajdujacych sie
na niskiej orbicie. Dlaczego? Poniewaz tych satelitow jest coraz wiecej. Duze
zageszczenie obiektéw na LEO w polaczeniu z testami broni ASAT moze
doprowadzi¢ do kolizji kaskadowych, w ktérych jedna kolizja tworzy odlamki,
a te powoduja kolejne kolizje, ktore kaskadowo powoduja kolejne... i tak dalej.
Taka lawinowa katastrofa sprawilaby, ze dzialalno$é¢ kosmiczna i korzystanie

z satelitow znajdujacych sie na LEO stalyby sie powaznie niebezpieczne lub
wrecz niemozliwe przez dziesiatki lat. Niestety ryzyko kolizji z odtamkami
tworzonymi przez ASAT ciagle wzrasta w zwiazku z pojawiajacymi sie
megakonstelacjami satelitow komercyjnych, takich jak Starlink firmy SpaceX.

Robi sie ttoczno

Przewiduje sie, ze komercyjne megakonstelacje satelitéw zwieksza liczbe
obiektéw znajdujacych sie na niskiej orbicie okoloziemskiej o ponad rzad
wielkosci w ciggu najblizszych kilku dekad. Na przyktad w momencie pisania
tego artykutu Starlink ma na orbicie 1645 satelitéw. SpaceX planuje zwiekszy¢
te liczbe do 42 000 do roku 2027. Co najmniej oSmiu innych dostawcoéw
Internetu rozpoczeto lub planuje uruchomié wlasne konstelacje satelitow. Ale
katastrofa zagrozone sa nie tylko nasze przyszte potencjalne zrédla Internetu.
Na niskiej orbicie okoloziemskiej znajduje sie¢ miedzy innymi Miedzynarodowa
Stacja Kosmiczna (na wysokosci 400-420 km), Chinska stacja orbitalna
Tiangong (340450 km) czy teleskop Hubble’a (540 km).

Szacowanie ryzyka

O jakim ryzyku wiec méwimy? Zagadnieniem tym zajeli sie naukowcy

z University of British Columbia, Sarah Thiele i Aaron Boley. Wykorzystali
oni Standardowy Model Rozpadu stworzony przez NASA (NSBM), aby
oszacowac liczbe, rozmiary i predkosci fragmentéw powstalych w wyniku
testéw broni ASAT, takich jak te przeprowadzone przez Indie w 2019 roku czy
Rosje w 2021. Obliczenia NSBM przewiduja, ze kazdorazowo jeden test tworzy
ponad 300000 odlamkéw o rozmiarach od 3 milimetréw do 1 metra. Wiekszos¢é
z nich to na szczescie do$¢ male fragmenty — przewidywana liczba odlamkow

o rozmiarach wigkszych niz 10 cm (jest to z grubsza rozmiar, ktory dzieki
obecnej technologii jesteSmy w stanie Sledzi¢ na LEO) wyniosta 1168. Ich orbity
pokazane sa na rysunku. Jak widaé¢, odlamki rozrzucone sa w calym zakresie
LEO (<2 000 km), w tym wiele z nich przecina orbity stacji kosmicznych.

Wykorzystujac oprogramowania modelujace zachowanie N-cial o nazwie Rebound,
naukowcy przesledzili przewidywane $ciezki ruchu tych odtamkéw w okresie

2 lat, lub do momentu, gdy wczesniej opadna na Ziemie. W oparciu o rozktad
satelitéw obliczono prawdopodobienstwo kolizji w czasie wzdluz Sciezki ruchu
kazdego odlamka. Y.aczac te prawdopodobienstwa dla wszystkich odlamkdow,
obliczono catkowite prawdopodobienstwo, ze jedna lub wiecej kolizji nastapi

w wyniku pojedynczego testu ASAT.

Jakie jest prawdopodobienstwo kolizji?

Nie tylko nie jest niezaniedbywalne, ale wrecz gwarantuje przyszte kolizje.

W przypadku scenariusza zakladajacego 65 000 satelitéw na LEO (czyli takiego,
w ktérym zrealizowano caly projekt Starlink) prawdopodobienistwo zderzenia
ktéregokolwiek z tych satelitéw ze stosunkowo duzym (>10 c¢cm) odtamkiem,
powodujacym powazne uszkodzenia, wynositoby okoto 30% dla pojedynczego
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testu ASAT. Biorgc pod uwage mniejsze fragmenty, o wielkosci do 3 mm,
prawdopodobienistwo to zbliza si¢ do 100%! Dla poréwnania, w 2019 roku, gdy
na LEO bylo tylko 3000 satelitéw, prawdopodobienstwo jakiejkolwiek kolizji
wynosilo jedynie 10%, a prawdopodobienistwo zderzenia z duzym fragmentem
(>10 cm) zaledwie 0,05%.

Tekst oparty na publikacji Sarah Thiele

i Aarona Boleya ,Investigating the risks
of debris-generating ASAT tests in the
presence of megaconstellations”,
arXiv:2111.12196, oraz publikacji Macy
Huston ,,Antisatellite Tests Risk
Catastrophic Collisions in a Crowded Low
Earth Orbit”.

Odtamki po testach broni ASAT stanowig wiec powazne zagrozenie nie tylko dla
funkcjonalnoéci przysztych satelitow, ale réwniez zagrazaja zyciu astronautow
przebywajacych na Miedzynarodowej Stacji Kosmicznej. Jezeli testy tej broni
nie zostana wstrzymane, ludzko$é moze straci¢ na lata dostep do niskiej orbity,
a co za tym idzie, dostep do globalnej komunikacji i mozliwosci przeprowadzania
eksperymentow naukowych w przestrzeni kosmiczne;j.

Anna DURKALEC

Zaktad Astrofizyki (BP4), Departament Badan Podstawowych, Narodowe Centrum Badan Jadrowych

Niebo w czerwcu

Czerwiec jest miesiacem, w ktérym Storice wedruje
najwyzej nad widnokregiem, przekraczajac podczas
gérowania wysokos¢ 60°. Dzieki temu w czerwcu

jest najwieksza szansa na wystapienie tzw. tuku
okolohoryzontalnego (wiecej o nim na angielskiej
stronie: www.atoptics.co.uk/cha2.htm), czyli malej,
lecz intensywnej teczy kilkanascie stopni nad
horyzontem w okolicach poludnia, jesli Stoncu na
niebie towarzysza chmury typu cirrus. Jednoczesnie
Stonice chowa sie najplycej pod widnokrag w ciagu
roku, a w péinocnej czesci Polski niebo jest wyraznie
rozjasnione nawet w najciemniejszej czesci nocy. To
oznacza najkorzystniejsze warunki na dostrzezenie tzw.
obtokdéw srebrzystych.

Astronomiczne lato na péinocnej pétkuli Ziemi
rozpocznie sie 21 czerwca przed poludniem naszego
czasu, gdy Slonice osiagnie najbardziej na péinoc
wysuniety punkt ekliptyki. Cztery poranki wczesniej,

17 czerwca, zdarzy sie najwczesniejszy wschod Storica,

a 8 dni pdzniej — najpdzniejszy zachdd Storica. A zatem
jeszcze w czerwcu dnia zacznie ubywaé zardwno rano, jak
i wieczorem.

Podobnie jak to bylo w poprzednich miesiacach

2022 roku, czerwiec zacznie sie dobra widocznoscia
Ksiezyca tuz po nowiu. Tym razem jednak zabraknie
przy nim Merkurego. Pierwsza planeta od Stonca

16 dnia miesiaca osiagnie swoja maksymalna elongacje
zachodnia, ale wciaz niezbyt korzystnie ustawiona rano
ekliptyka sprawi, ze planeta zginie w zorzy porannej

i Merkury w czerwcu pozostanie niewidoczny z duzych
poinocnych szerokosci geograficznych.

Pierwsze dwa dni czerwca Ksiezyc spedzi

w gwiazdozbiorze Bliznigt, zwickszajac faze od 5%

do 10%. Jego odszukanie w tych dniach utatwia dwie
najjaéniejsze gwiazdy konstelacji, czyli Kastor i Polluks.
Pierwszej doby czerwca Srebrny Glob znajdzie sie

w odleglosci 17° na godzinie 5 wzgledem nich, dobe
pézniej kierunek zostanie zachowany, lecz Ksiezyc
zblizy sie na 6° do Polluksa. Kolejnego wieczora tarcza
Ksiezyca zwigkszy faze do 16% i przeniesie si¢ na
pozycje w potowie drogi miedzy Polluksem a gromada
otwarta M44 w Raku.
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Srebrny Glob dotrze do gwiazdozbioru Lwa 5 czerwca,
$wiecac 6° od Regulusa, najjasniejszej gwiazdy
konstelacji, i jednoczesnie zblizajac si¢ do gwiazdy

1 Leonis. Tym razem jednak oba ciata niebieskie znikna
z niebosklonu, zanim dojdzie do zakrycia tej gwiazdy
przez Ksiezyc. Dwa dni pézniej Ksiezyc przejdzie przez
I kwadre, zajmujac pozycje wciaz na tle gwiazdozbioru
Lwa, jakies 9° od Deneboli, drugiej co do jasnosci
gwiazdy konstelacji, stanowiacej najbardziej na wschéd
wysunieta gwiazde gtéwnej figury gwiazdozbioru
przypominajacej zelazko.

W dniach 9 i 10 czerwca Ksiezyc odwiedzi Spike,
najjasniejsza gwiazde Panny, Swiecac za kazdym razem
okoto 10° od niej. Dobe pdzniej Srebrny Glob zblizy sie
na mniej wiecej 0,5° do gwiazdy Zuben Elgenubi, drugiej
co do jasnosci gwiazdy Wagi. Jednak jego przekraczajaca
90% faza znacznie utrudni obserwacje tego zblizenia.

Naturalny satelita Ziemi przejdzie przez pelnie

14 czerwca tuz po poludniu naszego czasu, a poprzedniej
nocy dotrzyma towarzystwa Antaresowi, najjasniejszej
gwiezdzie Skorpiona, ktérej charakterystyczna
rdzawo-pomaranczowa barwa nie pozwala na pomylenie
jej z innym cialem niebieskim.

W nocy z 14 na 15 czerwca Ksigzyc wzejdzie okolo
godziny 23, prezentujac tarcze w ubywajacej fazie 97%.
Mniej wiecej 60 minut pdzniej zza jej ciemnej krawedzi
(choé¢ przy takiej fazie mozna powiedzieé, ze oba

brzegi ksiezycowej tarczy sa jasne) wyloni sie gwiazda
3. wielkosci 7 Sagittarii. Jest to najjasniejsza gwiazda,
ktorej odkrycie mozna obserwowaé¢ z Polski w tym
miesigcu.

Dopiero pod koniec drugiej dekady czerwca naturalny
satelita Ziemi dotrze do obszaru nieba, gdzie przebywaja
planety Ukladu Stonecznego. Rankiem 18 i 19 czerwca
Srebrny Glob w fazie odpowiednio 82% i 72% przejdzie
kilka stopni od przebywajacego na pograniczu
gwiazdozbioréw Koziorozca i Wodnika, niecale 2°

od najjasniejszej w Koziorozcu, cho¢ na mapach

nieba oznaczanej dopiero litera ¢, gwiazdy Deneb
Algiedi Saturna. W tym momencie planeta swieci
blaskiem 40,6™, jej tarcza za$ ma $rednice 18”.


https://arxiv.org/abs/2111.12196
http://www.atoptics.co.uk/cha2.htm

Ksiezyc przejdzie przez ostatnia kwadre 21 czerwca,
zblizajac si¢ jednoczeénie do Jowisza na odlegtos¢ 9°.
Nastepnego ranka Srebrny Glob zmniejszy faze do 40%
i przeniesie sie miedzy Jowisza a Marsa, by 23 czerwca
wyprzedzié¢ juz Czerwong Planete, Swiecac w fazie 30%
4° na wschéd od niej. W tych dniach Jowisz $wieci
blaskiem —2,4™, przy érednicy tarczy 40”. Jasnosé
Marsa jest o prawie 3™ mniejsza, a tarcza planety ma
$rednice 7" 1 wyrazng faze 86%. Dwie godziny przed
wschodem Stonca wszystkie trzy planety znajduja sie na
wysokoéci okoto 20°.

Mniej wiecej 10° na wschdd od Saturna swoja petle

na niebie kredli planetoida (4) Westa, szykujaca sie

do opozycji 23 sierpnia. Osiagnie wtedy jasno$¢ okoto
45,8, czyli porownywalng z Uranem. W czerwcu
planetoida wcigz porusza sie¢ ruchem prostym i zacznie
miesiac 2,5° od gwiazdy 6. wielkosci 45 Aqr, by skonczy¢
go pokonawszy 5°, jakies 2,5° na zachdéd od gwiazdy

4. wielkoéci 7 Aqr. W czerwcu Westa $wieci z jasnoscia
okoto +7™, czyli wyraznie jasniej od Neptuna, ale
wyraznie stabiej od Urana, i do jej dostrzezenia
potrzebna jest przynajmniej lornetka. Przyda sie tez
mapa jej sasiedztwa.

Po minieciu planet Ksiezyc powedruje ku Stoncu,

dazac do nowiu, przez ktory przejdzie 29 czerwca.

Trzy dni wezesniej mozna prébowaé odnalezé bardzo
cienki juz jego sierp, w fazie zaledwie 8%, Swiecacy
mniej wiecej 2,5° nad Wenus. Jednak jest to zblizenie
trudne do obserwacji, gdyz na pét godziny przed
wschodem Storica, a zatem na jasnym juz niebie, oba
ciata niebieskie zajmuja pozycje na wysokosci okoto 10°.

Jesli natomiast wtedy uda si¢ odnalezé Ksiezyc (warto
wspomdc sie lornetka), to 27 czerwca mozna sprébowaé
jeszcze trudniejszej sztuki, czyli odnalezienia Ksiezyca
w fazie jedyne 3%, jakie$ 9° na lewo od Wenus. Tutaj
natomiast trzeba dysponowaé odpowiednio odstonigtym
widnokregiem i doskonatg przejrzystoscia powietrza.

W czerwcu Wenus §lizga sie wzdluz wschodniego
widnokregu, przesuwajac sie na péinoc, i jej warunki
obserwacyjne sg trudne. Planeta przez caly miesiac
utrzymuje jasno$é¢ okolo —3,9™ $rednica tarczy spadnie
z 14" do 12", faza za$ uro$nie do 86%. Nie stanowi
zatem atrakcyjnego celu dla posiadaczy teleskopow.

Jak co roku w czerwcu, maksimum swojej aktywnosci
ma réj meteoréw o nazwie Bootydy Czerwcowe. Réj

6w promieniuje od 22 czerwca do 2 lipca, z maksimum
aktywnosci 27 czerwca. Charakterystyczna cecha
meteoréw tego roju jest ich powolno$é, gdyz predkosé ich
zderzenia z nasza atmosfera wynosi zaledwie 18 km/s,
co czyni ten réj jednym z wolniejszych w calym roku.
W maksimum aktywnos$ci mozna spodziewaé si¢ nawet
100 meteoréw na godzine. Radiant roju znajduje

sie¢ mniej wigcej w tym samym obszarze, co radiant
styczniowych Kwadrantydéw, czyli kilka stopni na
péinoc od gléwnej figury Wolarza, a zatem w obszarze
nieba, ktéry u nas nigdy nie zachodzi. Okolo péinocy
radiant zajmuje pozycje na wysokosci okoto 50°, czyli
jest to r6j bardzo dobrze widoczny z Polski. W tym roku
w jego obserwacjach nie przeszkodzi Ksiezyc, wschodzacy
wtedy nad ranem, a 27 czerwca tuz przed Storicem

w fazie bardzo cienkiego sierpa.

Ariel MAJCHER

Donald Knuth,
Liczby nadrzeczywiste

Na poczatku byta pustka, az J.H.-W.H. Conway poczal stwarzaé
liczby. Jest to pierwsze zdanie umieszczone na tajemniczym kamieniu, ktéry

para bytych studentéw odnajduje na plazy pewnej rajskiej wyspy. No dobrze,
przyznajmy: wyspa jest fikcyjna, studenci sa fikcyjni, kamien jest fikcyjny —
ale liczby stworzone przez Johna Conwaya sa zupelnie rzeczywiste, a nawet
nadrzeczywiste. Kazda z nich odpowiada parze (X, Xr), gdzie X1, i Xg sa

zbiorami. . .

innych liczb nadrzeczywistych, takimi ze zadna liczba z lewego

zbioru nie jest wigksza-rowna od zadnej liczby prawego zbioru. Z kolei liczba

Donald E. Knuth

LICZBY

NADRZECZYWISTE
o .

OW

rzeczywistych.

y = (Y, YR) jest wicksza-rédwna od z = (Z1,,ZR), jesli z nie jest wigkszy-réwny
od zadnego elementu Yy, a zaden element Z; nie jest wickszy-rowny od y.
Brzmi jak definicyjny waz zjadajacy wlasny ogon, ale to tylko pozory! Wystarczy
uwierzy¢ w istnienie zbioru pustego, by przedstawione dwie reguty powotaly

do zycia $wiat liczb dalece bogatszy od dobrze nam znanego zbioru liczb

Conway opowiedzial o swojej blyskotliwej konstrukeji Donaldowi Knuthowi,
ktory tak bardzo zachwycil sie koncepcja, ze postanowit opisaé¢ liczby
nadrzeczywiste i ich wybrane wlasnosci w niezwykle oryginalnej formie swoistego
yantypodrecznika” (jak sam pisze o swojej ksiazce), ktérego czytelnicy wraz z
gléwnymi bohaterami odkrywaja radosci (a czasem réwniez frustracje) tworczej
pracy matematycznej.

Przyklaskujemy pomystowi Copernicus Center Press wprowadzenia tej pozycji
na polski rynek wydawniczy, a zachowujacemu lekko$¢ oryginatu ttumaczeniu

Tomasza Millera stawiamy solidne

{{EHHEO,0)},0)},0)},0)},0)3,0).
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

LHC po urlopie

Wielki Zderzacz Hadronéw (LHC) wraca do pracy po ponadtrzyletniej

przerwie. Przez ten czas inzynierowie i fizycy ciezko pracowali nad

konserwacjg i modernizacja tego najwiekszego i najpotezniejszego na Swiecie
akceleratora czastek. Pierwsza wiazka czastek — o energii 450 GeV, a wiec
jeszcze nierozpedzonych do docelowych predkosci — ruszylta w trase wokot
dwudziestosiedmiokilometrowego pierécienia w piatek 22 kwietnia. Oznaczalo to,
ze wszystko dziala poprawnie i Wielki Zderzacz Hadronéw jest gotowy do pracy.
Kiedy Czytelnicy Delty czytaja te stowa, rozpedzone do trzydziestokrotnie
wiekszej energii protony Smigaja juz w podgenewskim tunelu — i bedg to robié
przez kolejne cztery lata, dostarczajac fizykom nowych danych.

Ten nowy okres dziatania Wielkiego Zderzacza Hadrondéw, okreslany mianem
Trzeciego Przebiegu (Run 3), bedzie sie odznaczal nie tylko wyzsza niz
poprzednio energia zderzen czastek, ale takze wigksza liczba zderzajacych sig
czastek. Oznacza to, ze zwiekszy sie liczba dostepnych danych. Trzeba jednak
pamietaé, ze wicksza liczba zderzen to takze duze wyzwanie, gdyz naprawde
interesujace dane stanowia mikroskopijny utamek wszystkich zarejestrowanych
proceséw, trzeba zatem ulepszyé procedury i algorytmy pozwalajace te ciekawe

dane znalezé.

Wedtug oficjalnych komunikatéw ta bezprecedensowa liczba zderzen

umozliwi miedzynarodowym zespotom fizykéw w CERN i na calym

Swiecie bardzo szczegdtowe zbadanie bozonu Higgsa oraz poddanie Modelu
Standardowego fizyki czastek elementarnych i jego réznych rozszerzen
najbardziej rygorystycznym testom, jakie dotychczas zostaly przeprowadzone.
Co ciekawe, mato kto chce kusi¢ los, méwiac otwarcie o perspektywie odkrycia
nowych czastek spoza Modelu Standardowego. Wydaje sig, ze okres braku
sukcesé6w w tym zakresie w ciggu ostatniej dekady po odkryciu bozonu Higgsa
skutecznie utemperowal oczekiwania fizykdw.

Co sig zatem zmienilo przez ostatnie trzy lata? W detektorze ATLAS
usprawniono mechanizm wyzwalania zapisu danych, aby skuteczniej odsiewaé
nieinteresujace przypadki zderzen, nie tracac informacji o tych interesujacych.
Ulepszono takze pomiar energii czastek w kalorymetrach oraz detekcje
mionéw. Analogicznym ulepszeniom poddano detektor CMS. Detektor LHCb
przeszed! calkowita modernizacje, ktéra pozwoli mu na znacznie efektywniejsze
zbieranie danych. Zespél do$wiadczalny uzywajacy tego detektora oczekuje,

ze w ten sposéb w czasie Trzeciego Przebiegu uda sie zebraé trzykrotnie

wiecej danych niz przez caly dotychczasowy okres dziatania detektora.

To bardzo istotne, gdyz jednym z celéw badawczych
LHCD jest analiza bardzo rzadko wystepujacych
proceséw oddzialywania czastek Modelu Standardowego.
Poniewaz przewidywane prawdopodobienstwo takich
proceséw jest bardzo male, wszelkie odstepstwa od
przewidywan teoretycznych powinny by¢ dobrze
widoczne. Aby jednak je dostrzec, potrzeba duzej
statystyki zderzen czastek, i dlatego ulepszenie LHCb
bylo tak wazne. Spektakularne wyniki przyniesie
modernizacja ALICE — wyspecjalizowanego detektora
do badania ciezkich jonéw. Fizycy pracujacy z tym
detektorem wyrazaja nadzieje na pieédziesieciokrotny
wzrost liczby badanych przypadkéw.

Podczas Trzeciego Przebiegu zadebiutuja dwa

nowe detektory, zaprojektowane specjalnie w celu
poszukiwania oddzialywan wykraczajacych poza

Model Standardowy czastek elementarnych — FASER

i SND@QLHC. Pozwola one na systematyczne zbadanie
istnienia nowych czastek o masie porownywalnej z masa
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protonu, ale bardzo stabo oddziatujacych. Czastki
takie wystepuja w wielu modelach teoretycznych
wyjasniajacych zagadke ciemnej materii we
Wszechswiecie. Zbudowanie tych detektorow pokazuje,
jak szybko srodowisko fizykéw potrafi reagowac na
nowe pomyslty — w tym przypadku od idei do realizacji
uplynelo zaledwie kilka lat.

Wysilek badawczy fizykéw pracujacych przy Wielkim
Zderzaczu Hadronéw bywa czasami niedoceniany.
YLatwiej zapewne ekscytowaé si¢ odkryciem nowej
czastki niz kilkukrotnym zmniejszeniem niepewnosci
pomiarowych w znanych procesach. Tymczasem
wyniki tego drugiego rodzaju sa niezwykle wazne dla
mozliwoséci odkrywania nowych efektow, ktore, by¢ moze,
podpowiedza nam co nieco o bardziej fundamentalnej
strukturze Wszechéwiata. Dlatego z zapartym tchem
i drzaca nadzieja na co$ nowego czekam na nowe wyniki
z LHC. .
Krzysztof TURZYNSKI
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Liczba i suma dzielnikow
Barttomiej BZDEGA

Niech 7(n) i o(n) oznaczaja odpowiednio liczbe i sume dzielnikéw liczby

catkowitej dodatniej n. Rozwazmy rozklad liczby n na czynniki pierwsze:
n=pipy? .. PRk,

Na mocy zasadniczego twierdzenia arytmetyki liczba catkowita dodatnia d jest

dzielnikiem liczby n wtedy i tylko wtedy, gdy mozna ja zapisa¢ w postaci

(1)
Kazda z liczb §; mozemy wybraé niezaleznie na a; + 1 sposobéw, wigc na mocy
reguly mnozenia

(2) 7(n) = (a1 + 1)(ag+1)...(ax + 1).

W celu uzasadnienia wzoru na sume dzielnikow

(3) o(n)=1+p1+pi+...+p7)(L+pe+p3+...4+p32) ... (1 +pe+pi+...+pp*),
wymnazamy jego prawa strone — jest ona réwna

a1 o ag
Z Z pr‘péﬁ...pf" :Zd
d|n

B1=0 B2=0 Br=0

d:pllpgz...pi’“, przy czym 3; € {0,1,...,a;} dlai=1,2,... k.

na mocy .

Na koniec pokaze, jak mozna oszacowaé warto$é o(n), znajac tylko dzielniki
pierwsze liczby n. Zauwazmy, ze dla liczby pierwszej p i liczby catkowitej a > 1
zachodzg nieréwnosci

+1  p+p* !t 1+p+pP+...+p® 1 1 1
prl_p Ay oAphpd LA R TSP g
p p p p pop p—1
Po wymnozeniu ich stronami dla liczb p;, o; przy i = 1,2,...,k, na mocy ,
otrzymamy nastepujace nieréwnosci:
1 1 1
(4) pmtl pptl  pet gf"(”)
Y41 b2 Pk n

pr P2
pr—1 pp—1 "

Dk
pr—1

Zadania.

1. Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite dodatnie n, ktérych liczba dzielnikéw
wynosi /n.

2. Liczba calkowita dodatnia n ma dokladnie trzy razy mniej dzielnikéw niz
liczba n?. Ile dzielnikéw moze mieé liczba n?

3. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne, ktére maja nieparzysta
(a) liczbe dzielnikéw,

(b) sume dzielnikéw.

4. Ustalmy liczbe catkowita dodatnia n. Wyrazi¢ za pomoca funkcji 7 liczbe
rozwigzan réwnania % + % = % w liczbach catkowitych z i .

5. Liczby calkowite dodatnie m i n nazywamy zaprzyjaZnionymi, jesli spelniaja
warunki o(n) = 2m i o(m) = 2n. Dowiesé, ze jesli m i n sg liczbami
zaprzyjaznionymi, to iloczyn sumy odwrotnosci dzielnikow liczby n i sumy
odwrotnosci dzielnikéw liczby m jest réwny 4.

6. Liczbe catkowita dodatnia n nazywamy doskonalq, jeli o(n) = 2n. Dowiesé, ze
(a) nieparzysta liczba doskonala ma przynajmniej trzy rézne dzielniki

pierwsze;
(b) parzysta liczba jest doskonala wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci
2P=1(2P — 1), w ktorej liczby p i 2P — 1 sa pierwsze.

7. Liczbe catkowita dodatnia n nazwijmy hiperdoskonalq, jesli o(n) = 3n.
Udowodnié, ze jesli liczba hiperdoskonata ma dokladnie trzy rézne dzielniki
pierwsze, to jest ona podzielna przez 6.

8. Niech n > 6 bedzie liczba doskonalg oraz niech p bedzie najmniejszym
dzielnikiem pierwszym liczby n. Dowies¢, ze w rozkladzie liczby n na czynniki
pierwsze liczba p wystepuje z wykladnikiem parzystym.
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