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Aksjomaty topologii:
(T1) Zbiory 0 i X sa otwarte.

(T2) Suma dowolnej rodziny zbioréw
otwartych jest otwarta.

(T3) Przeciecie dwéch zbioréw otwartych
jest otwarte.
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Poznajmy topologie przez dotyk
Michat MISKIEWICZ*

Trudno jest dotkngc topologii. Latwo jest ja za to zdefiniowaé: standardowo
topologie na zbiorze X opisuje si¢ jako rodzing podzbioréw X (zwanych
otwartymi) spelniajaca aksjomaty podane na marginesie. Definicja funkcji ciaglej
f: X — Y réwniez nie sprawia problemu: jest to funkcja, dla ktérej przeciwobraz
dowolnego zbioru otwartego U C Y jest zbiorem otwartym f~1(U) C X.

Spora trudno$é moze jednak sprawié¢ zrozumienie, w jaki sposéb powyzsza
definicja odpowiada intuicji ,rysowania wykresu funkcji bez odrywania otéwka”.
Zwiazek pojecia zbioru otwartego ze struktura, ktérag staramy si¢ w ten sposéb
opisaé, nie jest oczywisty. Bez watpienia odpowiedni trening matematyczny
pozwala wyrobi¢ odpowiednie intuicje oraz docenié¢ piekno i glebie topologii;
postaram sie jednak przekonaé Czytelnika, ze podstawy topologii mozna zblizy¢
do intuicji. Postuzy do tego idea pochodzaca od Kazimierza Kuratowskiego,
odpowiednio przeformutowana w celach dydaktycznych przez pézniejszych
autoréw; po dalsze szczegdly warto siegnaé¢ do pozycji podanych na marginesie.

Relacja dotykania

Zacznijmy od opisu topologii liczb rzeczywistych. Powiemy, ze liczba x dotyka
zbioru A C R, jesli dla dowolnego naturalnego n istnieje liczba y € A spelniajaca
|z —y| < 1. W ten sposéb odcinka otwartego (0, 1) dotykaja na przyklad liczby
% oraz 1, ale juz nie % Czytelnik moze sprawdzié¢, ze wprowadzona tu relacja
spelia warunki podane nizej. Okaze si¢ pézniej, ze do méwienia o cigglosci nie

trzeba nic wiecej.

Definicja. Przestrzenig topologiczng nazwiemy zbiér X wraz z relacja dotykania
spelniajaca nastepujace aksjomaty:

(D1) Zaden punkt nie dotyka zbioru pustego (.

(D2) Jedli z € A, to x dotyka A.

(D3) Punkt = dotyka AU B wtedy i tylko wtedy,
gdy dotyka ktéregos ze zbioréw A lub B.

(D4) Jesli punkt « dotyka A, a kazdy punkt A dotyka B, to x dotyka tez B.

Intuicyjnie mozna mysleé, ze punkt x dotyka zbioru A, jesli zbiér ten posiada
punkty dowolnie blisko x — co zreszta odpowiada relacji wprowadzonej na R.
Powinno to wystarczyé, by nieco uwiarygodnié¢ powyzsze warunki.

Jesli dane sa dwie przestrzenie topologiczne X, Y (czyli dwa zbiory, kazdy ze
swoja relacja dotykania), to mozemy juz méwié o ciaglosci funkeji f: X — Y.
Intuicyjnie rzecz biorac, funkcja ciggta to taka, ktéra nie rozrywa obiektéw
stykajacych sie, co zreszta latwo uchwyci¢ w definicji:

Ciaglosé. Funkcja ciggla f: X — Y to funkcja spelniajaca nastepujacy warunek:
jesli punkt & € X dotyka zbioru A C X, to obraz punktu f(z) dotyka obrazu
zbioru f(A).

Subiektywny przeglad pojeé topologicznych

Wszystkie pojecia podane nizej posiadaja prosta charakteryzacje (choé¢
niekoniecznie konstrukcje) oparta na definicji ciagtosci. Nic jednak nie szkodzi,
by poda¢ ich definicje w terminach relacji dotykania.

Spdéjnosé. Przestrzen topologiczng X nazwiemy niespdjna, jesli mozna ja
przedstawi¢ jako sume dwoéch niepustych zbioréow X = AU B w taki sposéb,

ze zaden punkt A nie dotyka B i vice versa. W przeciwnym przypadku méwimy,
ze X jest spéjna.

Podprzestrzen. Jesli X’ jest podzbiorem przestrzeni topologicznej X, to
relacje dotykania na X mozna ograniczy¢ do punktéw X’ i podzbioréow X',
w ten sposéb nadajac X' charakter (pod)przestrzeni topologicznej.
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Iloraz. Zalézmy, ze na przestrzeni topologicznej X
dana jest relacja réwnowaznosci ~, ktérg bedziemy
interpretowac jako przepis na sklejanie: punkty

x,y € X sklejamy, jesli z ~ y. Definiujemy wtedy

zbiér X /~, ktérego elementami sa klasy abstrakeji [z]
punktéw X (zob. kolorowy tekst ponizej), wraz z funkcja
q: X = X/~ zadang wzorem ¢(x) = [z]. Przyjmijmy,

ze jesli x dotyka A, to g(x) dotyka ¢(A); przyjmijmy
tez, ze nie zachodzg dotkniecia inne niz wynikajace z tej
zasady. Wowezas X/~ jest przestrzenia topologiczna
(tzw. przestrzenig ilorazowg), a q jest funkcja ciagla
(tzw. przeksztatceniem ilorazowym).

Klasa abstrakcji [z] to zbiér tych wszystkich y € X, dla ktérych = ~ y.
Whprost z definicji wynika, ze klasy abstrakcji dwéch elementéw sa albo
tozsame, albo rozlgczne. Dla przyktadu, jesli w zbiorze {0,1,2,3,4,5}

rozpatrzymy relacje m ~ n <= 3| m — n, to sa trzy klasy abstrakcji:

0,3}, {1,4}, {2,5}.

Podany tu opis dotykania w X/~ oddaje pewna

intuicje — po sklejeniu punkt x dotyka tego, co wczesniej,
oraz tego, czego dotykaly punkty z nim sklejone — ale
moze sie¢ wydawaé¢ malo bezposredni. Mozna jednak ten
sam opis sformutowaé wprost: Z dotyka A, jesli ktérys
punkt zbioru ¢~ '(#) dotyka ¢—1(A).

Przykilady

Czytelnik Delty spotkal sie zapewne z topologia

w kontekscie wycinania i sklejania, jak w artykule
Powierzchnie: zajecia praktyczno-techniczne z A2

Jedli tak, to moze odetchnaé z ulga, ze do Scislego opisu
takich rozumowan wystarczg podane przed chwilg proste
konstrukcje. Tutaj przedstawie kilka najprostszych
przyktadéw konstrukeji przestrzeni topologicznych,

by bylo wiadomo, jak to dziala.

Topologia dyskretna. Na dowolnym zbiorze D
mozemy okresli¢ relacje dotykania przez przyjecie, ze
kazdy punkt dotyka tylko i wylacznie tych zbioréw, do
ktérych nalezy. Powstala przestrzen topologiczna zwykto
sie nazywaé przestrzenig dyskretng. Latwo sprawdzié,

ze kazda funkcja f: D — X (w dowolng przestrzeri
topologiczna X) jest wéwczas ciagla. Natomiast jesli

X jest spéjna, to funkcja f: X — D jest ciagla wtedy

i tylko wtedy, gdy jest stala.

Podana tu charakteryzacje funkcji ciagtych w przestrzen dyskretna
mozna przyjaé za alternatywna definicje spéjnosci (zob. zadanie 1).

Plaszczyzna. Podobnie jak dla prostej rzeczywistej
definiujemy, ze punkt (p1,p2) dotyka zbioru A C R?, jesli
dla dowolnego naturalnego n istnieje punkt (¢1,¢2) € A
spetiajacy \/(p1 — q1)? + (p2 — ¢2)? < 5. Warto

sie przekonaé, ze uzycie innego sensownego wzoru

na odleglos¢ nic nie zmieni, otrzymana przestrzen
topologiczna bedzie taka sama (zadanie 2).

Definicje podobna do tej dla R i R? mozemy przyjac¢ zawsze, gdy na
badanym zbiorze dysponujemy pojeciem odlegto$ci. Mowimy wtedy
o przestrzeni metrycznej lub metryzowalnej — zaleznie od tego, jak
bardzo chcemy zaznaczyé wyjsciowe pojecie odleglosci.

Okrag. Okrag jednostkowy, czyli podzbiér plaszczyzny
S = {(z,y) : 22 + y? = 1}, dziedziczy relacje dotykania
okreslong wyzej na R2.

Okrag inaczej. Niech K bedzie odcinkiem [0, 1]

ze sklejonymi koricami. Sciglej, na odcinku [0, 1] —
rozumianym jako podprzestrzern R — wprowadzmy relacje
réwnowaznosei, w ktérej 0 ~ 1 (i oczywiscie x ~ x dla
kazdego x € [0, 1]). Nastepnie oznaczmy przestrzen
ilorazowg K :=[0,1]/~. Cho¢ niekoniecznie to widad,

K jest okregiem.

Zdanie to nie brzmi $cisle, ale mozemy je uzasadnic!

W tym celu okreslmy funkcje f: [0,1] — S wzorem

f(z) = (cos(2mz),sin(27z)). Oczywiscie f(0) = (1,0) =
= f(1), co pozwala okresli¢ funkcje f: K — S spelniajaca
f([x]) = (cos(2mz),sin(27z)). Co wiecej, latwo sprawdzic,
ze f jest bijekcja oraz funkcja ciagla (zob. zadanie 4).

W tym konkretnym przypadku mozemy sie nawet
przekonaé, ze zachodzi réwnowaznosé: z dotyka A
wtedy i tylko wtedy, gdy f(&) dotyka f(/l) Bijekceje

o takiej wlasnosci nazywamy homeomorfizmem. Istnienie
homeomorfizmu f: K — S oznacza, ze K i S sa
nierozréznialne jako przestrzenie topologiczne. Wyjasnia
to, dlaczego K zasluguje na miano okregu, chociaz na
okrag nie wyglada.

Dotyk a topologia

Przedstawione tu omoéwienie to duzo, albo nawet

za duzo, jak na pierwsze zetkniecie z topologia. Na
pewno jednak niektérzy Czytelnicy dobrze znaja te
dziedzine i zadaja sobie pytanie, jak relacja dotykania
ma sie do standardowej formalizacji topologii. Spiesze
z wyjasnieniem.

Ot6z zbiér X z relacja dotykania pozwala zdefiniowaé
operacje domkniecia:
A:={r € X :x dotyka A} dla AC X.

Wiasnosci operacji A — A latwo odczytaé z aksjomatow
dotykania:

(C1) =0
(C2)ACA

(C3) AUB=AUB
(C4) ACB = ACB

I to wlasnie jest aksjomatyka topologii zaproponowana
przez Kazimierza Kuratowskiego. Z pewng drobng
zmiang: aksjomatyka Kuratowskiego zastepuje warunek
(C4) warunkiem (C4’) A = A. Jednak nietrudno sig
przekonaé, ze zestawy (C1,2,3,4) 1 (C1,2,3,4') sa
réwnowazne.

A jak stad przejs¢ do rodziny zbioréw otwartych?
Definiujemy mianowicie zbiory domkniete jako te
zbiory A, dla ktérych A = A, a zbiory otwarte jako
dopekienia zbioréw domknietych. Mozna sprawdzi¢,
ze tak okreslona rodzina zbioréw otwartych spetnia
aksjomaty (T 1,2,3) z poczatku artykutu, jak réwniez —
ze caly ten proces ,tlumaczenia” da si¢ odwrécié.

Czy warto tlumaczy¢ cala topologie na jezyk dotykania?
Na pewno nie. A czy warto podeprze¢ si¢ alternatywna
formalizacja, by uzyskaé jasniejszy obraz tej wspanialej
dziedziny? Odpowiedz nalezy do Czytelnika.
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Wezmy zbiér C = {0,1} z topologia dyskretng. Sprawdzi¢, ze

przestrzenn X jest niespdjna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje niestala funkcja

ciggla f: X — C.

Przekonaé sie, ze w definicji dotykania na R? uzycie dowolnego

ze wzoréw na odleglosé:

da(p,q) = \/(pl—(h)2+(p2—¢h)2, di(p,q) == |p1—q1|+Ip2—a2|,

homeomorfizmem.
Rzut stereograficzny z zadania 3

deo (p, q) := max(|p1 —q1|, |p2 —gq2|), prowadzi do tej samej relacji dotykania (choé
mozliwe, ze dla tych samych p i n trzeba inaczej dobra¢ punkt q).

Niech M = R U {oo} bedzie zbiorem R wzbogaconym o dodatkowy
element oznaczony wymownym symbolem co. Przyjmijmy, ze co dotyka

wszystkich nieograniczonych podzbioréw A C R oraz (wylacznie) wszystkich
zbioréw zawierajacych oo. Ponadto kazdy z punktéw x € R dotyka tych zbioréw,
ktére posiadaja punkty dowolnie blisko x (podobnie jak dla R). Uzasadnié,

ze rzut stereograficzny s: S — M (posylajacy punkt (0,1) na punkt co) jest

Niech f: X — Y bedzie funkcjg ciggly speliajaceg warunek
z ~y= f(z) = f(y). Wykaza¢ istnienie (dokladnie jednej) funkcji cigglej

f: X/~ =Y takiej, ze f(z) = f([z]) dla wszystkich z € X.
Wykazaé, ze pojedynczy aksjomat

Szkice rozwiazan zadai zamieszczamy

na str. [[51

(CO) AUAUB=AUB~0

jest réwnowazny zestawowi aksjomatéw (C1,2,3,4") (jak réwniez (C1,2,3,4)).

O ksigzce Matematyka z roznych stron widziana

Pawet STRZELECKI*

Dawno nie mialem w reku ksiazki, ktérej tytut tak
dobrze oddawalby jej zawarto$é i charakter. W niezbyt
diugim tekscie trudno oddaé jej pelnag sprawiedliwosé
(nalezy ja po prostu przeczytaé i przezy¢, najlepiej
stopniowo, nie od razu).

Matematyka z roznych stron widziana jest zbiorem
kilkudziesieciu artykuléw i esejéw, stanowigcych

w wigkszosci zapisy wybranych odczytéw wyglaszanych
przez ponad 30 lat na Szkotach Matematyki Pogladowe;j.
Szkoty organizowane sa przez Osrodek Kultury
Matematycznej zalozony przez grupe oddanych
matematyce entuzjastéw skupiong wokot prof. Marka
Kordosa. Ksiazka jest wiec, po pierwsze, dokumentem
niezwyklej wieloletniej dziatalnosci zwiazanej z najlepiej
pojetym upowszechnianiem nauki. Otéz nauka nie moze
istnieé¢ bez rozmowy — i to zaréwno rozmowy uczonych
tej samej specjalnosci miedzy sobg, jak i z kolezankami
i kolegami z odleglejszych rejonéw swiata nauki, a takze
z tymi, ktérzy do nich za chwile dolacza, z tymi,

ktorzy po prostu zostang szeregowymi uzytkownikami
matematyki (lub innej dyscypliny), a wreszcie cala
rzeszg rozsadnych ludzi, ktérzy z licznych wzgledow
chcieliby wiedzieé, co w naukowej trawie piszczy.

Nie jest wcale rzecza jasna, jak takie dialogi maja
wygladaé i jak je prowadzi¢. Jak pisze sam Marek
Kordos w tekscie, ktéry zamyka ksigzke — prowadzac
Czytelnika od Lewisa Carrolla i jego Alicji po hipoteze
geometryzacyjng Thurstona i medal Fieldsa Griszy
Perelmana — i jest zapisem jego odczytu w Nowym Saczu
z okazji pierwszego wreczenia dyploméw absolwentom
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tamtejszego Kolegium Nauczycielskiego: trudnoscia,
z ktérg musiatl sie jako prelegent zmierzy¢,

... byt fakt, ze nalezato mowié o matematyce,

a w uroczystosci mieli wzigé udziat (i wzieli)
ludzie o bardzo rézinym stopniu oswojenia z tg
dyscypling. Byli wybitni matematycy polscy

(w tej liczbie dwezesny Rektor Uniwersytetu
Jagiellotiskiego), ale tez sgdeccy parlamentarzysci
1 najznakomitst przedstawiciele nowosgdeckiego
Ratusza (z Prezydentem Miasta na czele), sgdecka
Hierarchia Koscielna, wyktadowcy Kolegium

(a wiece takie muzycy, sportowcy, psychologowie,
anglisci itd. ), nauczyciele szkolni, studenci i liczna
gawiedZ (bo rzecz odbywata si¢ w bardzo pojemnej
ratuszowej auli, tej z przepieknym piecem kaflowym,).
Jak powiedzieé cos, czego bez znudzenia mogliby
wystuchaé oni wszyscy?

Ksiazka w istocie jest Swiadectwem wielowatkowej,
wielowymiarowej, zespotowo udzielonej i, co wazne,
spéjnej odpowiedzi na ostatnie pytanie. Jak pisze jeden
z autoréw, Zbigniew Marciniak:

Matematyka jest dla mnie czescig przyrody. Podobnie
jak ludzie zajmugjgcy sie innymi dyscyplinami nauks,
matematyk stara sie odkryé prawa opisujgce ten
fragment rzeczywistosci. Matematyka posiada przy
tym szczegolny urok: odkrywcy dana jest od razu
,cata” prawda. Twierdzenie, poprawnie udowodnione
dwa tysigcee lat temu, pozostaje do dzis tak samo
prawdziwe.
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Rozwigzanie zadania F 1058.

W momencie rozpoczecia opuszczania
deski cigzarek naciska na nig z sila

F = m(g — a). Od deski oderwie si¢, gdy
wartosc¢ sity, z jaka sprezyna ciagnie go
w gére, zréowna sie z sila F', to znaczy,
gdy wydtuzenie x sprezyny osiagnie
wartos¢ © = m(g — a)/k. Nastapi to po

czasie
2m(g — a)
to =) —>——.
ak

W chwili tg ciezarek porusza sie

z predkoscia v = atg w détl, tzn.

w kierunku wzrostu wydluzenia sprezyny,
po czym wykonuje drgania wzgledem
polozenia réwnowagi xo = mg/k

z czgstoscia w = /k/m:

z(t) = o + Asin (w (t — to) + ¢).
Znamy polozenie z(tp) = Asin(p) = xo
i predkosé v(tp) = Aw cos(p) = ato.

Po podstawieniu obliczonych wczesniej
wartosci xg oraz to i skorzystaniu

z tozsamosci trygonometrycznej
otrzymujemy:

A= %’l\/a(‘Zg —a).

To prawda, niemniej ludzie dziela sie swoim widzeniem matematyki.

To konieczne, stad miedzy innymi bierze sie postep w nauce, zdolnosé
abstrahowania, formutowania probleméw i ich rozwigzywania. Kazde twierdzenie
poprawnie udowodnione, pézniej zas doglebnie zrozumiane i przetrawione, mozna
w badaniach stosowaé rozmaicie i w réznych kontekstach; aby tego doswiadczy¢,
potrzebna jest miedzy innymi rozmowa. Obszerno$é matematyki wiaze sie wszak
z trudnoscia wyboru wlasnej drogi naukowej lub (gdy sie ja juz raz wybierze)
podjecia decyzji o jej zmianie; zwiezly imperatyw Hilberta — moéwiacy, ze
motorem rozwoju nauk matematycznych jest rozwiazywanie probleméw — moze
nie wystarczy¢. Ta ksigzka go wspomaga i dostarcza inspiracji do przemysleri

i poszukiwari.

Teksty skladajace sie na ksigzke dziela sie na kilka grup, a moze raczej daloby
sie je oznaczy¢ réznymi etykietkami (zwykle wybor etykietki nie jest ani w pelni
oczywisty, ani jednoznaczny). Mnie podczas lektury i notatek pojawilta sie piatka
takich roboczych etykiet. Oto one, z przykladami tekstéw, ktérym gotéw bytbym
je przydzielié¢.

Po pierwsze klasyka matematyki. Do tej grupy zaliczam m.in.:

e Cztery teksty Zbigniewa Marciniaka: stosunkowo elementarny i bardzo
klasyczny Wzdr Eulera; drugi — Skad to si¢ wzigto? (tekst o licznych mostach
miedzy geometria i fizyka, ktéry pozwala Czytelnikowi spojrzeé z lotu ptaka
na panorame obejmujacg prace Rydberga i Balmera z jednej strony, z drugiej
zas$ — idealy, algebry funkcji ciaglych i twierdzenie Gelfanda—Najmarka,
przyprawiajace czasem o bol glowy adeptéw analizy funkcjonalnej);
trzeci — Wielkie Twierdzenie Fermata (przyblizajacy klarownie, w sposéb
zrozumialy dla studentéw matematyki, kulisy i pojecia kryjace sie za hipoteza
Taniyamy—Shimury i stynnym dowodem Wilesa); i wreszcie czwarty — o teorii
grup jako przykladzie teorii aksjomatycznej

e Jacka Debka przeklad wizjonerskiego wyktadu habilitacyjnego Riemanna

e Tekst Michala Hellera i Zdzistawa Pogody o geometrii i kosmologii

e Pawta Traczyka Kolorowe wezly i sploty oraz Krzysztofa Ciesielskiego
Topologiczne uktady dynamiczne

e Michala Adamaszka 1, 2, 4, 8 i Tomasza Kochanka O metodzie
probabilistycznej Paula Erddsa

o Jacka Swiatkowskiego O brytach i parkietazach platoriskich i Tadeusza Nadziei
Czy mozemy ustyszeé wymiar przestrzeni?

Wspélnym mianownikiem tekstéw z etykieta klasyka jest dla mnie to, ze

od najprostszych definicji i przykladéw, opowiedzianych bardzo czesto ze
swada, w sposéb genialnie zrozumialy prowadza Czytelnikéw do osiagnieé
nowoczesnej matematyki pokazanych panoramicznie i pogladowo, w sposéb,
ktérego nie wstydziliby sie autorzy najlepszych tekstéow przegladowych

w Notices of the American Mathematical Society. Dwa zdania zaczerpniete

z tych tekstow, nie do korica na chybit trafil, moga stuzyé za motto przekazu
tej warstwy ksiazki: Matematyka wzigta sie ze zmagan z rzeczywisto$cig
pozamatematyczng (Marciniak), Wszystko wskazuje na to, ze przysztosé nalezy do
badari interdyscyplinarnych (Heller, Pogoda). Nie ma w tekstach istotnie nowych
wynikéw matematycznych, niemniej bez watpienia maja one wybitnie naukowy
charakter.

Druga z moich roboczych etykiet to na pozor ciekawostki © drobiazgi, ale

w istocie nie tylko. Wiele tekstéw, ktérym byltbym gotéw jg przydzielié, dotyczy
m.in. matematyki dyskretnej i kombinatoryki (prominentni autorzy w tej klasie
to Joanna Jaszuiiska i Jarostaw Wréblewski), choé nie tylko: znajdzie sie tu tez
matematyka wigzania krawatow i sznuréwek (brzmi jak nieszkodliwe dziwactwo,
ktére — jednak! — trafilo m.in. na tamy Nature), opowiesci o izometriach

i liczbach chromatycznych etc. W tej grupie tekstéw jeden ze wspélnych
mianownikéw to ilustracja przenikania sie bardzo réznych subdyscyplin
matematyki, czesto w zupelnie nieoczekiwany sposéb.
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Rozwigzanie zadania F 1057.
Para nad powierzchnia cieczy zachowuje
sig jak gaz doskonaly. W czasie At do
jednostki powierzchni cieczy docieraja
czasteczki o predkosci ¥ wypelniajace
walec o objetosci S|7| cos(0)At, przy czym
6 oznacza kat, jaki predkosé U tworzy
z prosta prostopadla do elementu
powierzchni S. Dla otrzymania
liczby AN czasteczek docierajacych do
elementu S powierzchni nalezy to
wyrazenie wysumowaé¢ po wszystkich
predkosciach, dla ktérych kat 6
odpowiada ruchowi w kierunku
powierzchni — dla gazu (pary) o gestosci
n czasteczek w jednostce objetosci
otrzymujemy wyrazenie:

AN = Bnvs.SAL,

gdzie warto$é¢ parametru 3 wynika
z postaci rozkladu predkosci czasteczek
gazu (rozkladu Maxwella), a vg, jest
pierwiastkiem ze Sredniego kwadratu
predkosci. Z zasady ekwipartycji energii
otrzymujemy zwiazek Trwjr = 3kT,
w ktérym k oznacza stala Boltzmanna.
Zgodnie z réwnaniem stanu gazu
doskonatego o ci$nieniu p:
-

kT

n

Otrzymujemy:

3
AN = BpSAt\| ——.
mkT

Tylko utamek « tych czastek ,dotacza” do
cieczy: AN, = aAN — reszta odbija sie od
powierzchni, pozostajac czasteczkami
pary. Z drugiej strony, w wyniku

ruchéw termicznych, czesé czasteczek
cieczy odrywa sie od jej powierzchni

i staja si¢ one czasteczkami pary.

W temperaturze 7', gdy ci$nienie pary
wynosi pg, tyle samo czasteczek cieczy
przechodzi z pary do cieczy, co z cieczy
do pary. Oznacza to, ze

w temperaturze T w czasie At:

AN, = afipsSAt\| ——
» pp mkT
czasteczek cieczy staje sie czasteczkami
pary. Otrzymujemy wigc, ze w czasie At
masa pary wzrasta o:

3

AM, = af(ps — p)mSAt =
» = af(ps —p) T

3m
=af(ps — p)SAt,/%.

Dla rozkltadu Maxwella predkosci
czasteczek pary 82 = 1/(67)
i otrzymujemy tzw. wzor
Hertza—Knudsena:
1 dM, m
5@~ s =P oo
I. W. Eames, N. J. Marr and H. Sabir,
Int. J. Heat Mass Transfer, 40, 2963
(1997).

Kolejna etykieta to nieoczekiwane zastosowania i polgczenia na wskros dyscyplin
nauki. Prominentnym autorem w tej grupie tekstéw jest znakomity wroctawski
probabilista i statystyk, Andrzej Dabrowski, a za dobry przyktad tego, czego
dotyczy przekaz takich tekstéw, niech postuzy jego zdanie: Problemy geometrii
stochastycznej majg swoje Zrédta w astronomii, fizyce atomowej, biologii,
rozpoznawaniu obrazow, poszukiwaniu zt6zZ geologicznych — wszedzie tam, gdzie
oglgdamy tylko fragmentaryczny kadr rzeczywistosci, jakby kilka klatek pewnego
filmu.

Czwarta etykietka to historia i filozofia matematyki; obie te bohaterki wystepuja
m.in. w tekstach Marka Kordosa i Romana Murawskiego, napisanych z wielka
erudycja. Szczegdlng uwage zwraca esej Powrdt do Natury, czyli zwyciestwo
pokory nad pychg, mowa w nim m.in. o zdobywaniu wiedzy przez kumulacje
doswiadczen i kontekstowe analogie, co w epoce burzliwego rozwoju uczenia
maszynowego w réznych odmianach i wszelkich jego zastosowari powinno
prowokowaé kazdego do refleksji i wlasnych poszukiwan.

Ostatnia z moich roboczych etykiet nosi nazwe spoteczna rola matematyki,
edukacja i kultura. Przydzielitbym jg m.in.:

e Tekstom Malgorzaty Mikolajczyk Czy mozna nauczyé pomystowosci? oraz
Kogo ksztatcimy? (mowa w nich m.in. o potrzebie budowania nawyku bycia
aktywnym u studentéw i uczniéw, a takze u przysztych nauczycieli). Oba one
Swiadcza o tym, ze dobrze uczona matematyka — widziana jako integralna
czesé kultury i edukacji w ogdle! — znakomicie stuzy wyrabianiu jakze
potrzebnych w kazdej dzialalnosci zyciowej nawykéw tworczej aktywnosci
i najszerzej pojetego krytycyzmu, poszukiwania nowych rozwiazan i pomystéw,
gotowosci do wymiany doswiadczeri etc.

o Tekstowi Jana Waszkiewicza i Agnieszki Wojciechowskiej o zwiazku
przemian w kulturze z nauczaniem matematyki, stanowiagcemu jedng z préb
przemyslanych odpowiedzi, dlaczego (i jakiej) matematyki trzeba uczyé
w szkole

e Tekstowi Ryszarda Janiszewskiego o inspiracjach matematycznych
w architekturze (w ktérym z osobista radoscia matematyka odnalaztem m.in.
znamienne nawigzanie do powierzchni minimalnych jako ksztaltéw lekkich
pokryé dachowych)

e Dos¢ osobistym esejom Tomasza Nowickiego Pod prgd oraz Zofii Miechowicz
Czy Pitagoras byla kobietq?

Za streszczenie tej czesci przekazu Matematyki z roznych stron widzianej niech
postuza zdania Tomasza Nowickiego, dzi§ matematyka w Thomas Watson IBM
Research Center w USA, ktéremu w swoim czasie przyszto mowi¢ zaréwno do
studentow, ktérzy poza matematyka Swiata nie widzieli, jak i do studentéw,
ktérzy — ku swemu przykremu zaskoczeniu — jednak musieli mie¢ z nig choéby
minimalny kontakt:

Belfer musi byé showmanem, ale show powinien miec solidng osnowe.
Nie mozna opowiadaé przez cale zajecia anegdotek. [...]

Zadaniem matematyki nie jest bowiem dowodzenie twierdzen, ani
poznawanie swiata, choé stuig temu w innych naukach narzedzia
matematyczne. Zadaniem matematyki jest lepiej swiat zrozumiec.

Ostatnie zdanie Nowickiego mogloby wedlug mnie stuzyé¢ za motto calej ksiazki.
* * *

Wspomneg jeszcze dla porzadku, ze Matematyka z rozinych stron widziana
napisana jest niezwykle starannie i pieknie zilustrowana; korekta, redakcja, sktad
i tamanie (kt6z jeszcze dzi$ wie np., co to jest zywa pagina?) budza szacunek.

Podsumowujac, stwierdzam z glebokim przekonaniem, ze ksiazka Matematyka
z réznych stron widziana ma olbrzymia warto$é naukowa, kulturowa

i popularyzatorska. Bedzie z pewnos$cig chetnie czytana, a w licznych
bibliotekach znajdzie miejsce obok Co to jest matematyka?, Couranta

i Robbinsa, jako $wietna, zespolowa, polska odpowiedz.
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Czy inni majg wiecej rodzenstwa? Wojciech CZERWINSKI*

*Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki UW

Chyba juz od szkoty podstawowej miatem wrazenie, Ale zacznijmy od poczatku. Zalézmy dla uproszczenia,

ze ludzie, ktérych znam, maja wiecej rodzeristwa niz ze W spoleczeristwie, w ktorym zyjemy, Srednia dzietnosé
$rednia. Thumaczylem to sobie zawsze tym, ze widocznie wynosi 2, czyli panuje doktadna zastepowalnosé pokoleri.
moi znajomi z réznych przyczyn pochodza ze srodowisk, W aktualnej chwili w Polsce dzietno$é wynosi mniej, bo
w ktérych ludzie maja tendencje do posiadania wiekszej okolo 1,38, ale przez okres mniej wiecej od roku 1965 do

liczby dzieci. Trwalem w tym blednym mysleniu do 1995 wspdélezynnik ten wynosil okolo 2, wiec zapewne
calkiem niedawna, az odkrylem, ze przyczyna tego wielu Czytelnikéw moze potraktowaé to zatozenie jako
zludzenia jest pewien dosé prosty matematyczny naturalne. Czy takie zalozenie oznacza, ze Srednia liczba
mechanizm. rodzenstwa wynosi 17

Na pierwszy rzut oka tak moze sie wydawaé¢ — i faktycznie tak ma sie sprawa,
jesli kazdy czlowiek ma doktadnie dwéjke dzieci. Latwo jednak zauwazy¢, ze nie
zawsze tak jest. Przypusémy, ze 80% par w ogdle nie ma dzieci, natomiast 20%
ma dziesiecioro dzieci. Wéwcezas wspétczynnik dzietnosci wciaz wynosi 2, ale
kazde z dzieci ma dziewigcioro rodzenistwa. A wigc $rednia liczba rodzenstwa
moze by¢ dowolnie wigksza niz 1. Czy moze jednak wynosi¢ mniej niz 17

Pokazemy, ze nie jest to mozliwe. Intuicyjnie rzecz biorac, przyczyna jest
nastepujaca: liczac rodzeristwo dzieci, wiecej razy policzymy te rodziny,

w ktérych jest wiecej dzieci. Przypusémy, ze w rozwazanym spoleczeristwie

jest n par, ktére maja odpowiednio k1, ks, ..., k, dzieci. Z zalozenia, ze $rednia
dzietnos¢ wynosi 2, wiemy, ze k1 + ...+ k, = 2n. Ile wynosi $rednia liczba
rodzenistwa? Kazde z ki dzieci pierwszej pary ma ki — 1 rodzenistwa, kazde z ko
dzieci drugiej pary ma ks — 1 rodzenistwa itd. A wigc suma liczby rodzenstwa po
wszystkich dzieciach to

ki(ky—1) 4. A kpy(kp—1) = k3 4. 4+k2 — (k1 +...+ky) =kI+...+k2—2n,
a co za tym idzie, $rednia liczba rodzenstwa to

k2 +.. .+ k2 )
2n '
7 nieréwnoéci miedzy Srednig kwadratowa a arytmetyczng dla liczb kq,..., k,
wynika, ze
[k2 + ...+ k2 > ki+...+k, _
n n
2 2 2 2

A zatem % > 4, czyli % —1 > 1, co koniczy nasze rozumowanie

i pokazuje, ze faktycznie $rednia liczba rodzeristwa zawsze wynosi co najmniej 1,
o ile érednia dzietno$é wynosi 2. Mozna tatwo powtérzyé to rozumowanie
zupelnie analogicznie dla dowolnej dzietnosci ¢ i wykazaé, ze srednia liczba
rodzeristwa jest nie mniejsza niz ¢ — 1.

Naturalne wydaje siec w tym kontekscie pytanie: jak duzy jest ten efekt

w rzeczywistosci? Trudno jest znalezé w Internecie precyzyjne informacje

na temat aktualnej wielkosci rodzin w Polsce (zreszta wymagatoby to
skomplikowania naszego modelu, wprowadzenia rodzenistwa przyrodniego itd.).
W zwiazku z tym dla celéw pogladowych na podstawie réznych danych
stworzytem przyktadowy profil dzietnosci kobiet w pewnym spoleczeristwie, ktora
z pewna dokladnoscig przypomina Polske w latach 90. Dopasowaltem liczby tak,
by $rednia dzietno$é byla dos$é okragla i wynosila 1,8. W nastepujacej tabelce
pokazane jest, ile procent kobiet ma ile dzieci w tym spoleczeristwie.

0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
14,3% | 33,8% | 27,6% | 13,9% | 5,9% | 2,5% | 1,2% | 0,5% | 0,2% | 0,1%

Dla i € {0,...,9} niech p; to odsetek kobiet, ktére posiadaja dokladnie ¢ dzieci.
Niech N to liczba kobiet w spoleczeristwie. Wéwczas N - p; kobiet ma dokladnie
1 dzieci, a wiec dzieci w takich rodzinach jest N - p; - i. Wszystkich dzieci

jest Z?:o N - p; - i, co jest rowne dokladnie N - 1,8, bo, jak wiemy, dzietnosé
wynosi 1,8. A zatem odsetek dzieci, ktére zyja w rodzinach o ¢ dzieciach,

to ]X,Tg =1/1,8 - p; - i. Ponizsza tabelka pokazuje, ile procent dzieci zyje
w rodzinach danej wielko$ci w rozwazanym spoleczeristwie.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0% | 18,8% | 30,7% | 23,2% | 13,1% | 6,9% | 4% | 1,9% | 0,9% | 0,5%

W takim spoteczeristwie srednia liczba rodzeristwa to
9
> (/18- pi-i)- (i — 1) =18,8%-0+30,7% - 1 +23,2% - 2 +
i=0
+131%-34+6,9% -4 +4% -5+
+1,9%-640,9%-7+0,5% -8 =
= 1,86.
Czyli $rednia liczba rodzenstwa z naiwnie spodziewanej 0,8 podniosta sie do
az 1,86. To naprawde spory efekt!

Podobny fenomen powinien zachodzié¢ réwniez dla ciotecznego rodzenstwa

i dla dalszego kuzynostwa i wydaje si¢, ze powinien byé nawet wickszy niz

w przypadku rodzenistwa. Gdyby kazda para posiadala doktadnie dwdéjke dzieci,
to kazdy czlowiek posiadatby dokladnie czwoérke rodzenstwa ciotecznego oraz
szesnascioro kuzynostwa drugiego rzedu. Zachecam Ambitnych Czytelnikéw

do sprawdzenia, czy w istocie przy takim zalozeniu $rednia liczba rodzeristwa
ciotecznego jest wieksza niz cztery. Codzienne doswiadczenie podpowiada, ze
powinno to raczej by¢ prawda, zaréwno dla rodzenstwa ciotecznego, jak i dla
kuzynostwa dowolnie dalekiego rzedu. Kto wie, moze jest to nawet temat na
ciekawe badania z dziedziny nieréwnosci badz ze statystyki.

m Zadania

Przygotowat Dominik BUREK

M 1723. Niech ¢ (n) oznacza liczbe dzielnikéw pierwszych liczby catkowite;
dodatniej n (np. ¥(10) = ¢(12) = 2). Rozwazmy zbiér A wszystkich par liczb
catkowitych dodatnich (a,b) takich, ze a # b oraz ¥(a + b) = ¢(a) + 1(b).
Rozstrzygnaé, czy zbiér A jest skonczony.

Rozwigzanie na str.

M 1724. Prostokat R o bokach nieparzystej dlugosci jest podzielony na pewna
liczbe prostokatéw o bokach catkowitej dlugosci i réwnoleglych do bokéw R.
Udowodnié, ze istnieje prostokat wewnatrz prostokata R, dla ktérego odleglosci
od bokéw R sg albo wszystkie parzyste, albo nieparzyste.

Rozwiazanie na str. [I0]

M 1725. W czworokacie ABC'D wpisanym w okrag punkty P i ) sa
srodkami okregéw wpisanych w tréjkaty ABC i ABD, odpowiednio. Prosta
przechodzaca przez P i prostopadia do prostej AC przecina prosta prostopadly
do BD przechodzaca przez (Q w punkcie R. Pokazaé, ze tréjkat PQR jest
réwnoramienny.

Rozwigzanie na str. [T1]

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 1057. W stanie ré6wnowagi termodynamicznej, w temperaturze 7', ciSnienie
pary nad powierzchnia cieczy wynosi pg(T'). Jak szybkosé¢ parowania,

tj. wzrost AM masy pary nad elementem S powierzchni cieczy w czasie At,
zalezy od temperatury 7' i ci$nienia p pary znajdujacej sie nad powierzchnig
cieczy? Dla uproszczenia modelu zakladamy, ze czasteczka pary uderzajaca

w powierzchnie cieczy przylega do niej (tzn. staje sie czasteczka cieczy)

z prawdopodobieristwem «. Masa czgsteczki réwna jest m.

Rozwigzanie na str. [5]

F 1058. Ciezarek o masie m przymocowany jest do pionowej sprezyny o stalej
sprezystosci k. Poczatkowo sprezyna nie jest ani rozciagnieta ani $cisnieta,

a ciezarek spoczywa na poziomej desce. W pewnej chwili deska zaczyna
poruszaé sie w dét ze stalym przyspieszeniem a, co do wartosci mniejszym

od przyspieszenia ziemskiego g. Jaka bedzie amplituda A drgan ciezarka po
calkowitym usunieciu deski?

Rozwigzanie na str. [4]
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Flatlandia
Grzeqorz LUKASZEWICZ*

Edwin Abbott Abbott po chwalebnym ukoriczeniu szkét i studiéw poswiecit

si¢ nauczaniu i pedagogice, bedac wieloletnim (1865-1889) dyrektorem City

of London School. Wsréd ponad 50 ksiagzek: podrecznikéw szkolnych, tekstow
literackich i teologicznych, ktére napisal, Flatlandia jest rodzynkiem, fantazja
matematyczna, ale nie tylko. W Anglii ksiazka poczatkowo nie zyskala szerszego
oddzwieku i tak naprawde zostala odkryta dopiero znacznie pézniej (pierwsze
dwa wydania w 1884 r., a z nazwiskiem autora na okladce dopiero trzecie

w 1926). Co do pomystéw, Flatlandia duzo zaczerpnela z wydanej cztery lata
wczesniej, w 1880 roku, ksiazki Charlesa Howarda Hintona noszacej tytut

Co to jest czwarty wymiar?. Tematyka ,czwartego wymiaru” nalezata nie

tylko do matematyki, ale takze byla czescia szeroko pojetego wiktorianskiego
spirytualizmu, psychologii, religii czy duchowosci. Oznaczala réwniez rozmaite
tajemnicze, niezbadane zjawiska lub tez wyobrazenia o nich, jak np. telepatia

i jasnowidztwo oraz zagadnienia dotyczace czasu i podrézy w czasie [Wells].
Wiele z tych pomystéw postepowalo za niedawnymi odkryciami matematycznymi
(np. geometrie nieeuklidesowe, powierzchnie Riemanna) i przenosito je na inne
pola, ale takze wyprzedzalo niedalekie juz fundamentalne zmiany w fizyce —

W rozumieniu przestrzeni i czasu — ktére przyniosta teoria wzglednosci.

W najwiekszym skrécie: Flatlandia ma dwie czesci. W pierwszej opisany jest
Swiat plaszczakéw ograniczonych do swojej plaszczyzny, ktéra jest dla nich
calym swiatem. W drugiej czesci natomiast jeden z plaszczakéw, Kwadrat,
zostaje zabrany w przestrzen tréjwymiarows, a my Sledzimy jego reakcje

i refleksje wynikte z tego nowego dlaii doswiadczenia.

Podtytut Flatlandii ,Romance in many dimensions” — co mozna ttumaczy¢
jako ,przedsiewziecie o wielu wymiarach” — jest zagadkowy, a okladka kilku
pierwszych oryginalnych wydan angielskich sugeruje, ze rzecz nie bedzie tylko
o0 matematyce.

Widzimy Flatlandie wylaniajaca sie z chmur i dwa cytaty z Szekspira. Pierwszy
(,Na Boga, to sa niepojete dziwy!”) to stowa Horacja wypowiedziane w trakcie
rozmowy Hamleta z duchem Ojca, drugi to odpowiedz Hamleta (,Przyjmij je
zatem 1 nie prébuj pojac”), za ktoérym kryje sie — nastepne linijki w tekscie
Hamleta — stynne ,,There are more things, Horatio, that are dreamed of in your
philosophy” (,Wiecej jest rzeczy w niebie i na ziemi, niz si¢ wydaje naszym
filozofom, drogi Horacjo”, akt 1, scena 5, thumaczenie: Stanistaw Barariczak).

Ponadto wydania z 1884 roku ukazaly sie pod pseudonimem ,,A Square”.
Kwadrat to bohater opowiesci, jednak 6w pseudonim mozna réwniez odczytaé
jako zartobliwe nawigzanie do nazwiska i (tak samo brzmiacego) drugiego
imienia prawdziwego autora [Rucker].

Nie sposéb wymienié¢ wszystkich odcieni interpretacyjnych i domniemanych
zamierzen autora przypisywanych dzietku skierowanemu do czytelnika epoki
wiktorianskiej. Interpretacje z epoki mowily o nauczeniu miodych ludzi zasad
elementarnej geometrii, o przypomnieniu istnienia nowych geometrii ¢ predow,
znajdujgeych sie poza dwezesnym systemem edukacji w Anglii (jak np. geometria
n-wielowymiarowa z n > 3 czy Riemannowska), a poza matematyka — o oczywistej
satyrze na dwczesne spoteczenistwo i o wycieczkach metafizycznych autora pod
plaszezykiem geometrii [Bayley].

Pomysty z Flatlandii zawsze byly tez powigzane z obecnym w $wiadomosci
spolecznej (wtedy i dzi$) szerokim problemem ,czwartego wymiaru”. Omoéwienie
dzisiejszych interpretacji jest jedna z intencji ksigzki Tana Stewarta The
Annotated Flatland [Stewart], ktéry uwaza, ze ,znaczenie Flatlandii rosnie

z kazdym uplywajacym rokiem”.

Autor niniejszego tekstu uwaza podobnie, cho¢by dlatego, ze jeden z gléwnych
probleméw Flatlandii dotyczy granic poznania racjonalnego wyznaczonych
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Edwin A. Abbott, Flatlandia, czyli Kraina Plaszczakow,
Gdariskie Wydawnictwo Oswiatowe, 2008.

przez nasze wlasne ograniczenia; nasza logika i wszelkie wyobrazenia sa wszak
ograniczone juz choéby przez strukture naszego moézgu, nasze doswiadczenia

i nasz jezyk. Z ograniczen wlasnej logiki zdal sobie sprawe Kwadrat, zabrany
przez Kule w swiat tréjwymiarowy. Brakowalo mu pojeé i jezyka, aby wyrazié to,
co zobaczyl, jako ze logika w przestrzeni tréjwymiarowej byta zupemhie inna niz
jego logika plaszczaka.

A moze my sami jestesmy takimi ptaszczakami? Zawsze dobrze mieé¢ taka
ewentualno$é na uwadze przy ferowaniu ,racjonalnych” wyrokéw w réznych
kwestiach.

W tym miejscu bezpieczniej bedzie wrécié do matematyki, zgodnie ze
wskazaniem Pascala, ,car ce qui passe la géométrie nous surpasse” [Pascal]
(poniewaz to, co wykracza poza geometrie [tzn. matematyke|, przerasta nas).
Przeniesmy sie wiec w czasie do wiktoriariskiej Anglii. Wyksztalceni ludzie
tamtego okresu mogli mie¢ sporo trudnosci z pojeciem wymiaru w obrebie
owczesnej matematyki wyzszej. W gruncie rzeczy, Flatlandia w duzej mierze
dotyczy wlasnie problemu wymiaru, cztero- i wiecej wymiarowej geometrii
euklidesowej oraz geometrii powierzchni Riemanna.

Na te dwie rzeczy autor Flatlandii zwracal uwage czytelnika, postugujac sie
historyjka o plaszczakach. Sam nie bedac matematykiem, dobrze rozumiat
wazno$é tej tematyki.

System edukacyjny w wiktoriariskiej Anglii w zakresie matematyki byt bardzo
tradycyjny. Krélowalo liczenie i mierzenie oraz geometria euklidesowa w zakresie
wymiaréw nie przekraczajacych trzy. Specjalny status tej ostatniej wynikatl

z przekonania, ze po pierwsze jest ona wbudowana w nasz system myslenia, po
drugie mozna za jej pomocg opisa¢ caly fizyke (co wykazal przeciez Newton,
nieprawdaz?) oraz po trzecie jest wzorem wszelkiego rozumowania, réwniez

w zakresie metafizyki. Wyobrazenia byly przed wzorami. Kazdy wie, co to jest
okrag o promieniu a, jego opis wzorem z? + y? = a? jest wtérny. Uogélnienie
tego wzoru do czterech wymiaréw moglo byé co najwyzej anomalig algebraiczng
i niczym wigcej. Sam Newton takich dziwactw nie potrzebowal, bedac bardzo
sceptycznym wobec wartosci algebry Kartezjusza, grozacej zerwaniem ze
yzdrowa” geometrig (ktére zreszta pézniej nastapito).

Byt juz zatem najwyzszy czas, aby unowoczesni¢ edukacje matematyczna

w Anglii i pokaza¢ nowe idee w zakresie geometrii. Nauczanie po staremu
powodowalo zapdéznienie Anglii w stosunku do Europy w nauczaniu matematyki,
a takze w rozwoju fizyki i zastosowari w przemysle. Zdawali sobie z tego sprawe
znakomici uczeni angielscy, wéréd nich Charles Babbage, James J. Sylvester,
Arthur Cayley czy William K. Clifford, prébujacy uswiadomié ten problem
decydentom oraz publice i wplynaé na zmiane przestarzatego systemu edukacji.
Na przyktad w 1873 roku W. K. Clifford przettumaczyl na angielski tekst
wyktadu Riemanna O hipotezach, ktore lezg u podstaw geometrii. Flatlandia
réwniez stuzyta $wietnie temu celowi.

Swiat plaszczakéw to takze prosty przyklad rozmaitosci
dwuwymiarowej rozpatrywanej jako rzecz sama w sobie,
w duchu idei Riemanna. Plaszczaki nie maja przeciez

M. Bayley, Faith and Flatland, in Mathematicians and their
Gods: Interactions between mathematics and religious
beliefs, Edited by S. Lawrence, M. McCartney, Oxford
University Press, 2015.

Ch. H. Hinton, What is the fourth dimension?, Dublin
University Magazine, 1880.

B. Pascal, De I’Esprit géométrique et de l’art de persuader,
Wikisource.

R. Rucker, The Fourth Dimension: Toward a Geometry of
Higher Reality, Dover Books on Science, 2014.

1. Stewart, The Annotated Flatland: A Romance of Many
Dimensions, The Perseus Press, 2001.

1. Stewart, Flatterland: Like Flatland, Only More So,
Macmillan, 2001.

H. G. Wells, Wehikut czasu [The Time Machine, 1895.
Reprinted in Selected Short Stories, H. G. Wells. Penguin,
New York 1958.]
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pojecia, ze moze istnieé inny swiat poza ich wlasnym. Nie
wiedza, ze nie trzeba nawet opuszcza¢ dwéch wymiaréw,
aby eksplorowaé zaskakujace swiaty, np. ,dziwolagi”

w rodzaju wstegi Mobiusa i butelki Kleina (zob. artykut
Michata Migkiewicza w AZ).

,Czwarty wymiar” nie utracit do dzis w oczach szerszej
publiki swojego powabu, czego jednym z wyrazéw sg
popularnonaukowe ksigzki inspirowane nowymi odkryciami
w fizyce, ktore to ksigzki mozna traktowaé jako dalsze ciagi
Flatlandii. Na przykiad Flatterland [Stewart, Flatterland],
gdzie mozna sie dowiedzieé, jak uciec z czarnej dziury
(gdyby ktos mial taka potrzebe).


http://www.deltami.edu.pl/2021a/07/2021-07-delta-art-02-miskiewicz.pdf

]

Rozwigzanie zadania M 1723.
Udowodnimy, ze zbiér A jest
nieskonczony, wskazujac odpowiednia
konstrukcje.
Niech a = 2%, b = 2F*1 | gdzie k > 1 jest
liczba calkowita. Wtedy

Pla+b) =p(3-2%) =2 =(a) + p(b).
Inna konstrukcja: Niech a = p oraz b = 5p,
gdzie p jest liczba pierwsza rézna od
2,3,5. Wtedy

Pla+b) =923 -p)=3=1(a)+ P(b).

]

Rozwigzanie zadania M 1724.
Oznaczmy przez a i b dlugosci bokéw
prostokata R. Podzielmy R na ab
kwadracikéw jednostkowych

i pokolorujmy je na dwa kolory — zielony

i z6My, na wzdér szachownicy. Skoro

a oraz b sa nieparzyste, to rogi

prostokata R beda mialy ten sam kolor,

bez straty ogdlnosci zielony. Nazwijmy
prostokat zielonym, jesli wszystkie jego
pola narozne sa zielone, z6ltym, jesli sa
z6lte, oraz mieszanym w pozostalych
przypadkach. Zauwazmy, ze

e kazdy zielony prostokat ma o jeden
zielony kwadracik wiecej,

e kazdy z6lty prostokat ma o jeden zétty
kwadracik wiecej,

e kazdy prostokat mieszany ma
dokladnie tyle samo kwadracikéw
z6ttych, co zielonych.

‘Wynika z tego, ze skoro R jest zielony, to

istnieje prostokat wewnatrz R, ktoéry

takze jest zielony. Niech to bedzie
prostokat S. Niech odleglosci S od bokéw

R (poczawszy od dolnego, przeciwnie do

ruchu wskazéwek zegara) to x, vy, z, v.

Lewy dolny rég R ma ten sam kolor, co

lewy gérny rég S, co dzieje sie wtedy

i tylko wtedy, gdy = oraz v maja te sama

parzysto$é. Analogicznie z i y, a takze y

i z maja te sama parzystosé, co implikuje,

ze wszystkie liczby z, y, z, v maja te sama

parzystos$é¢ — to koriczy dowdd.

Narodziny Ziemi
Lech FALANDYSZ

Dawno temu, gdy Wszech$wiat liczyl sobie okolo 6 mld lat, wydarzylo sie cos
bardzo powszechnego w skali calego Kosmosu, czy nawet w dziejach naszej
Galaktyki. Dlaczego wiec o tym wspominamy? Poniewaz z ludzkiego punktu
widzenia wydarzenie to bylo przelomowe — w jego wyniku powstalo nasze
malerikie podwoérko we Wszechswiecie — Uklad Stoneczny. Ale do rzeczy. Co sig
stalo 6 mld lat temu? Ot6z w Drodze Mlecznej wybuchla jedna z olbrzymich
gwiazd. Pojasniala przy tym tak bardzo, ze blask jej rozchodzit si¢ z wielkim
natezeniem poprzez Galaktyke i biegl dalej w otchlarn Kosmosu.

Powstaje mglawica

Wyrzucona z gwiazdy podczas wybuchu materia oddalala sie od niej z duza
szybkoscig, jednoczesnie intensywnie $§wiecgc. Po wybuchu mglawica stata

sie poczatkiem ,naszego” Swiata, czyli Uktadu Slonecznego. Wykonania tej
mozolnej pracy podjela sie grawitacja, ktora przyciaga — ,,jednoczy” — obiekty
materialne. Przyciaganie grawitacyjne i sily tarcia powstrzymaly rozszerzanie
sie mglawicy. Wreszcie, gdy mglawica przestala sie rozszerzaé, pod wplywem tej
samej silty grawitacyjnej zaczeta sie kurczyé. Po upltywie milionéw lat mglawica
znacznie zmalala, ale i tak byla duzo wieksza niz nasz obecny Uklad Sloneczny.
Hipotetyczny obserwator tego procesu zauwazyltby, ze mglawica nie tylko
zmniejsza sie wraz z uplywem czasu, ale réwniez coraz szybciej rotuje. Odbywa
sie to zgodnie z zasada zachowania kretu (momentu pedu), ktéra méwi, ze
jezeli obracajace sie cialo zachowujac mase, kurczy sie, to wiruje ono coraz
szybciej. Wszystko to powoduje, ze w centrum mglawicy wyraznie pojawia sie
zageszczenie materii przyjmujace posta¢ olbrzymiej ,,prawie kuli”. To prawie
kuliste jadro mglawicy zawiera okoto 99% masy calej mglawicy! Zlozone jest ono
gléwnie z wodoru, chociaz zawiera tez niewielkie ilosci innych atoméw.

Wokél masywnego jadra krazy coraz szybciej wir materii, w ktérym tworza sie
zgrubienia — tez wirujace wokoét wlasnych osi obrotu. Te lokalne skupiska materii
$ciggaja ku sobie okoliczna materie i powickszaja si¢. Sa to protoplanety — czyli
zalazki przysztych planet. Grawitacja nadal zgniata materie kuli centralnej oraz
utworzonych protoplanet. Gdy we wnetrzach tych obiektéw zaczyna sie robic
zbyt ,ciasno”, czastki zaczynaja sie zderzaé i ,rozpychac¢”. Zderzenia te, zgodnie
z zasadami termodynamiki, powodujg wzrost energii wewnetrznej zaréwno

w centralnym jadrze, jak i w protoplanetach. Wzrost energii wewnetrznej
powoduje réwnoczesny wzrost temperatury.

Wreszcie centralna ,kula” zagescita sie tak bardzo, ze w jej centrum powstat
obszar o olbrzymiej temperaturze, okoto 14 mln K, i cisnieniu 300 mld razy
wiekszym niz obecnie panujace w ziemskiej atmosferze. Panujgce warunki
przyczynily sie do rozpoczecia termojadrowych reakcji syntezy jader atomoéw
wodoru (protonéw) i powstania jader atoméw helu. W procesie tym wydziela sie
duza ilo$é energii w zakresie wysokoenergetycznych fotonéw - oraz fotonéw
rentgenowskich. Energia tych fotonéw jest rozpraszana w zewnetrznych
warstwach. Podgrzewana w ten sposéb od wewnatrz powierzchnia kuli emituje
promieniowanie termiczne. I w ten oto sposéb wielka ,kula” zaczyna $wiecié.

Powstaje Stoiice

Emisja fal widzialnych z centralnej ,kuli” nastgpila okoto 5 mld lat temu.
Odtad centralna ,kula”, czyli Slonice, nie tylko utrzymuje grawitacyjnie swoja
srodzine planetarna”, ale tez ,opiekuje si¢” niag, obdarowujac $wiatlem i wiatrem
stonecznym. Cisnienie $wiatla i wiatru stonecznego dzialajace na czasteczki

i atomy wodoru oraz lekkich atomoéw, ktére znajduja sie w przestrzeni pomiedzy
protoplanetami, powoduje coraz dalsze odsuwanie sie ich od Storica. W koricu
zostaja one pochtoniete przez znajdujace sie dalej od Storica protoplanety.
Dlatego tez wielkie planety zlozone sg gléwnie z wodoru.
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Rozwigzanie zadania M 1725.
Oznaczmy przez M srodek krétszego
tuku AB okregu opisanego na
czworokacie ABC'D. Wéwczas trojki
punktéw C, P, M oraz D, Q, M sa
wspoélliniowe, a przechodzace przez nie
proste to dwusieczne przystajacych katéow
X ACB i ¥xADB, odpowiednio. Ponadto
na podstawie ,twierdzenia o tréjlisciu”
dostajemy réwnosci

MA =MP = MQ = MB. Zatem

¥QPR=7n—¥xMPQ— (% _gzj\,[(,‘A> -

—r—¥PQM— (g 7{MDB> -

=xPQR.

Wielkie bombardowanie to bardzo
burzliwy okres w historii Ziemi i innych
planet wewnetrznych. To wlasnie z tego
okresu pochodzi wigkszosé krateréw
widocznych na Ksiezycu. Naukowcy wciaz
nie sa zgodni, co bylo powodem
zwiekszone]j liczby uderzen meteorytéw.
Jedna z teorii méwi, ze powodem byly
migracje orbit gazowych olbrzyméw,
ktére w ten sposéb zaburzyly orbity
obiektéw znajdujacych sie w pasie
asteroid lub w pasie Kuipera (lub w obu)
i skierowaly je w strong planet
wewnetrznych.

Gléwnym zrédlem artykutu jest ksiazka
Felix R. Paturi, ,,Kronika Ziemi” , Wyd.
Kronika, 1992.

Powstaje Ziemia

Swiezo uformowana z protoplanety planeta Ziemia zlozona jest z réznorodnej
materii zawierajacej lekkie i ciezkie pierwiastki. Wysokie ci§nienie we wnetrzu
planety przeklada sie na wysoka temperature, wynoszaca okoto 1700 K. O tym,
jak bedzie przebiega¢ dalsze formowanie sie planety, ,zadecydowaly” pierwiastki
promieniotwércze zawarte w skatach, np. tor, uran i potas 40. Podczas ich
rozpad6éw promieniotwérezych emitowane byly czastki o (jadra helu) i inne,
ktérych energia byta pochlaniana przez materie. Przez setki milionéw lat
ogrzewania sie wnetrza planety temperatura wzrosta do okoto 2500 K. W tym
czasie zaczynaja sie topi¢ zelazo oraz nikiel i w stanie ptynnym gromadza sie

w Srodku planety, tworzac jej jadro. Dalszy grawitacyjny ucisk jadra Ziemi
powoduje wzrost temperatury do okoto 4500 K. Ponad zelazowo-niklowym
jadrem topnieja skaly, przyjmujac postaé¢ ptynnej magmy. Podczas topnienia
skal uwalniaja sie z nich niektére skladniki i w stanie lotnym przedostaja sie
ponad powierzchnie planety. W ten sposéb powstala pierwotna, gesta atmosfera
Ziemi.

Poczatkowo atmosfera ziemska nie byta zbyt przyjazna zyciu. Zawierata pare
wodna, dwutlenek wegla, metan, amoniak i inne skladniki. Dopiero okoto

4 mld lat temu rozpoczat sie proces krzepniecia skorupy ziemskiej i trwat

przez 1,5 mld lat. W tym czasie zachodzily spektakularne zdarzenia. Ziemie
bardzo czesto bombardowaly meteoryty, niektére bardzo duze, o srednicach
nawet kilkudziesieciu kilometréw. Meteoryty, pedzac z szybkosciami kilkunastu
kilometréw na sekunde, wybijaly olbrzymie kratery w miekkiej jeszcze
powierzchni Ziemi. Okres ten, ktéry nazywamy wielkim bombardowaniem, trwat
okoto miliona lat. Na mlodej wéwczas Ziemi powstato okoto miliona krateréw

o drednicach od kilkudziesieciu kilometréw do kilkuset kilometréw. Meteoryty
oprécz deformacji powloki ziemskiej i dostarczenia skal, byly réwniez zrédlem
zwigzkéw metalicznych, ktére teraz wydobywamy z wnetrza skorupy jako rudy
metali.

Powstanie zycia

Niezwykle interesujace jest to, ze juz w tym bardzo niespokojnym czasie,

okolo 3,8 mld lat temu, w oceanie zaczely powstawaé pierwsze prymitywne
jednokomérkowe organizmy. Po 200 mln lat organizmy te nabyly juz zdolnosé
przeprowadzania fotosyntezy. Sinice (cyjanobakterie) przez miliony lat
dostarczaly do atmosfery tlen, wytwarzany w wyniku proceséw fotochemicznych.
Atmosfera powoli zaczela nabieraé¢ znajomego nam obecnie skladu. Wreszcie
okoto 2,5 mld lat temu skorupa ziemska zakrzepta. Nigdy jednak nie stala sie
tworem niezmiennym i nawet obecnie podlega przemianom. Skorupa ziemska
przemieszcza sie i zmienia powoli swoja konfiguracje. Pomiedzy skorupa i jadrem
planety znajduje sie tzw. plaszcz ziemi, ktérego goérna czesé jest ptynna. Ponad
2 mld lat temu skorupa byta zbiorem kilkunastu ruchomych ptyt, ktére niczym
tratwy powoli dryfowaly po ptynnym plaszczu Ziemi. Okoto 200 mln lat temu
wszystkie plyty stykaly sie, tworzac jeden ogromny lad — Pangee. Reszte
powierzchni Ziemi pokrywal wielki Wszechocean. Powstal on wczesniej ze
skroplonej pary wodnej zawartej w gestej atmosferze. Dalsza historia Ziemi

jest tez bardzo interesujaca. Zachodzily zmiany geofizyczne, zmiany pola
magnetycznego Ziemi, zmiany klimatyczne, dryfowanie plyt kontynentalnych,
ekspansja zywych organizméw. Kilka milionéw lat temu na planecie Ziemia zyty
hominidy, ktére wyréznialy sie wsréd zwierzat. Hominidy, takie jak np. Homo
habilis, zyjacy od okolo 2,5 do 1,7 lat temu, sa przodkami Homo sapiens, czyli
wspoélczesnego cztowieka.

Ziemia istnieje okoto 4,6 mld lat. Mozemy dokonaé¢ pewnego poréwnania
czasowego niektérych wydarzen, przyréwnujac wiek Ziemi do jednej obecnej
doby. Od czasu hominidéw uptynelo zaledwie 20 sekund. Z tych 20 sekund na
nasza techniczna cywilizacje przypada 0,005 sekundy. Czy dlugo jeszcze trwaé
bedzie nasza cywilizacja? Czy nie ulegnie samozagtadzie? Czy moze (w tej skali)
trwaé bedzie jeszcze chocby 0,01 sekundy?
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O pochodzeniu...

Widujemy je codziennie. Na ulicy, w domach, w parkach, na halach i w wiejskich
obejsciach. Sg duze (siggajace nam do pasa) i malutkie (moga sie zmiesci¢ do
torebki). R6znia sie ubarwieniem, ksztaltem, maja bardzo rézne temperamenty,
moga by¢ grozne, ale tez przymilne. Wierne przez cale zycie. Kazdy zadaje
sobie pytanie: jak powstata taka réznorodnosé¢? W pierwszym odruchu szukam
przyczyn genetycznych. I natykam sie na sprzecznosci i niewiedze.

Mowa o psach, naszych towarzyszach zycia, pracy, odpoczynku. O niezwykle
réznorodnym gatunku, w ktérego powstaniu i utrzymaniu odegralismy
podstawowsg role. Badania genetyczne wskazujg na bliskie pokrewienistwo
wspoélczesnych pséw i szarego wilka. Wspdlnego przodka miaty w wilkach

z plejstocenu (ktére wymarty). Do wyksztalcenia gatunku pra-pséw doszlo
(brak precyzyjnych oznaczen) po zakonczeniu ery zlodowacenia plejstocenskiego
40000 do 30000 lat temu. Na duzo pézZniejszy oceniamy czas udomowienia (pies
jest najwiekszym udomowionym przez cztowieka drapieznikiem). Udomowienie
wilka, owcy, kozy laczy sie z koncem epoki ludzkich wedrowcéw, osadnictwem

i pojawieniem sie zaczatkéw rolnictwa. Niedawne badania genoméw 72 wilkéw
z Europy, Syberii i Pélnocnej Ameryki wskazujg bardzo ogélnie, ze wspélczesne
psy sa blizsze wilkom z Azji niz z pozostatych lokalizacji. Zapewne tez tam
rozpoczeto udomawianie. Nie wiemy, od kiedy odliczaé¢ czas udomowienia.
Pierwszy udokumentowany pies odkopany wraz z domniemanym wiascicielem
(czlowiekiem) datowany jest na 14200 lat temu, co wyprzedza czas powstawania
rolnictwa. Najstarsze odnalezione szkielety pséw (juz nie wilkéw) znaleziono

w Altaju i Belgii (33000 p.n.e.), byé moze do udomowienia dochodzito

w réznych rejonach planety. Dosé szybko zréznicowalo sie pieé psich linii,
odnalezionych przez archeologéw: na wschodnim azjatyckim wybrzezu Morza
Srédziemnego (7000 p.n.e.), Karelii (10900 p.n.e.), nad Bajkalem (7000 p.n.e.)
w Ameryce Pélocnej (4000 p.n.e.) oraz wspoélezesny pies z Nowej Gwinei.
Roéwnolegle z procesem udomawiania nastepowaly ludzkie starania o uzyskanie
takiej odmiany psa, ktéra byla dla ludzi pozyteczna: stréza, pasterza stada,
opiekuna rodziny, wreszcie — kanapowej rozrywki.

Moze nadal prébowaé analizy genetycznej? Szary wilk z plejstocenu, pierwotny
zalozyciel wspélczesnych ras pséw wymarl, a jego potomkowie intensywnie
krzyzowali sie z wilkami i miedzy soba, co czyni $ledzenie genéw szalenie
trudnym, chyba wrecz na razie niemozliwym. Nie pomagaja takze préby analizy
mitochondrialnego DNA, tak uzyteczne dla badaczy przeszlosci czlowieka.
Badania pséw Azji Poludniowej i Chin wskazuja na ich najwieksza genetyczna
réznorodnosé, co sugeruje, ze s to obszary wyjsciowe dla gatunku. Przecza tym
wnioskom inne analizy wspolczesnych psich genoméw, niektére wskazuja jako
miejsce narodzin gatunku nawet Europe. Wyniki prac archeologicznych ukazuja
zaréwno postacie psé6w podobnych do wilkéw, jak i wilkéw do pséw. Coraz
blizsze kontakty ludzi z tymi towarzyszacymi im zwierzetami poskutkowaty
selekcjonowaniem mniejszych rozmiarem zwierzat. Kiedy, gdzie i jak wiele

razy nastapilo udomowienie psa, pozostaje zagadka. Wciaz takze pojawiaja sie
doniesienia sugerujace wiecej niz wilcze pochodzenie psa.

Od poczatku udomowienia nastepowaty czeste opartej na podobieristwach i réznicach w wygladzie
krzyzéwki pséw z wilkami, co praktycznie uniemozliwia i uzytecznosci.

poszukiwanie linii dziedziczenia cech. Od tamtych czaséw

ocenia sie, ze istnialy dziesigtki tysiecy pokoleri pséw, co Jednym stowem ten przypadek ewolucji gatunku jest
dla $ledzenia kolejnych mutacji oznacza mozliwosé wielu trudny do jednoznacznej analizy genetycznej i nadal nie
mylnych tropéw. Podobno wyhodowaliémy ponad 4000  wiemy konkretnie, jak i kiedy pojawil sie ,nasz pies”. Nie

typow (ras) ps6éw, a cze$¢ z nich wymarta. Wszystkie przeszkadza to w traktowaniu tego zwierzecia w sposéb
one naleza do tego samego gatunku, a istniejace réznice, wyjatkowy. By¢ moze, ze i on nas wyjatkowo traktuje.
gtéwnie fenotypowe (cechy widoczne, pozwalajace na Moja przyjaciotka, wspotmieszkajaca z jamnikiem (nie
kontynuacje selekcji), zachowywano w miare postepow umiem uzy¢ stéw ,majaca jamnika”) méwita: oczy takie
reprodukcji danych linii. ,Czystoscia”’ ras zajmuja madre, a nie moze si¢ do mnie odezwac!

sie rézne zwiazki kynologiczne, jednak nie udato sie

zbudowaé jednolitej klasyfikacji i wspolnej systematyki Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Stara Delta

Przypominamy artykul, ktéry pierwotnie
ukazal sie w Agg.

Wojciech Kopczyniski (1946-2022) byt
fizykiem relatywista, przez cala kariere
naukowa zwigzanym z Katedra Teorii
Wzglednosci i Grawitacji na Wydziale
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego. Od
grudnia 1996 roku do kwietnia 2000 roku
byl zastepca redaktora naczelnego Delty.

i
([ ))GC')I.NOPOI.SKA //\{\31 'EMATYCZNA B{{@NFERENCJA STUDENTOW
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Serdecznie zapraszamy na tegoroczng

IX edycje Ogdlnopolskiej Matematycznej
Konferencji Studentéw OMatKo!!! Jest
ona skierowana do wszystkich studentéw
zainteresowanych matematyka. Kazdy
znajdzie cos dla siebie, od czystej teorii
po szeroki wachlarz zastosowan.

OMatKol!! jest jedng z najwigkszych
studenckich konferencji w Polsce.

To idealna okazja, by podzieli¢ sie swoja
wiedza z innymi, nawigzaé nowe
znajomosci i wspdélnie poszerzaé
horyzonty. Kazdy student moze zglosié¢
referat lub plakat i pochwali¢ si¢ tym,

co urzeklo go w teoretycznej czy
praktycznej stronie Krélowej Nauk. Do
prezentacji zapraszamy tez kota naukowe.

W tym roku spotkamy si¢ w murach
Politechniki Wroclawskiej w dniach
2627 listopada. Formularz zapisowy
mozna bedzie odnalezé pod koniec
pazdziernika na stronie konferencji:
http://im.pwr.edu.pl/ omatko/

Srodek ciezkosci czy masy?
Wojciech KOPCZYNSKI

Na poczgtku byto Stowo. . .

Z pojeciem Srodka ciezkosci zapoznatem sig¢ na szkolnych lekcjach fizyki.
Natomiast z — wypranym z tresci fizycznej — pojeciem srodka masy zetknalem sie
po raz pierwszy na wykladzie z matematyki, prowadzonym 34 lata temu przez
Pana Andrzeja Makowskiego i majacym na celu przygotowanie do egzaminu
wstepnego na Uniwersytet Warszawski. Studiowanie fizyki przekonalo mnie,

ze §rodek masy jest czyms$ niezmiernie waznym, a ze srodkiem ciezkosci ani

w czasie studiow, ani podczas lektury fizycznej literatury naukowej chyba sie
nawet nie zetknatem.

Zdziwil mnie ostatnio fakt, ze obecnie uczniowie dowiaduja sie o sSrodku masy
na lekcjach fizyki (nie we wszystkich szkolach), a o srodku ciezkosci wylacznie
od matematykéw: o ,,$rodku ciezkosci tréjkata” z podrecznikéw, a o innych
»Srodkach ciezkosci” z artykuléw naszego Redaktora Naczelnego. Po co, piszac
o jednym — jak sie wydaje — pojeciu, uzywaé¢ dwéch réznych okreslen? A moze
pojecia te czyms sie réznia? Jesli tak, to uzycie ktérego z nich jest wlasciwsze?

Okreslmy te pojecia, zaczynajac od $rodka masy. Umiesémy w punktach
zaznaczonych wektorami wodzacymi ry masy my > 0, k= 1,...,n. Wazona
masami miarg odlegtosci tego uktadu czastek (a jesli ktog woli, to punktéw
materialnych) od punktu zaznaczonego wektorem wodzacym r jest

Fr) = mp(r — i)
k=1

Srodek masy tego ukladu czgstek definiujemy jako punkt, w ktérym funkcja f
osiaga minimum. Jesli przez R oznaczymy promieri wodzacy tego punktu, to
warunek znikania pochodnej funkcji f wzgledem r daje

R = kark/M,
k=1

przy czym M = }'_ my jest catkowitg masg uktadu. Zadanie, aby my > 0

dla kazdego k, jest w przypadku tej funkcji warunkiem dostatecznym na

(ostre) minimum. (Nieco stabszy warunek ,dla kazdego k zachodzi my > 0

oraz istnieje k, dla ktérego my > 07 jest nie tylko dostateczny, ale i konieczny.)
Nie bede zaglebial sie w to, ze Srodek masy izolowanego ukladu fizycznego
porusza sie ruchem prostoliniowym i jednostajnym, ani w to, iz fakt ten
poprzez twierdzenie Noether wiaze sie z niezmienniczoscia lagranzjanu (patrz:
Delta 5/1998) wzgledem przeksztatceri Galileusza, ani w wiele innych ciekawych
faktéw zwiazanych z pojeciem srodka masy.

PrzejdZzmy do srodka ciezkosci. Nazwa ta sugeruje, ze jest to pojecie zwigzane

z ukladem sil grawitacyjnych. Niektorzy adepci fizyki sg sktonni przypuszczaé,
ze pojecie srodka dotyczy dowolnego ukladu sit. W Delcie podczas niedawnej
dyskusji nad zadaniem na temat sity Coriolisa jeden z jej uczestnikéw zauwazyt,
ze oprécz tej sity moga pojawié sie silty oporu i — o ile ich $rodek nie bedzie
pokrywal sie ze srodkiem masy — doprowadza one do obrotu rozwazanego

w zadaniu ciala. Mial racje w tym wzgledzie, ze sity oporu moga doprowadzié¢
(tacznie z sitami Coriolisa) do obrotu, ale i nie mial racji, bo sity oporu ani

sity Coriolisa na ogét nie maja srodka. Tak czy inaczej srodek uktadu sit Fy,
k=1,...,n, dzialajacych na uklad n czastek, wiaze sie z obrotem ukladu
czastek jako calosci, a o tym decyduje catkowity moment sit wzgledem punktu O
(poczatku ukladu kartezjariskiego):

n
MO = Z re X Fk.
k=1
Gdy przesuwamy poczatek uktadu kartezjanskiego do punktu O’, takiego,
ze 00" =r, to wtedy ry — rp — r, a calkowity moment sit przeksztalca sie
nastepujaco:

MO/—M()—I‘XF,
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Dwupunktowy rotator w ziemskim polu
grawitacyjnym

przy czym F = 22:1 Fy. jest catkowitg sitg dzialajaca na uklad czastek. Jesli
F = 0, to calkowity moment sil nie zalezy od punktu, wzgledem ktérego go
obliczamy. Jesli zas F # 0, to catkowity moment sil nie zmienia sie, gdy punkt,
wzgledem ktérego go obliczamy, pozostaje na prostej réwnoleglej do F; mamy
wiec prawo powiedzie¢, ze moment sit obliczamy wzgledem takiej prostej.
Ponadto obowiazuje

Twierdzenie (stuszne, gdy F # 0). Nastepujgce warunki sg réwnowazne:

1. Istnieje taki wybor prostej, wzgledem ktorej obliczamy catkowity moment sit,
ze ten ostatni znika.

2. Catkowity moment sit, obliczony wzgledem dowolnego punktu, jest prostopadty
do calkowitej sity.

Dowdd: Przy ustalonych Mo i F réwnanie
MO —rxF=0

da sie rozwigzaé¢ wzgledem r wtedy i tylko wtedy, gdy Mo L F. m

Wystapienie sytuacji opisanej w Twierdzeniu zdarza sie rzadko. Moze

ona zaistnie¢, gdy wszystkie sity F;, maja jednakowy kierunek — a wiec

w szczegblnosci gdy mamy do czynienia z jednorodnym polem grawitacyjnym
lub elektrycznym. Ale w przypadku jednorodnego pola elektrycznego sytuacja
ta nie wystapi, gdy catkowity tadunek ukladu czastek wynosi zero. Tylko

w przypadku jednorodnego pola grawitacyjnego — ze wzgledu na dodatniosé
masy — sytuacja taka wystapi zawsze. Mozna wiec méwié o prostej, wzdtuz
ktorej na uktad czgstek dziala sita grawitacji. Wraz ze zmiana polozenia czastek
prosta ta bedzie si¢ zmienia¢ wzgledem zewnetrznego ukladu odniesienia,
zachowujac przy tym swéj kierunek. Jesli mozemy zwiagzaé z ukladem czastek
uklad odniesienia, w ktérym czastki te spoczywaja (a wiec gdy czastki te
tworza cialo sztywne), to wzgledem tego uktadu odniesienia powyzsza prosta
bedzie sie wprawdzie zmieniaé, ale wszystkie tak otrzymane proste przetng

sie¢ w jednym punkcie ciala sztywnego. O punkcie tym obrazowo méwi sie,

ze jest punktem przytoZenia sily ciezkosci, albo krécej, iz jest Srodkiem ciezkosce.
Zauwazmy jeszcze, ze pojecie srodka ciezkosci mozna wprowadzié¢ nie tylko dla
ciala sztywnego sensu stricto, lecz takze dla rotatora, tj. dla ukladu co najmniej
dwéch czastek, ktérych wzajemne odleglosci pozostajg niezmienne i ktoére leza
na jednej prostej. Srodek ciezkosci rotatora tez znajdzie sie na tej proste;.

Odradzatbym nauczycielom obszerne omawianie pojecia srodka ciezkosci

na lekcjach fizyki, gdyz brak na to czasu. Odradzalbym tez krétkie
wyttumaczenie, ze jest to punkt przylozenia sily cigzkosci, gdyz to skadinad
poprawne okreslenie sugeruje, iz istnieje jakis punkt przytozenia dowolnego
uktadu sit. Uzycie okreslenia ,,Srodek cigzkosci” bez jakiegokolwiek
wytlumaczenia tez jest ryzykowne, gdyz pozwala domniemywagé, ze okreslenie
to stosuje si¢ do dowolnego, a nie tylko jednorodnego, pola grawitacyjnego.
A to nie jest prawdg.

Rozwazmy bowiem rotator, skladajacy sie z dwoéch czastek o jednakowych
masach m, oddalonych o 2a. Umiesémy ten rotator w ziemskim polu
grawitacyjnym (ktére w rozsadnym przyblizeniu uznamy za sferycznie
symetryczne), tak ze jego srodek geometryczny znajduje si¢ w odleglosci r od
srodka Ziemi O, a jego os nachylona jest pod katem « do prostej laczacej oba
srodki geometryczne (patrz rysunek). Poniewaz w polu sferycznie symetrycznym
mamy Fy, || rg, wiec catkowity moment sit dzialajacych na rotator, obliczany
wzgledem srodka Ziemi, znika: Mo =r; X F; + 13 x F3 = 0.

Mimo ze nie mamy tu do czynienia z polem jednorodnym, istnieje jednak prosta,
wzdhuz ktérej dziala na rotator sila grawitacyjna: jest ona skierowana réwnolegle
do calkowitej sity dzialajacej na rotator i przechodzi przez srodek Ziemi. Chcac
obliczy¢ catkowity sile dzialajaca na rotator, F = F; + F5, obliczmy najpierw
sity F1 1 Fy, dzialajace na jego czastki. Jesli przez ry oznaczymy promien Ziemi,
przez g zas przyspieszenie grawitacyjne na jej powierzchni i zalozymy, ze rotator
nie wnika w Ziemig, to

(r — acosa, asin )
(r2 — 2ar cos a + a?)3/2

1
Py = —mor 2 = —mort
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i analogicznie
F. 5 (r+acosa,—asina)

2 =TT (r2 + 2ar cos a + a2)3/2’
Latwo zauwazy¢, ze gdy a # 01 « # 7/2, to wtedy sktadowa y sily F jest rézna
od zera. A to znaczy, ze prosta, wzdluz ktorej na rotator dziala sila grawitacyjna,
nie przechodzi na og6t przez jego geometryczny srodek. Rotator w ziemskim
polu grawitacyjnym nie ma srodka ciezkosci. Nie ma tez srodka ciezkosci ocean
ziemski w polu grawitacyjnym Ziemi i Ksiezyca. Czy gdyby go mial, mozliwe
bylyby pltywy?

Czy istnieja pole grawitacyjne i cialo sztywne, ktére umieszczone w tym polu
ma srodek ciezkosci, lecz srodek ten nie pokrywa sie ze srodkiem masy? Na to
pytanie nie umiem znalezé¢ zadowalajacej odpowiedzi, sklonny jestem jednak
sadzi¢, ze jest ona pozytywna.

Matematyk, piszac lub méwigc o srodku ciezkosci, nie ttumaczy, czym on jest.
On go definiuje, a nastepnie uzywa. Moze to dobrze, ze prowokuje ucznia do
zadania pytania: — A jaki jest zwiazek tego srodka z ciezarem? Zle bedzie
dopiero wtedy, gdy to pytanie padnie, a matematyk nie bedzie umial na nie
odpowiedzie¢, nawet odwolujac si¢ do lekcyj fizyki. Dlatego radzg, by w szkole
stowu ,,Srodek” — jesli zostanie uzyte — zamiast ,ciezkosci” towarzyszylo zawsze
stowo ,,masy”.

Przyklady:

1. Umiesémy dwupunktowy rotator, opisany w niniejszym artykule, w cylindrycznie
symetrycznym polu grawitacyjnym. (Abstrahujemy od jego niefizycznosci.) Czy zawsze
bedzie dla niego istnieé prosta, wzdluz ktorej dziata sita grawitacji?

Nie. Umiesémy czastki rotatora w réwnej odleglosci od osi cylindra i po przeciwleglych
jego stronach, cho¢ niekoniecznie na réwnej ,wysokosci”. W takiej sytuacji catkowita
sita, dzialajaca na rotator, wynosi zero. (W analogicznej sytuacji w polu sferycznie
symetrycznym, poniewaz calkowity moment sit znika, ciggle mozemy moéwic¢ o tym,

ze sila grawitacji dziala wzdluz prostej — choé¢ nie umiemy przypisa¢ jej zwrotu.) Jesli
czastki rotatora sa istotnie na réznej ,;wysokosci”, to catkowity moment sil nie bedzie
znikal. Proponuje opisa¢ wzorami calkowita site i catkowity moment sit przy dowolnym

potozeniu rotatora.

2. Jesli do uproszczonej, sferycznie symetrycznej, ziemskiej sity grawitacyjnej dodaé
site odsrodkowg — wywolang obrotem Ziemi wokdl jej osi — to otrzyma sie efektywng
site grawitacyjng, lepiej (choé niedoskonale) opisujgcg ziemskie pole grawitacyjne. Czy
w takim modelowym polu bedzie zawsze istnieé prosta, wzdtuz ktdrej na dwupunktowy
rotator dziata sita grawitacji?

Nie, bo sytuacja ta jest mieszaning sytuacji opisanej w artykule i w przyktadzie 1.
Opisanie jej wzorami pomoze przekonaé¢ niedowiarkéw.

[Szkice rozwiazan zadan z artykutu Poznaymy topologie przez dotyk|

Zadanie 1. Jesli X rozklada si¢ na sume AU B jak w definicji
niespéjnosci, to funkcja réwna 0 na A i 1 na B okazuje sie
ciggla. I odwrotnie, jesli obie te wartosci sa przyjmowane, to ich
przeciwobrazy zadaja odpowiedni rozklad.

Zadanie 2. Odleglosci te sa tatwo poréwnywalne: doo < d2 < d; <
< 2-dx (dla dowolnej pary punktéw p, q). Oznacza to na przyklad,
ze jesli szukamy punktu ¢ € A spehiajacego di(p, q) < %, to
wystarczy spelni¢ warunek doo (p, q) < ﬁ

Zadanie 3. Pomirimy (jako nieco rutynowe) sprawdzenie, ze s jest
bijekcja oraz warunek z definicji homeomorfizmu jest speliony
dla wszystkich par punktéw (z, s(x)) poza ((0,1),00). Dla tych
dwdéch punktéw zauwazmy natomiast, ze (0, 1) dotyka zbioru

A C S (niezawierajacego (0, 1)) dokladnie wtedy, gdy s(A) jest
nieograniczonym podzbiorem R, czyli wtedy, gdy oo dotyka s(A).
Jesli zbiér A C S zawiera (0, 1), taka réwnowazno$¢ wynika wprost
z (D2).
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Zadanie 4. Jednoznacznosé jest jasna, bo kazdy element X/~
jest postaci [z] dla pewnego x € X. Jednoczesnie podany warunek
jest niesprzeczny, bo jesli jakas klasa abstrakcji jest jednoczes$nie
réwna [z] i [y], to z ~ y, a wiec f(z) = f(y). To gwarantuje
istnienie funkcji. Zeby sprawdzié¢ ciaglos$é, zalézmy, ze punkt

Z € X/~ dotyka zbioru A C X/~. Zgodnie z definicja topologii
ilorazowej mozemy zalozy¢, ze & = [z] oraz A = q(A) dla pewnych
r € X i AC X, aponadto z dotyka A. Z ciagtosci f wnioskujemy
wtedy, ze f(z) dotyka f(A), czyli ze f(Z) dotyka ?(A)

Zadanie 5. Zalézmy aksjomat (CO0) i podstawmy w nim kolejno
rézne wybory A i B:

~ A:=0, B:=0 daje (C1) i w konsekwencji AUAUB = AU B;
— A:= 0 daje (C4’) i w konsekwencji AUAUB = AU B;

— B :=( daje (C2) i w konsekwencji (C3).

Wynikanie (C0) z zestawu (C1,2,3,4") jest bezposrednie.




Tuxinie igem, gaJji Oyernn

Michat BEJGER*

*Istituto Nazionale di Fisica Nucleare (INFN), Sezione di Ferrara, Wlochy, Centrum Astronomiczne im. Mikotaja Kopernika PAN

Tytul jest ukrainska wersja powiedzenia znanego

po polsku jako ,Spiesz sie¢ powoli” (dla Czytelnika
Bukwoujemnego tltumaczenie dostowne brzmi ,spokojniej
jedziesz, dalej dojedziesz”). Motywacja do rozwazan

jest mys$l, ze obecne czasy sklaniajg, a by¢ moze

wrecz zmuszaja do zastanowienia sie, jak i czy aby

w optymalny sposéb korzystamy z dostepnej nam
technologii. Szczegétowo, chodzi o koszt energii
napedzajacej transport: statki, samoloty oraz samochody.
Obecnie najczesciej korzysta sie ze spalania paliw
kopalnych, co dodatkowo doklada si¢ do poglebiania
kryzysu klimatycznego. Optymalizacja srodkow

transportu jest wiec kluczowa.

Liczba Reynoldsa zostala wprowadzona
przez George’a Stokesa w 1851 roku,

a nazwana na czes¢ Osborne’a Reynoldsa,
ktéry spopularyzowal jej uzycie w drugiej
potowie XIX wieku, przez Arnolda
Sommerfelda.

Przeptyw laminarny charakteryzuje si¢
tym, ze jego elementy poruszaja si¢ po
gladkich trajektoriach w warstwach, przy
czym kazda warstwa porusza sie
wzgledem warstwy sasiedniej

z zaniedbywalnym mieszaniem.

Przeptyw Stokesa jest zdefiniowany dla
matlych Re, gdy adwekcyjne sily
bezwladnosci sa male w poréwnaniu

z sitami lepkosci.

Rzeczywista redukcja zuzycia energii
zalezy oczywiscie od szczegdlow
konstrukcji pojazdu; tu pokazujemy
jedynie kierunek zaleznosci.

Jednym z gléwnych probleméw sa oczywiscie
straty, czyli réznego rodzaju sily ,przeszkadzajace”
w przemieszczeniu sie z punktu A do punktu B.
W dynamice ptynéw opér osrodka (powietrza, wody)
jest sila dzialajaca przeciwnie do ruchu wzglednego
obiektu poruszajacego sie wzgledem otaczajacego go
pltynu. Wystepuje on miedzy warstwami ptynu lub
miedzy plynem a powierzchnig poruszajacego sie obiektu
(naszego srodka transportu). W przeciwieristwie do
innych sit oporu, takich jak tarcie, ktére czesto jest
praktycznie niezalezne od predkosci ruchu wzglednego
cial, sita oporu zalezy od predkosci: jest proporcjonalna
do predkosci dla przepltywu z malg predkoscia,
i do kwadratu predkosci dla przeplywu z duza predkoécia. R6znica miedzy
rezimem malej i duzej predkosci zalezy nie tylko od predkosci, ale tez od
wlasciwosci ptynu, i jest okreslana przez pojecie liczby Reynoldsa Re, ktéra jest
zdefiniowana jako

Re =vL/v = pvL/pu,
gdzie v to predkosé plynu, L to charakterystyczny rozmiar obiektu, v = u/p to
lepkosé kinematyczna, z p oznaczajaca gestosé, a u lepkosé dynamiczna.
Przy niskich liczbach Reynoldsa ruch ptynu jest zwykle zdominowany przez
przepltyw laminarny, podczas gdy przy wartosciach duzych przeplywy maja
tendencje do turbulencji. Dokladna warto$é krytyczna jest trudna do okreslenia,
ale dla Re > 10 przepltyw przestaje by¢ laminarny. Przykladowo, sferyczny
czlowiek o charakterystycznym rozmiarze L ~ 1 m, plynacy w wodzie o gestosci
p ~ 1000 kg/m? i dynamicznej lepkosci p = 0,001 Pa-s [kg/(m-s)] (wartosé
dla temperatury 20° C) z predkoscia v &~ 1 m/s, znajduje sie w srodowisku
turbulentnym, poniewaz Re z latwoscig osiaga wartosé 106. Gdyby przyszio mu
do glowy plywanie np. w miodzie, sytuacja bylaby laminarna, poniewaz lepko$é
miodu jest ~10° razy wicksza niz wody, co oznacza Re ~ 10.

Sita oporu F zalezy od wlasciwosci ptynu oraz od wielkosci, ksztattu i predkosci
obiektu:

F o« pv’L? x C (Re),
gdzie L? reprezentuje pole przekroju poprzecznego, a C' oznacza wspélezynnik
oporu, ktéry jest funkcja Re. Dla malych Re, C o Re™', co oznacza, ze
F x v. Relacje te dla wolno poruszajacych sie kulistych obiektéw zdefiniowal
wspomniany wczesniej Stokes: F' = 6mvuL. Wynik jest specjalnym przypadkiem
rozwigzania réwnania Naviera—Stokesa (twoérca réwnani byl, wraz z George’em
Stokesem, Claude-Louis Navier).
Przy wysokich wartosciach Re, czyli najczesciej w praktycznych zastosowaniach,
C jest mniej wiecej stale, a wiec sila oporu zalezy od kwadratu predkosci, F oc v2.
Poniewaz moc P potrzebna do pokonania sily oporu jest iloczynem sity F'
i predkosci v (P = Fv), moc jest proporcjonalna do kwadratu predkosci przy
malych Re i do sze$cianu predkosci przy duzych Re.

Jaki z tego praktyczny wniosek? Szacunkowo transport drogowy odpowiada za
okoto 20% emisji gazéw cieplarnianych. W Polsce limit predkosci na autostradzie
wynosi 140 km/h. Proponowane przez niektérych politykéw ograniczenie
predkosci do 120 km /h, czyli zmniejszenie jej o 20 km /h, oznacza obnizenie
wymaganej mocy o (120/140)3 ~ 0,63, czyli o prawie 40%, co naturalnie
przeklada sie na redukcje zuzycia energii. Poniewaz jednak zuzycie energii jest
proporcjonalne do czasu podrézy: = Pt, a czas podrézy t jest odwrotnie
proporcjonalny do predkosci, to zuzycie energii maleje o czynnik (120/140)2.
Warto wiec rozwazy¢ zdjecie nogi z gazu jednoczesnie zapewniajace oszczednosci
przy rosnacych kosztach paliwa oraz przywracajace réwnowage klimatyczna
planety, nie wspominajac o oczywistym, czyli ograniczeniu finansowania wojny
prowadzonej przez wschodnig dyktature.
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Klasy permutacji II: twierdzenie Marcusa—Tardosa

Wojciech PRZYBYSZEWSKI*

Czytelnik majacy doswiadczenie z algorytmika na
pewno ma swiadomosé, ze dla pewnych probleméw
grafowych duzo latwiej jest znalezé efektywny algorytm,
jesli nie bedziemy oczekiwaé, ze bedzie dzialaé dla
wszystkich graféw, a jedynie dla takich, ktére maja
okreslong wlasnosé (np. tylko dla drzew). W niektérych
dziedzinach informatyki popularne jest dowodzenie,

ze pewne problemy algorytmiczne majg efektywne
rozwigzanie na klasach graféw o pewnych malych
miarach. Przykladem takiej miary jest szerokosé
drzewiasta (ang. treewidth), ktora intuicyjnie okresla,
jak bardzo dany graf przypomina drzewo. Innym
przykladem jest zdefiniowana dwa lata temu szerokosé
blizniacza (ang. twin-width), ktéra bardzo szybko
zdobyta duzg popularnosé ze wzgledu na swoje

dobre wlasnosci algorytmiczne i kombinatoryczne.
Sformulowane w poprzedniej czesci artykutu twierdzenie
Marcusa—Tardosa okazuje si¢ bardzo uzytecznym
narzedziem, ktére zostalo uzyte w dowodach wielu
wlasnosci graféw o ograniczonej szerokosci blizniacze;j.

Twierdzenie Marcusa—Tardosa, moim zdaniem, jest
ciekawe nie tylko ze wzgledu na swoja interesujaca
kombinatoryczna nature, ale takze ze wzgledu na swoja
historie. Postawiona przez Stanleya i Wilfa hipoteza
dopiero po kilkunastu latach doczekala sie dowodu,
ktéry okazal sie bardzo elegancki i korzystat tylko

z elementarnych narzedzi. Ponadto, jak zaraz zobaczymy,
zmiesci si¢ w jednym artykule Delty. Plynie stad moral,
ze czasem nie warto zrazaé sie tym, ze jaki$ problem
powszechnie uznawany jest za trudny — moze wystarczy
spojrzeé¢ na niego od nieco innej strony, znalezé jeden
nowy pomyst, aby udato nam sie rozwiazaé cos, nad
czym glowilo si¢ bezskutecznie wielu matematykéw.

Przypomnijmy teraz najwazniejsze definicje i oznaczenia
z poprzedniej czesci artykutu. Rozwazamy permutacje
zbioru n-elementowego, czyli funkcje o : {1,...,n} —

— {1,...,n}, ktére sa bijekcjami. Dla ustalonego n zbiér
wszystkich takich funkcji oznaczamy przez S,,. Jednym
ze sposobOw reprezentowania permutacji jest wypisanie
jej wartosci na kolejnych elementach. Permutacje

o€ Sy taka, ze 0(1) =2,0(2)=4,0(3)=31i0(4) =1,
zapisujemy jako 2431. Zdefiniowalismy tez relacje =
zawierania sie jednej permutacji w drugiej.

Definicja 1. Niech k < n bedg dwoma dodatnimi
liczbami catkowitymi i niech o € Sy 1 7 € S,, bedg dwoma
permutacjami. Jesli istniejg takie 1 <z < ... < x <N,
ze dla kazdych 1 <1 < j <k warunek o(i) < o(j) zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi warunek T(z;) < 7(x;),
to powiemy, ze T zawiera o, co zZapiszemy o X T.

Zdefiniowalismy tez pojecie klasy permutacji.

Definicja 2. Niech C bedzie dowolnym zbiorem
permutacyi. Powiemy, Ze C jest klasg permutacji, jesli
dla kazdego o € C i kazdego T <= 0 mamy T € C.
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Dla ustalonej permutacji 7 przez Av, (1) definiujemy
zbioér tych wszystkich permutacji z S,,, ktore nie
zawieraja 7. Formalnie Av, (1) ={0c € S, : 7 A o}.
Przez Av(r) oznaczamy sume Av, (7) po wszystkich n,
tj. Av(t) = U, Av, (7). Nietrudno zobaczy¢, ze dla
dowolnego 7 zbiér Av(r) jest wlasnie klasa permutacji.

Poprzedni artykul zakoriczyliSmy sformulowaniem
hipotezy Stanleya—Wilfa, ktéra byta otwarta przez
kilkanascie lat, az w koricu zostala udowodniona przez
Adama Marcusa i Gédbora Tardosa. Od tej pory nazywa
sie ja wlasnie twierdzeniem Marcusa—Tardosa.

Twierdzenie 1 (Hipoteza Stanleya—Wilfa vel
twierdzenie Marcusa—Tardosa). Dla dowolnej permutacyi
o € Sy istnieje stata K zalezna tylko od o taka, ze dla
kazdego n zachodzi | Av, (o) < K™.

Ten artykul poswiecimy dowodowi twierdzenia |1} Nim
jednak przejdziemy do wlasciwego dowodu, opiszemy
jeszcze jeden spos6b reprezentowania permutacji.

Macierze permutacji i hipoteza
Fiirediego—Hajnala

Dla permutacji o € S,, mozemy rozwazy¢ zero-jedynkowa
macierz wymiaru n x n taka, ze na przecieciu k-tego
wiersza i [-tej kolumny mamy 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
o(k) = I. Dla przykladu, rozwazana wczesniej permutacje
o € Sy taka, ze 0(1) =2,0(2) =4,0(3) =3i0(4) =1,
reprezentujemy macierza:

Oznaczajac przez M|i, j] element macierzy M w i-tym
wierszu i j-tej kolumnie, mozemy napisaé:

P(o)[k,l] = {L jesli o (k) =1,

0 w przeciwnym przypadku.

Podmacierz macierzy A rozmiaru k x [ to dowolna
macierz D, ktérg mozemy uzyskaé z A, wykreslajac

z niej czesé wierszy i kolumn, az macierz, ktéra zostanie,
bedzie miala rozmiar wlasnie k£ x [. Powiemy tez,

ze macierz zero-jedynkowa A zawiera inng macierz
zero-jedynkowa B rozmiaru k x [, jesli istnieje taka
podmacierz D rozmiaru k x [ macierzy A, ze zawsze
gdy Bli,j] = 1, to takze DJi, j] = 1. W przeciwnym
razie powiemy, ze A unika B. Nie wymagamy w tej
definicji ré6wnosci macierzy B i D — chcemy tylko, zeby
podmacierz D miala jedynki przynajmniej tam, gdzie ma
je B. Dla przyktadu macierz

M =

__ O
—_= =0 O
— O = =
O = = O



zawiera macierz
1 0 0
N=1|0 1 0],
0 0 1

poniewaz po wykresleniu z M drugiego wiersza
i czwartej kolumny dostaniemy macierz

1 01
D=1 1 0
1 11

i dla kazdych 1 < 4,5 < 3 zawsze gdy NJi, j| = 1, mamy
takze DJi, j] = 1. Czytelnik moze sprawdzi¢, ze macierz,
ktéra powstaje z wykreslenia z M drugiej kolumny

i czwartego wiersza, réwniez pokazuje, ze M zawiera N.

W 1992 roku Zoltéan Fiiredi i Péter Hajnal sformutowali
nastepujaca hipoteze, zwiazana z macierzami
zero-jedynkowymi.

Hipoteza 1. Dla kazdej permutacji o € Sy, istnieje
taka stata c,, zZe kazda zero-jedynkowa macierz M
rozmiaru n X n, ktéra ma przynajmniej n - ¢, jedynek,
zawiera P(o).

Okazalo sie, co w 2000 roku wykazal Martin Klazar,

ze prawdziwosé hipotezy (1] implikuje prawdziwosé
twierdzenia [T} Wystarczylo wigc, ze Marcus i Tardos
udowodnili tylko hipoteze |1l Zaréwno w dowodzie
Klazara, jak i w dowodzie Marcusa—Tardosa
rozpatrywano pewne macierze powstale z podziatu
wierszy i kolumn oryginalnej macierzy. Nim przejdziemy
do dowodéw twierdzen Klazara i Marcusa—Tardosa,
zapoznamy sie z tym narzedziem.

Macierze podziatu

Rozwazmy zero-jedynkowsa macierz wymiaru n x n.

Mozemy jej wiersze (i kolumny) podzieli¢ w jakis sposéb
na k grup, z ktorych kazda sklada si¢ z kolejnych wierszy
(badz kolumn). Na przyklad wiersze i kolumny ponizszej
macierzy A podzieliliSmy na trzy grupy:

101 )]0 0 |0 1
0 0100 |11
0 00 |0 O0]O0O
A=]10 0 0 |0 O |1 1
0 00 |01 |11
10 0 |0 0 |1 1
0010 0|10

Ten podzial daje nam pewna macierz podzialu B —
mianowicie dla kazdego bloku (przeciecia grupy kolumn
z grupa wierszy) powyzej macierz B ma jedynke,
jesli choé jeden z elementéw danego bloku zawiera
jedynke. Dla tak podzielonego A odpowiednie B wyglada
nastepujaco:

1 0 1

B=1]0 1 1

1 0 1
Kluczowa obserwacja jest ponizszy lemat.
Lemat 1. Niech A bedzie zero-jedynkowg macierzg
wymiaru n X n, B za$ bedzie jakg$ macierzg podziatu A.

Jesli A unika pewnej macierzy permutacji P wymiaru
k x k, to B rowniez unika P.
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Szkic dowodu. Zalézmy nie wprost, ze B nie unika P.
W takim razie w B mozemy wskaza¢ k jedynek, ktére
reprezentujg P. Te jedynki s w B, poniewaz odpowiednie
bloki macierzy A zawieraja co najmniej jedna jedynke.
Tak wiec dla kazdej wskazanej jedynki w macierzy B
mozemy wybraé jakas jedynke w macierzy A w taki sposéb,
ze te wybrane jedynki w A pokazuja, ze A zawiera P.
Ta sprzecznosé koriczy dowdd. O

Lemat (1| jest bardzo uzytecznym narzedziem, poniewaz
pozwala nam stosowaé podejscie indukcyjne. Jesli
pracujemy z macierza unikajaca jakiejs P(o) dla
ustalonej permutacji o, to te sama wlasno$¢ ma jej kazda
macierz podziatu. Jesli weZzmiemy macierz podziatu
odpowiednio mniejszego wymiaru, by¢ moze bedziemy
w stanie z zalozenia indukcyjnego o jej wlasnosciach
udowodnié¢ teze dla oryginalnej macierzy. Tak wlasnie
postepowali zaréwno Klazar, jak i Marcus z Tardosem.
W koncu mozemy przejsé do dowodéw ich twierdzen.

Twierdzenie Klazara

Zaczniemy od udowodnienia twierdzenia Klazara,
czyli wykazemy, ze prawdziwo$é Hipotezy [1| implikuje
prawdziwosé twierdzenia

Twierdzenie 2 (Twierdzenie Klazara). Niech o € Sy
bedzie permutacjg, dla ktorej istnieje taka stala c,, Ze
kazda zero-jedynkowa macierz wymiaru n X n, ktora
zawiera przynajmniej c,n jedynek, zawiera macierz P(o).
Wtedy istnieje taka stata K, Ze dla kazdego n zachodzi
|Av,(0)] < K7

Dowdéd. Oznaczmy przez T, (o) zbiér wszystkich
macierzy zero-jedynkowych wymiaru n x n, ktére nie
zawieraja P (o). Oczywiscie |T,,(o)] = | Av,(0)| (bo kazda
macierz permutacji z Av, (o) nalezy do T, (c)), wiec
wystarczy znalez¢ takie K, ze |1, (o) < K2.

Wezmy dowolna macierz A € Ty, (o) i podzielmy
zaréwno jej wiersze, jak i jej kolumny na n grup

po 2. Dostaniemy w ten sposéb macierz podziatu B
wymiaru n X n. Na mocy lematu [l mamy B € T,,(0).
Istnieje doktadnie 15 zero-jedynkowych macierzy
wymiaru 2 x 2, ktére zawieraja choé jedng jedynke, wiec
jesli B ma w jedynek, to w sposéb opisany powyzej
moglismy ja otrzymac z 15 réznych macierzy A
wymiaru 2n x 2n. Na mocy zalozenia wiemy jednak,

ze B ma maksymalnie c,n jedynek, wiec dostajemy
|Ton(0)| < |Th(0)| - 15%™. Oznaczajac 15° = L,, mamy
ostatecznie |, (0)| < |Tn(0)| - L2. Podobnie mozemy
pokaza¢ |Ton11(0)| < |Tota(0)] - Lyt

Niech K, = L%. Pokazemy przez indukcje, ze tak
zdefiniowane K, spehia teze. Oczywiscie mamy
IT1(0)| <1< KL Zalézmy teraz, ze chcemy pokazaé
teze dla 2n i 2n + 1, wiedzac (na mocy zalozenia
indukcyjnego), ze teza jest prawdziwa dla n in + 1.
Mamy:

(Ton(0)] < [Tu(o)| - L < KLE < K2

g

oraz
Ton41(0)] < |Toga(0)] - Lg™ < KgFILGH < KL
To koriczy dowdéd indukcyjny. (Il



Naiwna préba dowodu hipotezy
Fiirediego—Hajnala

Nim podamy poprawny dowdd hipotezy [I] przedstawiony
przez Marcusa i Tardosa, sami sprébujmy naiwnie
zastosowa¢ lemat [1| Przez f, (o) oznaczmy minimalna
liczbe jedynek taka, ze kazda macierz wymiaru n X n,
ktéra ma przynajmniej f, (o) jedynek, zawiera P(c).
Mamy nadzieje, ze dzigki lematowi [I] uda nam si¢
skonstruowaé jakies réwnanie rekurencyjne na f, (o).
Ustalmy wiec liczbe catkowitg [ i weZmy macierz A
wymiaru n x n dla n podzielnego przez [, ktora

nie zawiera P (o). Mozemy jej wiersze i kolumny
podzieli¢ na n/l grup po | wierszy i kolumn, a nastepnie
skonstruowa¢ macierz podziatu B. Poniewaz B takze nie
zawiera P(c), to ma co najwyzej f,, /(o) jedynek. Kazda
jedynka w B odpowiada co najwyzej I jedynkom w A,
co daje nam f,(0) < f, (o) - I?. Czytelnik zaznajomiony
z analiza réwnan rekurencyjnych dostrzeze, ze
rozwiazanie takiej rekurencji daje nam f, (o) = O(n?),
podczas gdy chcemy pokazaé f,, (o) = O(n). Wynika stad,
ze potrzebujemy jeszcze jakiego§ dodatkowego pomystu.

Dowdéd Marcusa i Tardosa

Teraz przedstawimy poprawny dowdd hipotezy

Dowdd. Ustalmy permutacje o € Si. Wezmy dowolng
zero-jedynkowg macierz A wymiaru n x n, ktéra

nie zawiera P(c). Zatézmy przy tym, ze k? dzieli n.
Oznaczmy tez przez S;; podmacierz A skladajaca

sie z wierszy od (i — 1)k? + 1 do ik? oraz kolumn

od (j — 1)k? + 1 do jk?. Rozpatrzmy podzial wierszy

i kolumn macierzy A na n/k? grup, kazda rozmiaru k2.
Zauwazmy, ze macierz tego podzialu B wymiaru

n/k* x n/k* spemia Bli,j] = 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy podmacierz S;; zawiera cho¢ jedna jedynke. Wiemy
juz, na mocy lematu |1} ze B wyklucza P(0).

Powiemy, ze blok S;; jest szeroki (odpowiednio
wysoki), kiedy zawiera jedynki w przynajmniej k
réznych kolumnach (odpowiednio wierszach). Niech

C;={Si;:i=1,2,...,n/k*}. Wykazemy, ze liczba blokéw
w C}, ktére sg szerokie, to co najwyzej k(k,:) Zal6zmy
nie wprost, ze tak nie jest. Z zasady szufladkowe;j
wynika wtedy, ze mamy takie k£ blokéw S;,;,..., 55,

z ktorych wszystkie majg jedynki w pewnych kolumnach
¢ < ... < cg. Dla kazdej jedynki w r-tym wierszu

i s-tej kolumnie macierzy P(o) mozemy wybraé¢ jedynke
w kolumnie ¢, i odpowiednim wierszu z bloku S;_;,
dostajac, ze A zawiera P(o). To sprzecznosé, ktora
pokazuje, ze rzeczywiscie w C; jest maksymalnie

k‘(k,:) szerokich blokow.

Oznaczmy takze R; = {S;;:j=1,...,n/k?*}. Analogicznie
mozemy pokazaé, ze R; zawiera maksymalnie k(k;)
wysokich blokéw.

Podsumowujac, dostajemy, ze w A jest maksymalnie
k%k(k;) blokéw szerokich i maksymalnie tyle samo
blokéw wysokich. Liczbe jedynek w takich blokach
szacujemy naiwnie, przez k*. Z kolei kazdy blok, ktéry
nie jest ani wysoki, ani szeroki, ma maksymalnie (k — 1)?
jedynek. Stad wynika oszacowanie:

2
Folo) < Fupata)e =17+ 25k (5 Y11 =

= fusk2(0)(k —1)* + 2nk® (’f)

Ta nieréwnosé jest prawdziwa dla n, ktore sg podzielne
przez k2. Jedli jednak k? nie dzieli n, to wezmy
najwicksze n’ < n, ktére jest podzielne przez k2. Mozemy
tatwo oszacowad:

fn(0) < frr(0) +2k*n <

< furypz(0)(k—1)% +2 (k3 (i) + k2> n.

Jako ¢wiczenie pozostawiamy Czytelnikowi ostatni szlif,
czyli wykazanie, ze wraz z warunkiem poczatkowym
f1(o) <1 ta powyzsza nieréwnosé daje:

fn(o) < 2k4 (k}:) n. O

Niebo w pazdzierniku

Pazdziernik jest trzecim kolejnym miesiagcem, w ktérym
Storice kontynuuje szybka wedréwke na potudnie.

W tym czasie wysoko$é jego gérowania obnizy sie

o ponad 10°, a w slad za tym jego czas przebywania
nad widnokregiem zmniejszy si¢ do mniej niz 10 godzin.
W niedziele 30 pazdziernika nastapi zmiana czasu na
zimowy 1 nalezy pamieta¢ o cofnieciu wskazéwek zegarow
o godzine.

Ze Sloricem zwiagzane jest jedno z ciekawszych wydarzer
astronomicznych pazdziernika — jego czeSciowe zadmienie
przez Ksiezyc. Wydarzenie nastapi 25 dnia miesiaca,
kiedy to Ksiezyc przejdzie przez néw i czesciowo zastoni
Storice. Maksymalnie Ksiezyc zakryje 86% Srednicy
tarczy stonecznej, ale tak glebokie za¢mienie da sie
dostrzec tylko ze srodkowej Syberii. W Polsce zjawisko
zacznie sie okoto 11:10 i skonczy niewiele ponad dwie
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godziny pézniej, z fazg maksymalng mniej wiecej

0 12:20. Nad naszym krajem Ksiezyc zastoni od nieco
ponad 45% srednicy tarczy stonecznej w Bogatyni do
ponad 56% w Suwaltkach.

Zanim dojdzie do za¢mienia Slorica, na poczatku
pazdziernika dobrze widoczna jest planeta Merkury,
ktéra 9 dnia miesigca osiagnie maksymalna elongacje
zachodnig. Niestety, jak to u nas bywa, oddali sie
wtedy od Stlorica na niewiele ponad 18°. Mimo to
planeta pozostanie ozdoba porannego nieba az do
ksiezycowego nowiu. W dniu maksymalnej elongacji

o godzinie 6 rano Merkury wzniesie sie¢ na wysokosé 7°,
Swiecac z jasnoscia —0,5™ jakie§ 12° na godzinie 5
wzgledem Deneboli, drugiej co do jasnosci gwiazdy
Lwa. Przy uzyciu teleskopé6w mozna prébowaé dostrzec
tarcze planety o srednicy 7”7 i w fazie 54%. Do konca



okresu widocznosci Merkury pojasnieje do —1,1™, jego
tarcza zmniejszy sie do 5", faza zas urosnie do 95%.
24 pazdziernika 5° nad Merkurym pokaze si¢ Ksiezyc
w fazie 2%.

Na niebie wieczornym dobrze widoczne sg cztery
gazowe olbrzymy Ukladu Slonecznego oraz planetoida
(4) Westa. Najbardziej na zachéd swoje petle po niebie
kreslg Saturn i Westa, wedrujace na tle gwiazdozbioru
Koziorozca. W zwigzku z tym zachodza one najwczesniej
z opisywanych cial krazacych wokdét Storica. Saturn

23 pazdziernika zmieni kierunek ruchu na prosty, to
samo na poczatku miesigca uczyni Westa. W obu
przypadkach oznacza to koniec ich najkorzystniejszego
okresu obserwacyjnego w tym roku. Saturn zatrzyma
sie okoto 37’ od gwiazdy 4. wielkosci ¢« Cap. Westa
natomiast zakresli tuk o dtugosci prawie 3° okoto 9°

na potudniowy wschéd od Saturna i pod koniec
miesigca przejdzie do sgsiedniego gwiazdozbioru
Wodnika. W pazdzierniku jasnosé Saturna spadnie

do +0,6™, a jego tarcza skurczy si¢ do 17”. Jasnosé
Westy zmniejszy sie w tym czasie do ponizej +7™.
Saturn géruje po godzinie 19, wznoszac sie na wysokosé
ponad 20°. Westa przecina potudnik lokalny kilkadziesiat
minut pézniej i 5° nizej.

Przez wieksza czes¢ nocy pazdziernikowych mozna
obserwowa¢ planety Jowisz i Neptun tuz po opozycji.
Najwieksza planeta Uktadu Stonecznego w pazdzierniku
przebywa na pograniczu gwiazdozbioréw Ryb

i Wieloryba. Goruje po godzinie 22 na wysokosci
przekraczajacej 35°. Do konca miesiagca jasno$é planety
zmniejszy sie do —2,8™, jej tarcza zas zmniejszy srednice
do 50”. Planeta Neptun kresli swoja petle ~ 8° na
poludniowy zachéd od Jowisza. Najwyzsze potozenie
nad horyzontem zajmuje p6t godziny wczesniej. Neptun
Swieci z jasnoscig +7,8™ i jest widoczny z pomoca
lornetek i teleskopéw.

Ostatni z gazowych olbrzyméw, planeta Uran, przebywa
na tle gwiazdozbioru Barana, we wschodniej czesci
konstelacji. Uran jest jeszcze przed opozycja, a zatem
pojawia sie na niebie po zachodzie Slorica, ale mozna
go obserwowaé przez calg najciemniejsza czesé nocy.
Najlepiej te planete obserwowaé okolo godziny 1, gdy
wznosi sie¢ na wysokos¢ ponad 55° ponad poludniowa
czes¢ niebosklonu. Blask Urana wynosi +5,7™, stad na
ciemnym niebie mozna prébowaé dostrzec go golym
okiem. Jednak lepiej do tego celu uzyé przynajmniej
lornetke. Do odszukania planety warto wykorzystaé
gwiazdy ¢ i § Arietis. Uran znajduje sie¢ na laczacej

je linii, mniej wiecej 4° od drugiej i jasniejszej

z wymienionych gwiazd.

Dobrze widoczna planeta jest szykujacy sie do
grudniowe]j opozycji Mars. Planeta przemierzy kolejne
ponad 5° na tle gwiazdozbioru Byka i pod koniec
miesiaca przetnie linie laczaca gwiazdy El Nath (5 Tau)
i ( Tau, czyli gwiazdy stanowiace rogi Byka. W tym
samym czasie zmieni réwniez kierunek ruchu na
wsteczny, rozpoczynajac dwumiesieczny okres najlepszej
widocznosci okolo opozycji. Czerwona Planeta géruje
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przed godzing 4 na wysokosci przekraczajacej 60°.
W pazdzierniku Mars zwiekszy srednice katowg do 15”
i jasnosé do —1,2™.

Ksiezyc przejdzie przez I kwadre 2 pazdziernika

w gwiazdozbiorze Strzelca, mijajac najbardziej na
potudnie wysunieta cze$é swojej orbity i w kolejnych
dniach zacznie wznosié¢ sie wyzej. Trzy dni pézniej

w fazie zwigkszonej do 80% Srebrny Glob przejdzie 5° na
potudnie od Saturna, by 8 pazdziernika, na dobe przed
pelnia, przej$é 3° na potudnie od Jowisza.

W dniach 12-15 pazdziernika Srebrny Glob odwiedzi
gwiazdozbiér Byka, zmniejszajac stopniowo faze od 90%
do 76%. Pierwszego z wymienionych dni Ksiezyc zblizy
sie na 5° do Plejad, drugiego przejdzie 7° na péinoc

od Aldebarana, najjasniejszej gwiazdy Byka, trzeciego
natomiast przetnie linie laczaca Marsa i El Nath.

Naturalny satelita Ziemi osiggnie ostatnia kwadre

17 pazdziernika w gwiazdozbiorze BliZniat, tworzac
tréjkat réwnoramienny z Kastorem i Polluksem, dwiema
najjasniejszymi gwiazdami konstelacji. Do obu gwiazd
zabraknie Ksiezycowi po okoto 6°.

Podobnie jak we wrze$niu, po ostatniej kwadrze
zacznie sie najciekawszy okres widocznosci Ksiezyca,
ktéry zblizajac sie do nowiu, stopniowo zmniejszy
faze, coraz bardziej uwidaczniajac tzw. swiatlo
popielate. W jesienne poranki ekliptyka tworzy duzy
kat z widnokregiem, stad Ksiezyc pozostanie dobrze
widoczny prawie do samego nowiu.

Tarcza Srebrnego Globu 19 pazdziernika zmniejszy

faze do 37% i pokaze si¢ 5° od gromady otwartej

gwiazd M44 w Raku. Kolejne trzy poranki Ksiezyc
spedzi w gwiazdozbiorze Lwa, zwezajac sierp od 27%

do 12%. I tak 20 pazdziernika Ksiezyc zblizy sie na 7°
do Regulusa, najjasniejszej gwiazdy konstelacji, a dobe
pozniej zakryje gwiazde 5. wielkosci 46 Leonis. Gwiazda
pojawi sie przy ciemnym brzegu ksiezycowej tarczy okoto
godziny 2:35, kilka do kilkunastu minut po wschodzie
obu cial niebieskich.

W dniach 22-24 pazdziernika Ksiezyc wzejdzie juz
niewiele przed Storicem, prezentujac tarcze w fazie,
odpowiednio, 11, 5 i 2%. Pomimo to o $wicie zdazy

sie wznies¢ na wysokosé 28, 17 1 6°, nadal cieszac oczy
obserwatoréw. Ksiezyc pokaze sie 24 pazdziernika 9° od
Deneboli, drugiej co do jasnosci gwiazdy Lwa, a dwa dni
p6Zniej czeka go wspomniane juz spotkanie z Merkurym.

Pazdziernik jest miesigcem z kilkoma znanymi rojami
meteoréw. Na poczatku miesigca promieniujg Drakonidy,
z maksimum aktywnosci 9 pazdziernika, oraz Taurydy
Potudniowe. Niestety bliski pelni Ksiezyc popsuje
obserwacje obu rojéw. Maksimum aktywnosci Orionidy
osiagaja 21 pazdziernika. Radiant tego roju znajduje sie
okolo 4° na zachéd od Alheny w BliZnietach i pojawia
sie na niebosklonie przed godzing 22. Tej nocy Ksiezyc
wzejdzie dopiero przed godzing 4 i przy fazie 12% nie
przeszkodzi zbytnio w ich obserwacjach.

Ariel MAJCHER



Moze si¢ zdarzy¢, ze czerwona galaktyka
w wyniku jakiego$ zdarzenia, ktére nagle
spowoduje wznowienie proceséw
gwiazdotwoérczych, przejdzie przez zielona
doling w odwrotng strone, do krélestwa
galaktyk niebieskich, ale sg to przypadki
bardzo rzadkie.

Kolor u-r

NIEBIESKIE
GALAKTYKI

90 95 100 105 110 11,5
Masa gwiazdowa

Rys. 1. Diagram kolor-masa gwiazdowa
przedstawiajacy rézne typy galaktyk.
Kolor tworzy réznica energii
zaobserwowanej w pasmach
obserwacyjnych u oraz r. Galaktyki
gwiazdotwoércze sa niebieskie i znajduja
sig gléwnie w lewym dolnym rogu
diagramu, natomiast galaktyki martwe

i czerwone znajduja sie w gérnej potowie
diagramu. Zielona dolina, zaznaczona
liniami, jest obszarem przejSciowym,

w ktérym znajduje sie stosunkowo
niewiele galaktyk. Wykres zaadaptowany
z pracy Schawinski et al., 2014.

3,
CZERWONE
2| GALAKTYKI

NIEBIESKIE |
GALAKTYKI
1 2 3

Odleglos¢ od dna zielonej doliny

-2 -1 0
Kolor

Rys. 2. Odleglosé od dna zielonej doliny,
Azp, jako funkcja koloru. Dno zielonej
doliny oznaczone jest linia Azp =0
(zielona linia). Wykres zaadaptowany

z pracy Noirot et al., 2021.

Prosto z nieba: Idac przez galaktyczna doline smierci

Mniej wiecej polowa galaktyk we wspélczesnym Wszech$wiecie, w tym nasza
wlasna Droga Mleczna, aktywnie tworzy gwiazdy. Obserwujac te aktywne
galaktyki, widzimy mocne, niebieskie $wiatto pochodzace z mlodych gwiazd.
Druga potlowa galaktyk jest juz mniej zywotna. W pewnym momencie swojego
zycia przestaly one tworzy¢ gwiazdy, czyli mozna powiedzieé, ze wygasty. Teraz
wypelnione sg tylko starymi dogasajacymi gwiazdami, przez co zyskaly ponura
etykiete galaktyk ,czerwonych i martwych”. I tutaj oczywiscie powstaje pytanie:
jak, kiedy i dlaczego galaktyki wygasaja?

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, musimy znalezé galaktyki w stanie
przejsciowym, pomiedzy ,,zyciem a smiercig”’. Astronomowie romantycznie
nazwali je galaktykami zielonej doliny (patrz rys. 1). Przechodzac przez zielong
doline, galaktyki traca swoje niebieskie kolory (pochodzace gtéwnie od mlodych
gwiazd) i staja sie coraz bardziej czerwone. Takich galaktyk o posrednich
barwach obserwuje sie stosunkowo malo, dlatego jak dotad sadzono, ze przejscie
»brzez doling” nastepuje szybko (oczywiscie w skali zycia galaktyk).

Naturalnie chcieliby$smy wiedzieé¢, od czego zalezy tempo umierania galaktyk.
Problemem tym zajeli sie naukowcy z Uniwersytetu Saint Mary w Kanadzie.
Wykorzystali oni do badan stosunkowo rzadka populacje galaktyk ,zielonej
doliny” sprzed 4-8 miliardéw lat (o przesunieciu ku czerwieni z = 1-2). Wybrali
szczegdlnie bogata probke (bo az 10 000!) galaktyk obserwowanych w wielu
pasmach, od podczerwieni do ultrafioletu, za pomoca Kosmicznego Teleskopu
Hubble’a, Kosmicznego Teleskopu Spitzera i wielu teleskopéw naziemnych.

Autorzy pracy byli najbardziej zainteresowani oszacowaniem, jak dtugo trwa
proces transformacji galaktyki od niebieskiej i aktywnej do czerwonej i martwej,
czyli jak dtugo trwa przejscie przez zielona doline. Aby latwiej zmierzy¢

czas przejscia, zdefiniowali oni ,,dno” zielonej doliny i przeksztalcili diagram

w stosunku do tej linii (rys. 2). W ten sposéb uzyskano nowy parametr —
odleglo$é¢ do dna zielonej doliny, Azp. Ma on jedna podstawowsa zalete: jest
stosunkowo latwy do obliczenia i interpretacji.

Oczywiscie nie mozemy obserwowaé ewolucji pojedynczej galaktyki
przechodzacej przez zielong doline. Mozemy jednak mierzy¢ wiek kazdej

z takich galaktyk oraz odtworzy¢ ich wspdlna, usredniong historie tworzenia
gwiazd — czyli wspoélczynnik tempa tworzenia sie gwiazd w funkcji czasu od
momentu powstania galaktyki az do momentu obserwacji. Na podstawie tego
wspoélczynnika wyrézniono trzy rodzaje galaktyk: szybkie, posrednie i powolne.
Szybkie galaktyki osiagaja maksimum tworzenia gwiazd krétko po uformowaniu,
galaktyki posrednie osiagaja szczyt po 1 Gyr, a galaktyki powolne formuja
gwiazdy przez kilka Gyr przed osiagnieciem szczytu.

Na podstawie tych wszystkich pomiaréw naukowcy stwierdzili, ze o ile galaktyki
posrednie i powolne potrzebuja bardzo diugiego czasu, zeby przejsé¢ przez doline
(kilka do kilkunastu miliardéw lat), to galaktyki szybkie wrecz przez nia biegng —
osiggajac graniczng wartosé dna zielonej doliny w ciggu miliarda lat! I to wlasnie
te galaktyki, ktore w przeszlosci szybko przeszly przez zielong doline, stanowia
zdecydowang wiekszos¢é martwych galaktyk obserwowanych we wspétczesnym
Wszechswiecie.

Morat z tej historii? Jezeli jestes galaktyka i chcesz cieszy¢ sie dlugim zyciem,
tworz gwiazdy powoli i z rozwaga.

Anna DURKALEC

Narodowe Centrum Badan Jadrowych
Artykul napisany na podstawie pracy Gael Noirot et al., 2022 Across the Green Valley with HST

grisms: colour evolution, crossing time-scales and the growth of the red sequence at z=1.0-1.8
i artykutu Lizy Sazonovej [Galazies sprinting] through the valley.
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Termin nadsylania rozwiazari: 31 XII 2022

Zadania z matematyki nr 847, 848
Redaguje Marcin E. KUCZMA

847. Dana jest funkcja ciagla f: R — R o nastepujacej wlasnosci: dla kazdej
pary liczb a, b, gdzie a < b, istnieja liczby u, v takie, ze a < u < v < b oraz
flw) < f(z) < f(v) dla x € [a,b]. Udowodnié, ze funkcja f jest niemalejaca.

848. Niech n bedzie ustalong liczbg naturalna, n > 3. Niech X bedzie zbiorem
wszystkich ciagéw nieskoriczonych (z1,xa,...) o wyrazach z; € {1,...,n}

i niech B bedzie zbiorem wszystkich ciagéw nieskoniczonych (by,bs,...) o wyrazach
b; € {0,1}. Wyjadnié¢, czy istnieje réznowartosciowe odwzorowanie zbioru X na
caly zbior B takie, ze (dla kazdej liczby naturalnej k): jezeli dwa ciagi (x;), (y;)

ze zbioru X pokrywaja sie na odcinku poczatkowym dlugosci k (tzn. z; = y;
dla i < k), to ich obrazy takze pokrywaja sie na odcinku poczatkowym

dhugosci k.

Zadanie 848 zaproponowal pan Adam Woryna z Rudy Slaskiej.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2022
Przypominamy tresé¢ zadan:

843. Po krawedziach wypuklego wieloscianu petlza zuk.

W kazdym wierzchotku wielo$cianu schodza si¢ trzy krawedzie.
Po dojsciu do wierzchotka zuk nie zawraca w krawedz, ktéra
przyszedi, lecz wybiera jedna z pozostalych dwéch krawedzi

— lewa lub prawa (orientacja: lewo/prawo — tak, jak wida¢,
patrzac z zewnatrz wielo$cianu). Gdy na jednym rozdrozu

zuk wybral wariant lewy, na nastepnym wybiera prawy — i na
odwrdét. Dowiesé, ze w pewnym momencie zuk wréci do punktu,

843. Zuk startuje z wierzchotka O. Niech A, B,C (A # O)
bedzie dowolng tréjka kolejno przebytych wierzchotkéw.

7 krawedzi AB zuk wszedl w krawedz BC'; wiadomo wiec, czy
skrecil w lewo, czy w prawo. Zgodnie z przyjetymi regutami
daje to informacje, czy chwile wczesniej, w punkcie A, skrecit
w prawo, czy w lewo. Okresla to jednoznacznie wierzcholek
(na jego trasie) poprzedzajacy A. To znaczy, ze taka tréjka
wierzchotkéw A, B, C' wyznacza trajektorie w przod i w tyl.
Jest skoniczenie wiele takich tréjek, wiec musza sie one

z ktérego rozpoczat wedréwke.

844. Wyjasnié¢, czy istnieje liczba pierwsza p, dla ktérej suma

1P +37 +...+(2p—1)7°

jest szedcianem liczby naturalej.

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
837 (WT = 2,15) i 838 (WT = 2,24)
z numeru 3/2022

Marek Spychala Warszawa 46,76
Kacper Morawski Warszawa 43,56
Michal Adamaszek Kopenhaga 41,76
Krzysztof Maziarz ~ Krakéw 40,67
Pawel Najman Krakéw 38,88
Jerzy Cisto Wroclaw 37,05
Adam Woryna Ruda SI. 36,14
Stanistaw Bednarek Lo6dz 35,50
Marcin Kasperski Warszawa 35,34
Tomasz Wietecha Tarnéw 34,92
Radostaw Kujawa Wroclaw 33,74

Pan Marek Spychala — juz po raz czwarty.

powtarzaé. Fragment trajektorii miedzy dwoma kolejnymi
powtorzeniami pewnej tréjki A, B, C' zawiera zatem wszystkie
wierzcholki poczatkowego fragmentu wedréwki (do pierwszego
wystapienia A) — w tym wierzcholek O.

844. Odpowiedz: nie istnieje. Dowdd: oznaczmy rozwazang sume przez Sp:
P P
Sp=> (2k—1)P = (2p+1—2k)".
k=1 k=1
So = 10 nie jest szescianem. Dalej przyjmujemy, ze p jest nieparzysta liczba
pierwszg. Przeksztalcamy 25, modulo p>:

25, = i((%—l)” + (2p+1—2k)p> =
k=1
= é((%—l)p - <§> (2p)%(2k—1)P~2 + @) (2p)(2k—1)P~1 — (ﬁ) (2k—1)P> _
= i<fp(p71) - 2p?(2k—1)P"2 4 p- 2p(2k:71)p71).
k=1

Dzielimy przez 2 (wolno, wobec nieparzystosci p) i otrzymujemy
S,=p* A, +p*-B, (modp?)

dla liczb catkowitych
p

P
Ap=(1-p)Y (k-1 B,=> (2k-1)"
k=1 k=1
Na mocy malego twierdzenia Fermata (2k —1)?~1 =1 (mod p), gdy
k#(p+1)/2 (1<k<p). Stad B, =p—1 (mod p), co pozwala przepisaé
uzyskane przedstawienie S, jako
S,=p*A, +p*(p—1) (mod p?).

Suma S, dzieli si¢ wigc przez p, ale nie przez p®. Wobec tego nie jest szescianem
zadnej liczby calkowitej.
Uwaga. Witold Bednarek, autor zadania (i podanego rozwiazania), zauwaza, ze
Sp nie jest potega zadnej liczby naturalnej o wyktadniku naturalnym wiekszym
od 2 (to samo rozumowanie) i stawia pytanie, czy S, jest (dla jakiejkolwiek
liczby pierwszej p) kwadratem liczby naturalnej.
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Zadania z fizyki nr 744, 745

Redagugje Elzbieta ZAWISTOWSKA

744. 7 pémocnego bieguna Ziemi chcemy wystrzeli¢ pocisk balistyczny

i

|

(poruszajacy sie pod wpltywem sily ciezkosci), ktory trafi w punkt na réwniku,
| nadajac mu najmniejsza mozliwa predkosé¢ poczatkowa. Znalezé wartosé

tej predkosci oraz kat, pod ktérym nalezy oddaé¢ wystrzal. Opory ruchu

Termin nadsylania rozwiazari: 31 XII 2022

zaniedbujemy, przyjmujemy, ze Ziemia jest jednorodna kula o promieniu R.

745. Dhugi cienki pret porusza si¢ ze stalg predkoscig wzdtuz swojej osi.
Obserwator znajduje sie w duzej odleglosci od osi. W chwili, gdy promieri
skierowany na srodek preta utworzyl kat a z kierunkiem jego ruchu, widziana
dlugos¢ preta okazala sie réwna jego diugosci spoczynkowej. Znalezé predkosé

preta.

Przypominamy tres¢ zadan:

Rozwigzania zadan z numeru 6/2022

740. Gdy pocisk wystrzelony pionowo do géry rozrywa si¢ w najwyzszym punkcie toru, to
rozpada si¢ na bardzo duzo odlamkéw lecacych réwnomiernie we wszystkie strony z predkoscia
poczatkowa vg. Taki sam pocisk lecacy pionowo w dét rozrywa sie na wysokosci H nad ziemia

R, i w chwili rozerwania ma predkosé¢ u. Kiedy odlamki beda pada¢ na ziemie¢ z najwigksza czestoscia?

741. Na nieruchome, plaskie zwierciadlo o masie m pada prostopadle do jego powierzchni plaska

hy fala swietlna o energii Wy. Znalezé predkosé koricowa zwierciadta i energie odbitej od niego fali.

Rozwazy¢ przypadki graniczne, gdy energia fali padajacej jest duzo wigksza oraz duzo mniejsza od

energii spoczynkowej zwierciadla.

740. Po rozerwaniu w chwili ¢ = 0 srodek masy
uktadu opada w dét z przyspieszeniem g i predkoscia
poczatkowa u, a w ukladzie srodka masy odtamki
znajduja sie na sferze rozszerzajacej sie z predkoscia vg.

Rozwazmy przedzial czasowy t1 < t < to, gdzie t; jest
czasem spadania na ziemie pierwszego odlamka, a t,
to czas, po ktérym spada odlamek ostatni. W chwili ¢
promien sfery wynosi R; = vgt, a droga, jaka przebyl
srodek sfery, |AO| = ut + gt?/2 (zobacz rysunek).

Na ziemi leza odlamki, ktére bytyby roztozone na
powierzchni wycinka sfery o wysokosci

hi = Ry — (H — |AO|) = vot — H + ut + gt* /2.
Ich masa to
m(t) = 2w Rihymo /(47 R,?) =
= mo|[(u + vo)/2vo + gt/4vo — H/2vot],
gdzie my jest masa wszystkich odlamkéw (masa
pocisku).

Szukana czestos¢ padania odlamkéw jest pochodna
funkeji m(t):

dm/dt = mog/4vo + moH /2uot?.
Wartosé tej pochodnej jest najwieksza, gdy t = t1.
Odlamek, ktory pierwszy spada na ziemie,
ma w punkcie A predkos$é u + vg, zatem
H = (u+vg)t; + gt1%/2. Stad szukany czas

tr = [\/29H + (u+v0)* — (u+10)]/g.

Kazdy moze nadsyla¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do korica miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan
z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez
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741. Oznaczajac przez Wi energie fali odbitej od
zwierciadla, a przez v predkosé uzyskang przez
zwierciadlo, mozemy zapisaé zasade zachowania energii:

Wo +mc? = Wi +me?/y/1 —v2/c2,

oraz zasade zachowania pedu:

Wo/c=—-Wi/c+ mo/\/1—0v2/c2.

Rozwiazujac ten uklad réwnan, otrzymujemy:
(1) v =c[(1+2Wo/mc*)* —1]/[(1 + 2Wo/mc?)” + 1],

(2) W1 = Wo/(1 4 2Wy/mc?).

7 réwnania widaé, ze energia fali odbitej nie moze
przekroczyé polowy energii spoczynkowej zwierciadia,
niezaleznie od energii fali padajacej: Wy < mc?/2. Zatem
im wiegksza jest energia fali padajacej, tym wicksza czesé
tej energii jest przekazana zwierciadlu. Gdy Wy > mc?,
praktycznie cala energie fali przejmuje zwierciadto.

W przypadku nierelatywistycznym, gdy Wy < mc?,
réwnania i (2) mozemy uproscic:

v/c = 2Wy/me*, Wy = Wo(1 — 2Wy /mc?).

Zatem w tym przypadku fala prawie w calosci zostaje
odbita od zwierciadla, przekazujac tylko nieznaczna
cze$é swojej energii. Zwierciadlo mozna efektywnie
rozpedzié¢ tylko wtedy, gdy energia fali padajacej jest
poréwnywalna z jego energia spoczynkowsa.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

o0séb, ktére nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne czlonkostwo — to tytut Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.



I. Tobasco, Y. Timounay,

D. Todorova, et al. Ezact solutions for
the wrinkle patterns of confined elastic
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Fizyka kontra zmarszczki

Jesliby jasnowidz chcial daé¢ w prezencie kolezance po fachu krysztalows kule,
musialby ja zapakowaé. Uzycie do tego arkusza papieru wiaze sie z tatwym
do wyobrazenia sobie problemem — papier sie pogniecie, powstang na nim
zmarszczki i faldki, a calo$é moze nie prezentowacé sie dostatecznie elegancko.
Problem ten jest w miare oczywisty dla matematyka, ktéry moze orzec, ze
geometrie powierzchni kuli oraz arkusza papieru sa rézne, a nawet dodaé, ze
powodem jest rézna krzywizna tych powierzchni, sprawiajaca, ze nie mozna
nalozy¢ jednej na druga bez Sciskania i rozciggania.

Okazuje sig, ze opisane wyzej zagadnienie stanowi nie lada wyzwanie dla fizykow.
Oni sa bowiem zainteresowani nie tylko tym, ze nie da si¢ gladko zapakowaé
kuli w arkusz papieru, ale réwniez chcieliby zna¢ odpowiedz na pytanie, jak sie
ten papier pomarszczy. Podobne wyzwanie pojawia sie rowniez w przypadku

odwrotnym, gdy chcemy ,splaszczy¢” fragment dwuwymiarowej, zakrzywionej
powierzchni.

Przewidywanie, jak marszcza sie skoriczone powloki, jest ztozonym zadaniem

z mechaniki nieliniowej. Podstawowa trudno$é wynika z tego, ze w zadaniu tym
nie wystepuja sily rozciggajace powloke, co uniemozliwia stosowanie metod
matematycznych zwykle stosowanych w mechanice osrodkéw ciagltych. Do
niedawna zrozumienie dynamiki marszczenia materialéw wymagalo zalozenia lub
zgadniecia jakiegos uktadu zmarszczek, ktory nastepnie mozna byloby ulepszaé
i udoktadniac.

Okazuje sie jednak, ze mozna sformulowaé rozsadny opis powstawania
zmarszczek, taczac elementy teorii i doswiadczenia. Pierwszy krok w tym
kierunku zrobit Ian Tobasco, matematyk z Uniwersytetu Illinois w Chicago,
ktéry zaproponowal teorie oparta na bilansie energii zwigzanej ze zjawiskiem
marszczenia materiatu. Nie byto jednak oczywiste, czy ta teoria jest poprawna
i doktadna.

Dlatego konieczne okazato sie polaczenie teorii z symulacjami komputerowymi
i wykonanie serii eksperymentéw, co, rzecz jasna, wymagalo zaangazowania
wiekszej liczby naukowcéw. Badacze umiescili cienkie, plaskie kawalki plastiku
na zakrzywionej szklanej powierzchni, tak aby plastik przybral ksztalt
zakrzywionego szkla. Nastepnie umiescili zakrzywione kawaltki plastiku na
mokrej powierzchni i obserwowali, jak napiecie powierzchniowe wody powoduje
marszczenie plastiku. Dane z cze$ci doswiadczalnej zostaly wykorzystane do
okreslenia parametréow symulacji komputerowych. Pozwolilo to na okreslenie
regut opisujacych, jak pojawiaja sie i zachowujg zmarszczki.

Okazalo sie, ze zmarszczki tworzg sie w rzedach na calej powierzchni prébki,
a nie tylko na brzegach, mimo ze material na brzegach podlega najwiekszemu
odksztalceniu. Uktady tych zmarszczek, a w szczegélnosci wystepowanie
domen z regularnymi zmarszczkami, zalezaly od tzw. szkieletu topologicznego
prébki, czyli srodkéw okregéw stykajacych sie z brzegiem prébki w dwéch
lub wiecej punktach. Jakkolwiek glebokosé zmarszczek zalezy od poczatkowej
krzywizny splaszczanej prébki, ich uklad wewnatrz pojedynczej domeny jest
okreslony przez znak tej krzywizny (powierzchnia siodla ma krzywizne ujemna,
powierzchnia kuli — dodatnia). Co wiecej, uklady zmarszczek odpowiadajace
przeciwnym znakom krzywizny sa ze sobg zwigzane, tzn. znajac jeden z nich,
mozna przewidzie¢ ten drugi.

Tworzenie sie zmarszczek na réznego rodzaju materialach, zwlaszcza na
tekstyliach, towarzyszy nam na co dzieni. Kazdy, kto cho¢ raz nadawatl schludny
wyglad koszulom lub sukienkom za pomoca zelazka, moze sobie latwo wyobrazié¢
wyniki eksperymentéw opisanych wyzej. Kt6z méglby sie jednak spodziewad, ze
z pozoru malo ekscytujaca czynnosé, jaka jest prasowanie, wiaze sie tak scisle

z najnowszymi odkryciami w fizyce?

Krzysztof TURZYNSKI

Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski
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Wzory Viete’a

Barttomiej BZDEGA*

Ze

*Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

szkolnych lekcji wiemy, ze jesli x1 i xo sa pierwiastkami tréjmianu

kwadratowego ax? + bz + ¢, to ¥1 + 12 = —b/a i 129 = c/a. Wzory te
mozna uogolni¢ na wielomian dowolnego stopnia n. Zalézmy, ze wielomian

anx™ + ... + asx?® + a1 + ap ma pierwiastki x1, zo, . .

.y Ty, PIZYy CZym

kazdy z pierwiastkéw jest tu wymieniony tyle razy, ile wynosi jego krotnosé.

Po

wymnozeniu lewej strony réwnosci

an(x —x1)(x —22) ... (T —Tp) = anx™ + ...+ asx?® + a1z + ao,

podzieleniu obustronnie przez (—1)*a, i poréwnaniu wspétczynnikéw przy z*
otrzymamy

2 = (~1)F 22k dla

an

>

1<i1<i2<... < <N

Lj1 Lijgy + -

k=1,2,...,n.

Szczegdlnie elegancko prezentuja sie te réwnosci dla k = 1 oraz k = n:

an—1
1+ T+ ...+, =— ,
2%

T1Tg ... Ty = (—1)”@.
n

Do dalszych rozwazan przydadza sie jeszcze przypadki k =21k =n— 1:

n
Up—2 j : n—101
E Tilj = o , 1. . Lj—1Tj41 -+ Tpn = (71) ;
1<i<j<n n i=1 n
(uwaga: zapis x1 ...2T;—1&it1 .- . Ty 0znacza iloczyn liczb x1,x9, ..., x,

z wyjatkiem x; nawet dla ¢ = 1 oraz i = n).

Jezeli T1,22,..

., Zn # 0 (réwnowaznie: ag # 0), to mozemy podzieli¢ stronami

réwnosé dla k = n — 1 przez réwnosé dla k = n. Otrzymamy wtedy

Ze

w2 ad 4 a2t = (g Fas . )t -2 Z Tixj =

1 1 1 ai
==
X1 o In a
wzoréw dla k =11 k = 2 wynika réwnosé
a%A — 205,05 —2

e a2
1<i<j<n

Powyzsze wzory wygladaja szczegélnie tadnie, gdy wielomian, do ktérego je
stosujemy, jest unormowany, czyli a, = 1.

Warto pamietaé, ze wzory Viete’a dzialaja w obie strony — mozemy za ich
pomocy nie tylko badaé¢ wilasnosci pierwiastkéw wielomianu, ale réwniez
stworzy¢ wielomian, ktérego dane liczby sa pierwiastkami.

Zadania

1.
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Wyprowadzi¢ wzor na sume szesciandéw pierwiastkéw wielomianu
23+ ax? +bx +c.

. Wielomian P(z) = an,2™ + ...+ as2? + ayx + xo stopnia n > 2 ma

n pierwiastkow rzeczywistych (liczymy z uwzglednieniem krotnosci). Dowiesé,
ze jesli ap—1 = an—2 =0, to P(z) = a,z™.

Jeden z pierwiastkéw wielomianu 3 + px + ¢ jest réwny iloczynowi dwéch
pozostalych. Udowodnié, ze ten pierwiastek jest réwny p — q.

Liczby 1, 25 i 23 sg pierwiastkami wielomianu x> + ax? + bx + c. W zaleznosci
od a, b, c wyznaczy¢ wielomian unormowany, ktérego pierwiastkami sg xox3,
r3x1 i T1X9.

Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d # 0 spelniaja réwnosci a +b+c+d =0
ii4+3+14+1=0 Udowodni¢, ze wsréd liczb a, b, ¢, d sa dwie pary liczb
przeciwnych.

Liczby a,b, c # 0 sa catkowite. Udowodnié, ze jesli suma % + 5+ %” jest liczba
catkowitg, to kazdy jej sktadnik jest liczbg catkowity.

Dla liczb catkowitych dodatnich n i k, speliajacych nieréwnosé n > k, niech
S(n, k) oznacza sume wszystkich iloczynéw postaci ajas . . . ag, w ktérych

a1, as,...,a; sa réznymi liczbami ze zbioru {1,2,...,n}. Wykazaé, ze

S(n, k) < (n+ 1)\


http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/algebra/2019/12/30/2020-01-delta-kpo.pdf

110inyen stron
a widziana

Delta poleca:

Matematyka z réznych stron widziana

.Kazdy wie, co to jest matematyka. To zdanie tylko pozornie jest absurdalne. Wystarczy zauwazyc,
ze kazdy wie to na swoj sposéb: inaczej matematyka jawi sie zmagajacemu sie z dodawaniem

i odejmowaniem liczb catkowitych uczniowi pierwszych klas szkoty, inaczej pesymistycznemu
filozofowi, ktéry tylko w niej znajduje obiektywne prawdy, inaczej ksiegowemu, inaczej konstruk-
torowi maszyn, inaczej rozspiewanemu poecie, widzacemu w niej drogi do nieskoriczonosci,
inaczej architektowi, chcacemu zmusic przestrzen do ulegtosci, inaczej catej rzeszy intelektu-
alistow, chwalacych sie, ze zawsze mieli ,trzy na szynach’, inaczej dysponentowi wysytajgcemu

w kosmos sprzet i ludzi. [...]

Ksigzka jest przeznaczona dla mitosnikow matematyki, choc takze moze czytanie jej kogos

w takiego mitosnika zamieni.”

fragment wstepu do ksiazki Matematyka z réznych stron widziana

Recenzja ksiazki na stronie 3.
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