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Rys. 1. Pchty A, B,C, D (w dolnym
rzedzie w chwili ¢ = 0) i ich trajektorie
w czasie (0§ pionowa)
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Rys. 2. Przykladowe trajektorie pchel.
Znaczenie czerwonych kropek wyjasnimy
poézniej

Pchtly skacza, czyli dynamika opinii
Michat ADAMASZEK*

Na prostej siedzi n identycznych pchel (na tyle maltych, ze moze ich byé

nawet po kilka w jednym punkcie). Pchly maja kiepski wzrok i widza tylko

na odlegtos¢ 1. W pewnej chwili wszystkie pchly wykonuja jednoczesnie
nastepujaca operacje. Kazda pchla rozglada sie na prawo i lewo, rejestruje
pozycje wszystkich pchel, ktére widzi (w tym swoja wlasna i byé moze innych
pchel siedzacych w tym samym punkcie), i oblicza $rednia arytmetyczna tych
pozycji. Inaczej méwiac: wyznacza $rodek ciezkosci pchel bedacych w zasiegu jej
wzroku. Nastepnie na komende wszystkie pchly przeskakuja — hop! — kazda do
wyliczonego przez siebie punktu. Potem caty proces powtarza si¢ znowu i znowu,
w kolejnych chwilach czasut =1,2,...

Dla ilustracji rozwazmy 4 pchly A, B, C, D startujace w punktach %, 1,2i4
(rys. 1). Pchla A widzi A i B, pchla B widzi A, B i C, za$ pchla C widzi B i C.
Pchta D widzi tylko siebie. Zatem po pierwszym gwizdku pchty przeskocza
kolejno do nowych pozycji:

 pchla A: 3(5+1) =3,

e pchia B: %(% +1+42)= 1%.
« pchla C: 3(1+2) =14,

e pchia D: % =4.

W tym momencie pchly A, B, C znajduja sie w obrebie wspdlnego przedzialu
o dlugosci 1, wiec widza sie wszystkie nawzajem i nie widza nikogo innego. To
oznacza, ze w nastepnym kroku wszystkie oblicza ten sam $rodek cigzkosci:
1/3 1 1 5
3 <4+16—|—12) _136’
i skoczg do tego punktu. Pchla D nadal si¢ nie rusza. W kolejnym kroku,
i we wszystkich nastepnych, juz nic sie nie zmieni — kazda pchla bedzie
podskakiwaé¢ w miejscu. Pchtly, ktére juz nigdy nie zmienig pozycji, nazwiemy
uziemionymi; pchta D byta uziemiona od poczatku, a pchly A, B, C' po drugim
skoku. Sytuacje, w ktérej wszystkie pchly sa uziemione, nazwiemy stabilng. Na
rysunku 2 widzimy ewolucje wigkszych losowych uktadéw 30 pchel o pozycjach
poczatkowych w przedziale [0, 7].

Opisany przez nas proces to najprostszy wariant tak zwanego modelu
Hegselmanna—Krausego (w skrocie HK). Jego autorom nie chodzito jednak

o tresure pchel, ale 0 matematyczne modelowanie dynamiki opinii (ang. opinion
dynamics), a konkretnie polaryzacji pogladéw. Model ten opiera sie na zalozeniu,
ze nasze opinie na dany temat zmieniamy, dostosowujac je (poprzez usrednianie)
do opinii innych os6b o w miare zblizonym nastawieniu. Przypu$émy na
przyktad, ze kazdy z nas ma swoje zdanie na temat kisielu, wyrazone liczba
rzeczywista miedzy 0 (nienawidze) a 10 (mégltbym je$é caly czas). Zalézmy,

ze oceniamy kisiel umiarkowanie, na 4. W modelu HK bedziemy z czasem
powoli zmienia¢ swoj punkt widzenia pod wplywem otoczenia. Zakladajac
dalej, ze zwyklidmy wchodzi¢ w interakcje z osobami o zblizonych pogladach

na kisiel (powiedzmy mieszczacych sie w przedziale [3,5]) i nie traktujemy serio
10-punktowych kisielowych ekstremistéw, dochodzimy do pomystu HK, ze nasza
opini¢ zastepujemy $rednig opinia naszego kisielowego sasiedztwa. Hop!

Oczywiscie dynamika opinii interesuje sie ewolucja naszych pogladéw na
wazkie tematy polityczne, ekonomiczne, spoteczne, a nie na kisiel. Co wiecej,
nasze opinie sg zwykle wielowymiarowe, to znaczy opisane wektorem w R™,

w ktérym poszczegdlne wspodlrzedne okreslajg nasze stanowisko wobec

m réznych zagadnienn (tu akurat nasz model w oczywisty sposéb sie uogélnia).
Oczywiscie modele socjologiczne opisuja statystyczne trendy, a nie zachowanie
jednostek — ja na przyklad oceniam kisiel na 0 i nigdy w zyciu nie zmienie
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Rozwigzanie zadania M 1787.
Jesli AB || CD, to BCNK jest trapezem

wpisanym w okrag, zatem BC = KN oraz

AK = BL = CM = DN. Oznacza to, ze
czworokat LM DA otrzymujemy

z BCN K poprzez réwnolegle przesuniecie

o wektor BY

Zalézmy teraz, ze AB i C'D nie sa
réwnolegle; oznaczmy przez P punkt
przecigcia prostych AB i CD.

D

P

Poniewaz czworokat BC'N K jest wpisany

A

w okrag, to tréjkaty PBC i PNK sa
podobne, zatem

PB PB PN PN

BL BC NK ND’
Dlatego BN || LD, podobnie CK || M A.
Stad otrzymujemy XALD = XKBN
i xKCN = xAMD.

Poniewaz na czworokacie BCN K mozna

opisa¢ okrag, to XK BN = xKCN.
Dlatego tez xALD = X AM D, czyli na
czworokacie ADM L réwniez mozna
opisa¢ okrag.

)

Rozwigzanie zadania M 1788.
Wprowadzmy oznaczenie:

2 2
bn =aiaz...an —(a] +a3+ ...+

Wystarczy udowodnié, ze brg = 0.

Zauwazmy, ze dla n > !

b1 =

5 mamy

2 2
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Ponadto

bs =1

-2-3-4-5-1 2 3

= 65,

zatem bg = 64,by = 63, ..., b7o = 0.

Pchta w czerwonej czapeczce
wygenerowana przez Al (visme.co)
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zdania, niezaleznie od tego, co mysla o tym Hegselmann i Krause. Nie zmienia to
faktu, ze jednowymiarowy model HK — najprostszy w bogatej hierarchii modeli —
jest sam w sobie ciekawym obiektem matematycznym, wiec warto przyjrze¢ mu
si¢ przez chwile.

Pierwsze pytanie, ktore zadaja sobie Hegselmann i Krause, i na ktore postaramy
sie odpowiedzie¢ takze my, brzmi: czy kazda poczatkowa konfiguracja pchet
osiaga stan stabilny, a jesli tak, to jak szybko?

Rozpocznijmy od kilku prostych obserwacji, ktérych precyzyjne uzasadnienia
pozostawiamy jako ¢wiczenie. Od razu widzimy, ze pchly nigdy nie opuszcza
przedziatu, ktéry zajmowaly na poczatku, pomiedzy pozycjami startowymi
najbardziej skrajnych pchel na lewo i prawo. Jezeli pewne dwie kolejne pchty
sg rozdzielone pustym odcinkiem diugosci wiekszej niz 1, to caly uktad rozpada
sie na dwa niezalezne systemy (na lewo i prawo od tej przerwy), ktére nigdy nie
wejda ze soba w zadng interakcje. Szczegdlnym przypadkiem tej sytuacji jest
grupa pchet uziemionych razem w jednym punkcie — maja one pusta przestrzen
dtugosci wiekszej niz 1 po obu stronach. Zauwazmy tez, ze pchty nie moga
zamienié¢ sie kolejnoscia — jezeli dwie pchly zajmuja pozycje p1, p2 przed skokiem
i odpowiednio p/, p po skoku, to p; < p2 implikuje pj < pj. Pchly, ktére spotkaja
sie w jednym punkcie, beda juz zawsze podrézowaé razem. Wreszcie odnotujmy,
ze w jednym skoku pchta moze przeskoczy¢ co najwyzej o odlegtoéé 1 — %; ma to
miejsce w ekstremalnym przypadku, gdy pojedyncza pchla ma wszystkie n — 1
pozostalych pchel dokladnie na jednym z krancéw swojego pola widzenia.

Zeby uprosci¢ dalsza dyskusje, uméwmy sie, ze utozsamiamy pchly z ich
pozycjami, a gdy trzeba wybra¢ jedna z pchet siedzacych w tym samym punkcie,
bierzemy ktérakolwiek.

Przed kazda runda znajdujemy najbardziej wysunieta na lewo sposréd
wszystkich jeszcze nieuziemionych pchel i naktadamy jej na glowe czerwona
czapeczke (jesli takiej pchly nie ma, to stan jest juz stabilny). Te pchly
zaznaczyliSmy na czerwono na towarzyszacych tekstowi rysunkach. Zauwazmy,
ze pchla w czerwonej czapeczce zawsze skacze ostro w prawo i albo zachowuje
czapeczke na nastepng runde, albo, jedli zostala wlasnie uziemiona, czapeczka
przechodzi na ktoéra$ pchle daleko w prawo (wiecej niz 1 ¢cm), albo osiggamy
stan stabilny. Tak czy inaczej, w kazdym kroku, w ktérym jeszcze co$ sig
dzieje, czapeczka wedruje ostro w prawo. Jesli uda nam sie pokazac, ze te
przesunigcia musza by¢ stosunkowo duze, to mozemy wnioskowaé, ze bedzie

ich tylko skoriczenie wiele, bo czapeczka nie moze zawedrowaé poza poczatkowa
pozycje skrajnie prawej pchly. Intuicyjnie idea jest nastepujaca: przypusémy,

ze w pewnym ruchu pchta z czapeczka przesuneta si¢ tylko o bardzo, bardzo
mato. Wtedy wszystkie jej sasiadki musiaty by¢ bardzo, bardzo blisko niej,

i jedynym sposobem, aby cale to towarzystwo nie zostalo przez te blisko$¢ razem
uziemione, jest istnienie pchly tuz poza zasiegiem wzroku pchty z czapeczka

(a wiec daleko), odciagajacej niektére jej sasiadki troche w prawo. Jednak to
wtroche” wystarczy, aby w nastepnym ruchu pchta z czapeczka musiata skoczy¢
wyraznie dalej. Pora na szczegdly; jak sie okaze, ,bardzo, bardzo blisko”, ,troche
w prawo” i ,wyraznie dalej” beda naprawde male, ale jednak jednostajnie
odgraniczone od zera, i to wystarczy.

Udowodnijmy, ze w kazdych dwéch kolejnych ruchach czapeczka przesuwa sie
tacznie o co najmniej % Niech ¢ oznacza pozycje pchly z czapeczka, k — liczbe
pchet w zasiggu jej wzroku, p — najdalsza z tych pchel, a ¢, p’, odpowiednio,
pozycje ¢ i p po skoku. Przypuéémy, ze po pierwszym kroku pchta z pozycji ¢
(teraz w ¢’) nadal zachowala czapeczke i co wiecej — przemiescita sie o mniej

niz # (jesli ktérys z tych warunkéw nie zachodzi, to juz koniec dowodu). Mamy
zatem:

1 /
ct+—>c >

= (E=1)c+p)=c— -+

S

| =
>l o



czyli
k 1
p<c+— <c+ —
n n
(wszystkie sasiadki ¢ sa ,bardzo, bardzo blisko”). Poniewaz nie doszto do
uziemienia, to p musiata widzieé¢ ¢ > k pchel, w szczegdlnosci co najmniej jedna
pchle po swojej prawej; niech ¢ bedzie pierwsza z nich. Skoro jednak c nie
widzi ¢, to
c+1l<g<p+1

Wobec tego mozemy oszacowaé pozycje p':

1 1
> — — —
p /E((E 1)c+q)>£

—_

1
((z—l)c+c+1)=c+—>c+E

~

(¢ odciaga p ,troche w prawo”) oraz, jak juz wiemy:

| |
| | ) 1 1 1 .
! ! pL<p+|l—=)<c+—-—F+1-==c+1<+1
! ! ! n n n
|
! 3 3 Powiedzmy, ze ¢’ widzi po pierwszym skoku &’ pchel. Nasze obliczenia
‘ | ! e pokazuja, ze p jest jedng z nich. Zatem po drugim skoku:
v 4 1 1 1 1
| |
- [ " L o / ’ - o -\ = L
L 3 -0+ > g (- Do 1) —eh o>
- | !
| | 2 C—"— —,
Rys. 3. Ilustracja dowodu n2
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Rys. 4. Trajektorie pchel startujacych
z punktéw 1,...,20

a wiec faktycznie po dwoch skokach czapeczka przebyta co najmniej
dystans n% (,wyraZznie dalej”). Hop, hop.

Reasumujac, jezeli poczatkowa odlegloéé skrajnych pchel wynosi d, a czapeczka
w kazdych dwoéch ruchach przesuwa si¢ tacznie o co najmniej #, to liczba
ruchéw, w ktérych co$ sie zmienia, wynosi co najwyzej 2dn?, a dalej stan jest
juz stabilny. W rzeczywistosci pokazaliémy nawet wigcej: mozemy bez straty
ogdblnoéci zalozyé, ze d < n (inaczej mamy rozpad na niezalezne podproblemy),
zatem pchly osiggaja stan stabilny po co najwyzej 2n? iteracjach, niezaleznie od
poczatkowych pozycji.

Powstaje naturalne pytanie, czy sa uklady n pchel, ktére stabilizujg si¢ dopiero
po liczbie krokéw rzedu n®. OdpowiedZ brzmi: prawdopodobnie nie. Pchly
rozpoczynajace w punktach {1,2,... n} osiagaja stabilno$é¢ po okolo %n
iteracji (rys. 4), co pozostawiamy jako Zmudne ¢éwiczenie; mozna zajrzeé do [2].
W pracy [3] autorom udalo si¢ skomplikowaé ten przyklad tak, ze do stabilnosci
potrzeba liczby krokéw rzedu az n?. Jak dotad nikomu nie udato sie poprawié
ani dolnego, ani, co bardziej zaskakujace, gornego oszacowania, cho¢ wydaje
sig, ze pchly maja wiecej ,,luzu”, niz to uwzglednia nasza analiza z czapeczka,

i mozna by to jako$ wykorzysta¢. Moze ktos z Czytelnikéw podejmie sie tego
zadania? Mozna tez zainteresowaé sie innymi pytaniami, na przyktad, jak
przebiega i jak sie statystycznie konczy ewolucja uktadu n pchel umieszczonych
losowo w przedziale dlugosci d? Albo do jakiego stopnia pchla moze w trakcie
zabawy zmienia¢ kierunek, w ktorym skacze?

Pozostawiajac Czytelnika ze skaczacymi pchlami, uprzejmie donosze, ze ostatnio
dzieci naméwily mnie na kisiel i po tym do$wiadczeniu podniostem mu ocene z 0
do 0,001. Czekam na kolejny ruch. Hop!
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Austrowegierski specjalista od kosmonautyki i jego efekt

* Nauczyciel fizyki i matematyki
w 42 Autorskim LO w Warszawie

**Poczatkowo sad odmoéwil rejestracji
Verein fiir Raumschiffahrt (Towarzystwa
Podrézy Kosmicznych), twierdzac, ze nie
ma takiego stowa, jak Raumschiffahrt. To
dziwne, wydawatoby sie, ze po niemiecku
wystarczy zapisa¢ kilka sléw bez spacji,

a nowy wyraz pojawia sie automatycznie.
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Marcin BRAUN*

Po przeczytaniu tytutu Czytelnik moze pomysleé, ze Delta zaczeta publikowaé
opowiadania fantastyczne spod znaku historii alternatywnej. Oto w potowie
XX wieku gdzie$ w Krélestwie Galicji i Lodomerii, zyjacym pod laskawym
panowaniem Franciszka Jézefa II, napedzana gorlicka ropa rakieta wzbija

sie¢ na Ksigzyc. .. Nic z tych rzeczy! Wspomniany specjalista zyt naprawde.
Urodzil sie w austrowegierskim wéwczas Siedmiogrodzie, w rodzinie méwigcej
w domu po niemiecku, a nazywal sie¢ Hermann Oberth. Gdy skonczyt fizyke

w Heidelbergu, wrécil do Siedmiogrodu i podjal prace jako profesor gimnazjum.
Prowadzit jednak takze teoretyczne badania nad pojazdami kosmicznymi,

a napisana na podstawie jego rozprawy naukowej o fizyce lotéw rakietowych
ksiazka popularnonaukowa wywotata wéréd mtodych Niemcow prawdziwa
mode na kosmonautyke. Do zalozonego na fali tej mody ,, Towarzystwa na rzecz
Podrézy Statkami Kosmicznymi”** nalezal takze Wernher von Braun, niemiecki
konstruktor rakiet, po II Wojnie Swiatowej wspéltwérca amerykariskiego
programu kosmicznego.

Jak to zwykle bywa w historii, skutki pracy Obertha byly i pozytywne,
i negatywne — by¢ moze bez niego nie mielibySmy ladowania na Ksiezycu, ale
takze i hitlerowskich rakiet V1 i V2.

Efekt Obertha. Uczony dzis§ znany jest przede wszystkim z ,efektu Obertha”.
Na czym 6w efekt polega? Wyobrazmy sobie statek kosmiczny krazacy wokdt
planety po eliptycznej orbicie. Jego zaloga chce opusci¢ orbite i w zwiazku

z tym potrzebuje uzyskaé jak najwicksza predko$é, ale na manewr moze
przeznaczy¢ tylko okreslong iloéé paliwa. W ktérym miejscu orbity wilaczyé
silnik: w apocentrum (A), w perycentrum (P) czy gdzie$ posrodku (G)? A moze
to wszystko jedno?

Zakladamy, ze silnik pracuje bardzo krétko (w skali rysunku rakieta jest ciagle
w tym samym miejscu), ale za to z duza moca. Proponuje w tym momencie
przerwaé czytanie i zastanowi¢ sie samemu.

Cztery odpowiedzi. A oto odpowiedzi czterech wspolziomkéw Obertha.

To wszystko jedno. Zgodnie z druga zasada dynamiki przyrost pedu jest
w kazdym wypadku taki sam (Ap = FAt), wiec takze predkosé wzrosnie o tyle
samo.

Najlepiej wlaczy¢ silnik w apocentrum. Co prawda wlaczenie silnika zawsze
doda tyle samo energii, ale zeby wyrwac sie z punktu A, potrzeba mniej energii
niz z punktu P.

Najlepiej wlaczy¢ silnik w punkcie G, ale nie po prostu ,,gdzies”, tylko

w polowie drogi miedzy apocentrum i perycentrum. Wtedy rakieta poleci
bardziej w strone ,,od planety”, a nie w bok, wiec szybciej si¢ oddali i nie zdazy
straci¢ tyle energii.

Najlepiej wlaczy¢ silnik w punkcie P. Silta ciggu bedzie ta sama, bedzie dziataé
przez ten sam czas, ale w tym czasie rakieta przebedzie najwieksza droge,

a w takim razie wykonana praca bedzie najwigksza (W = F's) i rakieta zyska
najwiecej energii.

Kto ma racje i dlaczego inni jej nie maja? Proponuje znowu sie zatrzymac
i pomysle¢. A potem obalimy po kolei wszystkie podane argumenty.

Owszem, predkos¢ wzrosnie za kazdym razem o tyle samo, ale jednakowy
przyrost predkosci nie oznacza jednakowego przyrostu energii. We wzorze na
energie kinetyczna predkosé wystepuje w kwadracie. Jesli zwiekszymy predkosé
z 1 km/s do 2 km/s, energia kinetyczna wzroénie o 22 — 12 = 3 jednostki umowne,
a jesli zwiekszymy ja z 5 km/s do 6 km/s, to wzrosnie az o 62 — 52 = 11 takich
jednostek. A do wyrwania si¢ z pola grawitacyjnego planety potrzebna jest
odpowiednia energia.
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Jancsi

RuzZena

Olenka

A w uktadzie odniesienia rakiety? W nim
rakieta w ogdle si¢ nie porusza, porusza
si¢ natomiast planeta, a do tego nasz
uktad nie jest inercjalny. Analiza bedzie
wigc duzo bardziej skomplikowana.

Do oddalenia sie od planety z punktu A rzeczywiscie jest potrzebna mniejsza
energia niz z punktu P. Ale te réznice doktadnie kompensuje réznica energii
kinetycznych miedzy tymi punktami. A poza tym skad wiemy, ze silnik
dostarczy tyle samo energii?

Dlaczego ,nie zdazy”? Ubytek energii kinetycznej zalezy od przyrostu energii
potencjalnej, a nie od czasu. Jesli rakieta bedzie sie szybciej oddalaé¢ (bedzie
miata wigksza predkosé¢ radialna), to po prostu bedzie szybciej tracila energie.

Przyrost energii kinetycznej rakiety jest réwny energii chemicznej paliwa
spalonego przez rakiete. Skad miataby si¢ wzig¢ dodatkowa energia?

To kto ma racje, skoro nikt jej nie ma? Zdradzmy od razu, ze jako patriota
nie mogtem rozdzieli¢ rél inaczej: racje ma Olenka. Jej argument ze wzorem
definicyjnym pracy jest w pelni poprawny. Ale jak odpowiedzie¢ na pytanie,
skad sie wzieta dodatkowa energia? Otdz pierwsze zdanie majace zbi¢ argumenty
Olenki nie jest prawdziwe. Nalezaloby powiedzieé¢: Przyrost energii kinetycznej
rakiety 7 gazow wylotowych jest réwny energii chemicznej paliwa spalonego przez
rakiete. Tymczasem, gdy rakieta leci szybciej, jej gazy maja mniejsza predkosé
w zewnetrznym ukladzie odniesienia. Wiecej energii zostaje wiec dla rakiety.

A co do Olenki — jak pisal juz Sienkiewicz — to bialoglowy z tak grzecznym
umystem drugiej nie znalezé. Kogo zas takowe polityczne argumentum ad
rationem nie przywola, dla tego cytate mamy przystojniejsza: Slepy! Glupi
warchole! Nie byloz ci postuchaé Oleriki!

i Zadania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1786. W pola kwadratu 11 x 11 wpisano parzysta liczbe pluséw. Okazalo sie,
ze kazdy kwadrat 2 X 2 réwniez ma parzysta liczbe pluséw. Udowodnié, ze liczba
plusow wpisanych w gtéwng przekatna kwadratu tez jest parzysta.

Rozwigzanie na str. [J]

M 1787. Punkty K i L leza na boku AB czworokata wypuklego ABC' D
(punkt K lezy miedzy A i L), a punkty M i N leza na boku C'D (punkt M lezy
miedzy C' i N). Wiadomo, ze AK = KN = DN i BL = BC = CM. Udowodnié,
ze jedli na czworokacie BCN K mozna opisaé¢ okrag, to na czworokacie ADM L
rowniez.

Rozwiazanie na str.

M 1788. Ciag liczbowy {a,}n>1 jest zdefiniowany nastepujaco: a1 =1, ag = 2,
a3 =3, a4 =4, a5 =5 oraz an41 = aiaz...a, — 1 dlan > 5. Udowodnié, ze

2 2 2
ai+a;+...+ay =aiaz...ar.

Rozwigzanie na str. [2]
Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1099. Oszacuj rozmiary czasteczki azotu i odlegloéci miedzyczasteczkowe

w gazowym azocie w warunkach normalnych (p = 1,013-10° Pa, T = 0°C). Gestoéé
cieklego azotu (w temperaturze wrzenia, —196°C) p; = 0,808 g/cm?, gestosé azotu
w warunkach normalnych p, = 1,250 g/1, liczba Avogadro N4 = 6,022 - 10%3 /mol,
liczba masowa atomu azotu Ay = 14.

Rozwiazanie na str. 6]

F 1100. Ile razy energia wiazania czasteczki azotu w polu grawitacyjnym
Ziemi jest wigksza od $redniej energii kinetycznej czasteczek azotu

w powietrzu? Przyjmij, ze temperatura powietrza T' = 300 K, stata Boltzmanna
k=1,38-10723 J/K, przyspieszenie ziemskie g = 9,81 m/s?, promien

Ziemi R = 6370 km, liczba masowa atomu azotu Ay = 14, liczba Avogadro

N4 = 6,022 - 1023 /mol.

Rozwiazanie na str. [T5]
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Rozwigzanie zadania F 1099.
Gestosci tej samej substancji w stanie
cieklym i w stanie gazowym sa niemal
réwne. Na potrzeby oszacowania mozemy
wiec przyjaé, ze w cieczy czasteczki
niemal s tykaja. Masa jednego mola
czasteczek azotu wynosi

un = 2AN g = 28 g. Objetos$é jednego
mola cieklego azotu V = un/p;
(czasteczki azotu sa dwuatomowe).
Objetos¢ przypadajaca na jedng

czaste wynosi v = V/N a4, co
odpowiada szeécianowi o boku d*, gdzie
d oznacza $rednie rozmiary czasteczki.
Otrzymujemy:

1071 m. W stanie
gazowym objeto$¢ przypadajaca na jedna
czgsteczke wynosi p;/pg 1 jest okoto 650
razy wieksza niz w cieczy. Wynika stad,
ze w gazie $rednia odleglo$é | miedzy
czasteczkami azotu wynosi:

1/3
D¢ .
| = (’—’) d ~ 8,65 d.
Pl

Liczbowo | ~ 33,4 - 107 1% m.

Liczbowo d ~ 3,86 -

Jako tamigtéwka kwadraty
grecko-taciriskie pojawily si¢ nawet
weze$niej. W 1725 roku Jacques Ozanam
zaproponowal nastepujgcy problem:
utozyé wszystkie karty wszystkich
koloréw od waleta do asa w kwadrat tak,
aby w kazdym rzedzie i w kazdej
kolumnie obecny byt kazdy kolor i kazda
warto$é karty. Ponizej jedno z rozwigzan:

AM K¥ Q¢ J&
Q% J® AV K@
JY QM K& A
Ké A% J& QY

O historii problemu 36 oficeré6w mozna
bylo tez przeczytaé¢ niedawno w Delcie,
w artykutach 36 splatanych oficeréw
(Agg) oraz 37 lat pézniej (A%é)

Kwadraty grecko-tacinskie
i plaszczyzny rzutowe
Karol GRYSZKA*

Drogi Czytelniku, sprébuj wskazaé¢ jakie$ nieprzecietne cechy ponizszych dwéch
uktadéw liczb, wpisanych w tablice o wymiarach 5 x 5.

Uk | W[ N+~
= O R | W N
D[ = | O | W
WIN| | O]
Bl o =] ot
U | W | N| =
W N | = T
=[Ot W N
Sl || =] ot
D[ = | OV | W

W obu przypadkach umieszczono liczby od 1 do 5, kazda pojawia sie
pieciokrotnie — ciezko to jednak uznaé¢ za ,nieprzecietne cechy”. Istotniejsze

jest to, ze w kazdym wierszu i kazdej kolumnie pojawia si¢ peten zestaw liczb
od 1 do 5. Dzieki temu oba uktady zastuguja na miano kwadratow lacinskich.
Najistotniejszym za$ jest dla nas to, co ukazuje sie naszym oczom po sparowaniu
liczb stojacych w odpowiednich polach tych tablic.

(1,1) [ (2,4) | (3,2) | (4,5) | (5,3)
(2,2) | (3,5) | (4,3) | (5,1) | (1,4)
(3,3) | (4,1) | (5,4) | (1,2) | (2,5)
(4,4) | (5,2) | (1,5) | (2,3) | (3,1)
(5,5) [ (1,3) | (2,1) | (3,4) | (4,2)

Okazuje sig, ze otrzymany kwadrat ma niezwykla ceche — w kazdym polu
znajduje sie unikalna para (z,y), gdzie x oraz y sa liczbami z zakresu od 1 do 5.
W takiej sytuacji mowimy, ze dwa kwadraty tacinskie sa wzajemnie ortogonalne
(krétko: ortogonalne), a polaczony z nich kwadrat nazywamy kwadratem
grecko-tacinskim.

Historia badania kwadratow grecko-lacinskich siega Leonharda Eulera. Jesli
wierzy¢ przekazom, w drugiej potowie XVIII wieku caryca Katarzyna Wielka
przestala uczonemu nastepujacy problem, zwany wspélczesnie problemem

36 oficerow:

Ustawi¢ 36 oficeréw z 6 réznych putkéw tak, aby stali w kwadracie, i tak,
aby w kazdej linii (zar6wno poziomej, jak i pionowej) bylo 6 oficeréw
réznych stopni i réznych putkow.

Innymi stowy, caryca poprosita Eulera o skonstruowanie kwadratu
grecko-tacinskiego o wymiarach 6 x 6. Uczony nie potrafil rozwiaza¢ tego
problemu, ale udato mu sie odkry¢ ogdlna metode konstrukeji kwadratéw
grecko-tacinskich rzedu n, gdy n jest nieparzyste lub jest podzielne przez 4.

W swoich rozumowaniach do oznaczania elementéw z pierwszego kwadratu Euler
uzywal liter alfabetu tacinskiego, a do drugiego — greckiego, i podobno stad
wziela sie nazwa kwadrat grecko-tacinski.

Euler postawil rowniez hipoteze, ze jesli n = 4k + 2, to kwadrat takiego rzedu
nie istnieje, co tatwo uzasadni¢ dla k = 0. Przypadek k = 2, czyli problem

36 oficeréw, czekal na rozwiazanie az do poczatku XX wieku, kiedy to Gaston
Tarry udowodnil, ze faktycznie problem ten nie ma rozwiazania [1]. W pelnej
ogoélnosci hipoteza Eulera czekala jeszcze pét wieku, zanim zostata catkowicie
rozstrzygnieta. W 1959 roku tréjka matematykéw — Raj Bose, Ernest Parker
i Sharadchandra Shrikhande — wykazala, ze hipoteza Fulera jest falszywa dla
wszystkich k > 3 [2].

Wspélczesnie wiemy juz zatem, ze dla n ¢ {1,2,6} istnieja dwa wzajemnie
ortogonalne kwadraty laciniskie rzedu n. A czy moze ich by¢ wiecej?
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alt [buk

buk cel

CEEN dar

dar elf

elf ALT

Ciekawg realizacja podanego uktadu
kwadratéw tacinskich rzedu 5 moze by¢é
tablica pieciu réznych stéw zapisanych
piecioma réznymi krojami pisma w pieciu
réznych kolorach, kazde stowo
umieszczone na tle jednego z pigciu

cel dar ELF
DAR [elf | alt
elf alt buk
Bl BUK cel

buk cel [dar

réznych koloréw

Operacja modulo n to rozwazenie reszty
z dzielenia liczby k przez liczbe n, co
zapisujemy k mod n. Takie reszty tworza
.,n — 1} oznaczany przez Z,.
W takim zbiorze mozna rozwazy¢
operacje dodawania oraz mnozenia
modulo. Jedli a, b € Z,,, wynikiem a + b
w tym zbiorze jest wykonanie dziatania
(a+b) mod n. Analogicznie definiuje sig
mnozenie. Tym samym, jesli na przyktad
n=7a=31b=6,toa+b=2oraz

zbiér {0, ..

a-b=4.

Dowéd tego, ze konstrukcja daje
kwadraty tacinskie, jest bardzo podobny
do przedstawionego dowodu wzajemnej
ortogonalnosci (oraz jest prostszy),
pozostawiamy go zatem jako ¢wiczenie.

Jak najbardziej — spdjrzmy od razu na przyklad 4 wzajemnie ortogonalnych
kwadratéw lacinskich piatego rzedu.

(1,1,1,1) ] (2,2,2,2) [ (3,3,3,3) | (4,4,4,4) | (5,5,5,5)
(2,3,5,4) | (3,4,1,5) | (4,5,2,1) | (5,1,3,2) | (1,2,4,3)
(3,5,4,2) | (4,1,5,3) | (5,2,1,4) | (1,3,2,5) | (2,4,3,1)
(4,2,3,5) | (5,3,4,1) | (1,4,5,2) | (2,5,1,3) | (3,1,2,4)
(5,4,2,3) | (1,5,3,4) [ (2,1,4,5) | (3,2,5,1) | (4,3,1,2)

W podanej tabeli dowolnie wybrane dwie spoéréd 4 wspélrzednych (wybieramy
takie same wspdlrzedne z kazdej czwdérki liczb) tworza nowy kwadrat, ktéry
jest klasycznym kwadratem grecko-tacinskim. Okazuje sig, ze pigtego kwadratu
tacinskiego juz nie znajdziemy, gdyz zachodzi nastepujace

Twierdzenie. Istnieje co najwyzej n — 1 wzajemnie ortogonalnych kwadratéw
tacinskich rzedu n.

Dowdéd. Zauwazmy najpierw, ze wzajemna ortogonalnosé jest zachowana przez
permutacje (tzn. przenumerowania) liczb w dowolnym kwadracie. Korzystajac
z tego spostrzezenia, mozemy bez straty ogdlnosci zalozy¢, ze w kazdym
kwadracie pierwszy wiersz jest postaci 1,...,n. Zauwazmy, ze w kazdym

z kwadratéw na drugim miejscu pierwszej kolumny znajduje sie liczba wigksza
od 1 (gdyz sa to kwadraty lacinskie). Ponadto musza to byé rézne liczby, inaczej
zaprzeczylibyémy wzajemnej ortogonalnoéci. Istotnie, gdyby w pewnych dwdéch
kwadratach w tym miejscu znajdowala sie ta sama liczba a, to w polaczeniu
tych kwadratéw dostaliby$my w tym miejscu pare (a,a), ktéra pojawila sie juz
w pierwszym wierszu. Te dwie obserwacje dowodza, ze wzajemnie ortogonalnych
kwadratéw moze by¢ co najwyzej n — 1. O

Niech teraz n bedzie liczba pierwsza.

Skonstruujemy n — 1 wzajemnie ortogonalnych kwadratéw tacinskich rzedu n:
niech element stojacy w i-tym wierszu j-tej kolumny r-tego kwadratu
(oznaczanego jako L,) bedzie réwny L, (i,7) = (i + rj) mod n, przy czym

i,j,r € Z, oraz r # 0. Dla przyktadu, jesli przyjmiemy n = 5, otrzymamy ponizsze
kwadraty tacinskie.

0[1]12]3|4 0121413 013|142 0141321
11213410 113]0(214 11412]0]|3 110(4|3]|2
213|14]0(1 21411(3]|0 2103|114 2110143
3141012 3101241 311141210 312|104
41011213 41113]/0|2 41210(3|1 413121110

Okazuje sie, ze tak skonstruowane kwadraty sa wzajemnie ortogonalne!
Zalézmy bowiem, ze kwadraty L., oraz L,, (r1 # r3) nie sa ortogonalne, tzn.
po polaczeniu na pewnych dwéch réznych miejscach: (i1, j1) oraz (is, j2), maja te
sama warto$é. Oznacza to, ze

A

11+ 71ij1 = 2 +r1j2

11 + 121 = 12 +T2j2

(mod n),
(mod n).

Po odjeciu tych kongruencji stronami uzyskamy (r1 — 72)j1 = (r1 — r2)j2, a zatem
n | (r1 — r2)(j1 — j2). Skoro r1 # ro oraz n jest liczba pierwsza, dostajemy

n | (j1 — j2), czyli j1 = jo (mod n), a stad i z pierwszej réwnosci wyzej dostajemy
i1 =i (mod n), co przeczy zalozeniu, ze (i1, 1) oraz (is, j2) byly réznymi
miejscami.

Sprébujmy wyabstrahowaé te wlasnosci zbioru reszt z dzielenia przez n,

ktore pozwolilty nam przeprowadzi¢ powyzsza konstrukcje. Na tych resztach
wykonywaliémy dziatania dodawania, odejmowania i mnozenia. Ponadto —

w spos6b niejawny — dokonywaliémy dzielenia, kiedy z réwnosci (11 — r2)j1 =

= (r1 — r2)jo wnioskowalidémy j; = ja, i tu istotne bylo zalozenie o pierwszosci n.
Strukture, w ktorej te operacje zachowuja sie tak, jak jesteSmy do tego
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O prostych i punktach w podobnym,
abstrakcyjnym ujeciu pisal réwniez
Barttomiej Bzdega w Ag4.

Plaszczyzna rzutowa rzedu 2 (plaszczyzna
Fano)

przyzwyczajeni, nazywamy ciatem. W 1893 roku Eliakim Moore udowodnil, ze
na skonczonym zbiorze mozna wprowadzi¢ strukture ciala wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba jego elementéw jest potega liczby pierwszej — i w takim wypadku
wiadomo, jak taka strukture wprowadzi¢. Oznacza to, ze dla n bedacych potega
liczby pierwszej potrafimy w analogiczny do powyzszego sposéb skonstruowaé

n — 1 wzajemnie ortogonalnych kwadratéw rzedu n oraz, ze dla n niebedacych
potega liczby pierwszej ta konstrukcja nie dziala. Nie oznacza to oczywiscie, ze
nie ma innego sposobu. . . ale takiego matematycy nie znaja. A bardzo chcieliby
poznaé (lub udowodnié, ze go nie ma), gdyz pozornie niewinne ,pelne” uklady
wzajemnie ortogonalnych kwadratéw tacinskich to tak naprawde inne oblicze
obiektu bardzo w matematyce zakorzenionego — skoriczonej plaszczyzny rzutowej.
Wyjasnieniu tego zwiazku poswiecona bedzie dalsza czes¢ artykulu.

Skonczona plaszczyzna rzutowa to zbiér X wraz z niepustym zbiorem L
zlozonym z podzbioréw X (elementy L nazywamy prostymi, a elementy X
punktami) o nastepujacych wlasnosciach, nagladujacych zalezno$ci miedzy
Hklasycznymi” prostymi i punktami na plaszczyznie:

e dla kazdej pary réznych punktéw istnieje doktadnie jedna prosta zawierajaca
oba punkty,

o przeciecie (tzn. czesé wspolna) dwdch réznych prostych zawiera doktadnie
jeden punkt,

e istnieje taki zbiér 4 punktéw, ze zadne 3 sposrdd nich nie naleza do jednej
prostej.

Moéwimy ponadto, ze plaszczyzna rzutowa jest rzedu n, jesli do kazdej prostej
nalezy dokladnie n + 1 punktéow. Mozna uzasadni¢, ze wtedy istnieje dokladnie
n? +n + 1 punktéw oraz tyle samo prostych.

Najprostszym przyktadem realizujacym powyzsze aksjomaty jest tak zwana
plaszczyzna Fano — jest to uktad 7 punktéw oraz 7 prostych, tworzacych
plaszczyzne rzedu 2. Wizualizacja plaszczyzny Fano zostala umieszczona na
marginesie. Podkre$lmy, ze w takiej wizualizacji proste (elementy zbioru L) nie
musza by¢ proste (w sensie geometrii euklidesowej) — w tym przypadku prosta
bedaca zbiorem $rodkéw bokdéw narysowanego trojkata réwnobocznego jest
oznaczona jako okrag (pozostale sze$é prostych to odcinki).

Pokazemy teraz, jak z plaszczyzny rzutowej rzedu n uzyskaé¢ n — 1 wzajemnie
ortogonalnych kwadratéw tacinskich rzedu n. Zrobimy to na przyktadzie n = 3,
ogolna sytuacja nie r6zni sie istotnie.

Rozpocznijmy od (wcale nietrywialnego) narysowania tej plaszczyzny
rzutowej. Na marginesie przedstawionych zostato 13 punktow w takim
ukladzie, w ktérym do jednej prostej naleza dokladnie 4 punkty

i odwrotnie — kazdy punkt nalezy doktadnie do 4 prostych. Symbolami @
zaznaczone zostaly 4 punkty, z ktérych zadne 3 nie leza na jednej
prostej. Taki uklad punktéw i prostych przeniesiemy teraz na konstrukcje
kwadratéw tacinskich.

Ustalmy dowolnie dwa punkty X i Y (oznaczenia jak na rysunku).

Plaszczyzna rzutowa rzedu 3

Niech ¢ bedzie prosta, do ktérej naleza punkty X i Y (jest to prosta
oznaczona przez podwdjna linie ——). Oznaczmy pozostate punkty

tej prostej przez Qp (k < 2). Nastepnie liczbami od 1 do 3 numerujemy
wszystkie proste zawierajace X i rézne od ¢; podobnie postepujemy dla
punktu Y. Kazdy punkt nielezacy na prostej ¢ jest wspdlny dla dokladnie
jednej pary ponumerowanych przed chwilg prostych. Niech P;; bedzie
punktem wspdlnym dla i-tej prostej zawierajacej punkt X i j-tej prostej
zawierajacej punkt Y.

Dla kazdego punktu Qy (k < 2) etykietujemy proste rézne od ¢, zawierajace te
punkty etykietami A, B i C. Wéwczas kazdy punkt P;; lezy na prostych o réznych
etykietach. Konstruujemy teraz dwa kwadraty tacinskie w nastepujacy sposéb:
W i-tym wierszu i j-tej kolumnie k-tego kwadratu lacinskiego
umieszczamy etykiete prostej taczacej Pij z Q.



el

Rozwigzanie zadania M 1786.

| 0
1)

Figura A w lewym gérnym rogu kwadratu
(na rysunku oznaczona kolorem) sktada
kwadratéw 2 X 2, a wiec ma

sie z 15
parzysta liczbe pluséw. To samo dotyczy
figury B, ktoéra jest symetryczna do
figury A wzgledem Srodka kwadratu.

Kazde pole kwadratu poza przekatna

zakrywa dokladnie jedna z figur A i B,
a kazde pole przekatnej zakrywaja obie
lub zadna z nich. Poniewaz sumarycznie

figury A i B maja parzysta liczbe pluséw,
przy czym plusy na polach z liczbg 2 sa
liczone dwukrotnie, wiec liczba pluséw
poza przekatng jest parzysta. Poniewaz
catkowita liczba pluséw jest parz ,
liczba pluséw na przekatnej rowniez jest
parzysta.

Istnienie ptaszczyzn rzutowych rzedu n:
czy istnieje?

tak

tak

tak

tak

rzad

nie
tak
tak
tak

© 00 N O Uk W N

—
[}

nie

tak

=
N =

problem otwarty
tak

= =
W

nie

=
(S

problem otwarty

Zgodnie z tym algorytmem otrzymujemy ponizsze kwadraty tacinskie
i odpowiadajacy im kwadrat grecko-lacinski.

BlcC[A clAlB (B,C) [ (C,A) [ (A, B)
AlB|C AlB|C (4,4) | (B,B)] (C,0)
clalB B|C|A (C,B) | (A,0) | (B, A)

Dlaczego w ogoélnoéci otrzymane kwadraty sg tacinskie? Przypusémy, ze k-ty
kwadrat taki nie jest i dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze w i-tym wierszu
powtarza sie¢ w nim pewna litera. Oznaczaloby to, ze prosta z () oznaczona
ta litera ma dwa punkty wspdlne z i-ta prosta z X. Te proste musialyby by¢
zatem rowne, a to jest sprzeczno$c.

Gdyby za$ kwadraty o numerach k i k' nie tworzyly kwadratu grecko-lacinskiego,
to pewne dwie proste z punktéw @y i Qs musiatyby przecina¢ sie¢ w dwoch
réznych punktach P;;, i to tez jest sprzecznosc.

Co jest réwniez wazne, algorytm mozna odwréci¢ i zamieni¢é n — 1 wzajemnie
ortogonalnych kwadratéw tacinskich rzedu n na skonczona plaszczyzne rzutowa
rzedu n. Prawdziwe jest zatem nastepujace

Twierdzenie: Istnieje n — 1 wzajemnie ortogonalnych kwadratow tacinskich
rzedu n wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skonczona plaszczyzna rzutowa rzedu n.

Zgodnie z obserwacjami z pierwszej czedci artykutu oznacza to, ze istnieja
plaszczyzny rzutowe rzedu p*, gdzie p jest liczba pierwsza. Obecnie nie znamy
przypadku plaszczyzny rzutowej wymiaru innego niz p*, przypuszcza sie wiec, ze
to stwierdzenie charakteryzuje wszystkie n, dla ktérych odpowiednia plaszczyzne
mozna skonstruowac.

Hipoteza: Skonczona plaszczyzna rzutowa rzedu n istnieje tylko wtedy, gdy n
jest potega liczby pierwszej.

Istnieja oczywiscie pewne wyniki czeSciowe. Jednym z nich jest nastepujacy fakt,
pochodzacy z 1949 roku.

Twierdzenie (Bruck—Ryser): Jezeli istnieje plaszczyzna rzutowa rzedu n oraz
n=1 (mod 4) lubn =2 (mod 4), to n musi byé¢ sumqg kwadratéw dwdch liczb
catkowitych.

Ostatnie twierdzenie wyklucza w szczegdlnosci istnienie plaszczyzn rzutowych
wymiaru 6 lub 14, ale nie wyklucza istnienia plaszczyzny rzedu 10. To

ostatnie zostalo wykazane metodami komputerowymi w 1991 roku. Obecnie
najmniejsze n, dla ktérego nie wiemy, czy istnieje odpowiednia ptaszczyzna
rzutowa, to n = 12. Warto przy tej okazji przytoczy¢ prace [3], ktérej autorzy —
polscy matematycy — przedstawiaja elementarny i czysto geometryczny dowdd
nieistnienia plaszczyzny rzutowej rzedu 6.

Na koniec wspomnijmy o jeszcze jednym zagadnieniu. Wiemy juz, ze ptaszczyzny
rzutowe rzedu 6 oraz 10 nie istnieja, wobec tego nie istnieje odpowiednio 5

i 9 wzajemnie ortogonalnych kwadratéw tacinskich. Mozna wigc postawié
pytanie — jesli nie tyle, to ile maksymalnie mozna ich znalez¢? W przypadku

n = 6 odpowiedzi dostarcza nam problem 36 oficeréw. Natomiast dla n = 10
odpowiedz nie jest obecnie znana — wiadomo, ze istnieja dwa ortogonalne
kwadraty ltacinskie rzedu 10 i przypuszcza sie, ze nie wiecej. Wreszcie, dla

n > 12 istnieje co najmniej pie¢ wzajemnie ortogonalnych kwadratow tacinskich
rzedu n.
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Euler spotyka Ramanujana
Jarostaw GORNICKI

Big Bang. Leonhard Euler (1707-1783) zablysnal w 1735 roku wzorem

S =
—n 6
Jego pierwsze uzasadnienie bylto bledne [2], ale intuicja magiczna. Dowdd, jaki
podal w Introductio. .. (1748), nie budzil juz zadnych watpliwosci. Tozsamo$é
Eulera wykazemy elementarnie.

Bogini Namagiri. Srinivasa Ramanujan (1887-1920) byl genialnym
samoukiem. Pozostawil okoto 3900 wzoréw matematycznych. Wielu z nich nikt
dotad nie potrafi udowodni¢. Dla Ramanujana byly one tak oczywiste, ze nie
widzial potrzeby ich uzasadniania (zob. Ajg). Mawial, Ze to bogini Namagiri

z Namakkal zawdziecza swe uzdolnienia matematyczne.

Dowéd wzoru Eulera (styl Ramanujana)
1 a) 1 1 1

sin®% 4 |sin®§  sin®3°
I 1 T R )
16 [51112 3 * sin? 38” sin? 3T sin? 7§T] an i sin? (2§$11)7r -
®) Q"i 2 © 8 i 1
— 4n - gin? (2kn+1)w n—oo T2 (2k+1)2’

wiec wzor Eulera wynika z réwnoéci:
oo

1 1 1 7 1
2ogEs 2o omt X mmgtixm O
n=1 n nieparzyste n parzyste n=1
Dla ,,mieczakéw”. Kto przegladal rekopisy Ramanujana (dostepne
w Internecie), wie, ze to mieszanka niezwykle oryginalnych, zaskakujacych
pomystéw i ukrytej gltebokiej wiedzy. Oto kilka podpowiedzi ulatwiajacych
zrozumienie podanego dowodu.

NH

(a) Korzystajac z jedynki trygonometrycznej, wzoréw sin 2z = 2sinx cos  oraz
cosx = sin(z + T ), r € R, otrzymujemy:
r 1 1 [ 1 1 ] 1 1

o+
sin?z  4sin? Scos? g 4 sin? cos? § 4 | sin? 5 sin? “T”

x
2
(b) Gdy k zmienia sie od 0 do 2™ — 1, to wartosci sin (2;311)” rozmieszczone sg

na wykresie funkcji sinz, x € (0,7), symetrycznie wzgledem prostej x = 7.

Rozwazymy argumenty nalezace do przedziatu (0, 7), tj. wartosci sin (22]9,”111)”

gdy k zmienia si¢ od 0 do 2"~! — 1. Stad mnozenie odpowiedniej sumy

b

przez 2.
. . 1 2 1 .
(c) GdyxE(O ) tosmx<x<tg$1tg2$ =7 = —— — 1, wige
N . 2k+1 -
sin12z > :1:2 > szz — 1. Przyjmujac kolejno x = ( 2:;1)” k=0,1,...,2"1 —1,
dostajemy:
n—1_ n—1_
DI D D
— 4n gin?2 (21c:r11)7r — 4qn [(2k+1)7r]2
k=0 on+ k=0 onFl
2nl g 2nl g
2 1 2
> 2 47 . —S 2 (22]@7j:r11)7r 1;) 477
. 2n—1 1
Literatura . )
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z Ksiegi, WN PWN, Warszawa 2002.
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Nagroda stopnia pierwszego
Konstanty Smolira (36) — Prywatne LO im. Krélowej Jadwigi
w Lublinie

Nagroda stopnia drugiego

Jeremi Hyska (29) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Nagrody stopnia trzeciego

Jan Gwiazda (24) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Grzegorz Kaczmarek (24) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Stanistaw Lada (24) — XIV LO im. Stanislawa Staszica

w Warszawie

Michat Lipiec (24) — V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie

Antoni Mazur (24) — V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie

Jan Micyk (24) — VIII LO z Oddzialami Dwujezycznymi
im. Marii Sktodowskiej-Curie w Katowicach

Tymon Sidor (24) — V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie

Robert Sobonski (24) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Jakub Swicarz (24) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Mateusz Wawrzyniak (24) — Akademickie LO Politechniki
Wroctawskiej we Wroctawiu

Michat Wolny (24) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Mikolaj Wozniak (24) — XXXIII LO Dwujezyczne

im. Mikotaja Kopernika w Warszawie

Krzysztof Karwik (23) — III LO z Oddzialami Dwujezycznymi
im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

Aleksander Mielnikau (23) — I LO im. Adama Mickiewicza
w Bialymstoku

Krzysztof Pietrusiak (23) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Magdalena Pudetko (23) — V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie

Nagrody stopnia czwartego

Patryk Rosét (22) — III LO im. Adama Mickiewicza

w Tarnowie

Szymon Urban (22) — Zesp6t Szkét Ponadpodstawowych

w Kleszczowie

Ksawery Bartman (20) — V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie

Norbert Dabrowski (20) — XIII LO w Szczecinie

Wojciech Domin (20) — LO Nr IIT im. Adama Mickiewicza
we Wroctawiu

Rafal Manczyk (20) - LO Nr XIV im. Polonii Belgijskiej

we Wroctawiu

Piotr Miernik (20) — LO im. $w. Jadwigi Krélowej w Kielcach
Karol Musielinski (20) — VIII LO im. Adama Mickiewicza

w Poznaniu

Jakub Pieczonka (20) — III LO z Oddziatami Dwujezycznymi
im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

11

Wyniki
Olimpiad
2023/2024

LXXYV Olimpiada Matematyczna

W zawodach stopnia pierwszego wzieto udzial 1783 uczniéw, do zawodéw stopnia
drugiego zakwalifikowano 779 uczniéw, a do zawodéw stopnia trzeciego — 215 uczniéw.

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej na posiedzeniu w dniu 5 kwietnia br.
postanowil przyznac 48 tytutéw laureata oraz nagrody pierwszego, drugiego, trzeciego
i czwartego stopnia. Otrzymali je nastepujacy zawodnicy (w nawiasie podano liczbe
uzyskanych punktéw na 36 mozliwych):

Kajetan Ramsza (20) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Tadeusz Rylski (20) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Jakub Sutkowski (20) — I LO im. Jana Dlugosza w Nowym
Saczu

Michal Kazmierczak (19) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Jan Blazuk (18) — II LO im. ksieznej Anny z Sapiehéw
Jabtonowskiej w Biatymstoku

Igor Grauer (18) - XXXIII LO Dwujezycznego im. Mikolaja
Kopernika w Warszawie

Adam Jankowski (18) — I LO im. Bartlomieja Nowodworskiego
w Krakowie

Robert Kluszczynski (18) — V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie

Jan Kwiecinski (18) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Marek Muzyka (18) — LO Nr XIV im. Polonii Belgijskiej

we Wroctawiu

Kamil Szmurto (18) — V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie

Szymon Tobiasz (18) — I LO im. Bolestawa Chrobrego

w Piotrkowie Trybunalskim

Antoni Wagner (18) — XIII LO w Szczecinie

Gustaw Wenzel (18) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Mitosz Zajdel (18) — I LO im. Mikolaja Kopernika w Krosnie
Rafat Zebrun (18) — Akademickie LO Politechniki
Wroctawskiej we Wroctawiu

Anna Brylowska (17) — Prywatne LO im. Krélowej Jadwigi
w Lublinie

Blazej Dratwa (17) — V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie

Krzysztof Lalicki (17) — LO im. Jana Pawta II Sidstr
Prezentek w Rzeszowie

Andrzej Maron (17) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Antoni Nowosielski (17) — III LO z Oddziatami
Dwujezycznymi im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

Nagrode im. Andrzeja Makowskiego za najlepiej
zredagowane poprawne rozwiagzanie zadania z finalu LXXV
OM otrzymaly nastepujace osoby:

Wojciech Domin — LO Nr IIT im. Adama Mickiewicza we
Wroctawiu

Stanistaw Lada — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Konstanty Smolira — Prywatne LO im. Krélowej Jadwigi
w Lublinie

Szymon Urban — Zespél Szkét Ponadpodstawowych

w Kleszczowie

Pelng tres¢ komunikatu prasowego mozna odnalez¢ na stronie
om.sem.edu.pl


http://www.om.sem.edu.pl

LXVII ogdlnopolska Olimpiada Astronomiczna

W tym roku Planetarium Slatskie po raz kolejny
zorganizowalo zawody Olimpiady Astronomicznej dla
uczniéw szkét srednich i podstawowych. To juz 67. edycja
tego konkursu. Jak co roku olimpiada rozegrata si¢ w trzech
etapach.

Pierwszy etap polegal na rozwigzywaniu zadan
teoretycznych i obserwacyjnych we wtasnym zakresie.

W czasie tego etapu dopuszczalne jest uzupelnianie
wiedzy astronomicznej przy pomocy wszelkich dostepnych
zrodel, literatury fachowej oraz Internetu. Poza pytaniami
o gwiazdy i galaktyki uczestnicy musieli odpowiedzie¢ na
pytanie, czy Teleskop Kosmiczny Hubble’a bytby dobrym

W drugim etapie, podczas egzaminéw okregowych,
uczestnicy rozwiazywali cztery zadania teoretyczne.
Tematyka zadan wahata sie od zderzen satelitéw po
kalendarz starozytnych Egipcjan.

Trzeci, finatowy etap obejmowal kilkudniowe zawody
rozgrywane w Planetarium Slaskim. Tu oprécz zadan
teoretycznych uczestnicy musieli sie zmierzy¢ z zadaniami
obserwacyjnymi na sali planetarium. W czasie prezentacji
jednego z zadan na kopule planetarium zostal wy$wietlony
naturalny widok nieba z Ziemi od zachodu Storica do
péinocy. Zadaniem uczestnikéw byta identyfikacja
wszystkich planet, ktére byli w stanie zaobserwowaé, oraz

satelita szpiegowskim. nazwanie gwiazdozbioréw, na tle ktérych przeszty planety.

Zwyciezca tegorocznej olimpiady zostal Piotr Jedrzejczyk, uczen V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie.

Pozostali laureaci to:

IT Miejsce: Dawid Chudzik z XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie

IIT Miejsce: Andrzej Maron z XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie

IV Miejsce — ex aequo: Michal Jagodzinski z XIII LO w Szczecinie, Krzysztof Nadulicz z II LO
im. Ksieznej Anny z Sapiehéw Jablonowskiej w Bialymstoku

VI Miejsce — ex aequo: Weronika Bednarek z XIII LO w Szczecinie, Stanistaw Swiercz

z XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie, Kinga Wysocka z III LO z Oddziatami
Dwujezycznymi im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

PLANETARIUM SLASKIE

Pierwszych pieciu laureatéw bedzie reprezentowaé Polske podczas 16. Miedzynarodowej Olimpiady z Astronomii i Astrofizyki,
ktora odbedzie si¢ w dniach 10-20 sierpnia w Planetarium Slaskim w Chorzowie oraz Migdzynarodowym Centrum
Kongresowym w Katowicach.

XXXI Olimpiada Informatyczna

W dniach 9-12 kwietnia 2024 r. w Warszawie odbyly sie zawody III stopnia XXXI Olimpiady
Informatycznej. Zostalo do nich zakwalifikowanych 101 zawodnikéw i zawodniczek. W ciagu dwéch
dni zawodéw III stopnia zawodnicy rozwiazywali w sumie sze$¢ zadan programistycznych ocenianych
od 0 do 100 punktow.

Ceremonia zakonczenia XXXI Olimpiady Informatycznej odbyla sie 12 kwietnia w Warszawie.

lhfco)rhl’rrr\]gil:a((::lin = Komitet Gléwny przyznal tytuly laureata I, IT i III miejsca zgodnie z ponizsza lista (w nawiasach
liczba zdobytych punktéw, szkota oraz klasa) i wyréznil tych sposréd finalistéw, ktérzy zdobyli
co najmniej 110 punktéw. Laureaci Olimpiady otrzymali stypendia z Programu Stypendialnego
Olimpiady Informatycznej ufundowane przez NASK — PIB; stypendia przyznano takze nauczycielom
za osiagniecia w pracy z uczniami uzdolnionymi informatycznie. Lista wszystkich finalistéw jest
dostepna na stronie oi.edu.pl.
Laureaci I miejsca 13. Jan Myszka (326, I Liceum w Chmurze, Warszawa,
1. Adam Gasienica-Samek (496, XIV LO kl. 2)
im. Stanistawa Staszica, Warszawa, kl. 3) 14. Paulina Zeleznik (317, LO nr XIV, Wroctaw, kl. 3)
2. Rafat Manczyk (485, LO nr XIV im. Polonii 15. Ignacy Boehlke (316, XIII LO, Szczecin, kl. 4)
Belgijskiej, Wroctaw, kl. 4) 16. Michat Szeliga (304, XIV LO, Warszawa, kl. 4)
3. Jan Gwiazda (466, XIV LO im. Stanistawa Staszica, 17. Tomasz Plywacz (303, XIV LO, Warszawa, kl. 3)
Warszawa, kl. 4) 18. Franciszek Szymula (294, V LO, Krakéw, kl. 2)
4. Kajetan Ramsza (444, XIV LO im. Stanistawa 19. Karol Kajetan Musielinski (285, VIII LO, Poznan,
Staszica, Warszawa, k1. 4) kl. 4)

20. Sylwia Sapkowska (281, II LO, Bialystok, kl. 4)
21. Julian Ryszard Tasior (280, V LO, Krakéw, kl. 3)
22. Jerzy Olkowski (277, XIV LO, Warszawa, kl. 3)
23. Marek Muzyka (272, LO nr XIV, Wroctaw, kl. 4)

Laureaci i laureatki IIT miejsca

24. Mateusz Jakub Kussowski (262, III LO, Gdynia,
kl. 4)

25.-26. Jeremi Hyska (261, XIV LO, Warszawa, kl. 4)
Michat Plata (261, LO nr III, Wroctaw, kl. 4)

5. Robert Sobonski (396, XIV LO im. Stanistawa
Staszica, Warszawa, kl. 4)

6. Marcin Rymkiewicz (392, XIV LO im. Stanistawa
Staszica, Warszawa, k1. 3)

7. Konstanty Smolira (390, Prywatne LO im. Krélowej
Jadwigi, Lublin, kl. 4)

8. Olaf Lukasz Targowski (384, III LO im. Marynarki
Wojennej RP z Oddzialami Dwujezycznymi, Gdynia,

Kl 4) 27. Jakub Kolinski (260, III LO, Gdynia, kL. 4)
Laureaci i laureatki IT miejsca 28. Piotr Dybich (258, SP nr 1, Strzyzéw, kl. 8SP)
9. Karol Bonat (371, XIV LO, Warszawa, kl. 4) 29. Michat Szydlo (252, I LO, Bialystok, kl. 4)
10. Wojciech Domin (363, LO nr III, Wroctaw, kl. 4) 30. Waldemar Lamandini (246, III LO, Gdynia, kl. 4)
11. Maksym Iskierski (339, XIII LO, Szczecin, kl. 4) 31. Mikotaj Niezbrzycki (230, I LO, L4dz, kl. 4)
12. Stanistaw Lada (337, XIV LO, Warszawa, kl. 2) 32. Michal Kazmierczak (227, XIV LO, Warszawa, kl. 3)
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33.
34.
35.
36.

37.
38.
39.
40.

Jan Zimnoch (224, I LO, Bialystok, kl. 4)

Pawel Rodwald (223, III LO, Gdynia, kl. 3)

Mikolaj Kotek (222, V LO, Krakéw, kl. 4)
Franciszek Czauderna (221, XIV LO, Warszawa,
kl. 3)

Milosz Koczorowski (217, VIII LO, Bydgoszcz, kl. 3)
Jan Kosiorowski (214, V LO, Krakéw, kl. 1)
Mateusz Macik (211, III LO, Gdynia, kl. 4)
Stanistaw Wolk (203, III LO, Gdynia, kl. 4)

42. Jakub Biekionis (200, XIV LO, Warszawa, kl. 2)

43. Antoni Pusz (195, XIV LO, Warszawa, kl. 2)

44.-45. Marcin Krysiak (194, XIV LO, Warszawa, kl. 1)
Wojciech Dominik Rybak (194, LO nr XIV,
Wroctaw, kl. 4)

46. Krzysztof Pietrusiak (189, XIV LO, Warszawa, kl. 4)

47. Kacper Poneta (185, Technikum im. Bohateréw
Westerplatte, Radom, kl. 5)

48.-49. Ksawery Bartman (175, V LO, Krakéw, kl. 4)

41. Zofia Krok (201, XIII LO, Szczecin, kl. 4)

&b

Olimpiada
Informatyczna
Juniorow

Laureaci I stopnia
Piotr Dybich (1),
Krzysztof Witkowski (1),
Artur Smoleniski (3),
Michal Roguz (4),
Szymon Krzywda (5),
Szymon Pilipczuk (5),
Witold Swacha (7),
Marek Konieczny (8),
Bartosz Malinowski (9)

Laureaci IT stopnia
Jan Gonczaryk (10),
Wojciech Franciszek
Pasternak (11),
Szymon Opaska (12),

Matematyczna
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Mikotaj Piotr Wrzesinski (175, I LO, L6dz, kl. 3)

XVIII Olimpiada Informatyczna Junioréw

Finat XVIII OIJ mial miejsce 26—28 maja 2024 r. na Wydziale Matematyki, Informatyki
i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego. Lacznie w zawodach wystartowato
101 zawodniczek i zawodnikow.

Aleksander Lada (13),
FLukasz Smyk (14),
Franciszek Gawron (15),
Grzegorz Tabor (16),
Maja Wieczorek (17),
Szymon Stefaniuk (18),
Anna Oueiski (19),

Jan Malafiejski (20),
Zuzanna Czubinska (21),
Antoni Winiarski (22),
Karol Kulczycki (23),
Milosz Popowicz (24),
Rafat Sobolewski (25)

Laureaci III stopnia
Juliusz Klim (26),

Wiktor Perskawiec (26),
Maksymilian Kozicki (28),
Michal Maciotka (29),
Mikotaj Rosowski (29),

Filip Brajczewski (31),
Adrian Falak-Cyniak (32),
Tymoteusz Szymarnski (32),
Jan Kropidtowski (33),

Jan Gregorczuk (35),
Antoni Glinka (36),

Jakub Darnko (37),
Wojciech Klich (38),

Artur Brzezinski (39),
Urszula Kwiatkowska (40),
Aleksander Igor Nowaliniski (41),
Wojciech Hewelt (42),
Bartosz Danko (43),
Michat Opar (43),

Tobiasz Szymanski (45),
Maksym Mysiara (46),
Adam Kudelski (47),
Sebastian Czajka (48),
Tomek Dawidowski (49),
Wiktor Gatner (50)

Finalisci z wyréznieniem
Filip Pawicki (51),
Mateusz Synowiec (51),
Maciej Zareba (53),
Antoni Janicki (54),
Karol Janicki (55),
Dominik Findeisen (56),
Piotr Balcerowicz (57),
Aleksander Cynk (57),
Stanistaw Badziak (59),
Szymon Turkiewicz (60),
Filip Biskupski (61),
Daniel Bereza (62),
Kyryll Leksiunin (63),
Michat Szarata (63),
Mikotaj Kolanski (65),
Krzysztof Wlekty (66),
Stanistaw Latuszko (67)

XIX Olimpiada Matematyczna Junioréw

W zawodach stopnia pierwszego wzieto udziat 6277 uczniéw z 963 szkédl, do zawodow
stopnia drugiego przystapito 1198 uczniéw z 636 szkét, a do zawodoéw stopnia trzeciego —
120 uczniéw z 91 szkot.

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej Junioréw na posiedzeniu w dniu

16 marca br. postanowil przyznaé 56 osobom tytut laureata pierwszego, drugiego
i trzeciego stopnia. Otrzymali je nastepujacy zawodnicy (w obrebie kazdej grupy
laureatéw kolejnosé jest alfabetyczna):

Laureat I stopnia, ktéry uzyskal maksymalng

liczbe 30 punktéw: Marek Marcin Konieczny.
Pozostali laureaci I stopnia (19—24 punkty)
Iga Helena Abramczuk, Aleksander Dembny,
Piotr Jan Dybich, Juliusz Stanistaw Klim,
Krzysztof Kowalik, Mariia Kulyk, Julian Zbigniew
Kurytowicz-Kazmierczak, Aleksander Rotkiewicz.

Laureaci II stopnia (16—18 punktéw)

Laureaci III stopnia (12-14 punktéw)

Zuzanna Czubinska, Hubert Dancewicz, Wojciech Dabrowski,

Wiktor Gatner, Nina Teresa Glowacka, Ksawery Ilnicki,
Wojciech Klich, Maksymilian Kozicki, Jan Olgierd
Kropidtowski, Emilia Joanna Krolikowska, Tymon Kurek,
Hanna Kwinta, Aleksander Piotr Lada, Szymon Jan Lipinski,
Matylda Maciejewska, Piotr Milewicz, Tomasz Mitkowski,
Pawet fukasz Misztal, Amelia Jézefina Ossowska,

Danylo Pashuk, Jan Pijanowski, Szymon Pilipczuk,

Daniel Bereza, Dominik Findeisen, Karol Kaczmarek,
Maksymilian Kus, Mateusz Lukasiewicz,

Szymon Michalik, Filip Tomasz Osinski,

Maria Reluga, Mikotaj Rosowski, Jan Satkowski,
Artur Adam Smolenski, Krzysztof Ziemowit Suligowski,
Lili Anna Teodorowicz,

Piotr Franciszek Wesotowski.
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Adam Jakub Rowiriski, Leon Schwarzweller, Jakub Tomasz
Sekita, Lena Aleksandra Sidorowska, Witold Swacha,

Michal Szczurek, Jan Weralski, Weronika Wilczek,

Dawid Aleksander Wtodarski, Piotr Rafal Zalewski, Igor Zuk.

Pelng tre$¢ komunikatu prasowego mozna odnalezé na stronie
omj.edu.pl
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‘g@! OLIMPIADA
‘ FIZYCZNA

LXXIII Olimpiada Fizyczna

Jak co roku, w roku szkolnym 2023/24 przeprowadzona zostala Olimpiada Fizyczna.
Organizatorem Olimpiady jest Polskie Towarzystwo Fizyczne, wspierane przez
14 wyzszych uczelni oraz inne instytucje naukowe stanowiace baze materialng,

i osobowg Komitetu Gtéwnego i Komitetéw Okregowych. Olimpiada finansowana
jest w znacznej czesci przez dotacje z Ministerstwa Edukacji Narodowe;.

Olimpiada to tréjetapowy ogdlnopolski konkurs z fizyki
dla uczniéow szkot ponadpodstawowych. Pierwszy

etap trwatl od poczatku roku szkolnego 2023/24 do

17 listopada 2023 roku. Wzieto w nim udzial ponad 1000
uczniéw. Uczestnicy rozwiazywali zadania w domu lub
w szkole, mogli korzystac z wszelkiej mozliwej pomocy.
W pierwszej czesci tego etapu mieli do rozwiazania
kilkanascie prostych zadan, wyniki wpisywane byty do
komputera, ktory automatycznie sprawdzal poprawnosc
rozwiagzania. Rozwiazania mozna byto poprawia¢ dowolna
liczbe razy. Organizatorzy zadbali, zeby dane liczbowe
kazdego uczestnika byly nieco rézne, co miato zapewnic
samodzielnosé rozwigzan. W drugiej czesci tego etapu
uczestnicy rozwiazywali klasyczne zadania rachunkowe
oraz zadania doswiadczalne. Zadania doswiadczalne
polegaly na wyznaczeniu wspétczynnika tarcia plastiku
(woreczka plastikowego) o papier, wyznaczeniu dwéch
wspoélezynnikéw zatamania tasmy klejacej (jest to
material dwéjlomny) oraz momentu bezwladnosci
smartfonu. Do$wiadczenia nie wymagaly specjalistycznego
sprzetu, mozna je byto tatwo wykona¢ w domu. Zadanie
ze smartfonem wymagalto skorzystania z darmowego
oprogramowania smartfonu.

Drugi etap sktadal sie z czesci teoretycznej (14 stycznia 2024 r.)
oraz czesci doswiadczalnej (18 lutego 2024 r.) Odbyt sie
on w warunkach kontrolowanych w siedzibach Komitetéw
Okregowych Olimpiady. Do czesci teoretycznej dopuszczonych
zostato 412 uczestnikéw, do czesci drugiej — 227. Czesé
teoretyczna polegalta na rozwigzaniu trzech zadan. Pierwsze
zadanie dotyczyto interferencji fal dzwiekowych w dosé
nietypowej konfiguracji, drugie — sit w polu elektrycznym

i magnetycznym, a trzecie — ruchu samochodu, w ktérym lewe
i prawe kota obracaja sie w przeciwne strony. Zadania okazaty
sie trudne, w szczegblnosci zadanie z samochodem. Zadanie
do$wiadczalne byto dos¢ proste, polegato na wyznaczeniu
wspotczynnika tarcia wkladu otéwka o papier. Tutaj
uczestnicy wykazali mnéstwo inwencji — powstato wiele

rozwigzan réznych od proponowanych przez autoréw zadania.

Do trzeciego etapu Olimpiady dopuszczone zostaty

83 osoby. Zawody odbyly si¢ w Warszawie w dniach

13 — 14 kwietnia 2024 r. Pierwszego dnia uczestnicy
rozwigzywali zadanie doswiadczalne polegajace na
znalezieniu ukladu elektrycznego zamknietego w ,,czarnym
pudetku”. Pudetko miato wyprowadzenia elektryczne,
widoczne byly dwie czerwone diody LED i dwie zielone.
To zadanie wymagalto zrozumienia zasad przeptywu pradu
elektrycznego oraz nieco inwencji. Zadania teoretyczne
polegaly na wyznaczeniu warunkéw stabilnosci zapory
wodnej, ruchu natadowanego elektrycznie pierécienia

w zmiennym polu magnetycznym oraz ruchu strumienia
wody w warunkach sztucznej grawitacji (wirujacej stacji
kosmicznej). Tradycyjnie zadania finalowe byly bardzo
trudne. Tym niemniej najlepsi uczestnicy rozwiazali

w zasadzie poprawnie wszystkie zadania.

Pelng tre$é¢ oraz rozwigzania wszystkich zadan z Olimpiady
mozna znalezé na stroniewww.kgof . edu.pl.

Wyniki 73 Olimpiady Fizycznej zostaty ogloszone 16 kwietnia
2024 roku. Tytut finalisty przyznano wszystkim uczestnikom
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trzeciego etapu, tytut laureata 25 osobom, ktére uzyskaty
najwyzsze wyniki. Wszyscy finalisci zwolnieni sg z matury
z fizyki, majg tez pierwszenstwo do przyjecia na studia na
wielu wyzszych uczelniach.

Zwyciezca Olimpiady zostal Andrzej Maron z XIV Liceum
Ogolnoksztatcacego im. Stanistawa Staszica w Warszawie.
Pierwszych 5 laureatéw zostato zaproszonych do udziatu
w Europejskiej Olimpiadzie Fizycznej, ktora odbedzie sie
w Gruzji w lipcu tego roku. Tegoroczna Miedzynarodowa
Olimpiada Fizyczna odbedzie sie w Iranie; ze wzgledu

na sytuacje w tym kraju udzial polskiej druzyny nie jest
mozliwy.

Oto pelna lista laureatéw 73 Olimpiady Fizycznej:
Andrzej Maron, XIV LLO im. Stanistawa Staszica,
Warszawa

Krzysztof Kopecki, IT LLO im. ptk. Leopolda Lisa-Kuli
w Rzeszowie, Rzeszéw

Krzysztof Kreiner, V LLO im. Augusta Witkowskiego,
Krakéw

Michal Lipiec, V LLO im. Augusta Witkowskiego,
Krakéw

Wojciech Domin, III LLO im. Adama Mickiewicza,
Wroctaw

Piotr Jedrzejczyk, V LLO im. Augusta Witkowskiego,
Krakéw

Adam Gocel, Akademickie LLO Politechniki Wroctawskiej
we Wroctawiu, Wroctaw

Jakub Mitkowski, III LLO im. Marynarki Wojennej RP,
Gdynia

Jan Malawski, V LLO im. Augusta Witkowskiego,
Krakéw

Magdalena Ratynska, XIV LLO im. Stanistawa Staszica,
Warszawa

Antoni Kobosz, XIV LLO im. Stanistawa Staszica,
Warszawa

Wiktor Banski, VIII LLO z Oddzialami Dwujezycznymi
im. Marii Sktodowskiej-Curie, Katowice

Mikotaj Litwin, III LLO im. Unii Lubelskiej w Lublinie,
Lublin

Jan Btlazuk, II LLO im. ksieznej Anny z Sapiehéw
Jablonowskiej, Bialystok

Michatl Iwanicki, IX LLO im. Klementyny Hoffmanowej,
Warszawa

Kacper Klos, III LLO im. Adama Mickiewicza

w Katowicach, Katowice

Jakub Trela, III LLO im. Adama Mickiewicza, Tarnéw
Patryk Chwiej, II LLO im. Kréla Jana IIT Sobieskiego,
Krakéw

Dawid Gérniak, Liccum w Chmurze, Warszawa
Wojciech Matczak, II LLO im. dr. Wladystawa
Pniewskiego, Gdansk

Adam Reszka, II LLO im. dr. Wladystawa Pniewskiego
w Gdansku, Gdansk

Jakub Nowak, XIV LLO im. Polonii Belgijskiej, Wroctaw
Rafal Mazur, IT LLO im. A. Frycza Modrzewskiego

w Rybniku, Rybnik

Szymon Fliegner, VIII LLO im. A. Mickiewicza, Poznan
Karol Juszczyk, Liccum w Chmurze, Warszawa


http://www.kgof.edu.pl
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Rozwigzanie zadania F 1100.
Masa czasteczki uotu wy

si

mny = (2AN/Na) g. Energia wigzania
takiej (:Z;pt(‘(:xlci przez pole grawitacyjne
Ziemi wynosi (G to stata grawitacyjna,
M to masa Ziemi):
" GMmpy B
g = — = -—mpngR.
7 R

Srednia energia kinetyczna ruchu
cieplnego wynosi Ey = 3kT /2. Stosunek
tych energii wynosi:

Eq| 2mngR

Ey, 3kT

Liczbowo |E,/E}| ~ 468. Energia
kinetyczna ruchu cieplnego odpowiada
pracy potrzebnej do podniesienia

czasteczki azotu na wysoko$é h nad
powierzchnig Ziemi:
3kT
h = - .
2gmn

Liczbowo h =~ 13,6 km.

Rys. 1. Wedlug typowego Gryfona
powyzsze kola sg odlegle o 3, gdyz taka
dlugos$é ma najkrétszy odcinek je taczacy

Rys. 2. Zeby lewe koto pokrylo prawe,
trzeba zwigkszyé promien o 3, natomiast
zeby prawe pokryto lewe — az 5. Wedlug
Krukonéw kota te sa wiec odlegte o 5

Hiperboliczna geometria przestrzeni koél
Michat MISKIEWICZ*

W Internecie latwo mozna znalezé quizy, ktérych rozwiazanie pozwala
odpowiedzie¢ na wazne pytania: z ktora ksiezniczka Disneya moge sie
utozsamiac?, ktére warzywo najlepiej mnie opisuje?, do ktérego z czterech
doméw Hogwartu pasuje? Postanowitem dodaé swoje trzy grosze, pytajac
Czytelnikéw Delty o geometrie przestrzeni kot. Rzecz jest subiektywna, wiec
nie ma ztych odpowiedzi. Zdajmy sie wiec na Tiare Przydziatu!

W ponizszych pytaniach przez d(P, Q) nalezy rozumieé odlegto$¢ miedzy kotami P i Q.

Z podanych odpowiedzi wybieramy te, ktéra wedlug nas najlepiej opisuje sytuacje na
rysunkach nizej. O przydziale decyduje wybrany symbol; moze si¢ okazac¢, ze pasuje wiecej
niz jeden dom.

Pytanie 1 Pytanie 2

o

& d(A, B) =d(C,D) & ( )_2 d(FG)
OM d(A,B)=2-d(C, D) (' ob1e powyzsze odpowiedzi, gdyz
© inna odpowiedz d(E,F)=0=d(F,G)
Q inna odpowiedz

Sprawdz swéj wynik!

© Hufflepuff! Twoje rozumienie odlegtosci miedzy kolami trudno uchwycié
poprzez proste zaleznosci, ale na pewno okaze si¢ ono przydatne w momencie,
w ktérym Swiat magii bedzie tego najbardziej potrzebowal. Tak trzymaj!

& Gryffindor! Bardzo mozliwe, ze przez odleglosé d(P, Q) rozumiesz dlugosé
najkrétszego odcinka taczacego jakis punkt u € P z jakim$ punktem v € @
(rys. 1). Wtedy d(A, B) =2, d(C, D) = 1, natomiast dowolne dwie przecinajace sie
kota sa w zerowej odleglosci. Brawo! Pamietaj tylko, ze tak okre$lona odlegtosé
nie jest metrykq, czyli nie mierzy, jak bardzo dwa kota sie réznia — dwa kota
mogg sie rézni¢ diametralnie, a nadal by¢ odlegte o 0.

¢ Ravenclaw! Niewykluczone, ze Twoje rozumienie d(P, Q) pokrywa sie

z odlegloscia zdefiniowang przez Felixa Hausdorffa (1868-1942). Mierzysz, o ile
trzeba powiekszyé kolo P, zeby pochloneto @), potem odwrotnie — o ile nalezy

powiekszy¢ @ — a na koniec wybierasz wieksza z tych dwdch wielkosci (rys. 2).
Wtedy d(A, B) = 6, d(C, D) = 3 oraz d(E, F) = 2, d(F,G) = 1. Swietnie!

Dzieki opisanej tu metryce Hausdorffa mozna mierzyé¢ odlegtosé miedzy
rozmaitymi zbiorami, ale w przypadku két latwo ja wyrazi¢ jawnym wzorem.
Jesli dane sa kota P = B(p,r1) i Q = B(q,72) (P, q to ich érodki, a ri,79 —
promienie), to widaé, ze najmniejsze kolo o $rodku w p i zawierajace @

ma promien |p — q| 4 r2; kolo P trzeba wiec powiekszyé o |p — q| +r2 — 11
(lub 0, jesli ta liczba jest ujemna). Podobnie kolo @ trzeba powigkszy¢

o max(0,|p — q| + 1 — r2), jako wigksza z tych liczb otrzymujemy wiec
d(P,Q) = |p—al + [r1 — 7.

Pojecie odleglosci (bardziej fachowo: metryki) pozwala mysle¢ o zbiorze
wszystkich kél na plaszczyznie jako o przestrzeni, a o kolach jako o jej

punktach. Jest jasne, ze odlegto$é Hausdortfa d(P, Q) jest zerowa jedynie
wtedy, gdy kota P i ) sa identyczne; spelniona jest tez nieréwnosé trojkata:
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Zadanie 1. Uzasadni¢, ze jedli
B(p1,71) C B(p2,72 + a) oraz
B(p2,72) C B(ps, 73 +b), to
B(p1,71) € B(p3,r3 +a+1b).
Wywnioskowaé, ze nieréwnos¢ tréojkata
jest spelniona dla metryki Hausdorffa.

T

P = B(p, 27“) Q — B(q, T)

>
\ 7!

p

Rys. 3. Punkt P reprezentuje pewne koto,
a obszar zaznaczony powyzej niego
odpowiada wszystkim kotom
zawierajacym P. Podobnie punkt @ to
koto o dwukrotnie mniejszym promieniu
niz P, a obszar ponizej to wszystkie kota
zawierajgce sie w Q

[ XS]

\ >

Rys. 4. Zaznaczono wszystkie kota odlegte
(w metryce Hausdorffa) od P

o najwyzej r oraz te odlegle od Q

o najwyzej 2r

Wiecej o pozytkach z rozpatrywania
odlegtoéci niezaleznej od skali:

Stephen Semmes, Metric Spaces and
Mappings Seen at Many Scales,

str. 401-404 zalacznika B w:

Michail Gromow, Metric Structures for
Riemannian and Non-Riemannian
Spaces, Birkhiuser, 2007.

\ “p

Rys. 5. Zaznaczono kota odlegte

(w metryce opisanej wzorem @) od P
o najwyzej 0,4 oraz te odleglte od Q

o najwyzej 1,2

d(P,Q) < d(P,S) + d(S,Q) dla wszystkich P,Q, S (zad. 1). Te wlasnosci
powoduja, ze d mozna $miato wykorzystywaé do opisu geometrii przestrzeni
kot.

Okazuje sie, ze jest to geometria dobrze nam znana. Przyporzadkujmy
mianowicie kotu B(p,r) C R? (o $rodku w p = (p1,p2)) trdjke liczb (p1,p2, 1),
a wiec punkt w goérnej polowie przestrzeni R?. Pomijajac jeden wymiar, mozemy
wtedy reprezentowaé przestrzen kot jak na rysunku 3. Mozemy tez zilustrowaé
wybrana metryke, wybierajac punkt P (czyli jakie$ koto) i promien R > 0,

a nastepnie rysujac obszar odpowiadajacy wszystkim punktom-kotom odlegltym
od P o najwyzej R (rys. 4). Jak wspomniatem, na rysunku brakuje jednego
wymiaru, a w rzeczywistosci taki obszar ma ksztalt podwodjnego stozka. Jesli
jednak chcieé¢ interpretowaé¢ dostownie rysunki 3 i 4, to sa one reprezentacja
przestrzeni odcinkéw postaci (p —r,p + r) C R z metryka Hausdorffa; odcinki
takie sa jednowymiarowym odpowiednikiem kot.

Tutaj nalezy nadmienié, ze odcinki w R, kota w R2, kule w R? oraz obszary jak te z rysunku 4
obejmujemy wspolng nazwg kul. W kazdym z przypadkéw mamy bowiem do czynienia ze
zbiorem wszystkich punktéw odleglych od zadanego punktu p o najwyzej r — zmianie ulega
jedynie sens stéw punkt i odleglosé.

Zanim przejdziemy do ostatniej mozliwosci, wspomnijmy o tak zwanej odlegtosci
euklidesowej: d(P,Q) = /|p —q[? + |r1 — r2[?> dla P = B(p,r1), Q = B(q,r2).
Cho¢ rézni sie ona od odlegtoéci Hausdorffa, to sa one poréwnywalne (jedna
nigdy nie przekracza dwukrotnosci drugiej) i obie prowadza do udzielenia dw6ch
odpowiedzi {. Geometria zwiazana z odlegloscia euklidesowa jest za to duzo
bogatsza; z tego tez powodu uzywamy jej na co dzien.

& Slytherin! Najwyrazniej uznajesz, ze zastosowanie jednoktadnosci nie
zmienia odleglodci migdzy kotami. Jesli wiec kola C, D tworza konfiguracje
taka jak A, B, tylko w dwa razy mniejszej skali, to sa w tej samej odlegtosci;
podobnie maja sie¢ E, F do F,G. W wielu problemach geometrycznych taki
punkt widzenia si¢ oplaca, wszak wszelkie jako$ciowe zaleznosci — roztacznosé,
zawieranie, styczno$é dwoch kot etc. — nie zaleza od skali. Jak przekonuje
Stephen Semmes, idea ta jest tez pozyteczna w analizie matematycznej. Jestes$
w dobrym towarzystwie!

Interesujaca nas metryka nie jest tak tatwa w opisie, ale jak si¢ przekonamy,
zawiera w sobie klucz do Komnaty Tajemnic — geometrii hiperbolicznej.

O metryce Slizgonéw. Zeby ja znalezé, sprobujmy przeformulowaé metryke
Hausdorffa w sposéb niezmienniczy ze wzgledu na skalowanie: zamiast patrzec,
o ile trzeba powiekszy¢ kolo P dla pokrycia @, zbadamy, ilukrotnie trzeba

je powigkszyé. Jedli jak poprzednio przyjmiemy P = B(p,r1), Q = B(q,72),

to tym czynnikiem jest a; = ‘p_?ﬁ; symetrycznie okreslamy ao jako skale
powigkszenia Q). Wydaje si¢ naturalne, ze za odlegtosé przyjmuje sie wigksza
z liczb oy, as, ale wynik takiej operacji jest zawsze nie mniejszy od 1, nawet
gdy P = @. Sytuacje mozna poprawi¢ na rézne sposoby, na przyklad od
max (a1, az) odejmujac jedynke, jednak zobaczymy, ze najlepiej jest wziaé
logarytm (powiedzmy, ze naturalny). Prowadzi to do nastepujacej metryki:

(%) d(P,Q) =log (|P—Q| +max(r1,T2)) — log (1+ Ip—q| + | —r2|) .

min(ry, 7o) min(ry, 72)

Geometria opisana odlegloscia zdefiniowana wyzej nosi nazwe geometrii
hiperbolicznej. W pozostalej czesci artykulu przyjrzymy sie jej blizej.

Odnotujmy na poczatek, ze d(A, B) = log(3) = d(C, D) oraz d(E, F) =log(2) =
=d(F,G), co potwierdza wybdér dwich &. Ogdlng ilustracje wybranej metryki
widzimy na rysunku 5. Nie powinno nas dziwié, ze zaznaczone obszary

(,kule”) nie dochodza do prostej r = 0. Prosta ta jest ,nieskoriczenie daleko”

z punktu widzenia naszej metryki. Dlatego tez, chociaz modelem przestrzeni
kot jest dla nas polprzestrzen — lub pélplaszczyzna, jesli badamy przypadek
jednowymiarowy — to interesujaca nas przestrzen jest nazywana przestrzenig
hiperboliczng, a wymiar nizej — plaszczyzng hiperboliczng. Czytelnikowi polecam
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Zadanie 2. Uzasadnié, ze jesli o, 8 > 1,

B(p1,71) C B(p2, arz) oraz

B(p2,7m2) C B(ps, frs), to

B(p1,m1) C B(ps, afirs). Wywnioskowa,
ze nieréwnos¢ tréojkata jest spetniona dla
metryki

[GRONONO

J
1

Rys. 6. Srodki két jednostkowych P, Q s3
odlegte o 12. Zaproponowana lamana
taczaca P i Q ma dlugos$é log(125)

r S1 S

Rys. 7. Najkrétsza trzyczesciowa tamana
laczaca P i Q ma dlugosé log(108).
‘Wykorzystuje ona kota o tych samych
srodkach co poprzednio, ale dwukrotnie
wiekszym promieniu

Przyktad. Jesli ustalimy kolo X

i rozwazymy wszystkie kota odleglte od
niego o R, to da si¢ wérédd nich znalezé
(dla duzych R) okoto e két wzajemnie
odleglych o co najmniej 1. Warto to
zestawié z geometrig euklidesowa,

w ktérej okrag o promieniu R ma
ditugosé¢ 27 R, wigc punktéw oddzielonych
o 1 jest jedynie okolo R.

Opisang obok analogie optyczna wymys$lit
w 1696 roku Johann Bernoulli.
Wykorzystal ja do znalezienia ksztaltu
brachistochrony, przyjmujac predkosé
$wiatta w (z,y) proporcjonalng do /y.
Rozwigzanie to mozna zobaczy¢ na kanale
3BluelBrown na YouTubie:

The Brachistochrone, with Steven
Strogatz, youtu.be/CldOp3a43fU.

| |II|
\ >

Rys. 8. Kule w metryce dyg: o srodku p
i promieniu 0,4; o srodku q

i promieniu 1,2. Warto odnotowaé, ze sa
podobne ksztaltem i rozmiarem do kul
w metryce dg (rys. 5)

Rys. 9. Krzywe geodezyjne prowadza
z punktu pdoqis

samodzielnie poeksperymentowa¢ z pomocg komputera i zaobserwowac, jakie
ksztalty da si¢ otrzymad, rozwazajac obszary jak na rysunku 5. Warto tez
sprawdzi¢, ze spelniona jest nieréwnosé¢ tréjkata (zad. 2).

Rzut oka na geodezyjne. Rozwazmy nastepujacy problem: dla kél P, Q

z rysunku 6 (o promieniu 1 i rodkach odleglych o 12) wskazaé kola Sy, Se w taki
sposéb, by dlugosé tamanej [P, S, S2, Q] — mierzona jako suma odleglodci miedzy
kolejnymi wierzchotkami tamanej — byla najmniejsza. Na rysunku 6 od razu
widaé¢ narzucajace sie rozwiazanie: za S1, Sy przyjmujemy kota jednostkowe
polozone w réwnych odstepach miedzy P, Q); na pélplaszczyznie ilustrujacej
przestrzen kél odpowiada to ,prostej” tamanej. Jej laczna dlugosé to 3 - log(1 + 4),
czyli log(125).

Ale da sie lepiej! Optymalnym rozwigzaniem okazuja si¢ kota o tych

samych $rodkach, ale promieniu 2 (rys. 7). Taka lamana ma dlugosé
2-log(4+2)+ log(4—*2'2), czyli log(108). To oczywiscie nieznacznie mniej, jednak
tatwo znalez¢ bardziej jaskrawe przyklady. Gdyby kola P, Q rozsunaé¢ na odleglos¢
d > 12, to optymalnym rozwigzaniem sg kota Sy, So 0 promieniu d/6 potozone
w rownych odstepach; dla duzych d daje to tamang niemal %—krotnie krotsza,
niz ta ,prosta”. Gdybyémy natomiast nasze zadanie zmienili, kazac szukaé
tamanej o wigkszej liczbie wierzcholkéw, to zauwazyliby$my przepaéé miedzy
rozwiazaniem ,prostym” a optymalnym.

Standardowa metryka hiperboliczna. Jest wiele przyktadéw pozwalajacych
uzmystowié¢ sobie réznice miedzy geometria euklidesowa a hiperboliczna; jeden
mozna znalez¢ na marginesie. Wigkszos¢ z nich wymaga jednak bardziej
wyrafinowanej metryki niz ta opisana wzorem @, ktora od teraz dla
odréznienia bedziemy oznaczac przez dg,.

Te ,lepsza” metryke opisze w oparciu o analogie optyczna. Oderwijmy sie od
przestrzeni kol i rozwazmy $wiatto rozchodzace sie w pélplaszczyznie y > 0
(choé¢ te sama konstrukcje mozna powtérzyé¢ w dowolnym wymiarze). Jesli
przyjmiemy, ze jego predkosc¢ jest stata i wszedzie wynosi 1, to czas, w ktorym
Swiatto pokonuje dana krzywa, jest po prostu dlugoscia tej krzywej. Pokonujac
droge z punktu p do q, Swiatto zgodnie z zasada Fermata ,,wybiera” najszybsza
droge, czyli odcinek laczacy te punkty, i zabiera mu to |p — q| czasu — jest

to metryka euklidesowa. Wyobrazmy teraz sobie, ze polptaszczyzna y > 0

jest wypelniona niejednorodnym osrodkiem, a w punkcie (z,y) $wiatlo ma
predkosé y. Wtedy najszybsza droga z punktu do punktu, nazywana krzywg
geodezyjng, zazwyczaj nie prowadzi po odcinku (rys. 9). Czas potrzebny na
dotarcie z p do q oznaczymy przez dy(p,q) i to jest wladnie standardowa
metryka hiperboliczna. Da si¢ ja wyrazi¢ wzorem:

—ql+|p- o
dH(m):log(lp d+p q'), gdzie (7,7) = (2, ~y).
lp—q|—|p—d

Do metryki dg, ma si¢ mniej wiecej tak, jak metryka euklidesowa ma si¢ do tej
danej wzorem |z1 — za| + |y1 — y2|. Sa one poréwnywalne — wyniki pomiaréw
dy i dg, réznia sie najwyzej dwukrotnie — ale dy ma szereg przewag. Kule

w tej metryce — czyli obszary analogiczne do tych z rysunkéw 4 i 5 — maja
gladki ksztalt, a dokladnie sa kotami (rys. 8). Latwo wykaze to Czytelnik
znajacy okregi Apoloniusza (zob. Deltoid w|A1;). Krzywe geodezyjne przyjmuja
ksztalt pionowych poétprostych oraz pélokregdéw o Srednicy lezacej na osi x

(rys. 9) — to z kolei Czytelnik moze wyprowadzi¢ z prawa zalamania $wiatla.
Ksztalt geodezyjnych nie powinien zaskakiwaé, bo §wiatto ,omija” obszar
nizszej predkodci. Jednocze$nie wyjaénia on fenomen zakrzywienia optymalnych
tamanych, ktory widzielismy wczesniej.

Po wizycie w Komnacie Tajemnic Czytelnik jest dobrze przygotowany, by
samodzielnie zglebia¢ dalsze tajniki geometrii hiperbolicznej. Oczywiscie

warto zaczaé od Delty|— pod hastami plaszczyzna hiperboliczna czy tez
Bolyai-Lobaczewskiego — ale mozliwe jest tez do$wiadczenie tej geometrii
niejako od $rodka, poprzez gry komputerowe oparte na geometrii hiperboliczne;j:
HyperRogue i Hyperbolica.
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https://youtu.be/Cld0p3a43fU
https://www.deltami.edu.pl/2013/01/okrag-apoloniusza/
https://deltami.edu.pl/

Jak rozwigza¢ réwnanie?

*Instytut Fizyki PAN

| Marek W. GUTOWSKI*|

W artykule A3, pisalem o interwatach i rachowaniu na nich, czyli analizie

interwalowej (przedzialowej). Niniejszy esej ma na celu zbadanie uzytecznosci
metod analizy interwalowej do rozwiazywania dowolnych réwnan algebraicznych,
wzglednie uktadow takich réwnan.

Matematycy od dawna zajmowali sie sposobami
rozwiazywania rownan. Znaleziono na przyklad wzory
na pierwiastki réwnan kwadratowych, wielomianowych
trzeciego i czwartego stopnia — ale nie wyzszego. Jednak
skoro nie da si¢ rozwiaza¢ danego rownania analitycznie,
to konieczne staje sie uzycie metod numerycznych.
Powstaly wiec catkiem liczne algorytmy pozwalajace
znajdowaé dobre przyblizenia poszukiwanych
pierwiastkéw. Mozna tu wymieni¢ metode znang pod
tacinska nazwa regula falsi czy szybciej zbiezna metode
Newtona. Problem w tym, ze rozwigzanie rownania
polega na znalezieniu wszystkich jego pierwiastkow

lub wykazaniu, ze takowe nie istnieja. Tymczasem
wynik metody Newtona zalezy od wyboru pierwszego
przyblizenia (punktu startowego), a bywa, ze procedura
okazuje sie rozbiezna. Co wiecej, nawet jesli uzyskamy
zbieznosé, to do jednego rozwiazania — bez zadnych
wskazowek, czy jest ono jedyne.

Tu proponujemy metode oparta na prostym
spostrzezeniu. Ot6z jesli potrafimy obliczy¢ przedziaty
wartosci lewej (L) i prawej (P) strony naszego réwnania
L(z) = P(z) dla badanego przedzialu wartosci
poszukiwanej niewiadomej x i cze$¢ wspodlna owych
dwoch przedzialéw okaze sie zbiorem pustym, to

w badanym przedziale x z cala pewnoscia nie ma
rozwiazania. Oczywiscie w przeciwnym wypadku nie
mamy gwarancji, ze testowany przedzial x zawiera choé
jedno rozwiazanie. O tym, jak wyliczamy wspomniane
przedzialy L(z) i P(z) w przypadku, gdy sa to

jakies wyrazenia algebraiczne, lub nawet bardziej
skomplikowane funkcje, pisaliémy w A3,.

Na poczatku startujemy z przedzialu, w ktorym
spodziewamy sie znalezé¢ rozwiazanie. Jedli nasze
informacje (czy przypuszczenia) co do lokalizacji
rozwiazania sa malo precyzyjne, to nie ma przeszkdd,
aby przedzial startowy powiekszy¢. Bedziemy pracowad
na liscie przedzialow L, ktorej poczatkowo jedynym
elementem bedzie nasz przedzial startowy. Poza tym
musimy jeszcze zdefiniowaé doktadno$é €, z jaka chcemy
znalez¢ poszukiwany pierwiastek (pierwiastki). Ciag
dalszy jest prosty.

Pierwszy etap:

1. Jesli lista £ jest pusta, to przechodzimy do drugiego
etapu.

2. Pobieramy najszerszy przedziat z listy £. Jesli
jego szerokos¢ nie przewyzsza €, to przechodzimy
do drugiego etapu. W przeciwnym razie usuwamy
pobrany element z listy L.

3. Pobrany przedzial dzielimy na dwie potowki
i zaokraglamy goérna granice lewego podprzedziatu
w gore, a dolna granice prawego w dét.
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4. Wykonujemy wczedniej opisany test na obecnosé
rozwiazania kolejno na obu podprzedziatach. Jesli
test nie wyklucza obecnoéci rozwigzania, to dany
podprzedzial dopisujemy do listy £; w przeciwnym
razie testowany podprzedzial idzie w zapomnienie.

5. Wracamy do punktu 1.

Drugi etap:

Jesli lista £ jest pusta, to znaczy, ze w startowym
przedziale badane rownanie nie ma zadnego rozwiazania.
Ta wiadomos$¢ jest pewna, cho¢ zapewne nie na taka
liczylidémy. Jesli jednak lista £ zawiera wiecej niz

jeden element, to mamy co robié¢. Trzeba mianowicie
wykryé¢ wszystkie grupy przedzialéw wzajemnie
przekrywajacych sie (to mozliwe, bo przeciez
zaokraglaliSmy granice podzialéw!). A juz na pewno
tak si¢ zdarzy, jesli nasze rownanie ma kilka réznych
rozwiazan zlokalizowanych w przedziale startowym.
Mozliwe jednak, ze nawet w przypadku pojedynczego
rozwiazania na liScie £ pozostanie nam wiecej niz jeden
przedzial. Jako wynik koncowy wypisujemy powloki
wypukle (patrz dalej) kompletnych grup wzajemnie
potaczonych malych przedziatow.

A jak poradzimy sobie z ukladem kilku réwnan?
Wiasciwie tak samo jak z pojedynczym réwnaniem.
Roéznica polega na tym, ze zamiast przedzialéw na osi
liczbowej testujemy wielowymiarowe kostki interwalowe
opisujace zakresy wszystkich poszukiwanych
niewiadomych. W literaturze takie obiekty zwykle
nazywane sa kostkami lub pudefkami. Kostka odpada
z dalszych rozwazan, jesli cho¢ jedno réwnanie na
pewno nie moze by¢ w niej spetnione. No dobrze,

ale ktéra kostka na liscie £ jest najwigksza, czyli
pierwsza w kolejnoéci do testowania? To proste:

ta o najwigkszej $rednicy. A érednica interwalowej
kostki jest zdefiniowana jako dlugoéé jej najdtuzszej
krawedzi. Tylko jak poréwnaé¢ dltugosci krawedzi
wyrazonych w réznych jednostkach fizycznych, np.
jedna w sekundach, a druga w metrach? Sposéb jest
nieskomplikowany: mierzymy te dlugosci w ustalonych
wczedniej zadanych dokladnosciach, czyli postugujemy
sie wielko$ciami bezwymiarowymi.

No dobrze, ale jak podana metoda dziala w praktyce?

Wikipedia (en.wikipedia.org/wiki/Regula_falsi,
ostatnio aktualizowana 26 listopada 2022 r.)

podaje rozwiazanie réwnania cos(z) = x* jako:

x = 0,865 474 033 101 614 z doktadnoscia

5 x 1071°. Tymczasem nasza metoda, z nieco gorsza
dokladnoscia € = 107!, wyprodukowala interwat:
[0,865 474 033 101 523, 0,865 474 033 101 690)
(startujac z przedziatu [0, 1]). Otrzymali$my ten wynik
po przeanalizowaniu 356 przedzialow. W drugim etapie


https://www.deltami.edu.pl/2022a/04/2022-04-delta-art-08-gutowski.pdf
https://www.deltami.edu.pl/2022/04/najlepiej-dopasowana-prosta/

okazalo sie, ze 45 ,malych” przedzialow tworzy
pojedyncza grupe. Wynik koncowy otrzymali$my

po 4 milisekundach. Jak widaé, nie osiaggnelismy
zadanej doktadnosci, ale jednoczesnie widzimy, ze wynik
z Wikipedii miesci sie w naszym (gwarantowanym)
przedziale. A nie prébowalidémy powtérzy¢ wyniku

z Wikipedii? Owszem, prébowalismy, ale w pierwszym
podejsciu skoniczyla nam si¢ pamieé przeznaczona

na liste L. Kiedy zarezerwowaliSmy na liste £ duzo
wiecej, bo 4 096 000 pozycji, to i tak okazalo sie

za malo, a czas obliczen wyniést 155 231 sekund,

czyli ponad 43 godziny! Wszystkie ,male” przedzialy
tworzyly pojedyncza grupe o sumarycznym rozmiarze
tylko nieznacznie mniejszym od tego otrzymanego
przy raptem dwukrotnie gorszej dokltadnosci. Coz

to znaczy? Ano tyle, ze wynik podziatu niewielkiego
przedzialu (po niezbednych zaokragleniach) to dwa

Wady i zalety

nowe przedzialy praktycznie identyczne z wyjsciowym.
W kazdym razie warto zapamigtac¢, ze komputerowe
liczby podwdjnej precyzji zawieraja co najwyzej

13 poprawnych dziesietnych cyfr znaczacych, a nie
15-16, jak podaja niektérzy autorzy.

Eksperymenty z uktadami dwéch réwnan, kazde
oddzielnie opisujace elipse (patrz rysunek), okazaly

sie jeszcze bardziej zaskakujace. O ile przypadki
zawierajace 0, 1, 2 czy 4 rozwiazania byly latwe, to

3 rozwiazania (patrz rysunek) okazaly sie klopotliwe.
Nie dosé¢, ze zabraklo miejsca na liScie £ (ponad

2 miliony pozycji), to znalezliémy na niej 7 rozlacznych
grup, kazda zawierajaca prawie 300 tysiecy kostek.
Dalsza analiza kazdej z tych grup oddzielnie wykazata,
ze cztery z nich na pewno nie zawieraja zadnego
rozwigzania.

Niewatpliwa zaleta jest znalezienie wszystkich rozwiazan w rozwazanym
przedziale. Ale badZzmy szczerzy: to nie sa rozwigzania, a jedynie kandydaci

©

na rozwiazania. Nie mozemy tez mie¢ pewnosci, ze konkretna grupa potaczonych
przedzialéw zawiera tylko jednego takiego kandydata. Z drugiej strony metoda

jest uniwersalna, gdyz nie wymaga, aby funkcje wystepujace po obu stronach
© réwnania byly gladkie (rézniczkowalne). A nawet moga by¢ nieciagle. Trudno
jest tez rzetelnie przewidzie¢ zlozono$¢ obliczeniowa prezentowanej metody.

Dwie elipsy moga mie¢ 0, 1, 2, 3 lub

4 punkty wspodlne dokladnosci.

7 pewnoscia w pierwszym podejsciu nie warto upieraé¢ si¢ przy zbyt duzej

Fascynujgca fizyka
recenzja

Fascynujgcea fizyka. Juz sam tytul ksigzki oddaje esencje tego, co czeka
Czytelnika po jej otwarciu. Autorzy zabieraja nas bowiem w bogato ilustrowana
podroéz przez $wiat fizyki wspdlczesnej i najnowszych badan do najgtebszych

zakatkéw Wszechswiata, a takze odpowiadaja na najbardziej klasyczne pytania
o otaczajace nas zjawiska.

Co przykuwa uwage i niewatpliwie zacheca do lektury, to forma, ktéra wyréznia
si¢ na tle innych popularnonaukowych pozycji wydawniczych. Autorzy, zamiast
podazaé¢ konwencjonalna Sciezka dtugich rozdzialéw, oferuja krotkie, zwiezte
rozwazania na temat réznorodnych aspektow fizyki. Kazde zagadnienie zajmuje
dwie strony, a Czytelnik ma mozliwos¢ przemieszczania sie miedzy tematami,
korzystajac z odnoénikéw, w zaleznosci od wlasnych zainteresowan. Taka
struktura sprawia, ze Fascynujgca fizyka nie jest typowa lektura do czytania

od deski do deski. Zamiast tego mozemy wybiera¢ konkretne obszary, ktére

nas fascynuja, wedrujac od codziennych zjawisk poprzez fizyke czastek az po
najglebsze zakatki kosmosu. I tak, zaczynajac od rozdziatu Czy mozna zobaczyé
dZwieki?, ani si¢ obejrzymy, jak przez Manewry rakiet dotrzemy do Dipola

Benjamin Bahr | Jorg Resag | Kistin Ricbe

" Fascynujgca

fizyka

Hertza. Niewatpliwym atutem ksiazki jest takze sposéb, w jaki Autorom udato
sie wywazy¢ wywolanie ciekawoéci u Czytelnika, jednoczeénie dostarczajac
sporg gar$é solidnych i rzetelnych informacji. To podejscie nie tylko ulatwia
zrozumienie skomplikowanych koncepcji fizycznych, ale tez sprawia, ze lektura
staje sie dynamicznym i wciagajacym doswiadczeniem.

Zanim napisalam ostatnie zdanie tej recenzji, zaniostam ksiazke do szkoty,

w ktérej prowadze zajecia, i zostawitam na widoku w pracowni fizycznej. Na
kazdej przerwie zbieral sie wokol niej wianuszek uczniéw, ktérzy z ciekawodcia
wertowali kolejne strony, wydajac z siebie tylko pojedyncze stowa: Wow!
Kwazary! O! ...a o tym mieliSmy na kélku, wiedziala Pani, Ze to jest w tej
ksigzce? Dlatego ostatnie zdanie tej recenzji brzmi: warto by¢ jak dzieci

PWN i fascynowac sie fizyka, a opisana tu pozycja bardzo to ulatwia.
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Klub 44 M

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z numeru 3/2024

Przypominamy tres¢ zadan:

1-44

zachodzg réwnosci

PA = AB = BQ,

877. Wyjasnié, czy istnieje na plaszczyznie konfiguracja pieciu réznych punktéw A, B,C, P,Q, w ktoérej

PB=BC=CQ, PC=CA=AQ,

a punkty A, B, C sg wierzchotkami tréojkata

(a) ostrokatnego,
(b) rozwartokatnego.
Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
871 (WT =1,99) i 872 (WT = 1,56)

z numeru 12/2023 przez iloczyn p; ...

réznych liczb pierwszych {p;

878. Znalez¢ liczb¢ naturalng r > 2, dla ktérej istnieje nieskonczenie wiele r-elementowych zbioréw

. : . . o, —1 . . .
AAAAA pr} takich, ze kazda z liczb 2P¢ 1 (¢i=1,...,r) jest podzielna
pr. Im wieksza liczba r, tym cenniejsze rozwigzanie.

877. Oba warianty — odpowiedz tak. W podanych nizej przyktadach przyjmujemy
punkt C za $rodek ustalonego okregu 2 (o dowolnym promieniu), na ktérym

(a) punkty P, A, B, Q leza na okregu £ w tym porzadku, w odlegtosciach katowych

Janusz Fiett Warszawa 45,81

Piotr Wisniewski = Warszawa 44,36

Pawel Kubit Krakéw 43,55

Lukasz Merta Krakow 40,97 umieszczamy pozostale cztery punkty:
Adam Woryna Ruda Sl. 40,91

Piotr Kumor Olsztyn 40,44

Szymon Kitowski 37,83 ¥PCA = xACB = ¥BCQ = 30°;
Witold Bednarek  Lédz 34,12

Krzysztof Zygan Lubin 32,74

Pan Janusz Fiett, Weteran juz od paru
lat, wlasnie po raz czwarty mija

linie 44 p. A pana Piotra Wisniewskiego
witamy w Klubie 44 M.

(b) punkty P, B, A, Q leza na okregu Q w tym porzadku, w odlegtosciach katowych
XPCB = xACQ = 60°, xBCA = 150°.

Czytelnikom zostawiamy przyjemnosé¢ naszkicowania tych ukladéw i przekonania sie, ze
wskazane konfiguracje faktycznie spelniaja postawione warunki.

[Ciekawostka: sa to (w obu przypadkach) jedyne takie konfiguracje, z doktadnoscia do
podobienistwa oraz cyklicznej permutacji symboli A, B, C].

878. Autor zadania, Piotr Kumor, proponuje rozwigzanie
dla r = 4 z uzyciem liczb Fermata F,, = 22" +1
(n=0,1,2,...). Zaczniemy wiec od przypomnienia
niektérych ich wlasnosci (zapewne znanych Czytelnikom;
krétkie uzasadnienia — dla kompletnosci):

W1l. F, =2+ FyFi...F,—1  (banalna indukcja).
W2. Liczby F, sa parami wzglednie pierwsze (wniosek

z W1).
W3. Zadna z liczb F, nie jest potega liczby naturalnej

o wykladniku wigkszym od 1.
Uzasadnienie W3: przypuséémy, ze F,, = a® (t > 1); jasne,
ze t nie moze by¢ potega dwdjki, wiec ma dzielnik
nieparzysty s; liczba 22" = g — 1 dzieli sie przez
a®* —1=(a—1)(a""'+... 4+ a+1); to jednak niemozliwe,
bo suma w drugim nawiasie jest nieparzysta.

Wtlasciwe rozwigzanie opiera si¢ na spostrzezeniu, ze
aby uzyskac teze dla r = 4, wystarczy wykazadé, ze dla
nieskonczenie wielu wyktadnikéw w mozna znalezé rézne
liczby pierwsze p1, p2, p3, p4 spelniajace warunki:

(%) wlpi—1, pi|2¥—1 dlai=1,234.
To faktycznie wystarczy, bowiem wéwczas kazda z liczb
op1=t _ 1 ..., 2P+~ _ 1 dzieli sie przez 2% — 1, wiec tez

przez kazda z liczb pa, ..., ps, wiec i przez ich iloczyn.

Przydatna bedzie kolejna, mniej banalna, wtasnosé liczb
Fermata:

W4. Jedli p | Fr, (p — liczba pierwsza; n > 2), to 2”72 | p — 1.

Dowdd. Niech 6,, bedzie najmniejszym wyktadnikiem ( > 1),
dla ktérego 2°» =1 (mod p). Poniewaz 22" = —1, zatem
92" = 1, co pokazuje, ze &, = 2"T!. Takze 2P~ = 1 (mate

tw. Fermata), wiec 6, | p — 1, czyli 2" | p — 1. Skoro n > 2,

liczba p ma postaé¢ p = 8m + 1 (dla pewnego naturalnego m).

Ma wigc miejsce przystawanie (mod p):

(4m)! = zﬁn (2k)(1 — 2k) =
= il[n (2k)(8m 42— 2k) = ﬁ (2k) = 2*™ (4m)!
k=1 k=1
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Uzyskana kongruencje wolno podzielié¢ przez (4m)! (L p),
otrzymujac 2™ = 1. Tak wicc 8, | 4m, czyli 2" | 4m, skad
2772 | 8m. To konczy dowéd wiasnoéci W4 (znanej pod
nazwa, twierdzenie Lucasa).

Niech teraz n bedzie taka liczba naturalna, ze Fy, i Fiq1

sg liczbami ztozonymi. Z wtasnosci W2 i W3 wynika, ze
iloczyn Fy F,+1 ma co najmniej cztery rézne dzielniki
pierwsze p1, p2, p3, pa. Na mocy wlasnosci W4 kazda

z liczb p; — 1 dzieli sie przez 2" 2. Biorgc w = 272,

mamy (dla ¢ = 1,2,3,4) pierwsza podzielnosé (x). Druga
tez zachodzi, bowiem 2% — 1 = Fp40 — 2= FoF1... Fitq
(wlasno$é W1), a ten iloczyn dzieli si¢ przez Fy, Fni1, wiec

i przez te cztery liczby pierwsze. (Warto zauwazyé, ze sa one
wigksze niz 2"?).

Jezeli istnieje nieskonczenie wiele liczb n, dla ktoérych F;,
i Fy41 s3 liczbami zlozonymi, to — zgodnie z akapitem
otaczajacym warunki (%) — dostajemy obiecang teze dla
r=4.

Jednak nikt nie wie, czy jest nieskonczenie wiele takich par.
Przyjmijmy wiec, ze nie; czyli Ze istnieje taka liczba M, ze
dla kazdego n > M co najmniej jedna z liczb F,, F,11 jest
liczba pierwsza. Mozna przyjaé, ze M > 3, wtedy 2" >n +9
dla n > M. Ustalmy taki numer n. Wéréd dziewieciu

liczb F,,, ..., Fnys sa co najmniej cztery liczby pierwsze

P1, P2, P3, pa. Ponownie sprawdzimy warunek (*), biorac
tym razem w = 2"*°. Kazda z czterech liczb i jest pewna
liczby Fr4j (0 < j < 8), zatem p; — 1 = 22" dzieli sie
przez 2" czyli przez w.

To pierwsza podzielno$é (). Druga uzasadniamy podobnie
jak poprzednio: 2% — 1 = Fp49 — 2 = FoFy...Futs
(wlasnosé W1), a ten iloczyn dzieli sie przez te cztery liczby
pierwsze. Moga one by¢ dowolnie wielkie, skoro M moze by¢
dowolnie wielkie.

To ostatecznie koniczy dowdd tezy dla r = 4: istnieja czwdrki
dowolnie wielkich liczb pierwszych o wymaganych w zadaniu
wlasnosciach.



Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Klub 44 F

Rozwigzania zadan z numeru 3/2024
Przypominamy tresé¢ zadan:

774. Dtugi klocek o podstawie kwadratowej ptywa w wodzie tak, ze jedna z jego powierzchni
bocznych znajduje sie nad powierzchniag wody i jest do niej rownolegta, a klocek znajduje sie
w stanie réwnowagi trwalej. Dla jakiej gestosci materiatu, z ktérego wykonano klocek, jest to
mozliwe?

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
768 (WT = 2,76), 769 (WT = 1,3)

z numeru 12/2023

wfoncafjwek 1,;18:351, 774. Klocek bedzie ptywal w stanie réwnowagi trwalej, gdy po obréceniu go

Konrad Kapcia Poznaii 2-35,60 o niewielki kat « (rys. 1) wypadkowy moment sil bedzie powodowal jego powrét

Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 5-33,59 . . P .

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw  3-23,69 do polozema rownowagi.

Jan Zambrzycki Biatystok 4-19,67 L. . . . L. . .
Wygodnie jest liczy¢ momenty sil wzgledem podluznej osi klocka przechodzacej

przez $rodek jego przekroju poprzecznego C (rys. 1), bo wzgledem tej osi
moment sily cigzkodci wynosi zero.

5. Cienki pieréciet gumowy rozkrecono wokét osi symetrii prostopadtej do plaszczyzny pierscienia.
775. C k g : kre kot 3 t t ltej do pt yZn}

Predkos¢ liniowa jego elementéw wynosi v. Z jaka predkoscia beda rozprzestrzeniaé si¢ w tym
pierscieniu monochromatyczne fale poprzeczne o matej amplitudzie?

Jacek Konieczny
Ryszard Baniewicz

Moment sily wyporu dzialajacej na czeéé¢ klocka zanurzong w wodzie jest réwny
M = Mogp — (Mappe — MogF).

Oznaczajac: Moap = Mogr = My, Mappr = My, mozemy zapisaé warunek na
trwalosé rownowagi ptywajacego klocka:

(1) M >0 = 2M, > M.
Oznaczajac dlugo$¢ klocka przez L, a gesto$¢ wody przez p, mamy:
Rys. 1 B (2) M, = pgLahly, gdzie Iy = (a/2 — h/2)sina = (a/2 — h/2) a,
P (3) My = pgLa*tg aly /8 ~ pgLa*aly /8, gdzie Iy ~ 2a/6 + (h — a/2) .

Gleboko$¢ h zanurzenia klocka w stanie rownowagi znajdujemy z warunku

! pahL = pya®L, gdzie p, jest gestoscia klocka.
/> Po podstawieniu i do i wprowadzeniu oznaczenia p,/p = = dostajemy:
F 2 —(1-a/2)z+(2-3a)/12> 0.
— Uwzgledniajac, ze « jest male, a p = 1 g/cm3, otrzymujemy warunki na gestosé
Y klocka:

Rys. 2

775. Aby w gumowej tasmie mogla rozchodzi¢ sie
sprezysta fala poprzeczna, tasma musi by¢ naciggnieta.
W naszym zadaniu sila naciagu taémy wywotana jest
przez jej ruch obrotowy.

Rozwazmy maly element tasmy o dlugosci Al = Ra
i masie Am = pSAIl (rys. 2), gdzie p jest jego gestoscia
a S polem przekroju poprzecznego. Dzialaja na niego

sasiednie elementy sitami F'; i F'y, stycznymi do tasmy.

Wartos$é F' tych sit jest szukanym naciagiem tasmy,
a ich wypadkowa nadaje rozwazanemu elementowi
przyspieszenie dosrodkowe v?/R. Zgodnie z druga
zasada dynamiki

Fa = pSRav?/R,
stad
(4) F = pSv?.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez
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0 < pp < 0,21 g/cm?® lub 0,79 g/cm3 < per <1 g/em®.

Szukana predkosé fali jest taka sama jak w przypadku
prostoliniowej tasmy, ktorej naciag F' zostal uzyskany
za pomoca sil zewnetrznych.

W inercjalnym ukladzie odniesienia poruszajacym sie
wzdtuz taémy z predkoscia fali u fala jest nieruchoma
sinusoida, a tasma §lizga sie wzdluz tej sinusoidy

w kierunku przeciwnym do kierunku rozchodzenia

sie fali. Fragment trajektorii malego odcinka tasmy

w poblizu wierzchotka sinusoidy mozna przyblizy¢ przez
tuk okregu o promieniu r oparty na kacie p. Poniewaz
amplituda drgan jest mata, mozemy napisac:

(5) Fo = pSrou?/r, stad u® = F/pS.
Podstawiajac wartos$é F' z (4)), otrzymujemy, ze
predkosé rozchodzenia sie fali wzgledem pierscienia
rowna jest predkosci obrotu pierscienia: u = v.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



Filozoficzno-lingwistyczna dyskusja nad
tym, czy obraz czarnej dziury powinno sie
nazywadé ,cieniem”, czy raczej
»obrysem/sylwetka”, wynika z tego, ze
czarna dziura wplywa na bieg promieni
$wietlnych, ktére sie w jej okolicy
znajduja, tzn. nie tylko ,rzuca cien”, ale
mozna powiedzieé, ze takze aktywnie
,ksztattuje” swéj wizerunek.

2017 April 11

2018 April 21

Obrazy czarnej dziury M87* z lat 2017
i 2018 z pracy Akiyama i in., ,,/ The
persistent shadow of the supermassive
black hole of M 87 I. Observations,
calibration, imaging, and analysis”,
A&A 681, AT9 (2024)

/Niebo w lipcu

@Pros’co z nieba: Zmienny obraz czarnej dziury

W 2017 roku instrument EHT (Event Horizon Telescope) — w rzeczywistosci

nie jeden teleskop, ale interferometr rozmiaru Ziemi sktadajacy sie z wielu
radioteleskopéw — wykonatl w przedziale fal radiowych okreslanych jako mikrofale
(~ 1,3 mm) pierwsze ,zdjecie” czarnej dziury, nazwanej M87*. Znajduje sie

ona w centrum galaktyki Messier 87 (M87) w odleglosci okoto 55 milionéw lat
$wietlnych od Ziemi i ma mase 6,5 miliardéw M. Rozmiar katowy obrazu na
niebie jest bardzo matly, tylko okoto 40 mikrosekund tuku, co odpowiada rozmiarowi
typowego paczka z dziurka — gdyby takowy znalazl sie¢ na powierzchni Ksiezyca.
W rzeczywistosci M87* jest tak ogromna, ze wewnatrz jej horyzontu zmiescitby sie
caly Uklad Stoneczny wraz z orbita Plutona.

Jak wiadomo, czarna dziura niejako z definicji nie emituje Swiatta, ale mozna
zobaczy¢ jej ,cien” (lub, jak niektérzy wola uwazaé, ,obrys” badz ,sylwetke”) na
tle znajdujacej si¢ wokot niej Swiecacej materii. Na rysunku obok obraz przedstawia
pierscien — centralne zaciemnienie jest miejscem, w ktérym znajduje si¢ czarna
dziura. Dalsza analiza danych ujawnila rowniez subtelniejsza strukture obiektu
MS8T7* w $wietle spolaryzowanym, co daje mozliwos¢ poznania geometrii pola
magnetycznego i rozkladu plazmy wokoét horyzontu czarnej dziury, a takze testéw
teorii grawitacji, czyli ogdlnej teorii wzglednosci.

Modele teoretyczne zaktadaja, ze rozktad materii wokot M87* zmienia sie w mniej
wigcej losowy sposéb, ktéry nie jest silnie skorelowany w czasie. Aby rozdzielié
wplyw grawitacji (zakladamy, Zze mniej wiecej staly albo co najmniej zmienny

w sposéb przewidywalny i w o wiele dluzszych skalach czasowych) i materii (losowo
zmienny w krétkich skalach czasowych) na koficowy wynik obserwacji, mozna
wykonaé zdjecie tego samego obiektu w réznych chwilach.

Artykul opublikowany niedawno przez zespét EHT w Astronomyé& Astrophysics

(w zespole jest dwoje Polakéw — Monika Moscibrodzka z Radboud University

w Nijmegen w Holandii oraz Maciek Wielgus z Max Planck Institute for
Radioastronomy w Bonn w Niemczech) zawiera nowy obraz M87* z 2018 roku,
podobny do tego z 2017. Brak widocznej zmiany w rozmiarze pierécienia w latach
2017-2018 jest zgodny z przewidywaniami ogélnej teorii wzglednosci dla silnie
ugietej przez grawitacje (soczewkowanej) emisji wok6! czarnej dziury. Obrazy réznia
sie jednak, poniewaz rozktad jasnosci jest obrocony o okoto 30° w pordéwnaniu

z rokiem 2017. Obrot jest zgodny z oczekiwana ewolucja $wiecacej materii — emisji
z turbulentnego, nieuporzadkowanego dysku akrecyjnego wokél czarnej dziury.
Ewolucja swiecacej materii byta drobiazgowo modelowana komputerowo w wielu
symulacjach magnetohydrodynamicznych plazmy znajdujacej sie w zakrzywionej
czasoprzestrzeni, i wydaje sie, ze dobrze rozumiemy jej zachowanie. Dysk akrecyjny
obraca si¢ wokot czarnej dziury, co jest spéjne ze zmiana kierunku wielkoskalowego
strumienia (dzetu) obserwowanego w duzo dluzszych falach radiowych. Dzieki
obserwacjom EHT juz wkrétce bedzie mozliwe duzo lepsze zrozumienie mechanizmu
powstawania takich dzetéw w okolicach supermasywnych czarnych dziur.

Michat BEJGER

Centrum Astronomiczne im. Mikotaja Kopernika PAN,
Istituto Nazionale di Fisica Nucleare (INFN), Sezione di Ferrara, Wtlochy

Na poczatku miesiaca dni sa jeszcze dlugie, a ich
skracanie si¢ nie jest zauwazalne. 23 lipca Stonce
przekroczy jednak réwnoleznik 20° deklinacji w drodze
na poludnie i od tego momentu proces ten nabierze
tempa. Do koica lipca skonczg si¢ sezony zaréwno na
obloki srebrzyste, jak i tuk okolohoryzontalny, gdyz Storce
zacznie wedrowaé zbyt nisko.

W lipcu nastepuje zamiana rél na niebie wieczornym
i porannym. Przez ostatnie miesigce ekliptyka tworzyta
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duzy kat z widnokregiem wieczorem, maly za$ rano.
Odtad wieczorem ekliptyka biegnie nisko na niebie, rano
natomiast wznosi si¢ wysoko. Jest to gtéwny czynnik
warunkujacy widocznosé obiektéw znajdujacych sie
blisko ekliptyki i jednoczesnie blisko Storica. Dlatego
Merkurego, mimo osiagniecia przezen 22 lipca bardzo
duzej, wynoszacej 27°, elongacji wschodniej, mozna
prébowadé dostrzec jedynie na poczatku miesigca, ale

o zmierzchu pokaze si¢ on na wysokosci zaledwie 3°.



Roéwniez planeta Wenus po czerwcowej koniunkcji gornej
do konca miesiaca zwickszy elongacje do zaledwie 15°

i zajdzie jeszcze wcze$niej. Nie pomoze tutaj nawet duza
jasnos¢ tej planety. W kolejnych kilku miesiacach Wenus
na niebie wieczornym nie poprawi sie, mimo zwickszajacej
si¢ odlegtosci katowej od Storica. Przeszkodzi w tym
wlasnie niskie nachylenie ekliptyki.

Polepsza sie za to poranne warunki obserwacyjne Ksiezyca
i widocznych wtedy innych planet Ukladu Stonecznego,
czyli $wiecacych jasno Saturna, Marsa i powracajacego po
spotkaniu ze Storicem Jowisza. W drugiej czesci miesiaca
mozna probowaé odnalezé Neptuna, a moze nawet Urana.
W ich przypadku nalezy jednak dysponowaé lornetka lub
teleskopem.

Najlepiej ze wspomnianych planet prezentuje sie¢ Saturn,
zblizajacy sie do przypadajacej 8 wrzesnia opozycji
wzgledem Stonca. 12 dni péZniej w podobnej konfiguracji
znajdzie sie Neptun, stad w tym sezonie obserwacyjnym
obie planety dzieli na niebie okoto 11°. W lipcu poruszaja
sie one ruchem wstecznym, choé Neptun zmieni kierunek
swojego ruchu 3. dnia miesigca. Saturn znajduje sie¢

w granicach gwiazdozbioru Wodnika, kreslac swoja

petle okoto 2° na wschdd od gwiazdy 4. wielkoSci ¢ Aqr.
Neptun natomiast znajduje sie w Rybach, wedrujac

mniej wiecej 100’ na péinoc od $wiecgcej z jasnoscia
obserwowana +5,1™ gwiazdy 29 Psc. W lipcu obie
planety zaczna przekraczac¢ wysokos¢ 30° nad potudniows
czesdcig niebosklonu, przy czym Saturn zaprezentuje
tarcze o jasnosci +1™ i érednicy 18", Neptun za$ $wieci

z jasnoscia +7,9™. Stosunek matej do wielkiej osi

w ukladzie pierécieni Saturna wyniesie 0,04.

Planeta Mars pokona w lipcu 21° na tle Barana i Byka.
15 lipca przejdzie 0,5° na potudnie od Urana, koniczac
miesiagc 7° na zachdd od Jowisza. Uran $wieci z jasnoscia
+5,8™ i poczatkowo zginie w zorzy porannej, lecz do
konica miesiaca jego widoczno$¢ znacznie sie poprawi. Tej
planety nalezy szukac jakies 6° na potudniowy zachdd od
Plejad, a najblizsza w miare jasng gwiazda jest Swiecaca
z jasnoscia +5,5™ 13 Tau, do ktérej Uran do konca lipca
zmniejszy dystans do 1,5°. Blask Marsa wynosi +0,9™,
czyli poréwnywalnie do pobliskiego Aldebarana w Byku.

Ostatnia widoczna rano planeta jest Jowisz. Poczatkowo
okoto godziny 3:30 wznosi sie on na wysokos¢ zaledwie 8°,
ale do konca lipca o tej samej porze przekroczy

wysokos¢ 20°. Jowisz znajduje si¢ w gwiazdozbiorze
Byka, wedrujac kilka stopni na péinoc od Hiad. 5 lipca
planeta przejdzie 2° na péinoc od gwiazdy Ain (¢ Tau),
czyli najbardziej na pélnoc wysunietej jasnej gwiazdy tej
gromady. Do konica miesigca jasnosé planety zwiekszy sie
do —2,1™, a $rednica jej tarczy do 35”.

Na poczatku lipca ostatnie trzy planety odwiedzi Ksiezyc
przed nowiem. 1 lipca Srebrny Glob zaprezentuje tarcze
w fazie 26%, docierajac na 8° na zachdéd od Czerwonej
Planety. Dobe p6Zniej zmniejszy on faz¢ do 17%,
przesuwajac si¢ na pozycje 6° na péinocny wschod od
Marsa i jednoczesnie 4,5° na péinocny zachéd od Urana.
8° na lewo od ksigzycowej tarczy da si¢ dostrzec Plejady.
Faza Ksiezyca 3 lipca spadnie ponizej 10%. Niecate 5° pod
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nim pokaze si¢ Jowisz, a kolejne 5° dalej w tym samym
kierunku znajdzie sie Aldebaran, ale przy wysokosci
zaledwie 3,5° jest trudny do dostrzezenia. Tarcze Ksiezyca
da sie jeszcze odnalezé 4 lipca, gdy o Swicie, w fazie
jedynie 4%, wzniesie si¢ na wysoko$é 8°. El Nath, druga
co do jasnosci gwiazda Byka, znajdzie si¢ 4° na lewo od
niej, 12° na prawo zas Jowisz.

W nocy z 5 na 6 lipca Ksiezyc przejdzie przez néw

i przeniesie sie na niebo wieczorne, gdzie odwiedzi kilka
jasnych ciatl niebieskich, wszystko jednak zdarzy sie
nisko nad horyzontem. 7 lipca Srebrny Glob spotka si¢

z Merkurym majacym jasno$¢ —0,2"". Okolo godziny 21:45
Ksiezyc pokaze tarcze w fazie 4% na wysokosci 5°,
Merkurego zas nalezy szukaé jakie$ 1,5° od brzegu
ksiezycowej tarczy, na godzinie 7 wzgledem niej. Dwa dni
pézniej Ksiezyc zwigkszy faze do 15% i dotrze na 3° do
Regulusa, najjasniejszej gwiazdy Lwa. 10 lipca Ksiezyc
w fazie 22% zakryje gwiazde 5. wielkosci y Leonis.
Zjawisko zacznie sie okoto godziny 21:25 przy zachodzie
Stonca. Ale w potudniowo-wschodniej czesci kraju
powinno daé sie je zaobserwowaé przez lornetke.

13 lipca Ksiezyc osiagnie I kwadre, zblizajac sie do Spiki,
najjasniejszej gwiazdy Panny na odlegtosé¢ 3°, by dwa
dni pézniej przejsé 4° pod Zuben Elgenubi w Wadze,
zwigkszajac przy tym faze do 68%. 17 dnia miesigca
tarcza Srebrnego Globu stanie si¢ jeszcze bardziej pyzata,
prezentujac faze 85%. Tej nocy zajmie ona pozycje 0,5° na
poludnie od Antaresa, najjasniejszej gwiazdy Skorpiona.
21 lipca przypada pelnia Ksiezyca, a w nocy z 24 na

25 lipca spotka sie on z Saturnem, zmniejszajac do tej
pory faze do 84%. O godzinie 23 oba ciata przedzieli
dystans okoto 50’.

28 lipca Srebrny Glob znowu pokaze tarcze oswietlonag

w polowie, tym razem jednak zaprezentuje on swoja,
zachodnia czgsé, §wiecac mniej wigcej 7° na potudnie

od jasnych gwiazd Barana. Dwa dni pdZniej jego tarcza
zmniejszy faze do 29% i dotrze 2° na wschéd od Plejad.
Jednoczesnie 6° na potudniowy zachdd od niej znajdzie sie
Uran, 2° na poludniowy wschéd za$ — Mars. Ostatniego
poranka miesigca o$wietlony w 20% Ksiezyc przejdzie

5° na péloc od Jowisza.

10 lipca maksimum swojej jasnosci osiagnie

miryda y Cygni, zmieniajaca jasnosé¢ od 43,3 do
+14,2™ w okresie 408 dni. W tym czasie powinna ona
przekroczy¢ jasnos¢ +4,5™, a zatem dacé sie tatwo dostrzec
goltym okiem. W lipcu x Cygni géruje okoto péinocy na
wysokoéci ponad 70°. Mozna ja odnalezé na linii taczacej
gwiazde 1 Cyg z Albireo (8 Cyg), mniej wiecej 2,5° od
pierwszej z wymienionych gwiazd.

W tym miesiacu przez opozycje przejdzie planetoida
Ceres, jasniejac do okoto +7,3™. Ceres porusza sie ruchem
wstecznym i przez caly lipiec pokona w ten sposob

okoto 6° na tle gwiazdozbioru Strzelca, przechodzac

na poczatku miesiaca 1,5° na potudnie od gwiazdy

3. wielkoéci 7 Sgr, by 8 lipca przejsé 0,5° od jasniejszej

0 0,7™ Ascelli (¢ Sgr). Niestety podczas gérowania Ceres
nie przekroczy wysokosci 10° nad widnokregiem.

Ariel MAJCHER



ktualnosci (nie tylko) fizyczne

Piknik na skraju fizyki

Dawno temu, w Delcie 3/2017, opisywalem zjawisko nadmiernej produkcji
pewnego rodzaju par elektron-pozyton w rozpadach wzbudzonych jader berylu
zaobserwowane w wegierskim laboratorium Atomki. Mogtoby to wskazywaé
na istnienie nowego rodzaju czastek elementarnych spoza Modelu Standardowego —
bozonéw, roboczo nazwanych X17, o masie okolo 17MeV /c?, czyli ponad pieédziesiat
razy lzejszych od protonu. Obserwacje te zaintrygowaly fizykow, ktérzy przymierzyli
sie do wyjasnienia zjawiska w ramach znanej fizyki. W rezultacie mogtem meldowaé
w Delcie 4/2021, ze, jak wiele innych, i ta anomalia umarta po cichu.

Non ommnis moriar. Jeszcze w 2019 roku ukazal sie kolejny preprint wegierskiego

zespotu (ktérym dowodzi Attila Krasznahorkay), w ktérym opisywano
analogiczne zjawisko w rozpadach wzbudzonych jader helu. Takze w tym
przypadku nadmierna produkcja par elektron-pozyton mialaby by¢ wyjaéniana
istnieniem bozonu X17. Pézniej raportowano jeszcze analogiczny efekt dla jader
wegla. Wigkszos¢ tych doniesient przeszla przez pelen proces recenzyjny

i ukazata si¢ na lamach powaznych czasopism naukowych wydawanych przez
American Physical Society. W 2022 roku zesp6t wydat jeszcze jeden preprint —
o wychwycie protonu przez jadra litu, w wyniku ktérego powstawalo wzbudzone

jadro berylu oraz foton. Takze w tym do$wiadczeniu autorzy zaobserwowali,
ze w niektorych sytuacjach wytwarzanych jest zbyt wiele par elektron-pozyton.
Na ratunek interpretacjom tych wynikéw znéw przychodzit bozon X17.

Gdzie zatem szampan i Nagroda Nobla? Co powstrzymuje swiat fizykéw przed
przyjeciem X17 do rodziny uznanych czastek elementarnych?

X17 méglby ujawnié sie na wiele sposobow w réznego rodzaju doswiadczeniach
prowadzonych przez inne grupy fizykéw. Przykladem moze byé eksperyment
NAG64 przeprowadzony w CERN. Wiazka wysokoenergetycznych elektronéw,

o energiach 100 lub 150 GeV, rozprasza si¢ na jadrach atomowych, w wyniku
czego moglyby powstawaé rézne nowe czastki — oczywiscie jesli istnieja i taka
produkcja jest zgodna z zasada zachowania energii. Jesli taka nowa czastka
bytby X17, wyprodukowalby pare elektron-pozyton, ktéra nastepnie zostalaby
zarejestrowana w detektorze. Niczego takiego jednak nie zaobserwowano,

co nie wyklucza wprawdzie obecnosci X17, ale ogranicza prawdopodobienstwo
oddziatywania tej czastki z elektronami i pozytonami.

Innym przejawem istnienia X17 bylby wplyw tej czastki
na tzw. anomalny moment magnetyczny elektronu,
czyli sposob, w jaki elektrony oddzialuja z polem
magnetycznym. Jednak pomiary przeprowadzone

w laboratoriach w Berkeley i w Laboratorium
Kastlera—Brossela w Paryzu nie wykazaly zadnych
efektéw zwiazanych z obecnoscia X17. Znowu nie
wyklucza to kompletnie mozliwoéci wystepowania tego
bozonu, ale dalej ogranicza, jak silnie oddzialuje on ze
znana materia. W szczegoélnosci wyniki eksperymentu
NA62 w CERN wskazuja na to, ze oddzialywanie X17
z kwarkami musi by¢ niezwykle stabe, bo inaczej
wplywaloby ono na bardzo rzadkie rozpady czastek
dziwnych, zwanych kaonami.

Ostatnie stowo w sprawie X17 moze nalezeé

do naukowcéw z Instytutu Paula Scherrera w Szwajcarii
zaangazowanych w doswiadczenia MEG II. Wprawdzie
gléwnym zadaniem tego zespotu jest poszukiwanie
bezneutrinowych rozpadéw dodatnio naladowanych
mionéw na pozytony i fotony, ktére sa zabronione

w ramach Modelu Standardowego, to zaprojektowany
przez nich detektor nadaje sie¢ idealnie do testowania
hipotezy produkcji X17 w procesie wychwytu protonu
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na jadrach litu. Takie eksperymenty zostaly juz
przeprowadzone, a wyniki beda prezentowane po raz
pierwszy podczas letnich konferencji w polowie lipca.
Kiedy zatem Czytelnicy Delty beda sie zapoznawaé

z biezacym numerem miesiecznika, moze bedzie juz
wiadomo, czy X17 to nowa — niespodziewana! — czastka
elementarna, czy tez fluktuacja statystyczna, ktéra
znikneta po wykonaniu wiekszej liczby dodatkowych
pomiarow.

Kraysztof TURZYNSKI

Dzickuje Tomaszowi Matulewiczowi z Wydziatu Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego za zwrdécenie uwagi na nowsa
aktywno$é¢ badawczg dotyczaca X17.

(1] A. J. Krasznahorkay et al., New evidence supporting the
existence of the hypothetic X-17 particle, arXiv:1910.10459

[2] A. J. Krasznahorkay et al., New anomaly observed in 1He
supports the existence of the hypothetical X17 particle, Phys.
Rev. C104 044003

[3] A. J. Krasznahorkay et al., New anomaly observed in 12C
supports the existence and the vector character of the
hypothetical X17 boson, Phys. Rev. C106 L061601

[4] N. Sas et al., Observation of the X17 anomaly in
the "Li(p, eTe™)®Be direct proton-capture reaction,
arXiv:2205.07744


https://www.deltami.edu.pl/2017/03/atomki-na-tropie-tajemnicy/
https://www.deltami.edu.pl/2021/04/aktualnosci-anomalie-umieraja-po-cichu/
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Przejscie graniczne
Barttomiej BZDEGA

Przypomnijmy krétko, ze liczba g jest granica ciagu liczbowego

(a) = (a1,a2,as,...), jesli dla kazdego € > 0, poczawszy od wyrazu o pewnym
indeksie N, (zaleznym od ¢), wszystkie kolejne wyrazy réznia si¢ od g o mniej
niz €. Piszemy

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

lim a, =g.
n—oo

Przytocze tu kilka przydatnych twierdzen dotyczacych granic.

Twierdzenie 1. Cigg (a) liczb calkowitych, ktéry ma granice g, jest od pewnego
wyrazu staly.

Dowdd. Dla n > Ny, otrzymujemy a,, €
co najwyzej jedna liczba caltkowita.
Twierdzenie 2. Niech ciggi (a) i (b) majq granice, odpowiednio, g, @ gp. Jesli
dla kazdego n zachodzi nieréwnosé a, < by, to gq < gp-

(9— 3,9+ 3), aw tym przedziale jest

Dowdéd. Przypusémy, ze g, > gp, i niech € =
otrzymujemy sprzecznosc:

2(ga — 9»)- Dla odpowiednio duzych n

bn < gpt+e=9gs —€ < ay.

Twierdzenie 3 (o trzech ciggach). Ciggi (a), (b), (¢) spelniajg dla kazdego n

nieréwnosc¢ a, < b, < ¢, oraz ciggi (a) i (c) majg te samq granice g, to cigg (b)

tez ma granice g.

Dowdd. Niech € > 0 bedzie dowolne. Dla odpowiednio duzych n zachodza

nieréwnosci:

g—e<ap,<b,<c,<g+e,

wiec liczba g jest granica ciagu (b) na mocy definicji.

Cwiczenia

1. Czy w twierdzeniu 2 mozna obie nieréwnosci nieostre zastapi¢ ostrymi?

2. Niech g, i g, beda, odpowiednio, granicami ciagéw (a) i (b). Udowodnié, ze
jesli gq < g, to dla wszystkich dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnosé
an < by.

3. Czy obie nieréwnosci ostre z poprzedniego zadania mozna zastapic¢
nieostrymi?

Zadania

4. Dany jest ograniczony ciag liczb calkowitych nieujemnych (a). Niech

by = {/a? +af +...+al
Wykazaé, ze jesli w ciagu (b) jest nieskoriczenie wiele liczb calkowitych, to
wszystkie jego wyrazy sa catkowite. (LXIX OM, II stopien)
(Cigg (a) nazywamy ograniczonym, jesli istnieje taka stala M, Ze |an|

dla n catkowitych dodatnich.

<M dla
wszystkich n ).

5. Wielomiany P i D maja wspolczynniki catkowite, przy czym wielomian D
jest unormowany. Dla kazdej liczby calkowitej n liczba P(n) jest podzielna
przez liczbe D(n). Udowodnié¢, ze wielomian P(x) jest podzielny przez
wielomian D(x).

(Wielomian unormowany to taki, ktéry ma wspélczynnik 1 przy najwyzszej potedze).

6. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R, ktore dla kazdej pary liczb
rzeczywistych z, y spelniajg réwnosé

fla+f@+y) =fl@—y) + f(2)

7. Dany jest trjmian kwadratowy f(z) = az? + bz + ¢ o wspdtezynnikach
rzeczywistych. Dla kazdej liczby calkowitej n wartosé f(n) jest kwadratem
pewnej liczby catkowitej. Udowodnié, ze f(z) = (dx + €)? dla pewnych liczb
calkowitych d i e. (LI OM, II stopien)

8. Funkcja f: Ry — R spelnia dla kazdego z > 0 réwnosé

(f(a:) — 1) (f(a:) + 1) =(x—-1f(z+1).
Dowiesé, ze jesli f(z) > 0 dla kazdego = > 1, to f(z) >
(VIII WLM, zestaw C)

x dla kazdego x > 1
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https://deltami.edu.pl/2021/11/gdzie-sie-podzialy-tamte-funkcyje/
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