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Pomystem bardziej realistycznym niz
sztywna sfera jest np. konstelacja duzej
liczby gromadzacych $wiatto gwiazdy
»satelitéw” krazacych wokét niej; takie
urzadzenie nazywa si¢ ,rojem Dysona”.
Napiszemy o nim przy innej okazji.

Astrofizyka sfery Dysona
Michat BEJGER*

Kosmiczne urzadzenie zwane obecnie sfera Dysona zostalo zaproponowane przez
Freemana Dysona w latach 60., w pionierskich czasach projektu poszukiwania
pozaziemskich cywilizacji SETI (ang. Search for ExtraTerrestrial Intelligence).
Oryginalny pomyst byl do$é¢ ogdlnym stwierdzeniem, ze wystarczajaco dlugi
rozwdéj pozaziemskiej cywilizacji moze doprowadzi¢ do stworzenia przez nia
»sztucznej biosfery, ktéra catkowicie otacza gwiazde macierzysta”, na przyklad
w celu czerpania z niej energii. Taka megastruktura bylaby budowla na skale
planetarna, ktéra jest z oczywistych wzgledow calkowicie poza zasiegiem naszej
cywilizacji — tak teraz, jak i w przewidywalnej przysztosci.

Interesujace sa oczywiscie szczegdly. Wkrétce po przedstawieniu pomysthu,

w odpowiedzi na zastuzong — jak zaraz zobaczymy — krytyke, Dyson
doprecyzowal, ze ,sfera” niekoniecznie musi by¢ sztywna (monolityczna) bryla
swykonana z jednego kawalka”, poniewaz tak zaprojektowana struktura nie
bylaby odporna na rézne niestabilnosci.

Jak to zwykle bywa, koncepcja sfery w literaturze popularnej i science-fiction
wyprzedza samego Dysona. On sam przypisywal ten oryginalny pomyst powiesci
»oprawca gwiazd” Olafa Stapledona z 1937 roku. W fantastyce naukowej
pomysl nie pojawia sie zazwyczaj jako réj wielu obiektow, ale jako pojedynczy
twor wielkoSci planety lub jeszcze wieksza megastruktura, jak np. w serialu
telewizyjnym ,,Star Trek: The Next Generation”, w odcinku pt. , Relikty”

z 1992 roku, ktéry przedstawia monolityczna sfere umozliwiajaca zycie po
wewnetrznej stronie. Megastruktura o podobnej budowie pojawia sie tez

w powiesci fantastycznonaukowej ,Pierscien” Larry’ego Nivena (1970), jako
otaczajacy gwiazde gigantyczny pierscien wykonany z bardzo wytrzymalego
materiatu, obracajacy sie w celu zapewnienia przyciagania niezbednego do zycia
na jego wewnetrznej powierzchni.

Pierwszy raz sformulowanie ,sfera Dysona” w literaturze pojawia sie dzieki
Nikotajowi Kardaszowowi w 1964 roku, ktéry skategoryzowal cywilizacje

pod wzgledem poziomu ich rozwoju. Podczas gdy nasza cywilizacja jest

typu 0, cywilizacje typu II sa zdolne do kontrolowania calej energii swojej
gwiazdy. Niektére inne przyktady zaawansowania takich cywilizacji to
wspomniany juz wczesniej monolityczny pierécien Nivena wokoét gwiazdy, satelita
Harropa—Dysona, ktory wykorzystuje strumien czastek wiatru stonecznego
zamiast fotonoéw do generowania energii, czeSciowe sfery Dysona wykorzystywane
jako miedzygwiezdny naped; jak to dziala, zobaczymy ponizej. Jesli chodzi

o sfery Dysona, zaproponowano ich istnienie wokoét przeréznych astronomicznych
obiektéw: bialych kartéow, gwiazd neutronowych, rentgenowskich uktadéw
podwdjnych, a nawet czarnych dziur.

Przedyskutujmy teraz kilka cech, a w zasadzie inzynieryjnych problemoéw
zwigzanych z praktyczng implementacja sfery Dysona.

Zgodnie z prawem Gaussa, podobnie jak w przypadku sity elektrostatycznej,
potencjal sity grawitacyjnej wewnatrz jednorodnej, pustej w srodku sfery jest
rowny zero, a na zewnatrz jest taki jak od masy punktowej. Oznacza to, ze
sita, z jaka sfera dziala na mase umieszczong w jej wnetrzu, jest réwna zero.

W konsekwencji sita, z jaka masa (np. gwiazda) znajdujaca siec wewnatrz

dziata na sfere, jest rowniez réwna zero. Inaczej méwiac, sfera nie oddziatuje

z masami znajdujacymi sie wewnatrz niej, a masy wewnatrz nie oddziatuja

na nia. Srodki masy sfery i gwiazdy nie sa grawitacyjnie sprzezone: pozostaja
w stanie marginalnej (neutralnej) stabilnodci wzgledem siebie, tzn. w konfiguracji
rownowagi, ktora nie jest ani stabilna, ani niestabilna. W praktyce brak
stabilno$ci oznacza, ze uklad sfera-gwiazda wymagalby aktywnej korekcji zmian
pozycji wywolanej przez sity perturbacyjne, aby zapobiec zderzeniu.

Uwzglednijmy kluczowy aspekt urzadzenia, czyli fakt, ze gwiazda Swieci, a sfera
pochlania jej $wiatlo. W konsekwencji sfera odczuwa cisnienie promieniowania.
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Oczywiscie niesymetrycznosé
promieniowania, np. z powodu aktywnosci
gwiazdy, bedzie dziala¢ destabilizujaco na
neutralng réwnowage uktadu
sfera-gwiazda.

Modul Younga przyjmuje wartosci rzedu
10 GPa (gigapaskali) dla materiatu typu
drewno, 100 GPa dla metali, 10° GPa dla
diamentu. Hipotetycznie mozliwa
alotropowa odmiana wegla, karbin, ma
szacowany modul Younga ~ 30 razy
wiekszy od diamentu.

Jednak ze wzgledu na to, ze ped wszystkich fotonéw wyemitowanych przez
gwiazde jest w sumie réwny 0, nawet asymetryczna powloka otaczajaca
gwiazde nie zyska w ten sposéb dodatkowego pedu. Poniewaz fotony znajduja
sie wewnatrz sfery, raz wyemitowane nieuchronnie uderza w inna jej czesé

i przekaza swéj ped. Oznacza to, ze wypadkowa sila zwiazana z ci$nieniem
promieniowania ma warto$¢ 0. Umozliwienie fotonom ucieczki na zewnatrz
przez otwor w wybranym punkcie sfery moze natomiast zapewni¢ mechanizm
sterowania pozycja sfery wzgledem gwiazdy, a nawet stanowi¢ pewnego rodzaju
naped calej struktury.

Jak wytrzymala musi by¢ monolityczna sfera Dysona? Kazdy element
powierzchni dA powinien znajdowaé sie w stabilnym polozeniu wzgledem
gwiazdy. Mozna sprébowaé ustabilizowaé site przyciagajaca grawitacji

gwiazdy sila odsrodkowa, wynikajaca z obrotu sfery wokoél wybranej osi,

ale nie jest to mozliwe w przypadku monolitycznej sfery, poniewaz bieguny
beda do$wiadczatly innej sily odsrodkowej niz okolice réwnika, co wywola

site dazaca do splaszczenia sfery. W praktyce materia nie jest nieskonczenie
sztywna, 1 bedzie sie deformowaé, gdy sily Sciskajace przekrocza krytyczna
wytrzymalo$é elastyczna. Dla sfery o promieniu R i grubosci AR mozna
rozwazy¢ przypadek, gdy przekroczona jest wytrzymalto$é plastyczna

materialu o, co wiaze si¢ z krytycznym cisnieniem py,yt p, = 20,AR/R,

albo gdy odksztalcenie od sferycznosci przekroczy krytyczny rozmiar, co

wiaze sie z ciénieniem piyyi.o =~ E (AR/R)2, gdzie E jest modutem Younga
(stosunkiem naprezenia do wzglednego odksztalcenia liniowego). Sila grawitacji
gwiazdy o masie M dzialajaca na jednostke powierzchni sfery o gestosci p to
Paraw = GMARp/R?, zatem krytyczny modul Younga wynosi Eiyt = GMp/AR.
Dla typowych danych, M = 1 M (masa Stonica), p=1g/ cm® (gestos¢ wody) oraz
AR = 10m, dostaniemy Fi,y¢ ~ 10'3 GPa, czyli wartoé¢ przekraczajaca E dla
najwytrzymalszych materialéw o czynnik rzedu miliard.

Czy zwigkszenie AR oraz zmniejszenie p byloby rozwiazaniem? Wartosci

AR = 100km oraz p = 0,1 g/cm3 zmniejszaja Fiys do wielkosci ,,jedynie”

10* wiekszej od karbinu. Dla sfery o promieniu R réwnym jednej jednostce
astronomicznej (odleglodci Ziemia-Slonice) oznaczaloby to mase sfery ~ 1,4 Mg,
czyli niezaniedbywalng z punktu widzenia samograwitacji sfery. Rozwiazaniem
moze byé¢ zmniejszenie gestosci powierzchniowej sfery tak bardzo, jak to
mozliwe. Dla przyktadu jasnos$é Stonica jest réwna Lo = 3,8 - 1026 W, a zatem
calkowity strumien promieniowania przez powierzchnie o promieniu r

wynosi f = Lg/(47r?), co daje cinienie py = f/c, gdzie ¢ oznacza predkosé
Swiatla. Jesli promieniowanie ma by¢ réwnowazone przez site grawitacji

F = GMgpsdA/r?, gdzie ps jest gestoscia powierzchniowa, a dA powierzchnia
elementu o masie m = p,dA, to z poréwnania ci$nienn py = py, = F,/dA dostajemy
ps ~ Lo /(4rGMge) ~ 1g/m?, czyli gestosé poréwnywalng do bardzo cienkich
folii. Trudno powiedzie¢, czy taka sfera bylaby w stanie przetrwa¢ w warunkach
kosmicznych.

Jak wyglada sytuacja, gdy sfere co$ zaburzy? Poniewaz monolityczna sfera nie
jest dynamicznie stabilna, trzeba jako$ przeciwdziataé sitom perturbacyjnym,
by utrzymacé ja w stanie réwnowagi. Sila powodowana przez mase m, (np.
planete znajdujaca sie w ukladzie) w odleglosci r od sfery Dysona o masie m
i promieniu R to z grubsza Fpe = Gmm,/r? (oczywidcie zakladamy tu, ze

R < r). W celu zniwelowania tego przyspieszenia sfera moze byé wyposazona
w silniki odrzutowe wyrzucajace czes¢ jej masy z predkoscia v, wywierajac

w ten sposoéb sile Fig,., = 1w, ktérej odpowiada moc Pyqy, = mv2/2. Utrata
masy przez sfere jest wiec réwna m = Ffdrz / Podrz, €O 0znacza czas zycia sfery
T =m/m = 2Pya,,m/F2,.,. Dla Fpert = Foar, dostaniemy:

4 —1 —2
_ 2Poar? (Podrz) ( r ) (m) (Tnp) 1900 Lat.
Lg 1j.a. Mo Mo,

- GPmm?
Wynik zapisaliSmy w postaci iloczynu bezwymiarowych stosunkéw
wystepujacych tu wielkoéci do typowych wartosci, uzyskujac w konsekwencji

2

T



Przy pisaniu tego tekstu obficie
korzystatem z artykulu J. T. Wrighta:
,Dyson Spheres”, Serbian Astronomical

Journal, 200, 1 (2020) larXiv:2006.16734.

Al

Rozwigzania na str.

skale czasu rowng okoto 200 lat. Za typowa warto$¢ masy przyjeliémy mase

Jowisza mq_. Poniewaz sfera jest zasilana energia gwiazdy, to oczywiscie
Podrz
L

< 1, a w praktyce stosunek ten bylby zapewne znacznie mniejszy od 1.
Aby sfera o masie mq_ byta stabilna przez wystarczajaco dlugi czas (np.

7 > 10 milionéw lat), w okolicy 1 j.a. nie moze znajdowaé sie zadne cialto

0 masie wiekszej niz 10_2mqk. Jedli w ukladzie nie ma planet, poniewaz np.
zostaly wykorzystane do budowy sfery, to wydaje sie, ze stabilno$¢ dzigki
napedowi zasilanemu $wiatlem gwiazdy moze wystarczyé¢ w kosmicznych skalach
czasowych. Alternatywnie, sfera moze wykorzystywaé mase gwiazdy jako paliwo
do stabilizacji swojej pozycji.

Jak wida¢, monolityczna sfera Dysona wydaje si¢ interesujacym pomystem
teoretycznym, ale moze sprawi¢ pozaziemskiej cywilizacji wiele praktycznych
ktopotow. Z drugiej strony cywilizacja zdolna do manipulacji obiektami w skali
gwiazdowej z pewnoscia daje sobie rade z wigkszymi problemami.

i Zadania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1789. Okrag o srodku w punkcie I jest wpisany w trojkat ABC i jest
styczny do bokéw BC i AB odpowiednio w punktach A; i Cy. Na odcinku BCy
obrano punkt X taki, ze IX = IC. Udowodnié, ze srodek odcinka XC' lezy na
odcinku A;C.

M 1790. Funkcja f: R — R dla wszystkich z,y € R spelnia nieréwnosé
f(@® +2y) > f(2® + 3y).
Udowodni¢, ze f jest funkcja stala na zbiorze dodatnich liczb rzeczywistych.

M 1791. Kazdy wierzcholek n-kata wypuklego F (n > 4) malujemy na

biato lub czarno. Przekatna F nazwiemy kolorowg, jesli jej konce sa réznego
koloru. Kolorowanie wszystkich wierzchotkéw F nazwiemy dobrym, jesli F
mozna podzieli¢ na tréjkaty kolorowymi przekatnymi, ktore nie maja punktow
wspolnych innych niz wierzchotki F. Wyznaczy¢ liczbe dobrych kolorowan.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1101. Pokonywanie zakretu ze zbyt duza predkoscia konczy sie poslizgiem
i wypadnieciem z tuku drogi lub przewrdceniem pojazdu (tzw. dachowaniem).
Znajdz warunki, w jakich nastepuje pierwszy lub drugi przypadek. Samochéd
o masie m pokonuje zakret o promieniu R z predkoécia v, wspdélczynnik tarcia
opon o powierzchnie drogi wynosi f, a przyspieszenie ziemskie g. Droga

jest pozioma. Srodek masy pojazdu znajduje sie na wysokosci h nad droga,

w polowie odlegloséci d miedzy kotami.

F 1102. W wyniku zderzen neutronéw promieniowania kosmicznego z atomami
atmosferycznego azotu N powstaja atomy wegla 14C, ktére reaguja

z atmosferycznym tlenem, tworzac czasteczki dwutlenku wegla CO,. Izotop 4C
jest nietrwaly i w przemianie 8~ rozpada sie do '“N z czasem polowicznego
zaniku 1y /5 = 5730 lat. Ogromna wigkszos$¢ czasteczek CO2 w atmosferze
zawiera stabilny izotop '?C, przy czym stosunek liczb czasteczek z atomami
14C i 12C pozostaje staty w czasie (dynamiczna réwnowaga proceséw tworzenia
i rozpadu *C). W wyniku fotosyntezy w takim samym stosunku izotopy wegla
sa przyswajane przez organizmy zywe (dopdki pozostaja zywe). W ruinach
starozytnego miasta archeolodzy znalezli papirusowy zwéj, w ktérym stosunek
atoméw 4C i 12C wynosil 80% wartosci mierzonej we wspélczesnych roglinach.
Kiedy powstal badany zwdj?
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* Politechnika Lubelska

Przez graf rozumiemy pare
uporzadkowang (V, E), w ktérej V'
jest ustalonym zbiorem wierzcholkow,
a E zbiorem krawedzi traktowanym
jako pewien podzbiér zbioru

{{v,w} :v,w € V, v # w}. Krawedz
{v,w} bedziemy dla uproszczenia
oznaczaé jako vw.

W rozwazanym przykladzie ten
izomorfizm juz znalezliSmy: f(vi) = va,

f(v2) = vs, f(v3) =wva, f(va) = v1.

Samo narysowanie tych graféw to jedno,
ale trzeba jeszcze pokazad, ze zadne dwa
z nich nie sg izomorficzne oraz ze zadnego
nie brakuje.

Problem izomorficznos$ci graféw nalezy do
klasy NP (dla danej funkcji f latwo
sprawdzié, czy jest ona izomorfizmem),
ale nie wiadomo, czy jest NP-zupelny ani
czy nalezy on do klasy P. Wprowadzenie
do klas zlozonosci Czytelnik znajdzie

w artykule W. Czerwinskiego Dlaczego
problem P = NP jest tak trudny? (A3,).

Ile jest grafow?
Adam GREGOSIEWICZ*

Duzo. A nawet nieskoriczenie wiele! Taka odpowiedZ nie jest zbyt ciekawa,
wiec sprébujmy zadaé pytanie bardziej konkretne. Moze: ile jest grafow

o n wierzchotkach? W tym przypadku odpowiedz nie jest by¢ moze zupelnie
oczywista, ale ciagle malo interesujaca. R6znych par wierzchotkéw jest tyle
samo co wszystkich dwuelementowych podzbioréw zbioru n-elementowego,
czyli (g) Poniewaz kazda taka para moze by¢ lub nie byé polaczona krawedzia,
wiec graféw jest 2(5). Mamy jednak $wiadomo$é, ze pewne z tych graféw

sa w zasadzie identyczne — réznia sie tylko etykietami, ktére nadaliémy
wierzchotkom. Na przykltad dla n = 4 grafy

V1 V2 U1 V2
V4 Nvg msz
maja inne zbiory krawedzi, ale tak naprawde sa jednakowe. Wystarczy bowiem

w pierwszym grafie zmieni¢ numeracje wierzchotkéw: vy — va, v9 — v3, V3 — Uy,
vg — v1. Takich graféw nie chcemy zlicza¢ osobno.

Powinnismy w jaki$ sposéb utozsamié grafy, ktore réznia si¢ wylacznie nazwami
wierzchotkéw. Powiemy, ze dwa grafy G = (V,E) i G' = (V', E’) sa izomorficzne,
jezeli istnieje taka bijekcja f: V — V') ze

vw € FE f) f(w) e E
dla dowolnych v,w € V. Intuicyjnie, dwa grafy sa izomorficzne wtedy i tylko
wtedy, gdy da sie¢ je narysowaé¢ w ten sam sposéb.

wtedy i tylko wtedy, gdy

Mozemy teraz zapytac:
1le jest nieizomorficznych graféw o n wierzchotkach?

Dla n =1 taki graf jest tylko jeden i nie ma zadnych krawedzi: e
W przypadku n = 2 istnieja dwa rézne grafy: @ o i e=me, a dla n = 3 cztery:

A

Troche trudniej wyznaczyé wszystkie nieizomorficzne grafy zbudowane na

czterech wierzchotkach, ale po paru minutach znajdziemy je wszystkie:
l ° l I [ °

° ° ° I ] I
° ° °

Oznaczajac liczbe nieizomorficznych graféw o n wierzchotkach przez G,
sprawdzilidmy, ze G; = 1, G2 = 2, G3 = 4 oraz G4 = 11. Dla wiekszych
wartosci n znalezienie GG, staje sie coraz trudniejsze, nawet przy pomocy metod
komputerowych. Powodem jest to, ze nie znamy zadnego szybkiego (dzialajacego

w czasie wielomianowym) algorytmu, ktéry sprawdzalby, czy dwa zadane grafy
sg izomorficzne.

[ ] [ ] Or——

Mozemy jednak stosunkowo tatwo oszacowac liczbe G,,. Ograniczeniem

gérnym jest oczywiscie 2(3), ale domys$lamy sie, ze nie jest to warto$é
optymalna. Sprobujmy znalezé sensowne ograniczenie dolne. Zastanéwmy sie,
ile graféw moze by¢ izomorficznych z danym grafem G. Z kazdym takim
izomorficznym grafem zwigzana jest dowodzaca izomorficznosci permutacja
wierzchotkéw G, wiec graféw izomorficznych z G jest co najwyzej tyle, ile
permutacji jego wierzchotkéw, czyli n!. (Jedli takich permutacji jest dokladnie n!,
to o grafie G méwimy, ze jest asymetryczny — wtedy kazde przeetykietowanie
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Kazdy graf asymetryczny ma co najmniej
szes¢ wierzchotkéw. Przyklad ponizej.

jego wierzchotkéw daje w efekcie inny graf). Skoro wszystkich graféw jest 2(2) ,
H

to z dokladnoscia do izomorfizmu jest ich co najmniej 2(5) /n!. Ostatecznie

~ n = 2(
n!

Zwréémy uwage, ze gdyby wszystkie grafy byly asymetryczne, to nieréwnoéé

z lewej strony stalaby sie réwnoscia. Wiemy, ze tak nie jest, bo dla kazdego n
istnieja grafy o n wierzchotkach, ktére nie sa asymetryczne (na przyktad grafy
pelne, czyli kliki), Jezeli jednak wyznaczymy, przy pomocy komputera, warto$é
G, dla malych n, to okaze sig, ze uzyskane dolne oszacowanie wcale nie jest
takie zle.

n 1 2 4 ) 6 7 8 9 10 11 12
G, 1 2 4 11 34 156 1044 12346 274668 12005168 1018997864 165091172592
2(3) /nt 1 1 2 3 9 46 417 6658 189373 9695870 902597328 154043277298

Erdés i Rényi wykazali, iz
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze losowo
wybrany graf o n wierzchotkach jest
asymetryczny, dazy do jednoéci przy

n — 400, a Pélya znalazl asymptotyke
Gy

Badanie graféw losowych zapoczatkowali
wspomniani Erdds i Rényi.

Nalezy mieé¢ swiadomosé, ze konstrukcja
przestrzeni probabilistycznej wymaga
uwagi. Mozemy utozsami¢ grafy losowe
z ciggami zero-jedynkowymi i traktowac
je jak liczby rzeczywiste z przedziatu [0, 1].
Pytanie o to, czy graf losowy ma zadana
wlasnosé, sprowadzamy w ten sposéb do
pytania o miare Lebesgue’a podzbioréw
odcinka jednostkowego. Pozwole sobie
jednak poming¢ mniej istotne szczegdly
techniczne.

Jezeli przeliczalnie wiele zdarzen ma
prawdopodobienstwo 0, to ich suma
réwniez.

Dla pelnej $cistosci powinnidmy sie w tym
miejscu powolaé na cigglos¢ miary
prawdopodobienstwa P.

n

W trzecim wierszu podaliSmy wartosci 2(3) /n! zaokraglone w gére. Duzym
zaskoczeniem wydaje sie fakt, ze to oszacowanie jest coraz lepsze wraz

ze wzrostem n i asymptotycznie okazuje sie optymalne. Méwi o tym

piekne i glebokie twierdzenie udowodnione przez Paula Erddsa, Alfréda
Rényiego i George’a Polye. Wykazali oni, ze prawie wszystkie grafy sg
asymetryczne, to znaczy przy n dazacym do nieskoniczonosci stosunek liczby
graféw asymetrycznych o n wierzchotkach do liczby wszystkich graféw

o n wierzchotkach dazy do jednego, co implikuje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie (Erdds-Rényi-Pélya, 1963 r.). Mamy

. Gn
lim — =1.
n—-+o0o 2(2)/n|

Na tym mogliby$my wlasciwie zakonczy¢, ale prawdziwy skarb ciagle na

nas czeka. Przejdzmy bowiem do graféw o przeliczalnej liczbie wierzchotkow.
Oczywiscie nieizomorficznych graféw tego typu jest nieskoniczenie wiele, ale nas
interesuje raczej to, jaka frakcje stanowia one w zbiorze wszystkich graféw. Aby
to pytanie uscisli¢, wprowadzmy pojecie grafu losowego.

Niech V' = {v;: i € N} bedzie ustalonym zbiorem wierzchotkéw. Ustawiamy w ciag
rodzine wszystkich podzbioréw dwuelementowych {v;,v;}, ¢ # j zbioru V' i dla
kazdego z nich rzucamy symetryczna moneta. Jezeli wypad?l orzel, to do zbioru
krawedzi E dodajemy krawedz v;v;. Tak skonstruowany graf G = (V, E) bedziemy
nazywaé grafem losowym. Mozemy teraz pytaé, jakie jest prawdopodobienstwo,
ze taki graf ma pewna zadana ceche.

Wprowadzmy nastepujaca wlasnosé:

(A) Dla dowolnych skoniczonych i roztacznych i skoficzonych zbioréw
wierzchotkéow U, W C V istnieje wierzcholek v € V', ktory sasiaduje ze
wszystkimi wierzchotkami z U oraz z zadnym wierzchotkiem z V.

Lemat. Prawdopodobieristwo, Ze graf losowy ma wlasnos$é (A) jest réwne 1.

Sprawdzimy, ze dopelnienie rozwazanego zdarzenia ma prawdopodobienistwo
réwne 0. Poniewaz réznych par (U, W) utworzonych z roztacznych i skoniczonych
zbiorow U i W jest przeliczalnie wiele, wystarczy, ze wykazemy teze dla
dowolnie wybranej pary. Przyjmijmy, ze zbiory U i W maja tacznie n
wierzchotkéw. To, czy wierzcholek v € V' ma ceche opisana w (A), jest
zdeterminowane przez wzajemna relacje miedzy v a wierzchotkami w U U W.
Poniewaz krawedzie losujemy niezaleznie, to prawdopodobienstwo tego, ze
wierzcholek v mie ma zadanej wlasnosci, jest rowne 1 — 27", Oznaczajac przez Ay
zdarzenie:

zaden z wierzcholkéw vy, ..., vg nie spelia (A),
widzimy, ponownie wykorzystujac niezaleznos¢, ze jego prawdopodobienistwo jest
réwne (1 —27")*. To implikuje limy_, 1 o, P(A) = 0 i koticzy dowdd lematu, gdyz

5



Przypominamy, ze rozwazamy tylko
przeliczalne grafy nieskoriczone.

Taki wierzchotlek istnieje
z prawdopodobieristwem 1 na mocy
lematu.

Podkreslamy, ze U U W zawiera tylko te
wierzcholki, na ktérych f zostala juz
zdefiniowana.

Graf Rado przy obcigciu do pierwszych
12 wierzcholtkéw

wlasno$é (A) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi dopelnienie zdarzenia

Sam lemat nie robi moze wielkiego wrazenia, ale wynika z niego bezposrednio, ze
istnieje tylko jeden nieskonczony graf losowy!

Twierdzenie (Erdds-Rényi, 1963 r.). Dwa nieskoriczone grafy losowe sq
izomorficzne z prawdopodobienstwem 1.

Dowdéd. Niech G = (V,E) i G' = (V', E’) beda nieskoriczonymi grafami losowymi.
Wykorzystujac technike tam @ z powrotem, zbudujemy izomorfizm f miedzy
nimi.

Przyjmijmy, ze V = {v1,vq,...} 1 V' = {wy,wq,...}, 1 potézmy f(v1) = wy.
Rozwazmy wierzcholek ws i znajdzmy w grafie G wierzcholek v; o tej wlasnosci,
ze 11v; € E wtedy i tylko wtedy, gdy wiws € E’. Niech f(v;) = we. Przejdzmy
do wierzchotka vy (lub vs, w razie gdyby v; = v9), i znajdzmy w grafie G’
wierzcholek wj, ktéry jest w tej samej relacji do wy i wa co vy do vy i v; —
chcemy, aby grafy zlozone z wierzcholtkéw {vi,v;,va} i {wi, we, w;} byly
izomorficzne. Definiujemy f(v2) = w;.

G~ N s ~ G’
| ——
U1 \
w1
wj
v | —t>
v >‘
w3
V4 -« |
. J . J

Powtarzamy opisang procedure w nieskonczonos¢. W kroku o numerze
nieparzystym (tam) znajdujemy pierwszy wierzchotek w zbiorze V|

powiedzmy vy, na ktorym funkcja f nie zostala jeszcze okreslona. Podzielmy
zbior wierzcholkéw, na ktérych funkcja f jest juz okredlona, na dwie czedci:
niech U zawiera sasiadéw v, a W reszte. Polézmy U’ = f(U) i W' = f(W).
Zbiory U’ i W’ sg skoficzone i rozlaczne, bo takie tez sa zbiory U i W. Z lematu
wiemy, ze istnieje w grafie G’ wierzchotek, ktory sasiaduje ze wszystkimi
wierzchotkami z U’ i zadnym wierzchotkiem z W’'. Wybierzmy taki wierzchotek
o najmniejszym indeksie, powiedzmy w,y,, i zdefiniujmy f(v,) = Wp,.

Analogicznie postepujemy w kroku o numerze parzystym (z powrotem).

Niech w,, bedzie pierwszym wierzcholkiem w zbiorze V', ktéry nie jest
warto$cig funkcji f. Aktualny zbiér wartosci funkeji f dzielimy na sasiadéw U’
wierzchotka w,, i reszte W’. Nastepnie znajdujemy w grafie G odpowiednik v,,
wierzchotka w,,, ktéry sasiaduje ze wszystkimi wierzchotkami z f~(U’) i nie
sasiaduje z zadnym wierzchotkiem z f~1(W’). Przyjmujemy f(v,,) = wy,.

Bezposrednio z konstrukeji funkcji f widaé, ze jest ona bijekcja miedzy zbiorami
wierzchotkéw G i G’ i zadaje poszukiwany izomorfizm. |

Erdés i Rényi pokazali, ze w pewnym sensie istnieje tylko jeden nieskonczony
graf losowy — jest to graf okreslony przez warunek (A). Nie wskazali jednak
zadnego konkretnego egzemplarza. Pierwszy przyktad zostal skonstruowany
przez Richarda Rado w 1964 roku. Graf Rado jest niezwykle urokliwy. Zbiorem
wierzchotkéw jest V=N, a m,n € V, m < n sa polaczone krawedzig wtedy

i tylko wtedy, gdy w zapisie dwojkowym liczby n na m-tym miejscu od prawej
strony wystepuje 1. Dla przykladu wierzchotki 4 i 10 sa polaczone krawedzia,
poniewaz zapis dwdjkowy liczby 10, czyli (1010)2, ma na 4. miejscu od prawej
strony jedynke. Uzasadnijmy, ze tak skonstruowany graf ma wlasno$é (A). Niech
U,W C V beda skonczone i rozlaczne. Dodajac w razie potrzeby nowy wierzcholek
do U, mozemy przyjacé, ze max U > max W. Wystarczy teraz zauwazyc¢, ze

V=73 ,cu 2" " ma wlasnoéé opisang w (A).
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Co to jest zycie? pytala prof. Magdalena Fikus

w swoim pierwszym artykule napisanym do Delty,
opublikowanym w wydaniu [4//1974 (czyli w czwartym
numerze!). Suche, encyklopedyczne odpowiedzi nie sa

w tym przypadku satysfakcjonujace. Zycie duzo lepiej jest
poznawaé z réznych stron, przygladajac sie jego blaskom,
cieniom i zawitoSciom. Czytelnicy Delty mieli mozliwos¢
odkrywaé¢ wspanialosé zycia wraz z prof. Fikus, $ledzac

prowadzong przez nig od 2010 roku rubryke Zycie na Zywo.

Jednak, jak to w Zyciu bywa, co zestal los, trzeba bedzie
stracié. 7 zyciowych powodéw 157. odcinek Zycia na
Zywo, opublikowany w numerze 6/2024, okazal sie
odcinkiem ostatnim. Bardzo dzieckujemy Autorce za tak
piekna podréz przez rézne zakamarki biologii i dzielenie
sie swoimi sktaniajacymi do refleksji przemysleniami na
najrozmaitsze, zyciowe tematy. Z tej podrozy wracamy
wraz z naszymi Czytelnikami wrazliwsi na wspaniatosci
otaczajacego nas $wiata.

takie jest
Zyci

Jednak, aby nie pozosta¢ w tym melancholijnym nieco
nastroju, mamy tez dla naszych Czytelnikéw bardzo
dobra wiadomosé. Uroczyscie oglaszamy powstanie
nowego dzialu, zatytulowanego Takie jest Zycie,
ktory poprowadzi dr Marta Fikus-Krynska. Tak wiec
w pewnym sensie bedzie to naturalna kontynuacja —
nie tylko z powodu tematyki.

Podczas rozméw o prowadzeniu nowej rubryki jej
Autorka przyznala sie nam: ,mam w zwyczaju
zastanawia¢ sie nad drobiazgami, do ktérych musiatam
dojrzec, zeby sie nimi zadziwi¢. Bo to jest moj motyw
przewodni: ciekawi mnie Swiat i niezmiennie zadziwia”.
Zyczymy zatem sobie i Czytelnikom, by$my wraz

z Marta Fikus-Krynska niezmiennie zadziwiali sie
Swiatem. A przystepujac do czytania pierwszego
felietonu z nowej serii, powiedzmy sobie z ciekawoscia
dziecka: Ach! a wiec wlasnie Takie jest Zycie!

Redakcja

Kon, jaki jest, kazdy widzi. A zebra?

W czerwcu 2017 roku w G6d na potnocy Wegier Gabor Horwath rozpoczyna
trwajacy 4 miesiace eksperyment. Na lace bedacej czescia konskiej farmy
umieszcza wraz ze wspolpracownikami 6 metalowych beczek wypelnionych
woda. Kazda pokryta jest innym materiatem, beczki beda modelami zwierzat:
bialej, czarnej i bezowej krowy, brazowego konia i zebry (w wariancie prostych

czarno-biatych paskéw i odwzorowania umaszczenia prawdziwego zwierzecia).
W czasach, kiedy ludzie wybieraja sie na Marsa, poznaja sekwencje genow
kolejnych zywych organizméw, tworza nanoboty i drukuja zapasowe narzady
dla czlowieka, wegierscy naukowcy staraja sie odpowiedzie¢ na pytanie wciaz
nurtujace $wiat: po co zebrom paski?

Weale nie wysmiewam tu wegierskiego eksperymentu. Temat nie jest latwy i ma
tradycje. Dyspute w tej kwestii rozpoczeli ponad 150 lat temu Darwin i Wallace,
a zrédla méwia o 18 hipotezach, ktére ttumacza istnienie paskowanych koni. Jak
to zbada¢? Zebry znane sa z niecheci do oswajania, a obserwacje w naturalnym
srodowisku przynosza szereg danych, ktore nadal nie daja jasnej odpowiedzi.

Po pierwsze, jest mozliwe, ze paski zebry pozwalajg unikaé drapieznikéw. Oto
warianty tej teorii: paski to kamuflaz — trudniej wypatrzy¢ zwierze w terenie
pelnym $wiatla i cieni; paski utrudniajg drapieznikom oszacowanie liczby
osobnikéw w stadzie — zwierzeta zlewaja sie w czarno-bialg plame; paski
ostrzegaja — nie atakuj, mam twarde kopyta i ostre zeby; wreszcie paski, mienigc
sie i poruszajac, sprawiaja, ze tropiciela drecza ztudzenia i jest skolowany.

Juz w XXI wieku badania przynosza kolejne konkurujace ze soba hipotezy.
Pierwsza: paski sprawiaja, ze zebry sa rzadziej gryzione przez pijace krew muchy.
Druga: paski wspomagaja termoregulacje ssakoéw zyjacych w goracym i suchym
klimacie o duzych dobowych amplitudach temperatury.

Pierwsza teza powstaje dzieki obserwacjom, ze muchy tse-tse i bakowate, choé
unosza sie nad zebrami, rzadziej na nich siadaja niz na pasacych sie obok
zwierzetach o jednobarwnym umaszczeniu. Owady prébuja ladowaé na skérze
zebry, jednak podchodzac do ladowania, ,,rozbijaja sie” o jej grzbiet i spadaja.
Wyglada na to, ze wzory utrudniaja owadowi wyczucie odleglo$ci. W badaniach
kontrolna grupe zwierzat stanowily konie przykryte derkami w czarno-biate
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paski, ktére takze okazaly sie mniej atrakcyjne dla much. Ot, praktyczna
wskazéwka dla hodowcéw rumakéw (a moze i dla nas?).

Inna linia badan miata poczatki w 1973 roku, kiedy pomiary wykonane w ZOO
w Anglii wykazaly, Ze czarne pregi zebr pasacych sie na stoncu byty o 9°C
cieplejsze niz biate. W sumie nic w tym dziwnego, wszak wiadomo, ze czarne
bardziej si¢ nagrzewa niz biate. Pozorna trywialnos$¢ tego odkrycia sprawita, ze
az 30 lat trzeba bylo czekaé na kolejne doniesienia na ten temat. W naturalnym
srodowisku w stoneczny dzienr czarne paski s nawet o kilkanascie stopni
cieplejsze od bialych. W pochmurny dzien réznicy nie bylo, a w czasie zimnych
afrykanskich nocy czarne paski okazaly sie chlodniejsze niz biale. Przy tej okazji
odkryto, ze w chlodny poranek wlosy czarnych paskéw unosza sie, a zwierzeta
ustawiaja sie bokiem do promieni wschodzacego storica.

Z tych faktéw ukuto hipoteze: w cieply dzien, dzigki réznicy temperatur
powierza nad paskami, wokét skéry zebry tworza sie prady wirowe i turbulencje
powietrza, ktére wydajnie chlodza skére zwierzecia.

I tu wracam do wegierskich badan. Cztery miesiace pomiaréw temperatury

we wnetrzu beczek wykazaly, ze najmniej nagrzewa sie biala, a najbardziej
czarna beczka. Niestety brak znaczacych réznic w temperaturze paskowanych

i szarych pojemnikéw nie potwierdzil teorii o chlodzacej naturze paskéw.
Kolejny argument przeciw przyniosta praca, w ktérej doktadnie byl rejestrowany
i analizowany obraz ruchu powietrza nad powierzchniami o réznym umaszczeniu
uwidoczniony dzigki efektowi Schlierena. Okazuje sig, ze o ile faktycznie
zachodza zawirowania gazu tuz nad czarno-bialymi paskami, sg one wyrazne
jedynie w stojacym powietrzu, co na Afrykanskiej sawannie prawie si¢ nie
zdarza. Wystarczy niewielki podmuch wiatru lub ruch zwierzecia, zeby warstwa
powietrza, ruszajaca sie w sposob zalezny od koloru paskéw, kurczyla sie do

1 cm, a to nie wystarczy, zeby skutecznie schlodzi¢ skore zebry.

Zatem teoria o unikaniu paskowanych powierzchni przez pijace krew muchy
trzyma si¢ mocno. Ostatnie badania z 2022 roku wykazuja, ze réznica
temperatur miedzy paskami utrudnia muchom precyzyjne wyczucie na

skoérze zebry polozenia zyl, co skutkuje nietrafionymi uktuciami i narazeniem
sie na $mier¢ z powodu reakcji zwierzecia. Ta komplikacja w powigzaniu

z trudno$ciami z precyzyjnym ladowaniem mogla zostaé utrwalona w procesie
ewolucji.

A termoregulacja? Koniowate przetrwaly na ewolucyjnym szlaku dzieki temu, ze
bedac ofiara na czterech nogach, wyksztalcily ultraczule zmysty i mozliwo$é
uruchomienia w ciggu utamka sekundy miesni do wprawienia wazacego

kilkaset kilograméw ciala w cwal. Wzrost temperatury ciata, dzieki grzejacym
si¢ ekspresowo mig$niom, musiat potaczy¢ sie ze szczegdlnie wydajnym
sposobem schladzania. Koniowate poca sie zatem duzo i cala powierzchnia
ciala. W 1986 roku oczyszczono i scharakteryzowano niewielkie biatko, ktére
stanowi (az) kilka procent potu koni, ostéw i zebr. Nazwane ,latherin”, od

ang. lather — piana, nalezy do grupy bialek znajdowanych w $linie wiekszosci
ssakow, bedacych tzw. surfaktantami — czynnikami zmniejszajacymi napiecie
powierzchniowe wody. W wyniku ewolucji u koniowatych lateryna zaczeta byé
produkowana takze przez gruczoly potowe. Pokryte wodoodporng sierscig
zwierzeta uzyskaly mozliwo$é zmoczenia wloséw w razie przegrzania. Woda,
dzieki laterynie, nie paruje jedynie na powierzchni skory, ale rozprowadzana
jest takze az po koniuszki wloséw. A to skutecznie chlodzi: aby przeksztalcié

1 g wody w temperaturze pokojowej w pare wodna w tej samej temperaturze,
potrzeba az 584 cal. Za$ skutki zmniejszenia napiecia powierzchniowego wody
zna kazdy kto uzywal mydta. Pokryty piana kon jest zwyczajnie bardzo, bardzo
spocony.

Piszac ten tekst w 36-stopniowym upale, wykorzystalam parowanie wody do
schlodzenia wlasnego ciata. Méwiac szczerze, spocitlam si¢ tego dnia jak bura
mysz. O, przepraszam, jak paskowany kon.

Marta FIKUS-KRYNSKA
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Dla uproszczenia przyjmiemy, ze filizanka
jest dwuwymiarowa, jak na rysunku
wyzej, choé analogiczne twierdzenie jest
prawdziwe réwniez w trzech wymiarach.

W Delcie pisaliémy juz o zastosowaniu
pojecia indeksu krzywej przy dowodzie
podstawowego twierdzenia algebry
(Maciej Skwarczynski, A$4) i twierdzenia
Borsuka—Ulama

(Krzysztof Nowinski, |A1L).

oY -

Ciagle przeksztalcenie f z S1 (po lewej)
w Sz (po prawej) mozna przedstawié jako
krzywa w Sa. Aby lepiej zobaczy¢ jej
zachowanie, wizualnie ,pogrubiamy” Ss.
Zwréémy uwage na orientacje: gdy
poruszamy punktem @ € S; zgodnie

z ruchem wskazéwek zegara, punkt f(?)
porusza si¢ w kierunku wskazanym przez
strzatki.

Tak naprawde lewy rysunek
przedstawiajacy S1 nie moéwi nic

o zachowaniu f, wiec od teraz bedziemy
go pomijac.

Indeks krzywej réwny 1

Indeks krzywej rowny 2

O mieszaniu kawy.
Zyciowe zastosowanie topologii w analizie

Armin SCHIKORRA*

Czy przy mieszaniu tyzeczka goracej kawy w filizance zdarzyto Ci si¢ kiedy$
zastanowié¢, Czytelniku, nad skutecznoscia tego zabiegu? Mianowicie: czy jest
mozliwe, aby mimo starannego wymieszania jakas pojedyncza czastka kawy
mogla znalezé sie dokladnie w tym samym miejscu, w ktérym byla na poczatku?
Jedli wierzy¢ legendzie, holenderski matematyk Luitzen Egbertus Jan Brouwer
(1881-1966) rzeczywiscie si¢ nad tym problemem zastanawial, i zainspirowany
przeprowadzonym eksperymentem dowiodl twierdzenia znanego dzisiaj jako
twierdzenie Brouwera o punkcie stalym — pigknego wyniku laczacego w sobie
topologie z analiza.

Przyblizmy sformutowanie interesujacego nas twierdzenia. Wezmy dowolne ciagle
przeksztalcenie F' z kota jednostkowego D w to samo koto. Przyktadem jest tu
przyporzadkowanie kazdej czastce kawy p € D jej polozenia F(p) po wymieszaniu
— koto D pelni tu role ksztaltu filizanki. Twierdzenie orzeka, Ze istnieje wowczas
co najmniej jeden punkt ¢, ktéry nie ulega przemieszczeniu: F(q) = ¢ — co
oznacza, ze ktéras czastka kawy pozostata w miejscu.

Topologia: indeks krzywej

Aby udowodnié twierdzenie Brouwera, zaczniemy od wprowadzenia na scene
naszego gltéwnego narzedzia: indeksu. W tym celu wezmy ciagte przeksztalcenie
z okregu w okrag. Okrag ten moze reprezentowaé brzeg naszej (dla uproszczenia:
dwuwymiarowej) filizanki. Aby rozréznié¢ dziedzine funkcji (okrag przed
mieszaniem) od jej przeciwdziedziny (okrag po mieszaniu), oznaczymy je
odpowiednio przez S; i Ss.

Przeksztalcenie f to nic innego jak funkcja f: S; — So. Cigglosé oznacza
natomiast, ze jesli dwa punkty U, @ w dziedzinie leza blisko siebie, to f(¥)

nie moze by¢ zbyt daleko od f(@). Takie ciagle przeksztalcenie f bedziemy

tez nazywaé krzywag, bo mozemy bez odrywania oléwka narysowaé wszystkie
wartosci f(7), gdy ¥ przebiega S;. Poniewaz S; jest okregiem, nie ma poczatku
ani konica, podobnie jest wiec z krzywa f zawarta w okregu So. Moze
przypomina¢ ona gumke recepturke nawinieta na So.

Gdy zalozymy, ze ¥ porusza si¢ zgodnie z ruchem wskazéwek zegara (w ten
sposob ustalajac orientacje Sa), to nasza gumka réwniez jest zorientowana.
Bedzie dla nas wazne, by odrézniaé poszczegélne ,,pasma” gumki, wiec

w celu zwiekszenia czytelnosci rysunki na marginesach przedstawiaja ja na
pogrubionej” wersji okregu So.

Czas na definicje. Przyjmijmy, ze stoisz na gérze okregu S i odnotowujesz,

ile razy gumka przechodzi pod Twoimi nogami. Kazde przejscie zgodnie

z ruchem wskazowek zegara liczy sie jako +1, a kazde przeciwne jako —1.
Wynik takiego sumowania nazywamy indeksem krzywej f i oznaczamy przez
ind f. W zrozumieniu moga pomoc przyklady na marginesie, a jeszcze bardziej —
samodzielne narysowanie kolejnych.

Cwiczenie 1. Narysuj przykladowe krzywe o indeksie réwnym
0,+1,—1,42,—2,... Znajdz kilka réznie wygladajacych krzywych o indeksie 2.
Wyraz wlasnymi stowami: co maja wspdlnego wszystkie krzywe o indeksie 2.

Przy powyzszym ¢wiczeniu mozna sie natkna¢ na dwie skrajne sytuacje.

Po pierwsze, jesli gumka nigdy Cie nie mija, wspotczynnik nawiniecia to po
prostu zero. Skadinad kazde ,,dotkniecie”, gdy gumka do Ciebie dociera i od
razu zawraca, liczy sie jako 0. Po drugie, dlaczego gumka nie miataby nas
mijaé nieskonczenie wiele razy? W takim przypadku jednak po prawie kazdym
przejsciu gumka od razu zawraca i mija nas w przeciwna strone; w rezultacie
nieskonczenie wiele +1 i —1 sie¢ wzajemnie znosi, pozostawiajac skonczona sume.
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Indeks krzywej réwny 0

Przyklad Przeksztalcenie f(¥) = ¥ ma
indeks réwny 1

Przyklad@ Kazde przeksztalcenie state
ma indeks réwny 0

0o

Cw1czemel Niezaleznie gdzie jest Ada,
indeks jest taki sam

Cwiczenie Gdy jedna krzywa da sig
przeksztalci¢ w druga bez rozrywania

i opuszczania Sg, indeks pozostaje ten
sam. Ciekawostka: przeciwne wynikanie
réwniez jest prawdziwe!

Przyjrzyjmy sie jeszcze dwém prostym, ale niezwykle waznym przykladom:

Przyklad 1. Przyjmijmy, ze przeksztalcenie f jest identycznoscig: f(v) =
Wtedy gumka okrgza So, zgodnie z ruchem wskazowek zegara, dokladnie raz.
Indeks wynosi wiec ind f = 1.

Przyktad 2. Ustalmy dowolny punkt @ € So i za h przyjmijmy przeksztalcenie
stale: h(V) = 4. Gumka w ogdle nie okrgza wtedy Sa, jest zdegenerowana do
jednego punktu i dlatego ind h = 0.

Chociaz nie bedzie to istotne dla dowodu, warto tez wiedzieé¢ rzecz nastepujaca:
Cwiczenie 2. Uzasadnij, ze polozenie obserwatora nie ma znaczenia: jesli
zamiast na gorze okregu bedziemy sta¢ w innym miejscu, wyznaczony przez
nas indeks krzywej bedzie taki sam.

Wreszcie najwazniejsza wlasnosé: ciagle zmiany rozwazanej krzywej nie
zmieniaja jej indeksu. Topologia ma osobna nazwe dla takiej ciaglej zmiany —
to homotopia. Ponadto jesli gumke okreslona przez f da sie zdeformowaé do tej
zadanej przez g, bez rozrywania i bez opuszczania Ss, to przeksztalcenia f i g
nazywamy homotopijnymi.

Cwiczenie 3. Przekonaj sie, ze jesli krzywa f przeksztalcimy w sposéb ciagly
w krzywa g — w trakcie tego procesu nie wychodzac poza Sg — to indeks obu tych
krzywych jest taki sam.

Wiasnoéé z éwiczenia [3| moze zostaé¢ wyrazona takze w bardziej analityczny
sposdb:

Whiosek 4. Zalézmy, ze przeksztalcenia f: S; — So i g: S1 — S, sa ciagle,
a ponadto istnieje przeksztalcenie ciagle zwane homotopia,

H(t,7) €Sy dla 0 <t <1loraz v €S,

spelniajace nastepujace warunki:

o H(0,7) = f(?¥) dla wszystkich ¥ € Sy;
o H(1,7) = g(¥) dla wszystkich ¢ € S;.

Wéwezas indeks f jest rowny indeksowi g.

Zwiazek z ¢wiczeniem [3] jest nastepujacy. Dla kazdej ,.chwili” ¢ € [0, 1] funkcje
U — H(t,7) mozemy traktowaé jako krzywa. Zmiana wartosci t daje ciagta
zmiane tej krzywej, wiec przeksztalcenie H opisuje ciagla deformacje krzywej f
(w chwili t = 0) w krzywa g (w chwili ¢t = 1).

Analiza: twierdzenie Brouwera o punkcie staltym

Zacznijmy od oznaczen. Dtugos$é wektora § = (x,y) € R? oznaczamy przez
D] := v/22 + y?, a domkniete kolo jednostkowe przez:

D := {wszystkie wektory 7 = (z,y) € R?, dla ktérych |p] < 1}.
Brzegiem kota D jest okrag jednostkowy:
S := {wszystkie wektory p' = (x,y) € R?, dla ktérych |p] = 1}.

Uzyjemy réwniez oznaczenia 0 = (0,0) na poczatek ukladu wspélrzednych. Teraz
juz jestesmy gotowi, by precyzyjnie sformutowaé twierdzenie Brouwera o punkcie
statym.

Twierdzenie 5. Dla dowolnego ciaglego przeksztalcenia F': D — D istnieje

co najmniej jeden punkt 7 € D spelniajacy F(p) = p. Taki punkt p’ nazywamy
punktem stalym przeksztalcenia F'.

Wréémy na chwile do filizanki kawy z samego poczatku. Dla utatwienia
przyjmijmy, ze filizanka jest dwuwymiarowa, w ksztalcie kota D — tak jak
widziana z géry na pierwszym rysunku. Przeksztalcenie F': D — D mozemy wtedy
okresli¢, rozwazajac krople kawy poczatkowo znajdujaca sie w punkcie p'e D, i za
F(p) przyjmujac jej polozenie po zamieszaniu. Oczywiscie polozenie to nadal
jest w obrebie filizanki I (nic si¢ nie wylalo!). W takiej sytuacji twierdzenie
Brouwera stwierdza, ze ktoras z kropel konczy dokladnie tam, gdzie zaczeta.
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Dowéd Twierdzenia. Przeprowadzimy dowdd przez
sprzeczno$é, czyli zalozymy, ze dane jest nam ciagle
przeksztalcenie F': D — I pozbawione punktu statego,
i stad wyprowadzimy sprzecznos$¢. Na tej drodze
pomoze nam wynikajaca z braku punktu statego
obserwacja, ze wielko$¢ |p'— F(p)| jest dodatnia

dla kazdego p € D, a wigc mozna przez nig dzielié

bez obawy, ze podzielimy przez zero. Postuzy nam

to do zdeformowania gumki z przykladu [I] do tej

z przykladu 2] i uzyskania w ten sposéb sprzecznosci

z wnioskiem [l

Konkretniej, do sprzecznosci doprowadzi nas badanie
indeksu krzywej g: S1 — Sy zadanej wzorem g(?) :

g:?gg‘. Skoro kazdy punkt ¢ na okregu jest réwniez

punktem kota, to ma sens rozwazanie F'(¥), a punkt
powstaly w wyniku dzielenia lezy na okregu Ss.
Ponadto nie dzielimy przez zero, wiec funkcja g

rzeczywiscie jest dobrze okreslona i ciagla. Rozwazymy
trzy przeksztaltcenia:

N . T—F(®) . F(0)
f(v) =7, 9(V) = =——%=7,  h(V) = ——=-.
|7 — F(7)] |F(0)]
jak w przykladzie[] jak wyzej stala jak w przykladzie[2]

ind f=1 ind h=0

Naszym celem jest wykazanie, ze krzywa f jest
homotopijna z g, a g z h. Z wniosku [4] wyniknie wtedy,
ze indeksy krzywych f, g i h sa réwne — cho¢ dobrze
wiemy, ze indeks f wynosi 1, a indeks h to 0. Ta
oczywista sprzeczno$é¢ pokazuje, ze gdzies musial by¢
blad, i tym bledem musialo by¢ poczatkowe zatozenie,
ze ,,F' nie ma punktu stalego”. Skoro tak, to szukany
przez nas punkt istnieje i dowdd jest zakonczony. O

Pozostaje wiec dowie$é homotopijnosci f, g i h,
co naturalnie dzieli sie na dwa kroki:

Dowdd, zZe f i g s¢g homotopijne. Rozwazmy homotopie dang wzorem:

H(t,7) :=

7 — tF(7)

— 1= i/ _iESa
i—tr@]

0<t<1.

Jest to przeksztatcenie dobrze okreslone i ciagte, poniewaz unikamy dzielenia
przez zero: |U — tF (V)| # 0 dla wszystkich 7 € D it € [0, 1]. Istotnie, dla t =1 jest
to konsekwencja naszego zalozenia F' () # ¥, natomiast dla ¢ < 1 punkt tF(?)
lezy $cisle wewnqtrz okregu jednostkowego (wszak |F(¥)] < 1), co w szczegdlnosci

oznacza tF (V) # .

Co wiecej, H(0,7) = f(¥) (tu warto przypomnieé, ze |0] = 1) oraz H(1,7) = g(?).
Przeksztalcenie H jest wiec homotopia w sensie wniosku [4] O

Dowdd, zZe g i h s¢ homotopijne. Tym razem przyjmijmy:

H

7) = 22V g,

i
_ o Fy) 0<t< 1.
|tv — F(t0)|

Wéwcezas latwo zauwazyé, ze:

e H jest dobrze okreslone i ciagle, bo nie dzielimy przez zero;

o H(1,7) = g(v);
.« H(0,7) = h(7).

Tak wiec H w ciagly sposéb przeksztalca g w h. O

Uwagi koncowe

OgraniczyliSmy sie do rozwazania dwuwymiarowego kota D, ktérego brzegiem
jest jednowymiarowy okrag S, ale jedynie dlatego, ze tatwo jest okredli¢ indeks
krzywej w okregu. To samo rozumowanie przenosi si¢ jednak na kule wymiaru 3
i wyzej, wystarczy w tym celu pojecie indeksu krzywej zamieni¢ na ogélniejsze
pojecie stopnia przeksztatcenia. Istnieja nawet nieskoriczenie wymiarowe wersje
twierdzenia Brouwera, przydatne w teorii réwnan rézniczkowych czastkowych.
Teoria stopnia przeksztalcenia, lub ogdlniej teoria grup homotopii, stanowi
natomiast jedno z podstawowych zagadnien dziedziny znanej jako topologia

algebraiczna.

Konstruktywny dowdd twierdzenia
Brouwera przedstawil Jarostaw Goérnicki
w A;O. Wyprowadzenie tego wyniku

z twierdzenia Borsuka—Ulama mozna za
to znalezé u Krzysztofa Ciesielskiego

i Zdzistawa Pogody w Aéé.

Na koniec odnotujmy wazna wtasno$é przedstawionego przez nas dowodu
twierdzenia Brouwera: nie mamy zadnego pojecia, gdzie jest szukany punkt
staly. Dowdd nie jest konstruktywny — nie daje nam zadnej wskazowki, gdzie
szukaé¢. Wiemy tylko tyle, ze istnieje. Co wiecej, nie jest on wyznaczony

jednoznacznie — punktow statych moze byé wiele, choéby dla przeksztalcenia
identycznosciowego, czyli kiedy kawy wcale nie zamieszaliSmy. Na sam koniec,
jako ostatnie ¢wiczenie, zachecam Czytelnika do samodzielnego sformutowania
i dowodu twierdzenia Brouwera w przypadku jednowymiarowym, w ktérym role
kola jednostkowego spelnia odcinek [—1, 1].
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Jak mierzy¢ nieodwracalnosé¢ zjawisk fizycznych?
Mitosz PANFIL i Mateusz POLAKOWSKI

Kazdy uktad izolowany dazy do réwnowagi
termodynamicznej. Po tym stwierdzeniu niemal zawsze
nastepuje przyktad goracego kubka z herbata. Nie bez
powodu zreszta — nawet osoby, ktére nigdy w zyciu nie
styszaly o zasadach termodynamiki, wiedza, ze w chtodnym
pokoju goraca herbata zawsze stygnie, natomiast zimna
herbata raczej nie zacznie si¢ gotowaé. Ta asymetria
wyznacza kierunek uplywu czasu, zwany powszechnie

strzatkq czasu (o ktérej mozna wiecej przeczytaé w Aig).

Skoro zatem bieg czasu w przeciwnym kierunku datby nam
niefizyczny proces, to stygniecie herbaty jest procesem
nieodwracalnym i jako taki wiaze si¢ ze zwigkszeniem
entropii naszego systemu (wiecej o entropii mozna
przeczyta¢ w|Afy). Gdy temperatura w kubku i pokoju
wreszcie si¢ wyréwna, system dochodzi do tzw. stanu
réwnowagi termodynamicznej, czyli osiaga najbardziej
prawdopodobny stan makroskopowy (stan o najwyzszej
entropii). Ta powszechna w ukladach fizycznych cheé
dazenia do réwnowagi termodynamicznej ujeta jest przez
druga zasade termodynamiki, ktora glosi, ze entropia
w uktadach izolowanych samorzutnie nie maleje.

Sam stan réwnowagi termodynamicznej ma dwie
szczegblne wlasciwosci. Po pierwsze jest stanem
stacjonarnym, a po drugie zachodzi w nim zasada
rownowagi szczegotowej. Wyjaénimy teraz pokrotce te
pojecia. Gdy opisujemy obiekty zlozone z ogromnej
liczby czastek, nie jestedmy w stanie $ledzi¢ ruchu
kazdej z nich. Zamiast tego opisujemy uktad za pomoca
prawdopodobienstwa, na przyktad tego, ze w gazie

jest czastka o konkretnej predkosci. Stan stacjonarny
jest to stan, w ktérym rozktad prawdopodobienstwa
réznych konfiguracji ukladu nie zmienia sie w czasie.
W konsekwencji makroskopowe parametry ukladu, takie
jak érednia temperatura, Srednie cisnienie czy Srednia
gestos$¢ czastek, pozostaja stale.

Ale stan réwnowagi termodynamicznej jest czyms
wiecej niz tylko stanem stacjonarnym. Czasteczki

gazu sa w ciaglym ruchu, wiec pomimo tego, ze
$rednia gestosé jest stala, to gestosci czastek

fluktuuja i uklad przechodzi przez rézne konfiguracje.
W przypadku réwnowagi szczegdlowej kazdej zmianie
w mikroskopowej konfiguracji odpowiada réwnie
prawdopodobna zmiana w odwrotnym kierunku.
Dlatego tez ewolucja uktadu w stanie réwnowagi
termodynamicznej jest taka sama zaréwno ,,do
przodu”, jak i ,do tylu”. Poniewaz dynamika nie
wyroéznia kierunku w czasie, to uklad w stanie
réwnowagi termodynamicznej nie wyrdznia strzalki
czasu. Natomiast uktad, ktéry jest tylko w stanie
stacjonarnym, w ogdlnosci moze taka strzatke
wyrdzniaé. Dla ukladu w stanie stacjonarnym, ktéry nie
jest w stanie rownowagi termodynamicznej, powstaje
wiec pytanie — jak bardzo dynamika tego uktadu jest
nieodwracalna? Na to pytanie postaramy si¢ tu znalezé
odpowiedz.
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Mierzenie nieodwracalnosci proceséw jest istotne nie
tylko w fizyce, ale tez w biologii. W publikacji [#],
ktora zainspirowala nas do napisania tego artykutu,
Autorzy analizowali odpowiedzi komérek siatkéwki
oka salamandry na rézne bodzce wizualne. Przy
odpowiednio silnym pobudzeniu komérki nerwowe
wysylaja impuls pradowy, ktéry nazywamy potencjatem
czynno$ciowym, do nastepnych komérek. Powstanie
takiego impulsu mozemy obserwowa¢ w postaci
zmiany potencjatu elektrycznego wewnatrz neuronu

i rejestrowa¢ za pomoca elektrod. BodZce wizualne
skladaly sie z nagran ze srodowiska naturalnego
(lamiace symetrie czasowa) oraz poziomego paska
poruszajacego sie losowo w gére i w d6! (odwracalne
czasowo). Okazalo sie, ze nieodwracalno$é powstatych
impulséw pojawiala sie przy wszystkich rodzajach
bodzcéw. Najbardziej nieoczywistym wynikiem byto
jednak to, ze najwieksza nieodwracalnos¢ w grupach
komorek powstawala, gdy sam bodziec byl najbardziej
odwracalny. Formalizm wprowadzony przez autoréw
pozwala tez okresli¢ zrédlo tej nieodwracalnosci. Wyniki
pokazaly, ze jej gtéwnym zrédlem byly interakcje
pomiedzy neuronami, a nie cechy samego zrédta.

W tym artykule, podazajac za praca [*], przyblizymy
Czytelnikom, w mozliwie lagodny sposéb, metode
kwantyfikacji nieodwracalnosci w uktadach ztozonych.

Wygodnym narzedziem do opisu proceséw dynamicznych
sg tancuchy Markowa. Czytelnikéw, ktorzy chcieliby
dowiedzie¢ sie, czym te lancuchy sa, lub odswiezy¢
swoja wiedze na ten temat, zapraszamy do przeczytania
po$wieconych im artykutéw w|AY; i A1zl Niech
T(z'|z) = P(X, =2'|Xp_1 =)

oznacza prawdopodobieristwo, ze uklad jest w stanie 2,
pod warunkiem, ze w poprzedniej chwili byl w stanie z.
Interpretujemy je jako prawdopodobienstwo przejscia ze
stanu x do z’. Z twierdzenia Bayesa wynika, ze
PX,=12"X,_1=1)

P(Xn,1 = I) ’
gdzie P(X, = a’, X,,_1 = x) oznacza prawdopodobieristwo,
ze w jednej chwili uklad byl w stanie x, a w kolejnej w 2/,
natomiast P(x, = z) prawdopodobienistwo, ze w pewnej
chwili uklad jest w stanie x. Prawdopodobienstwa te
moga zmieniaé sie w czasie (z powodu przejsé¢ pomiedzy
stanami). Jesli prawdopodobiefistwa te sie nie zmieniaja,
okreslaja rozklad stacjonarny, a o samym procesie
moéwimy, ze znajduje sie w stanie stacjonarnym. Rozklad
stacjonarny 7 (z) musi zatem spelniaé nastepujaca réwnosé:

(1) w(@)=P(Xp=2)=)_ P(X,=2'X, 1=1)=

T(z'|z) =

€N
=Y P(Xn=2'|X, 1=2)P(X, 1=1)=
€N
= Z T(z'|z)7(x).
e
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Entropia wzgledna jest réwniez znana

jako dywergencja Kullbacka—Leiblera
rozkltadu P wzgledem Q,

Dir(PlIQ) = Y | P(a)log

zeQ

P(z)

Qx)’

Rys. 1. Lancuch Markowa
o prawdopodobienstwach przejscia
okreslonych przez macierz

(TG <8 = {

0
1-p
P

1-p

Wielko$é P(X,,—1 =z, X, = 2') = T'(2'|x)7(x) bedziemy nazywali calkowitym
prawdopodobieristwem przejécia i oznaczali przez P(x — z’). Powiemy natomiast,
ze proces jest w stanie rownowagi szczegotowej, gdy nie jestedmy w stanie
wyrdznié¢ kierunku uplywu czasu, to znaczy gdy P(z — a’) = P(2/ — x)

dla dowolnych z,z’ € Q. Zauwazmy, ze taki stan musi by¢ rowniez stanem
stacjonarnym, gdyz wowczas

(2) Y T |r)w(x) = Y T(ala’)w(a’) = m(2') Y T(ala') = w(a’).

€N €N €N
Zalezno$¢ odwrotna nie jest jednak prawdziwa, przyktady zobaczymy w dalszej
czedci artykuhu. Jak mozemy zmierzyé poziom nieodwracalnosci procesu?
Jednym z wybordéw jest tak zwana entropia wzgledna, okre$lona wzorem

(3) I= Z P(x%x’)logm.
z,x’ €Q

Mozna pokazaé, ze wzgledna entropia I jest zawsze nieujemna, a réwnowaga

szczegdlowa zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy I = 0.

Zobaczmy, jak to dziala w praktyce. Prosty przykiad nieodwracalnego lancucha
jest przedstawiony na rysunku 1. Przestrzen stanéw sklada sie z trzech stanéw
0 = {1, 2,3}. Prawdopodobienistwo przejscia w jednym kierunku wynosi p,
natomiast w kierunku przeciwnym ¢ (p + ¢ = 1). W naszej notacji T'(x + 1|x) = p,
a T'(z— 1lz) = ¢ dla x € Q (dziatania wykonywane sa modulo 3). Z definicji
rozktadu stacjonarnego dostajemy po prostych obliczeniach 7(z) = 1/3 dla
kazdego z trzech stanéw. Nieodwracalnos¢ tego procesu wynosi natomiast:

; , Pz — o) 1
I= Z P(ac—>ac)logp(%/%%)—3~3

D 1 q D
plog=+3- ~qlog= = (p—q)log=.
z,x'€{1,2,3} q p q

3

W sytuacji, gdy p = ¢, proces jest odwracalny i I = 0. Niezaleznie od wyboru p
zawsze mamy I > 0.

W pracy [#] autorzy pokazuja, jak rozszerzyé¢ przedstawiony wyzej formalizm,
by dowiedzie¢ sie czegos o korelacjach i oddzialywaniach pomiedzy roznymi
czesciami calego ukladu. By zilustrowaé to podejscie, podzielmy uklad na dwie
czesci, ktore oznaczymy X i Y, i niech odpowiadajace im zbiory mozliwych
stanéw to Qx, Qy. Calkowite prawdopodobienstwo przejscia uktadu pomiedzy
stanami (z,y) 1 (z/,y") bedziemy oznaczaé przez

P((l‘,y) - (x/’y/)) = P((Xn+17yn+1) = (CC/,y/), (Xnayn) = (x,y))
W takiej sytuacji catkowita nieodwracalno$é¢ ukladu przedstawia sie tak jak
poprzednio, zgodnie ze wzorem , przy czym suma po stanach catego uktadu
oznacza sumowanie zaréwno po x, jak i y. Na potrzeby dalszych rozwazan
dotozymy pewne ograniczenie, mianowicie w danym kroku czasowym swoj
stan zmienia co najwyzej jeden z poduktadow, tzn. X, 11 = X, lub Y41 =Y.
Przyjmiemy ponadto oznaczenie P(z — z’,y) = P((x, y) — (2, y))

Poniewaz nasz caly system sktada sie z kilku podukladéw, jego catkowita
nieodwracalno$¢ powinna byé¢ suma nieodwracalnosci pochodzacych

z czgsci sktadowych. Mozemy zatem zdefiniowa¢ nieodwracalnoéci dla
indywidualnych podukladéw, patrzac na ich dynamike z pozostalymi
podukladami pozostajacymi w niezmienionym stanie. W naszym przypadku
dwoéch poduktadéw nieodwracalnosé w podukladzie X obliczymy w nastepujacy

sposob:
. P(x — 2',y)
Ix = E g Pz — ' y)log —— 272
X (.’,E €z ay) 0g P(.’L” N w7y)7
yEQy z,x' €Qx

i analogicznie okreslamy Iy . Zgodnie z wezedniejszym zalozeniem przejscia
(z,y) — (2',y’) dziela si¢ na takie, w ktérych zmienia si¢ tylko x, oraz takie,
w ktérych zmienia sie tylko y, skad latwo wywnioskowaé réwnosé I = Iy + Iy .

Moze tez zdarzy¢ sie tak, ze kilka uktadéw fizycznych oddzialuje ze soba,
wplywajac nawzajem na swoja dynamike. W takim przypadku mozemy patrzec
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albo na wszystkie uktady na raz, albo wybra¢ jeden z nich i badaé tylko jego
dynamike, sumujac po wszystkich pozostalych stopniach swobody. Zasadne
jest zatem pytanie, ile dowiemy si¢ o nieodwracalnosci systemu, stosujac kazde
z tych podejéé. Wielkosé I jest nieodwracalnoécia w pierwszym podukladzie
i zalezy od interakcji miedzy podukladami przez to, ze prawdopodobienstwo
przejscia P(x — 2’,y) zalezy od stanu y drugiego ukladu i vice versa. Co sie
stanie, gdy spojrzymy na prawdopodobienistwo P(x — ') przejscia © —
niezaleznie od stanu drugiego podukladu? Wartosé P(z — z’) otrzymamy,
sumujac po stanach drugiego poduktadu:

Plx —2') = Z P(x — 2',y).
yEQy
Korzystajac z tych prawdopodobienstw, mozemy zdefiniowaé¢ nieodwracalnosé
poduktadu, ktéra, z samej konstrukeji, jest niezalezna od stanu drugiego
poduktadu: P )
Xy = Z P(z — ) log M
z,x’ €Qx

Analogicznie okreslamy f}gd, definiujemy ponadto Iinq = fi)rfd + f}gd.

Majac pelna wiedzg o stanie naszego ukladu (tzn. o stanach wszystkich

jego podukladéw), uzyskujemy réwniez cala wiedze o jego nieodwracalnosci.
W konsekwencji Ix jest catkowitg nieodwracalnoscia zwigzana z pierwszym
poduktadem. Ignorujac pozostale stopnie swobody, naturalnie tracimy czesé
informacji. Dotyczy to rowniez nieodwracalnosci podukiadu. Tracona w ten
sposob nieodwracalno$é zwiazana jest z interakcja miedzy poduktadem, ktory
nas interesuje, a reszta systemu. Prowadzi nas to do pojecia nieodwracalnoéci
interakeji I, = I' — I} ;. Okazuje sig, ze tej nieodwracalnosci mozna nadaé
nastepujaca interpretacje: opisuje ona miare informacji, jaka otrzymujemy

o stanie calej reszty systemu, poréwnujac dynamike ustalonego podsystemu z
dynamika przy odwréconym kierunku czasu. Przy dwoéch poduktadach wyraza
sie to wzorem

/
I = Pz — 2',y)log [P(W_m)} :
2o Pl
gdzie P(y|lr — ') = P(x — 2',y)/P(x — «’). Nieodwracalnos$¢ interakeji
jest wiec zerowa tylko wtedy, gdy puszczenie poduktadu do przodu i do tytu
daje nam taka sama informacje o reszcie systemu. W przeciwnym wypadku
nieodwracalno$¢ interakcji poduktadu jest $cidle dodatnia.

Oczywiscie formalizm ten mozna rozszerzy¢ na systemy sktadajace sie z wielu
roznych poduktadéw, gdzie mozemy rozwazaé cala hierarchie nieodwracalnodci,
z nieodwracalnoscia indywidualng na dole, a nieodwracalnoécia catkowita na
samej gérze. Sama nieodwracalno$é¢ interakcji mozemy wéwczas rozdzieli¢ na
interakcje drugiego rzedu, gdzie, tak jak wyzej, rozwazamy jeden poduktad,
ktory zmienia stan, i jeden, ktérego stan jest ustalony, oraz trzeciego rzedu,
gdzie dwa poduklady maja ustalone stany, i tak dalej.

By zobrazowaé ten podzial, rozwazmy tak zwany sensing system — uktad zlozony
z dwéch poduktadéw: pierwszy wykonuje pewien losowy proces, a drugi stara sie
kopiowaé¢ stan pierwszego. Jako pierwszy podukltad X wybierzmy ponownie
3-stanowy proces Markowa z rysunku 1. Poduklad Y kopiuje aktualny stan
procesu X z prawdopodobienstwem p,, zas z prawdopodobienstwami %(1 — py)
wybiera kazdy z pozostalych stanéw. Za kazdym krokiem czasowym poduktad
podlegajacy ewolucji jest wybierany losowo, kazdy z prawdopodobienstwem %
Przyktadowa ewolucje obu uktadéw prezentuje niniejsza tabelka, w ktorej
podkresleniem zaznaczono uklad podlegajacy zmianie, za$ ramka — sytuacje,
w ktérej proces Y poprawnie skopiowal proces X.

X123 33222113

Y111221222

Po zadaniu prawdopodobienstw przej$é¢ kolejnym krokiem jest znalezienie stanu
stacjonarnego. Caly uklad moze teraz znajdowac si¢ w jednym z 9 stanéw,
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Rys. 2. Wykres konturowy nieodwracalnoéci w funkcji p, i py ilustrujacy relacje I = Iing + Iint. Nieodwracalnosé niezalezna Iinq okazuje si¢ zalezeé
gléwnie od p;, natomiast nieodwracalnos¢ w wyniku oddziatywan zalezy gtéwnie od p,

Literatura

[*] Christopher W. Lynn, Caroline M.
Holmes, William Bialek, and
David J. Schwab. “Emergence of local
irreversibility in complex interacting
systems”. Phys. Rev. E, 106:034102,
Sep 2022.

co oznacza, ze stan stacjonarny jest rozwiazaniem ukltadu 9 réwnan. Na szczescie
dla naszego ukltadu sytuacja si¢ upraszcza. Poniewaz zasady ewolucji uktadu
nie wyrézniaja zadnego stanu, wiec stan stacjonarny musi odzwierciedlaé te
symetrie. Stad wynika, ze 7(1,1) = 7(2,2) = 7(3,3) = A\, 7(1,2) = 7(2,3) =
=7(3,1)=pin(1,3) =n(2,1) = n(3,2) = v. Prowadzi to do 3 réwnari na A, p
i v, ktorych rozwiazaniem sa:

1 1
A= B+5py = 2p.(1-p2)), n=1306-p—py + 2p2 + 3papy),

1
v=6—3p, —dp, + 2p% + 3papy),
Stata normujaca N jest dobrana tak, by prawdopodobienstwa w stanie
stacjonarnym sumowaly sie do 1, czyli by A+ p+v =1/3.

Znajac stan stacjonarny, mozemy obliczy¢ prawdopodobienistwa, ze uktad
zmieni swoj stan pomiedzy kazdymi dwiema konfiguracjami. Na przyklad
prawdopodobienstwo, ze uklad byl w stanie (1,1) i przeszed! do stanu (1,2),
wynosi P(1,1 — 2) =T(1,2|1,1)x(1,1). Natomiast prawdopodobienistwo, ze
poduktad Y zmienil stan z 1 na 2, wynosi

P(1—2)=T71,2]1,)m(1,1) + T(2,2|2,1)w(2,1) + T(3,2]3,1)7(3,1).
Znajac te prawdopodobiefistwa, mozemy obliczyé I i Iinq, na przyklad
-5 1 1-p 3 1—-3v —p, +9vp,
Lipa = 5 (1= 2ps)log Pt Ling = 5 (1= 3py)(n V)10g<1 —3u—py+9upy>'
Wyrazenia na I sa bardziej skomplikowane i by zobrazowaé wyniki, postuzymy
si¢ wykresami. Na rysunku 2 przedstawiliSmy nieodwracalnosci w funkcji
prawdopodobienstw p, i p,. Catkowita nieodwracalnoé¢ zalezy od obu
zmiennych. Natomiast nieodwracalno$¢ niezalezna Tipa i interakcji Tint zaleza
gléwnie od p, i p,, odpowiednio. Pokazuje to, ze obie wielkoSci s czule na rézne
aspekty dynamiki.

Gdyby kto$ z Czytelnikéw postanowil obliczyé¢ pozostate nieodwracalnosci,
okaze sie, ze nieodwracalnosci interakcji obu podukladéw sa dodatnie, pomimo
ze prawdopodobienstwa przejscia wewnatrz podukladu X zupelnie nie zaleza
od podukladu Y. Krétkie wyjadnienie moze by¢ nastepujace. Obserwujac

tylko poduklad X i jego asymetrie, mozemy spodziewaé sie, ze w poduktadzie
kopiujacym asymetria ta bedzie odwzorowana, cho¢ z szumem. Tak samo,
obserwujac sam poduklad Y, powinnismy by¢ w stanie wyciagna¢ z niego pewna
asymetrie, ktora bedzie konsekwencja asymetrii ukladu X.

Podsumowujac, wprowadzona przez autordéw pracy [+] metoda pozwala na
zmierzenie nieodwracalnosci. Wielko$é ta mowi nam, jak daleko uktad w stanie
stacjonarnym jest od stanu réwnowagi termodynamicznej. Tym, co prowadzi do
nieodwracalnosci, jest ztamana zasada réwnowagi szczegoétowej, co powoduje, ze
uktad ewoluuje w konkretnym kierunku. Co wazne, metoda ta pozwala réwniez
okresli¢ zrédlo nieodwracalnosci — czy jest ona wynikiem dynamiki wewnatrz
poduktadéw, czy jest efektem oddzialywan pomiedzy podukladami? Czekamy na
kolejne zastosowania tej metody, by poznaé jej peten potencjal.
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Gwiazdy neutronowe, o ktoérych przeczytaé mozna w pierwszej czesci

mojego artykutu (Al,), okazaty sie doskonatymi narzedziami do badania
najwazniejszych teorii fizycznych: we wnetrzu gwiazd neutronowych kluczowa
role odgrywaja prawa mechaniki kwantowej, zas w opisie ukltadéw podwdjnych
tych egzotycznych obiektéw nie mozna pominaé ogdlnej teorii wzglednosci. Ale
zacznijmy od poczatku. ..

Obecnie pulsary traktowane sg przez wiekszosé¢ astrofizykow jako kosmiczne
laboratoria oraz narzedzia do badania o$rodka miedzygwiazdowego. Gdy
promieniowanie radiowe pulsaréw napotyka na swojej drodze swobodne
elektrony, moze ono ulec kilku efektom: dyspersji, rozproszeniu, absorpcji oraz
wzmocnieniu/wygaszeniu, czyli tzw. scyntylacjom. Kazdy z wymienionych
efektow inaczej manifestuje sie obserwacyjnie i pozwala uzyskaé¢ inne informacje
o oérodku miedzygwiazdowym.

Zjawisko dyspersji zapewne znane jest Czytelnikom dzieki doswiadczeniom

z pryzmatem: to wlasnie ono jest odpowiedzialne za rozszczepienie $wiatla
biatego na kolorows tecze. Podobnie zachowuje si¢ o$rodek miedzygwiazdowy:
fala elektromagnetyczna emitowana przez pulsary bedzie miala coraz mniejsza
predko$é rozchodzenia sie na coraz nizszych czestotliwo$ciach. To opdznienie
sygnalu mierzone jest przez tzw. miare dyspersji, a jej wartoS¢ pozwala m.in. na
oszacowanie odlegloéci do pulsaréw, jesli znamy przyblizony rozktad swobodnych
elektronow w galaktyce. Ogoélna zalezno$¢ jest taka: im wigksza miara dyspersji,
tym dalej jest pulsar.

Materia miedzygwiazdowa nie jest jednak jednorodna i z tego

mmw/ \'%MMWWWWMWMMWMW

powodu obserwuje si¢ réwniez rozpraszanie promieniowania
radiowego. Poniewaz pulsy pojedyncze moga si¢ znacznie
miedzy soba réznié¢, najczesciej bada sie wlasnie profil
sredni, ktéry powstaje przez usrednienie odpowiednio duzej

1060 MHz

liczby pulséw pojedynczych. Co wiecej, profil éredni jest
unikalny dla kazdego pulsara, tak jak odcisk palca jest
unikalny dla kazdego cztowieka. Charakterystyczna cecha
wplywu rozpraszania promieniowania na profil sredni jest

660 MHz

’610 it pojawianie sie ,,ogona” po prawej stronie profilu wraz ze
VA

oo spadkiem czestotliwo$ci, co mozna zobaczy¢ na rysunku 1.

Jesli poszerzenie spowodowane rozpraszaniem sygnalu
zaczyna przekraczaé¢ pojedynczy okres pulsara, mozna

U

wyrazne poszerzenie

wzgl@dny strumien
¥

profilu

zaobserwowac rozsmarowanie sygnalu, przez co catkowicie
znika on w szumie. Ponadto jesli na drodze widzenia do
pulsara znajduje sie zageszczenie materii miedzygwiazdowej,
np. w postaci mgtawicy wiatru pulsarowego, pozostalosci

325 MHz

rozmycie pro Mu

W«WWMW

WW’W WW

po supernowej lub obszaru H II, to moze doj$¢ nawet do
absorpcji promieniowania, przez co catkowicie przestajemy
obserwowaé¢ sygnal pulsaréw na niskich czestotliwosciach,
tzn. ponizej 100 MHz.

235 MHz

L

150 M

Z kolei scyntylacje, czyli wzmacnianie i wygaszanie natezenia
sygnahu, spowodowane sa gltéwnie przez turbulentna
nature oérodka miedzygwiazdowego. Podobne zjawisko

0,4 0,6
faza pulsu

0,2

Rys. 1. Wykres pokazujacy profile $rednie pulsara BO808 — 47: na
czestotliwosci 1060 MHz profil nie jest zaburzony przez
rozpraszanie, na cz¢stotliwosci 610 MHz zaczyna by¢ widoczny
»ogon” po prawej stronie profilu, na 325 MHz poszerzenie profilu
jest juz bardzo wyrazne, a na 235 MHz profil prawie catkowicie

uleg! rozmyciu

‘ obserwujemy, gdy widzimy migotanie gwiazd na niebie
0,8 1 . . .

bedace skutkiem przechodzenia Swiatta przez turbulentne
komérki w atmosferze W przypadku pulsaréw wzrosty i spadki
natezenia promieniowania wystepuja w dwéch gtéwnych skalach
czasowych: jedna jest rzedu kilku minut, druga zas waha sie
miedzy kilkoma dniami a kilkoma tygodniami. Ich badanie
pozwala ulepsza¢ model rozkladu materii miedzygwiazdowej,
a w szczegolnosci lokalizowaé miejsca zageszczenia tego osrodka.
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Warto jednak zaznaczyé, ze niektére
pulsary $wiecg mniej regularnie, do nich
zalicza si¢ m.in. tzw. intermitted pulsars
oraz RRAT-y (Rotation RAdio
Transient).

Taylor, J.H.; Weisberg, J.M., 1982,

»A new test of general relativity
Gravitational radiation and the binary
pulsar PSR 1913+416”, Astrophysical
Journal, 253: 908.

W projekcie IPTA bedzie mozna
wykrywaé fale grawitacyjne

o czegstotliwosci w zakresie 107°-10"% Haz.

Dla poréwnania detektor LIGO wykrywa
fale grawitacyjne o czestotliwosci
10-250 Hz.

Wolszczan, A., Frail, D. A., 1992,
“A planetary system around the
millisecond pulsar PSR1257 + 127,
Nature, 355: 145-147.

Odkryte przez Wolszczana i Fraila
obiekty to bardzo male planety skaliste,
ich masy wynosza odpowiednio:

0,02 masy Ziemi, 4,3 masy Ziemi oraz
3,9 masy Ziemi.

Gdy podczas obserwacji pulsaréw uda sie juz uwzgledni¢ wszystkie efekty
wywolane wplywem materii miedzygwiazdowej, otrzymamy niezwykle regularny,
powtarzajacy sie sygnal, ktérego precyzja poréwnywana jest z najlepszymi
zegarami atomowymi na $wiecie! Te niezwykla precyzje wykorzystuje tzw.
analiza chronometrazowa, ktora polega na poréwnywaniu przewidywanych przez
model odstepow czasu miedzy przyjsciem kolejnych pulséow oraz odstepow, ktére
rzeczywiscie zmierzono (w jez. ang. TOA — time of arrival). Metoda ta jest na
tyle skuteczna, ze pozwolila na przetestowanie teorii wzglednosci Einsteina

oraz na posrednie obserwacyjne potwierdzenie istnienia fal grawitacyjnych.

W 1974 roku Russell Hulse i Joseph Taylor odkryli niezwykly uktad podwéjny
gwiazd, sktadajacy sie z pulsara i gwiazdy neutronowej krazacych wokot
wspOlnego Srodka masy. Analiza chronometrazowa sygnalu PSR 1913+16
pozwolila na poréwnanie zaobserwowanego tempa zacie$niania si¢ orbity ukladu
z przewidywaniami teoretycznymi zakladajacymi emisje fal grawitacyjnych przez
system. W 1993 roku Hulse i Taylor otrzymali Nagrode Nobla, gdyz ich odkrycie
pozwolilo na rozpoczecie badania teorii grawitacji w nowatorski sposéb.

Obecnie, po bezposrednim odkryciu fal grawitacyjnych, pulsary po raz kolejny
moga odegraé¢ bardzo interesujaca role. W ramach projektu IPTA (ang.
International Pulsar Timing Array) astronomowie na calym swiecie wykonuja
chronometraz dla kilkunastu najbardziej stabilnych pulsaréw milisekundowych
rozmieszczonych w réznych miejscach Galaktyki. Jedli przez Galaktyke
przechodzi fala grawitacyjna, to wraz ze swoja propagacja powinna ona po
kolei opézniaé czasy przyjscia pulséw kolejnych pulsaréw milisekundowych.

W ten sposéb mozna bezposrednio wykrywaé fale grawitacyjne o niskich
czestotliwosciach.

Analiza chronometrazowa przyczynita sie tez do odkrycia pierwszych

planet pozastonecznych. Na podstawie analizy sygnalu radiowego pulsara
milisekundowego PSR, 1257412 Aleksander Wolszczan wspdlnie z Dalem
Frailem w 1992 roku ogtosili odkrycie dwéch planet oraz ewentualnej trzeciej
krazacych wokél pulsara. Odkrycie to byto ogromnym zaskoczeniem, poniewaz
nie spodziewano sie, ze w otoczeniu gwiazd neutronowych moga istnie¢
jakiekolwiek planety. Jest bardzo mato prawdopodobne, aby jakikolwiek uktad
planetarny byl w stanie przetrwa¢ wybuch supernowej, zatem odkryte trzy
planety powinny powstaé¢ juz po powstaniu gwiazdy neutronowej. Pewnej
wskazéwki na temat historii tego niezwyklego uktadu dostarczyly obserwacje
ukladéw podwodjnych gwiazd neutronowych i brazowych lub biatych kartéw.
Do tej pory w artykule koncentrowaliémy sie na radiowym promieniowaniu
pulsaréw, tymczasem jedynie okolo 10% traconej energii rotacyjnej emitowane
jest w tym zakresie, wiekszo$¢ jest wyswiecana w zakresie wysokich energii.

I to wtasnie silne promieniowanie rentgenowskie i gamma odgrywaja wazna
role w uktadach podwdjnych gwiazd neutronowych: jesli jest ono zwrécone

w kierunku towarzysza, to prowadzi do jego ,,odparowywania”, a z czasem

do catkowitego rozerwania. Takie uktady astronomowie nazywaja ,,czarnymi
wdowami”, poniewaz gwiazda neutronowa ,pozera” swojego towarzysza. To
wlasnie w takim dysku utworzonym przez materie rozerwanego biatego karta
mogly powstaé odkryte planety wokél PSR 1257412, Obecnie pulsar ten znany
jest pod nazwa Lich (wyloniona w ramach konkursu Miedzynarodowej Unii
Astronomicznej) w nawiazaniu do fikcyjnej, nieumartej postaci. Réwniez nazwy
krazacych wokol planet nawiazuja do réznych duchéw i istot paranormalnych, sa
to: Draugr, Poltergeist i Fobetor.

Mbobwiac o gwiazdach neutronowych jako o laboratoriach, nie mozna nie
wspomnie¢ o badaniach modeli czastek elementarnych. Tak skompresowanej
materii nie jesteSmy w stanie stworzy¢ w ziemskich laboratoriach, dlatego
opracowywanie réznych modeli budowy wnetrza gwiazd neutronowych jest
jedynym sposobem studiowania materii w naprawde ekstremalnych warunkach.
Bardzo przydatna jest analiza tzw. réwnania stanu, wyrazajacego zwiazek
miedzy parametrami termodynamicznymi uktadu. W zaleznoéci od przyjetego
modelu teoretycznego krzywa réwnania stanu bedzie miala inna postac,
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co najlepiej wida¢ na rysunku 2: czarnymi

masa (Mg)

liniami zaznaczono réwnanie stanu dla zimnej
supergestej materii (czyli dla modelu zwyklej
gwiazdy neutronowej), z kolei liniami zielonymi
zaznaczono rownanie stanu dla tzw. gwiazd
dziwnych, czyli zbudowanych z samych kwarkow.
Ponizej oraz powyzej tych krzywych zaznaczono
znane ograniczenia teoretyczne oraz obserwacyjne
pozwalajace na odrzucenie modeli niemieszczacych
sie w dopuszczalnych zakresach. Do pozostatych
badanych modeli nalezg m.in. model gwiazdy
kwarkowo-hybrydowej, model gwiazdy neutronowej
z kondensatem pionéw, model gwiazdy nukleonowej
czy model gwiazdy hyperonowe;j.

Wiecej o pulsarach mozna przeczyta¢ m.in. w artykule

promien (km) L. Blaszkiewicza i W. Lewandowskiego ,, Zakrecone gwiazdy”

opublikowanym w Uranii — Postepach Astronomii nr 2/2019.

Rys. 2. Wykres pokazujacy relacje promien-masa dla réwnan stanu . . .
gwiazd neutronowych. Pochodzi z publikacji Paerels, F., Mendez, M., Mam nadzieje, ze Wasze kosmiczne fartuchy sa

Agueros, M. i inni, 2009, ,,The Behavior of Matter under Extreme
Conditions”, White paper submitted to the Astro2010 Decadal survey

of Astronomy and Astrophysics

Zdjecie Neptuna, do jakiego
przywyklidmy, wykonane przez sonde¢
Voyager 2 i opublikowane w 1989 roku

Zapewne styszeliscie o systemie RGB
(ang. red-green-blue,
czerwony-zielony-niebieski), w jakim
dzialajg aparaty cyfrowe. Zasada jest ta
sama. Swiatlo rozszczepiane jest na trzy
sktadowe odpowiadajace kolorowi
czerwonemu, zielonemu i niebieskiemu.
Trzy zdjecia rejestrowane sa osobno,

a obraz wynikowy jest ich zlozeniem.

juz wyjete z szafy i w przysztosci spotkamy sie
w pulsarowym laboratorium!

Prosto z nieba: Rézne odcienie niebieskiego

Pod koniec lat 80. zesztego stulecia sonda Voyager 2 przeleciala w poblizu
Neptuna i wykonala jego zdjecie. Po prawie 35 latach jest to wciaz jedno

z najbardziej rozpoznawalnych zdje¢ tej planety. Zdjecie to jest najczesciej
wykorzystywane w mediach i réznego rodzaju prezentacjach Ukladu Stonecznego.
Moze wigc zaskoczy Cieg, drogi Czytelniku, wiadomo$é, ze intensywny niebieski
kolor planety nie jest ,,prawdziwy”. Wzmocniono go po to, aby lepiej uwidocznié
drobne detale, w szczegblnosci chmury i rézne odcienie atmosfery planety. Fakt,
ze zdjecie nie przedstawia rzeczywistego koloru Neptuna, byt zakomunikowany
bardzo wyraznie w czasie jego publikacji w 1989 roku. Problem w tym, ze...
zapomnieliSmy o tym ,drobnym szczegdle”.

Jak to sie stalo?

Wszystkie zdjecia wykonane przez sonde Voyager 3 (tak naprawde wszystkie
zdjecia wykonywane przez jakiekolwiek teleskopy, nawet wspélczesne) sa

w rzeczywistoéci czarno-biate, a doktadniej — w odcieniach szarosci. Detektory
rejestruja $wiatto o danej dlugosci fali, a ich natezenie reprezentowane jest
wladnie przez rézne odcienie szarosci. Miejsca, w ktérych tego $wiatta nie

ma, pozostaja puste, czy tez czarne. Sztuczka polega na tym, ze to samo
zdjecie wykonywane jest jednoczednie na réznych dtugosciach fal — méwimy,

ze zdjecie robi sie w okre$lonym filtrze, czyli w ustalonym zakresie dhugoéci fali
elektromagnetycznej, a zdjecie koncowe to ztozenie wszystkich lub czesci tych
zdje¢. W ten sposob uzyskiwana jest pelna paleta koloréw. Na tej samej zasadzie
dziata aparat cyfrowy w telefonie. W astronomii nie robimy tego tylko po to,
by uzyskaé tadne obrazy, ale tez po to, aby zaobserwowaé struktury widoczne
w réznych pasmach promieniowania elektromagnetycznego, czesto poza pasmem
widzialnym (np. pyl w podczerwieni czy $wiatlo pochodzace od mlodych jasnych
gwiazd w ultrafiolecie).

W kamerze sondy Voyager 2 bylo pieé¢ filtréw: ultrafioletowy, fioletowy, niebieski,
zielony i pomaranczowy. Popularny obraz Neptuna powstal w wyniku zlozenia
zdjeé z tylko dwoch filtréw: zielonego i pomaraiczowego, poniewaz w tych
filtrach najlepiej byly widoczne chmury i charakterystyczna ,niebieska plama”.
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Na tej samej zasadzie wszystkie zdjecia
powierzchni Marsa sg ,,czerwone”.

W rzeczywistosci kamienie Marsa sa
brazowo-szare, ale ludzie przyzwyczaili si¢
do laczenia wszystkiego, co zwigzane

z Marsem, z kolorem czerwonym, dlatego
nawet najnowsze zdjecia modyfikuje si¢
tak, aby bytly bardziej czerwone, a przez
to bardziej zblizone do naszych
wyobrazen.

Oryginalna publikacja opisujaca wyniki
obserwacji Neptuna przez sonde
Voyager 2: Smith, B. A. et al. (1989)
»Voyager 2 at Neptune: Imaging Science
Results”. Science, 246(4936), 1422-1449.
doi:10.1126/science.246.4936.142.

Niebo w sierpniu

Niebieski kolor przypisany sumie sygnatu z tych dwoch filtréw, byl gléwnie
kwestia wyboru artystycznego. Ponadto podkrecono troche jego intensywnosé.

Co ciekawe, na konferencji prasowej towarzyszacej publikacji zdje¢ Neptuna
przedstawiono dwa zdjecia: jedno w naturalnych kolorach, a drugie

w zafalszowanych (to, ktére najlepiej znamy). Problem w tym, ze do prasy
dostarczono tylko to drugie zdjecie, prawdopodobnie jako bardziej chwytliwe.
Pamietajmy, ze bylo to na dlugo przed powstaniem Internetu w formie, w jakiej
istnieje dzisiaj, dlatego kopie zdje¢ musiaty zosta¢ wydrukowane i w wersji
papierowej dostarczone do wydawcoéw gazet. Ponadto publikacja naukowa

z 1989 roku, towarzyszaca ujawnieniu zdjeé (tez oryginalnie wydrukowana na
papierze), zawierala gtéwnie zdjecia czarno-biale, gdyz czasopisma naukowe
pobieraly dodatkowe wysokie optaty za druk w kolorze. Kilka kolorowych zdjeé
w tej publikacji to wladnie zdjecia w zafalszowanym kolorze, przedstawiajace
szczegdly nowo odkrytych struktur w atmosferze Neptuna (co jest wyraznie
zaznaczone w opisach). Wszystkie te okolicznosci razem przyczynily sie do
tego, ze informacja o falszywych kolorach zaginela w czasie. Do $éwiadomosci
publicznej przebila sie tylko informacja: ,, To jest zdjecie Neptuna”.

To jakiego koloru jest Neptun naprawde?

Na poczatku musimy zdefiniowaé, co to jest ten ,prawdziwy kolor”. Koncepcja
koloréw — tak jak my, ludzie, je postrzegamy — jest prawie calkowicie arbitralna.
Ale przyjmijmy, ze ,prawdziwe” kolory to takie, jakie widzg nasze oczy.
Pozostawmy otwarta kwestie, czy kazdy czlowiek z kompletem 3 rodzajow
czopkéw w oczach postrzega kolory tak samo, i skupmy sie na dlugosci fali.
Aby uzyskac¢ dokladna informacje o ilosci §wiatta o okreslonej dlugoéci fali
odbitego od powierzchni Neptuna, jaka do nas dociera, musimy zarejestrowac
widmo spektroskopowe tego §wiatta. Ale nie mozemy tego zrobi¢ tylko raz
dla calej planety, poniewaz wiemy, ze kolor powierzchni Neptuna jest rézny
w r6znych miejscach (i ma chmury w réznych odcieniach ,niebieskiego”).
Dlatego potrzebujemy osobnego widma na kazdy piksel obrazu Neptuna.
Szczesliwie sie sklada, ze mamy urzadzenie, ktére potrafi przeprowadzié takie
obserwacje — Bardzo Duzy Teleskop w Chile (Very Large Telescope, VLT)
wyposazony w multispektrograf MUSE (Multi Unit Spectroscopic Explorer).
Przedrostek multi oznacza, ze urzadzenie to jest w stanie rejestrowaé duze ilosci
widm jednoczeénie. Naukowcy z Uniwersytetu w Oxfordzie przeprowadzili w ten
spos6b pomiary widm spektroskopowych kazdego piksela zdje¢ Urana i Neptuna.
Wynik zostal przedstawiony w lutym 2024 roku. Uzyskano prawdziwy odcien
niebieskiego Neptuna, ktory okazatl sie... bardzo podobny do koloru Urana.
(Zdjecia obu planet w niezafalszowanych barwach publikujemy na ostatniej
stronie okladki).

Anna DURKALEC

Zaktad Astrofizyki, Departament Badann Podstawowych, Narodowe Centrum Badan Jadrowych

Osmy miesigc roku jest pierwszym na pétkuli pénocne;
z wyraznie skracajacym sie dniem. Przez caly sierpien
Stonice obnizy wysokos¢ swojego gérowania o ponad 10°,
co na naszych szerokosciach geograficznych spowoduje,
ze czas jego przebywania nad horyzontem zmniejszy sie
o prawie dwie godziny. Na teren calej Polski stopniowo
wraca noc astronomiczna i po ponad dwumiesiecznej
przerwie znowu mozna obserwowac¢ najstabsze obiekty
astronomiczne.

Na poczatku sierpnia na niebie porannym mozna
obserwowa¢ zblizajacy sie do nowiu Ksiezyc oraz kilka
planet Ukladu Stonecznego. Srebrny Glob spotka sie
ze Sloncem 4 sierpnia, a dzigki wysoko nachylonej
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ekliptyce da sie go obserwowaé przez pierwsze trzy

dni miesiaca. 1 sierpnia Ksiezyc zaprezentuje tarcze

w fazie 11%, wedrujac na pograniczu gwiazdozbioréw
Byka, Woznicy i Blizniat. Tego ranka Ksiezyc utworzy
tréjkat prostokatny z Jowiszem i Capella, najjasniejsza
gwiazda Woznicy, z katem prostym przy Ksiezycu.
Dwa dni péZniej juz naprawde cienki sierp Ksiezyca

w fazie 2% pokaze sie na wysokosci zaledwie 5°,

3,5° pod Polluksem.

W sierpniu na niebie porannym widoczne sa dwie grupy
planet Uktadu Stonecznego: rano niezbyt wysoko nad
wschodnig czeécia niebosklonu tatwo widoczne golym
okiem Jowisz z Marsem oraz widoczny przez lornetke


https://www.science.org/doi/10.1126/science.246.4936.1422

Uran. Na podobnej wysokoéci, ale blizej potudnika
lokalnego znajduja sie Saturn z Neptunem, ktére we
wrzeéniu przejda przez opozycje wzgledem Storica.

Sposréd wymienionych planet najszybciej porusza sie
Mars, ktéry w sierpniu pokona dystans ponad 20°.
Czerwona Planeta na poczatku miesigca przejdzie
okoto 2° na pélnoc od Hiad, mijajac 3. dnia miesiaca
gwiazde Ain (¢ Tau), czyli najbardziej na péinoc
wysunieta jasna gwiazde tej gromady. 12 dni péZniej
Mars przejdzie zaledwie 20" na pélnoc od Jowisza.

27 sierpnia Mars przetnie linie laczaca gwiazdy El Nath
(8 Tau) i ¢ Tau, tworzace rogi Byka. Planeta znajdzie
sie okoto 2° od drugiej z wymienionych gwiazd. Do
konca miesigca jasnosé Marsa zwiekszy sie do +0,7™,
a $rednica jego tarczy przekroczy 6”.

Jowisz w tym samym czasie przesunie sie o jedyne
4,5°, przecinajac linie laczaca Aldebarana z El Nath,
czyli dwie najjasniejsze gwiazdy Byka. Planeta do
konca miesiaca pojasnieje do —2,3™, zwiekszajac
érednice tarczy do 38”. Swiecgcy najstabiej z tej trojki
Uran do korica sierpnia zmniejszy dystans do gwiazdy
13 Tau do ponizej 1°. Siédma planeta od Stonca $wieci
7z jasno$cia +5,7™ i jest na granicy widocznosci goltym
okiem, ale do jej komfortowego odszukania wéréd
gwiazd tla bardzo pomocna bedzie lornetka.

Przez wigksza czesé nocy mozna obserwowaé planety
Saturn i Neptun, tworzace pare o rozpietosci okoto 11°.
Znajdujacy sie bardziej na zachdéd Saturn przecina
potudnik lokalny po godzinie 2, Neptun czyni to

samo mniej wiecej pél godziny po nim. Obie planety
przekrocza wtedy wysokos¢ 30° nad widnokregiem.

W zwiazku z bliskoscia wrzesniowych opozycji obie
planety poruszaja sie ruchem wstecznym. W sierpniu
Saturn pokona w ten sposéb 2°, przechodzac miedzy
gwiazdami 4. 1 5. wielkoéci x i ¢ Aqr. Neptun przesunie
sie o ledwie 40’, przebywajac jakie$ 2° na péinoc od
pary gwiazd 5. wielkodci 29 i 27 Psc. Jasnosé Saturna
uroénie do +0,6™, przy $rednicy tarczy 19”. Neptun
$wieci za$ blaskiem +7,8™. Stosunek malej do wielkiej
osi pierécieni Saturna zwiekszy sie w sierpniu do 0,06.

Wieczorem mozna obserwowaé réwniez planetoide (1)
Ceres, ktora w lipcu przeszla przez opozycje wzgledem
Stonca. Planetoida wedruje przez gwiazdozbior
Strzelca, tuz na poludnie od linii taczacej jasniejsze
od +3™ gwiazdy Ascella (¢ Sgr) i Kaus Meridianalis
(6 Sgr), mniej wiecej w polowie dystansu miedzy nimi.
Jasnos¢ samej planetoidy zmniejszy sie do +8,5™

i do jej odszukania potrzebna jest przynajmniej
lornetka. Niestety zadanie utrudni fakt, ze Ceres
podczas gérowania (okoto godz. 21:30) nie przekroczy
wysokosci 10°, i jej obraz zaburzy nasza atmosfera.

W sierpniu wciaz jasno $wieci miryda x Cygni
zmieniajaca jasno$¢ od +3,3™ do +14,2™ w okresie

408 dni — w pierwszej potowie lipca osiagneta
maksimum swojej jasnosci. Jedli tym razem zachowa sig
podobnie jak podczas swojego poprzedniego maksimum,
to jej blask nadal powinien przekracza¢ granice
widocznoéci gotym okiem. Gwiazda przecina poludnik
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lokalny po godzinie 23 na wysokosci ponad 70°. Mozna
ja odnalezé na linii taczacej gwiazde n Cyg z Albireo
(8 Cyg), mniej wiecej 2,5° od pierwszej z wymienionych
gwiazd.

Po nowiu 4. dnia miesigca Ksiezyc przeniesie sie na
niebo wieczorne, ale jednocze$nie powedruje pod
nisko nachylong ekliptyke. W efekcie przez pierwszych
kilkanascie dni nie przekroczy on wysokosci 10° nad
widnokregiem, a 20° przetnie dopiero w nocy z 19 na
20 sierpnia. Do przypadajacej 12 sierpnia I kwadry
warto odnotowaé spotkanie Srebrnego Globu ze Spika,
najjaéniejszg gwiazda Panny — 10. dnia miesiaca, gdy
jego tarcza w fazie 33% zblizy si¢ don na odleglosé 4°.
W dniach 13 i 14 sierpnia Ksiezyc odwiedzi Antaresa,
najjasniejsza gwiazde Skorpiona, pokazujac sie najpierw
okolo 5° na zachéd, a nastepnie 7° na wschéd od niej.

19 sierpnia wieczorem naszego czasu naturalny satelita
Ziemi przejdzie przez pelnie, a nastepnej nocy spotka
si¢ z Saturnem. Poczatkowo dystans miedzy Ksiezycem
a Saturnem wyniesie 4,5°, ale wraz z uplywem nocy
wyraznie si¢ zmniejszy, by rano doszto do zakrycia
planety przez Ksiezyc. Niestety u nas zjawisko zacznie
si¢ praktycznie w momencie wschodu Storica, okoto
godziny 5:35 na wysokosci mniej wiecej 15°. Odkrycie
nastapi niecala godzine pdzniej, na catkiem juz jasnym
niebie. Dobe pézniej Ksigzyc zblizy si¢ na mniej niz 1°
do Neptuna.

26 sierpnia Srebrny Glob przejdzie przez ostatnia
kwadre i jednoczesnie spotka si¢ z Plejadami i Uranem.
Do Urana zabraknie Ksiezycowi ponad 4°, ale

Plejady znajda sie znacznie blizej i Ksiezyc zakryje
poludniowo-wschodnia czeéé¢ tej gromady. Niestety

w Polsce do zakry¢ dojdzie juz po wschodzie Stonca.

Ksiezyc pozostanie ozdoba porannego nieba do

konica miesiaca, prezentujac tarcze w fazie coraz
cienszego sierpa z bardzo dobrze widocznym $wiatlem
popielatym. 27 sierpnia zblizy sie na niecale 7° do
Jowisza, by nastepnej nocy przejs¢ 5° na pdéinoc od
Marsa i jednoczesnie w podobnej odlegtoéci od El Nath.
30 sierpnia Ksiezyc w fazie 14% dotrze na odleglosé 2°
do Polluksa, a ostatniego poranka miesiaca zamelduje
sie w centrum gwiazdozbioru Raka, zmniejszajac faze
do 8%. Tej nocy naturalny satelita Ziemi zblizy sie

na 4° do jasnej gromady otwartej gwiazd M44.

Przez wigksza cze$¢ miesigca promieniujg meteory

z roju Perseidow, ktérych maksimum aktywnosci
przypada zawsze okoto 12 sierpnia. Wtedy mozna
spodziewaé si¢ nawet ponad 100 jasnych zjawisk

na godzing. W tym roku w ich obserwacjach troche
przeszkodzi Ksiezyc w I kwadrze, ktory jednak
zajdzie przed 22:30, pozostawiajac do obserwacji
najciemniejsza, cze$¢ nocy. Radiant tego roju znajduje
si¢ na pograniczu gwiazdozbioréw Perseusza i Kasjopei,
wznoszac si¢ nad ranem na wysoko$¢ ponad 60°.

A zatem po zachodzie Ksiezyca warunki obserwacyjne
tego roju sa znakomite.

Ariel MAJCHER



Elegancki dowdéd twierdzenia Ptolemeusza

*CWI, Amsterdam i Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Krzysztof R. APT*

Twierdzenie Ptolemeusza, udowodnione przez Klaudiusza Ptolemeusza (100 —

okolo 168), ma nastepujaca postac:

W czworokgcie wpisanym w okrgg iloczyn diugosci przekgtnych jest rowny sumie
iloczyndw dlugodci przeciwleglych bokdw (patrz rysunek na marginesie).

Twierdzenie to ma wiele znanych dowodéw, niektére z nich mozna znalezé

w Wikipedii. Celem tej notki jest zaprezentowanie pieknego dowodu, autorstwa
W. Derricka i J. Hersteina, ktéry zostal przedstawiony jako ,,dowdd bez stow”,

zawierajacy jedynie dwa z ponizszych rysunkéw: pierwszy i trzeci. Aby wyjasnié
szczegoly, dodaliSmy jeszcze jeden rysunek.

W dowodzie wykorzystujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie Ptolemeusza: ac + bd = ef.

Twierdzenie. Kqgty wpisane w okrgg oparte
na tej samej cieciwie sg rowne.

W. Derrick and J. Herstein, Proof
without words: Ptolemy’s theorem, The
College Mathematics Journal, 43(5),

p. 386, November 2012.

Dowdéd ten zostal spopularyzowany przez
strong¢ A. Bogomolny,
https://www.cut-the-knot.org/.

Aby udowodni¢ twierdzenie Ptolemeusza, wybierzemy
teraz z oryginalnego rysunku trzy tréjkaty, ktore
odpowiednio obrécimy.

d

Nastepnie przeskalujemy je odpowiednio przez a, f

i b, aby mogtly by¢ utozone obok siebie i utworzy¢
ponizszy rysunek, w ktérym ponownie wykorzystujemy
oryginalne oznaczenia katéw.

Zauwazmy, ze ac i bd leza na tej samej linii, poniewaz
B+ v+ 0+ a=180° co wynika z tego, ze suma katéw
oryginalnego czworokata to 2(a+ 8+ v + d) = 360°.
Zatem powyzszy rysunek przedstawia czworokat.

Oznaczenia katow réwniez ujawniaja, ze pary
przeciwleglych katéw czworokata sa réwne: oba sa
réwne « + 0 lub 8 + 7. Zatem ten czworokat jest
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Oznaczmy katy jak na rysunku obok.
Podwdjne wystapienia o, 5,7 1§ sa
uzasadnione przez powyzsze twierdzenie.
Na przyktad oba katy wpisane oznaczone
przez « sg oparte na boku dhugosci a.

rownolegtobokiem. Jego przeciwlegte boki sa rownej
dlugoéci, zatem ac + bd = ef.

Ciekawa, prosta konsekwencja tego twierdzenia jest
nastepujaca obserwacja.

Twierdzenie. W pieciokqcie foremnym z bokami
o ditugosci a i przekgtnymi o dlugo$ci b, zachodzi g = ¢,

gdzie ¢ = % jest tzw. zlotq liczbg.

=
=

Aby udowodnié to twierdzenie, przypomnijmy, ze zlota
liczba ¢ spelnia réwnanie 1 + ¢ = ¢?, i rozwazmy
czworokat z bokami a,a,a, i b (z przekatnymi b i b).

7Z twierdzenia Ptolemeusza a? 4 ab = b?. Dzielac obie
strony przez a?, otrzymujemy réwnanie:

2
ter= (1)
a a

To oznacza, ze % spelnia to samo réwnanie co zlota
liczba. Poniewaz to réwnanie kwadratowe ma tylko
jedno dodatnie rozwiazanie, zachodzi g = ¢.

Tekst oparty na zalgezniku 7 z ksigzki: Krzysztof R. Apt,
“A Briet History of Mathematics for Curious Minds”
World Scientific, 2024. Rysunki zostaly stworzone przez
Magdalene Kycler i Piotra Sitka.


https://www.cut-the-knot.org/
https://www.worldscientific.com/worldscibooks/10.1142/13518

Klub 44 M

1-44

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
873 (WT =1,59) i 874 (WT = 1,69)
z numeru 1/2024

Pawel Kubit Krakéw 45,24
F.ukasz Merta Krakéw 42,56
Szymon Kitowski 41,11
Adam Woryna Ruda SI. 40,91
Piotr Kumor Olsztyn 40,44
Witold Bednarek  Lédz 35,81
Krzysztof Zygan Lubin 34,43

Pan Pawel Kubit, od dawna
nieprzerwanie obecny w Lidze, zakonczyt
6sma runde!

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwigzania zadan z numeru 4/2024

Przypominamy tresé¢ zadan:

879. Funkcje f i g, o wartoSciach rzeczywistych, sg okreslone na przedziale [a, b]; funkcja g jest
rosngca; f(a) > 0 > f(b). Wiadomo ponadto, ze réznica f — g jest funkcjag ciggly. Udowodnié, ze
w pewnym punkcie przedziatu (a,b) funkcja f przyjmuje wartosé 0.

880. Rozstrzygnadé, czy zbiér wszystkich dodatnich liczb wymiernych Q4 daje si¢ przedstawic
w postaci sumy dwéch zbioréw roztacznych A, B tak, by mialy miejsce nastepujace implikacje
(dla z,y € Q4):

ejeSlizy=1,toz € A, ye Alubx € B, y € B;

ejesli|lz —y|=1,toz € A, ye Blubz € B, y € A.

879. Niech ¢ bedzie kresem gérnym zbioru {x € [a,b]: f(z) > 0} (niepustego,
bo f(a) > 0). Istnieje zatem ciag (x,) elementéw tego zbioru (byé¢ moze staly
od pewnego miejsca), zbiezny od lewej strony do ¢. Funkcja g jest rosnaca, wiec
g(xzn) < g(c) dla wszystkich n. Funkcja ¢ = f — g jest ciagla, wiec p(z,) — ¢(c);
przy tym o(x,) = f(zn) — g(zn) = 0 — g(c), skad wniosek, ze o(c) > —g(c), czyli
fe) = 0.

Skoro (z zalozenia) f(b) < 0, zatem ¢ < b. Z okreslenia liczby ¢ wynika, ze dla
x € (e, b] zachodzi nieréwnosé f(z) < 0; a takze nieréwnosé g(x) > g(c), bo

g jest funkcja rosnaca. Wobec tego ¢(x) = f(z) — g(x) < 0—g(c) dla = € (¢, b].
W granicy, gdy = dazy do ¢ (od prawej strony), dostajemy ¢(c) < —g(c).

Uzyskane nier6wnosci pokazuja, ze ¢(c) = —g(c); a to znaczy, ze f(c) = 0.

880. Istnieje takie rozbicie. Opis metody: okreslamy funkcje f: Qi — Q4
wzorami
1/z=: fo(z dlaz <1,
flay = 4 /7 = Do)
r—1=:fi(z) dlaz>1

Startujemy od dowolnej liczby = € Q4 i iterujemy przeksztalcenie f (wiec

w kazdym kroku stosujemy fy lub f1, w zaleznosci od tego, czy jestesmy

w przedziale (0, 1], czy (1,00)). Zauwazmy, ze jesli liczba wymierna (dodatnia)
jest zapisana w postaci utamka nieskracalnego, wéwczas przy zastosowaniu
funkcji fi suma licznika i mianownika zmniejsza sie; za$ przy zastosowaniu fy
ta suma nie ulega zmianie. Jednak po zastosowaniu fy jesteSmy w przedziale
(1,00) i w nastepnym kroku dzialamy znéw funkcja f1, zmniejszajac sume
licznika i mianownika. Wniosek: po skonczenie wielu krokach trafimy w liczbe 1.
Konczymy wtedy procedure iteracyjna.

Jedli, startujac od liczby z, stosowaliSmy kolejno funkcje f;,, fi,, ..., fi,, wéwczas
(i1,12,...,1x) jest ciagiem zerojedynkowym (skonczonej dlugosci), ktéry mozemy
uwazaé za kod liczby x.

Przyktad: dla z = % dostajemy trajektorie
27_.98 71 . 44  17_.27_ . 10_ 17 .7 10 . 3_.7_ .4 ,1_.3 .2 .1
98727 77 P Y AT 1T 10 10 7 Y773 '3 73T 1T
(strzalka = oznacza zastosowanie operacji fo; strzatka — oznacza f1). Kod
liczby 2T to (0111010101011011). [Mozna tu dostrzec rozbudowana postaé

9
algorytmu Euklidesa].

Dla dowolnej liczby = € Q4 okreslamy S(z) jako sume symboli w jej kodzie:
S(z) =11+ ...+ ix (czyli liczbe jedynek; np. S(2L) = 10; S(1) = 0 (kod pusty)).
I teraz: jesli S(x) ma wartosé parzysta, wrzucamy liczbe x do zbioru A; jesli
nieparzysta — to do zbioru B. Wymagane warunki sa spelnione: gdy zy = 1 oraz
(b.s.o.) z < 1, to y = f(x) = fo(z); kody liczb z, y maja tyle samo jedynek, wiec
te liczby sa obie w A lub obie w B. Gdy zas x —y =1, to y = f(z) = f1(z),
kody liczb z, y réznia sie o jedng jedynke, wiec te liczby leza jedna w A,

druga w B.

[Czytelnikowi Wnikliwemu proponujemy zastanowienie sie, czy przedstawiona
konstrukcja rozbicia Q. = AU B (o zadanej wlasnosci) jest jedyna mozliwa
(z dokladnoscia do zamiany symboli A < B)].
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
770 (WT = 3,5), 771 (WT = 2,45)

z numeru 1/2024
Tomasz Rudny Poznan 1-44+41,96

Rys. 3

Rys. 4 Q-

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA
Rozwigzania zadan z numeru 4/2024

Przypominamy tresé¢ zadan:

776. Na poziomej powierzchni stoi jednorodna, cienka obrecz o masie M i promieniu R. Pozioma
$rednice¢ obreczy stanowi lekka, gtadka rurka, wewnatrz ktoérej umieszczono kulke o masie m
przylegajaca do rurki i polaczona z obregczag dwiema sprezynami o wspélczynnikach sprezystosci k
(rys. 1). Przytrzymujac obrecz, kulke odchylono w lewo o z, po czym uklad pozostawiono samemu
sobie. Znalezé przyspieszenie srodka obreczy w chwili poczatkowej, zaktadajac brak poslizgu obreczy.

777. Trzy jednakowe kondensatory o pojemnosciach C polaczono szeregowo, podlaczono do

zrédla o sile elektromotorycznej € i po naladowaniu odlaczono od baterii. Nastepnie do uktadu
podlaczono jednoczes$nie dwa oporniki o oporach R (rys. 2). Jaka ilo$¢ ciepta wydzieli si¢ na kazdym
oporniku? Jakie natezenia maja prady plynace przez oporniki w chwili, gdy napiecie na sSrodkowym
kondensatorze jest 10 razy mniejsze od sily elektromotorycznej baterii?

776. Na rysunku 3 zaznaczono sily dzialajace na obrecz. Poniewaz nie wystepuje
poslizg, mozemy napisa¢ rownanie ruchu obrotowego obreczy wokdt chwilowej osi

obrotu przechodzacej przez punkt A:
(1) 2M R*c = 2kxR + Nz,
gdzie N jest silg nacisku kulki na rurke, 2kx wypadkowa silta sprezystosci.

Przyspieszenie katowe € wigze sie z szukanym przyspieszeniem a $rodka obreczy
wzorem

(2) e=a/R.

Site nacisku N znajdziemy z réwnania ruchu kulki w pionie:

(3) mex = mg — N.
Z réwnan f otrzymujemy:
(mg + 2kR) xR
" 2MR? + ma?

777. Ladunki na kazdym z kondensatorow po odlaczeniu baterii wynosza
Q = C&/3. Po dolaczeniu opornikéw, gdy prady juz nie ptyna, kondensatory
sa polaczone réownolegle. Z dodatnio naladowanej okladki odplynat tadunek ¢
i wplynal na ujemnie naladowane okladki kondensatoréw zewnetrznych (rys. 4).
Poniewaz napiecia na kondensatorach sa jednakowe, Q — ¢ = —Q + ¢/2, stad
q =4C¢&/9. Ladunki na prawych oktadkach sa réwne Q — ¢ = —CE&/9. Poczatkowa
energia ukladu wynosi Wy = 3Q%/2C = C&?/6, koticowa Wy = CE?/54. Cieplo
wydzielone na kazdym oporniku jest réwne

W = (Wi — W) /2 =2CE*/27.
Poniewaz podczas przeladowywania zmieniaja sie znaki ladunkéw na srodkowym
kondensatorze, napiecie £/10 pojawia sie na nim dwukrotnie — podczas
roztadowywania od £/3 do zera i podczas tadowania od 0 do £/9.

Rozwazmy przypadek pierwszy. Ladunek ¢; odplywajacy z okladki érodkowego
kondensatora znajdujemy z réwnania @ — g1 = CE/10, stad ¢ = CE/30.
Ladunek koncowy w rozwazanym procesie na okladce kondensatora bocznego
wynosi —CE/3+ ¢1/2 = —13CE/60. Z drugiego prawa Kirchhoffa dla dolnego
oczka otrzymujemy: £/10 — RI; + 13€£/60 = 0, stad szukane natezenie pradu

Jacek Konieczny  Poznan 40,41
Ryszard Baniewicz Wloctawek 1-40,24 Il = 195/60R
Konrad Kapcia Poznan 2-38,10
ia‘gel Perkowski  Ozaréw Maz. 5-33,59 W drugim przypadku analogiczne réwnania maja postaé:

ndrzej

Nowogrodzki. C.hocianéw 3-23,69 Q—q = 705/10’ 705/3 + q2/2 = 7705/60’ 75/10 — RI> + 75/60 =0,
Jan Zambrzycki Biatystok 4-19,67
Tomasz Wietecha Tarnéw 17-16,18 a szukane natQZenie 12 = 5/60R
Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach, czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.
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Rozwigzania zadan ze strony 3

m Rozwigzanie zadania M 1789.
C
%8

AY c X B

Tréjkaty prostokatne XI1Cq i CIA; s przystajace, gdyz maja
réwne przeciwprostokatne I X, XC oraz przyprostokatne
réwne promieniowi okregu wpisanego w trojkat ABC. Zatem

C1X = A.C.

Niech punkt Y bedzie punktem symetrycznym do punktu X
wzgledem C7. Wtedy czworokat A1CY C jest symetryczny
wzgledem dwusiecznej kata B (poniewaz C1Y = A;C oraz
BC1 = BA1), zatem A1C1 || CY. Oznacza to, ze prosta C1Aq
jest prosta taczaca srodki bokéw Y X i XC tréjkata Y XC.

Uwaga: Mozna réwniez zauwazy¢, ze na czworokacie BXIC
mozna opisaé¢ okrag, wtedy prosta A;C7 jest prosta Simsona
punktu I (patrz Deltoid z A}g) wzgledem tréjkata BXC.

i Rozwigzanie zadania M 1790.

Jedli 0 < a < b, to podstawmy y =a —b < 01z =+/3b— 2a. Wtedy
a=2%+3yib=2x?+2y. W konsekwencji f(a) < f(b) i funkcja
f(x) jest niemalejaca dla z > 0.

Niech teraz 0 < u < v. Wtedy znajdziemy taka liczbe catkowita

dodatnia n, ze
3 n—1 v 3\ "
he <-<(=) .
(2) S (2)

Podstawiajac * = 0 oraz y = %z, dostajemy f(z) = f (%z) dla
dowolnej liczby rzeczywistej z, a zatem

s > 1 (3u) >f((g)2u> >z 0 ((2) ) 2505 s,

gdzie w ostatnich dwéch nieréwnosciach wykorzystaliSmy
pokazang monotoniczno$é f. Wobec tego f(u) = f(v).

m Rozwigzanie zadania M 1791.

Zauwazmy, ze pokolorowanie wszystkich wierzchotkéw jednym
kolorem nie jest dobre; takie pokolorowanie nie jest rozwazane
ponizej.

Powiemy, ze bok wielokata jest kolorowy, jesli jego korice
sa w réznych kolorach, a niekolorowy — w przeciwnym razie.
Kolorowanie wierzchotkéw nazwiemy uporzgdkowanym, jesli
istnieje prosta oddzielajaca biale wierzchotki od czarnych.

Pokazemy, ze kolorowanie wierzchotkéw wypuklego n-kata (dla
n > 3) jest dobre wtedy i tylko wtedy, gdy jest uporzagdkowane.
Istotnie, zalézmy, ze pokolorowanie wierzchotkéow wypuklego
n-kata jest dobre, i rozwazmy odpowiedni podzial wielokata
na tréjkaty kolorowymi przekatnymi. W takim podziale

bedzie doktadnie n — 2 tréojkatéw. W kazdym z tych tréjkatéw
mozna wybraé odcinek taczacy wierzchotki tego samego koloru.
Odcinek ten nie moze by¢ przekatng n-kata, dlatego jest to
jego niekolorowy bok. Tak wiec dla kazdego z n — 2 tréjkatow
istnieje niekolorowy bok n-kata (dla réznych tréjkatéw boki te
sg oczywiscie rézne), zatem w naszym n-kacie jest co najmniej
n — 2 niekolorowych bokéw. Réwnowaznie, sa w nim co najwyzej
dwa kolorowe boki, skad tatwo wynika, ze kolorowanie to jest
uporzadkowane.

Zalézmy teraz, ze kolorowanie wierzchotkéw wypuktego n-kata
jest uporzadkowane, oznaczmy kolejno wierzchotki A, Aa, ..., Ay
(biate), B1, Ba,...,B; (czarne). Narysujmy wszystkie przekatne
od A1 do czarnych wierzchotkéw i wszystkie przekatne od B; do
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biatych wierzchotkéw. W ten sposéb otrzymujemy dobry podzial
naszego wielokata.

Pozostaje obliczy¢ liczbe uporzadkowanych kolorowan n-kata. Dla
kazdej mozliwej liczby k czarnych wierzchotkéw (k przyjmuje
wartosci od 1 do n — 1) sposréd wszystkich n wierzchotkéw
mozna na n sposobéw wybraé¢ uktad blokéw k kolejnych czarnych
wierzchotkéw, tj. liczba uporzadkowanych kolorowan wynosi

n(n —1).

& Rozwigzanie zadania F 1101.

Rysunek przedstawia sily
dzialajgce na samochéd
podczas pokonywania zakretu
— $rodek luku jest po prawej
stronie. Pionowe sktadowe sit

N

a

ADJ%

T, Tw

réwnowazg ciezar samochodu:
N + Ny = mg,

a poziome sktadowe (sity

tarcia) sa zrédlem sity

dosrodkowej:

a N\
/R

mv2

R

Dodatkowo wiemy, ze suma momentéw tych sit podczas stabilnej
jazdy (obliczymy te sume wzgledem $rodka masy samochodu)
Wynosi zero:

mg T, +Ty =

d
(N = N2) 5 + (Tw + T:)h = 0.

Otrzymany uklad réwnan pozwala wyznaczyé N, i N:

2 2
mg ~ muv“h mg muvh
N, = — ;0 Ny =—— .
=% "UrR Y7 2 d-R

Mamy dodatkowo Ty, + T < f(Nw + N:), a stad warunkiem

braku poslizgu jest v2 < gRf. Dachowanie zacznie si¢, gdy Ny = 0,

co prowadzi do warunku: v2 < gRd/(2h).

Whiosek: jesli f < d/(2h), to przy nadmiernej predkosci nastapi
poslizg, a gdy f > d/(2h), to nastapi dachowanie. Dlatego
ciezaréwki i SUV-y (duza warto$é¢ h) czesciej dachujg niz ,zwykle
samochody osobowe. Dodatkowy bagaznik na dachu samochodu
»sprzyja” dachowaniu.

9

W rozwigzaniu pominiete zostalo niebezpieczenstwo poslizgu
prowadzacego do obrotu wokot osi prostopadlej do drogi zwigzane
z nieré6wnomiernym rozkladem masy pojazdu i nieumiejetnym
uzywaniem pedalu gazu.

‘& Rozwigzanie zadania F 1102.

W znalezionym zwoju stosunek liczb atoméw C i 12C wynosit
0,8 wartosci we wspotczesnych roslinach, co oznacza, ze w probce
pozostalo N = 0,8Ng atoméw 4C, gdzie Ny jest ich pierwotna,
liczba. Wedlug prawa rozpadu promieniotwérczego po czasie t

w prébce pozostaje:

t
N(t) = No exp <77>
p
atoméw izotopu C. Nalezy jeszcze powigzaé parametr 7 (tzw.
$redni czas zycia) z czasem polowicznego rozpadu t1/2:
1 ty1/2 ) ty1/2
—No = Npexp | ——— T=—.
270 0 xXp < T In2

Czas, jaki uplynat od sciecia todyg papirusu tworzacych zwdj,

Wynosi: N ¢ N
t=7ln (—O> = I—/QIH (—0)
N In2 N

Liczbowo: t &~ 1845 lat, a wiec zwdj powstal okoto roku 180 naszej
ery.

Uwaga: zawarto$é izotopu 4C w prébce okredla sie, mierzac
liczbe rozpadéw S~ lub rozdzielajac w separatorze mas izotopy
zawarte w weglu wyizolowanym z prébki.


https://deltami.edu.pl/2015/10/prosta-simsona/
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Przeliczenia w grafach
Barttomiej BZDEGA

Grafem (prostym) nazywamy pare uporzadkowana (V, E), w ktérej V' jest
dowolnym niepustym zbiorem skonczonym, natomiast F jest zbiorem wybranych
dwuelementowych podzbioréw zbioru V. Bardziej po ludzku — mamy pewien
zbior V', ktorego elementy nazywamy wierzchotkamsi; elementy zbioru E, zwane
krawedziami, interpretujemy jako polaczenia wybranych par wierzchotkéw.
Wierzcholki v i w, ktore sa polaczone krawedzia, nazywamy sgsiednimi. Czesto
zamiast krawedZ {v, w} piszemy po prostu vw. Liczbe sasiadéw wierzchotka v
nazywamy jego stopniem i oznaczamy deg(v).

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Sciezkq dlugosci m nazywamy graf, ktérego wierzcholki mozna ustawié¢ w taki
ciag (wo,w1,. .., Wn), ze E={wowi,wiwe,... Wn_1Wn}. Cyklem dlugosci m >3
— graf, ktérego wierzcholtki mozna ulozyé w ciag (w1, we, ..., wy), dla ktérego
E = {wiwa, wows, . . ., Wy —1 W, Wywy . Graf nazywamy pelnym lub klikq, jesli
kazde dwa jego wierzchotki sa potaczone.

Graf G’ = (V’, E') nazywamy podgrafem grafu G = (V, E), je$li V' CV i E' C E.
Méwiac, dla przyktadu, graf G ma cykl dlugosci 5, mamy na mysli to, ze pewien
podgraf grafu G jest cyklem dtugosci 5. Podobnie przez liczbe sciezek diugosci 3
w grafie G rozumiemy liczbe tych podgraféow grafu G, ktére sa Sciezkami
dhugosci 3.

Dalej, o ile nie napisano inaczej, przyjmujemy n = |V| oraz k = |E| dla danego
grafu. Niech [ oznacza liczbe $ciezek dlugosci 2 w danym grafie, a t — liczbe
tréjkgtow (cykli dtugosci 3). Stosujemy tez konwencje V' = {vy,va,...,v,} oraz
d; = deg(v;) dlat=1,2,...,n.

Twierdzenie 1 (o u$ciskach dloni). Zachodzi réwnosé dy +das + ...+ d, = 2k.

Dowdd. ,Przetnijmy” kazda krawedz na dwie pdlkrawedzie. Liczba wszystkich
pétkrawedzi jest oczywiscie réwna 2k. Z drugiej strony, kazdy wierzchotek v;
jest jedynym koncem d; potkrawedzi, wiec liczba potkrawedzi jest rowna
di+do+...+d,. O
Niech com(v;,v;) = ¢; ; oznacza liczbe wspdlnych sasiadéw wierzchotkéw v; i v;.
Twierdzenie 2. Zachodzg réwnosci: | = (d21) + (d22) +...+ (dQ") =D i<icj<n Cinj-
Dowdd. Pierwsza réwnos$¢ wynika z tego, ze liczba $ciezek ze Srodkowym
wierzchotkiem v; jest (dz) Druga — z tego, ze liczbg Sciezek z koncami v; i v,

jest Cij- (I

Wiele zadan na Olimpiadzie Matematycznej mozna wyslowi¢ w jezyku graféw,
zwlaszcza te o polaczeniach drogowych miast, przyjazniach w pewnej grupie
0s6b itp. Poczatkujacemu w tej materii Czytelnikowi polecam, jako cenne
¢wiczenie, dokonaé przegladu zadan OM/OMJ, znalezé te o grafowej naturze
ije ,przetlumaczyé”.

Zadania

1. Wykazaé, ze jesli w grafie nie ma tréjkatéw, to k < in2. (twierdzenie Mantela)

2. Dany jest graf o n wierzchotkach, w ktérym kazdy wierzcholek ma
stopien d, kazde dwa potaczone wierzchotki maja doktadnie A\ wspdlnych
sasiadow oraz kazde dwa niepolaczone wierzchotki maja dokladnie
w wspélnych sasiadéw (graf taki nazywamy silnie regularnym). Wykazaé, ze
(n—d-1Dpu=(d-X-1)d

3. Kazda krawedz danego grafu pelnego jest czerwona, zielona lub niebieska.
Udowodni¢, ze w tym grafie jest mniej niz %n?’ tréjkolorowych tréjkatow.

4. Kazda krawedz danego grafu pelnego jest czerwona lub niebieska. Udowodnié,
ze liczba jednokolorowych tréjkatéw w tym grafie jest réwna co najmniej
£n(n —1)(n— 5). (twierdzenie Goodmana)

Dowiesé, ze 9t% < 2k3. (LVI OM)

6. Niech G = (V, E), przy czym V = AU B dla A = {a1,aq9,...,a,}

i B={by,ba,...,b,} oraz AN B = (). Wiadomo, ze w grafie G kazda krawedz
jest postaci a;b; i nie ma zadnego cyklu diugosci 4. Dowies¢, ze ten graf ma

co najwyzej 2n(v/4n — 3 + 1) krawedzi.

ot
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https://deltami.edu.pl/2023/03/wszystko-w-porzadku/

Rozne odcienie niebieskiego

Pod koniec lat 80. zesztego stulecia sonda Voyager 2 przeleciata w poblizu Neptuna i wykonata
jego zdjecie. Po prawie 35 latach jest to wciaz jedno z najbardziej rozpoznawalnych zdjec tej
planety. Zdjecie to jest najczesciej wykorzystywane w mediach i r6znego rodzaju prezentacjach
Uktadu Stonecznego. Moze wiec zaskoczy Cie, drogi Czytelniku, wiadomosc, ze intensywny
niebieski kolor planety nie jest ,prawdziwy”. (petny artykut. na str. 19)
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Zdjecie Urana wykonane przez sonde
Voyager 2 i opublikowane w 1986 roku

Zdjecie Neptuna, do jakiego &
przywyklismy, wykonane przez sonde
Voyager 2 i opublikowane w 1989 roku

Oryginalna publikacja
opisujaca wyniki obserwacji
Neptuna przez sonde
Voyager 2:

Smith, B. A. et al. (1989)
~Joyager 2 at Neptune:
Imaging Science Results”. @
Science, 246(4936),
1422-1449.
doi:10.1126/science.246.493 Prawdziwe kolory Urana (po lewej) i Neptuna (po prawej).
6.142. Zdjecie z publikacji Irwin et al. (2024)
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