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W nastepnym numerze:
Maty krok dla wyborcy,
ogromny skok

dla demokracji.
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Kilka probleméw z matematyki starozytnych Chin

*CWI, Amsterdam i Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Zobacz: G.G. Joseph, The Crest of the
Peacock: Non-European Roots of
Mathematics, wydanie trzecie, Princeton
University Press, s. 191, 2011.
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Rys. 1. Rysunek z Zhou Bi Suan Jing.
Zrédto: domena publiczna, Wikipedia

Commons

Rys. 2. Dowdd twierdzenia Pitagorasa
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Rys. 3. Problem zlamanego bambusa.

Reprodukcja z ksigzki “A Brief History of

Mathematics for Curious Minds”
autorstwa Krzysztofa R. Apt, za zgoda
wydawcy. © 2024 World Scientific
Publishing Company,
https://doi.org/10.1142/13518

Krzysztof R. APT*

W tym artykule przyblizymy nieco Czytelnikowi matematyke starozytnych Chin
i pokazemy kilka ciekawych zagadek i probleméw, ktére ukazaly sie w chinskich
tekstach w okresie od 500 roku p.n.e. do XIII wieku.

W starozytnych Chinach matematycy nie byli zainteresowani podazaniem za
abstrakcyjnymi pojeciami matematycznymi dla wlasnej satysfakcji. Kladli
nacisk wylacznie na nauke empiryczna. Stworzyli inne podejécie do matematyki
niz to prezentowane przez Grekdéw, ktérzy byli zainteresowani takze czysto
teoretycznymi pytaniami (na przyklad dowiedzeniem, zZe istnieje nieskonczenie
wiele liczb pierwszych lub ustaleniem liczby bryl platoriskich). Dlatego aby
zrozumie¢ osiggniecia starozytnych matematykow chinskich, trzeba skupié sie
na konkretnych problemach, ktére rozwazali.

Jednym z najstarszych zachowanych chinskich tekstéw matematycznych jest
Zhou Bi Suan Jing (Klasyczna Matematyka Zhou Gnomona), po$wiecony
astronomii i matematyce. Szacuje sie, ze zostal napisany w latach 500-200 p.n.e.
Tekst zawiera interesujacy rysunek (zobacz rys. 1).

Sugeruje on elegancki dowdd twierdzenia Pitagorasa. Mianowicie: rozwazmy
rysunek 2, gdzie oznaczamy istotne odcinki przez a,b i c.

Pole duzego kwadratu wynosi ¢?. Sklada sie on z czterech tréjkatéw
prostokatnych, kazdy o bokach a, b i ¢, oraz kwadratu o boku a — b. Stad

otrzymujemy b
4%+(afb)2:02
lub
2ab + a? — 2ab + b = 2,

co prowadzi do pozadanej konkluzji.

Najbardziej wplywowym tekstem w historii chinskiej matematyki jest
anonimowa ksiazka Jiu Zhang Suan Shu (Dziewie¢ Rozdzialéw o Sztuce
Matematycznej), napisana w latach 500 p.n.e. — 200 n.e. (za: G.G. Joseph,

s. 191). Jest to wlasciwie kompilacja dzietl kilku pokolent chifiskich matematykéw,
prawdopodobnie poczawszy od X wieku p.n.e. Dostepna wersja pochodzi

z 11T wieku.

Tekst wplynal na chinska matematyke, podobnie jak Elementy Euklidesa
wplynely na matematyke europejska, i przez kilka wiekéw byl uzywany do
szkolenia urzednikéw administracji cesarskiej. Ksiazka jest zorganizowana
jako seria 246 probleméw z rozwiazaniami, utozonymi tematycznie w dziewieé¢
rozdziatow.

Ostatni rozdzial zawiera dowdd twierdzenia Pitagorasa. Byl on w szczegdlnosci
wykorzystany do rozwiazania nastepujacego pieknego problemu.

Problem ztamanego bambusa

Ponizsze sformutowanie pochodzi z XIII wieku, uzyte w nim chi to jednostka
dtugosci.

Bambus o wysokosci 10 chi zlamal sie, i jego wierzcholek dotyka
ziemi 3 chi od podstawy pnia. Na jakiej wysokosci sie ztamalt?

Problem pojawial sie ponownie w pracach hinduskich matematykéw, od IX do
XII wieku, a ostatecznie takze w niektérych tekstach w Europie. Sugeruje to
migracje na zachdd réznych pomystéw matematycznych ze starozytnych Chin
(za: G.G. Joseph, s. 257).

Rozwiazanie problemu jest bardzo proste. Oznaczmy diugo$é¢ ztamanej

czeéci przez . Z twierdzenia Pitagorasa 2 + 32 = (10 — )2, czyli

22 4+ 9 =100 — 20z + x2, co daje x = g—é = 4,55. A wiec bambus ztamatl si¢ na
wysokoéci 4,55 chi.
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Najmniejszg odpowiedzia jest 23.
Faktycznie, 23 podzielone przez 3 daje
reszte 2, 23 podzielone przez 5 daje
reszte 3, a 23 podzielone przez 7 daje
reszte 2.

Problem stu ptakéw moze byé
sformalizowany za pomocy nastepujacych
dwéch réwnan:

5z + 3y + 3z = 100,

z +y+ 2z =100,
gdzie x,y i z oznaczaja, odpowiednio,
liczbe kogutéw, kur i kurczakéw.
Rozwigzania przyjmuja postaé:

x = 4t,
y =25 —Tt,
z =175+ 3t,

t jest tu catkowitym parametrem.
Wszystkie wartodci, w szczegdlnodci y,
musza by¢ nieujemne. Wynika z tego, ze
t musi by¢ réwne 0, 1, 2 lub 3. To
prowadzi do czterech rozwigzan (z,y, z)
w liczbach naturalnych: (0, 25, 75),
(4,18,78), (8,11,81) i (12,4, 84). Autor
pomija pierwsze z nich.

Rys. 4. Problem miasta otoczonego
murem. Zrédlo: domena publiczna,
Wikipedia Commons

Zobacz: rozdzial 5 w ksigzce

C. Smorynskiego History of
Mathematics: A Supplement, Springer,
2008.

Chinskie twierdzenie o reszcie

Wyrafinowanie chinskiej matematyki w IV wieku n.e. mozna docenié¢ poprzez
rozwazenie nastepujacego problemu z tekstu Sun Zu Suan Jing (Matematyczny
podrecznik mistrza Suna):

Istnieje pewna nieznana liczba obiektow. Gdy liczymy je ,,po
trzy” [tj. dzielimy przez 3], reszta wynosi 2, gdy liczymy je ,,po
piec”, reszta wynosi 3, a gdy liczymy je ,po siedem”, reszta
wynost 2. le jest obiektow?

Autor tej ksiazki podal zaréwno odpowiedz, jak i wyjasnienie swojej metody
rozwiazania problemu. Rozwiazanie, gdy uogélnione do dowolnej liczby zalozen
postaci ,,gdy liczymy w x, reszta wynosi y”, przy zalozeniu, ze uzyte dzielniki y
sa wzglednie pierwsze, jest nazywane chiriskim twierdzeniem o reszcie. Jest to
wazny wynik w teorii liczb.

Problem stu ptakéw

Inny stynny problem pojawil sie w teksécie z V wieku. Jest on sformutowany
nastepujaco (géan to miedziany pieniadz [za: G.G. Joseph, s. 288]):

Jesli koguty kosztujg 5 qianow kazdy, kury kosztujg 3 qiany
kazda © 3 kurczaki kosztujg 1 qian, © jesli 100 ptakow dostaje
ste za 100 qiandw, ile jest kogutow, kur i kurczakow?

Tekst oferuje trzy rozwiazania tego problemu, chociaz nie podano wyjasnienia,
jak zostaly one otrzymane. Matematycznie ten problem jest interesujacy,
poniewaz wymaga rozwiazania réwnan liniowych w liczbach naturalnych,

czyli tak zwanych rownan diofantycznych, rozwazanych w Starozytnej Grecji
przez Diofantosa (ok. 250 roku). Co wiecej, sformalizowanie problemu jako
dwéch réwnan z trzema zmiennymi prowadzi do koncepcji parametryzowanych
rozwigzan. Co ciekawe, warianty tego problemu pojawily sie kilka wiekéw pdzniej
w Indiach, Egipcie i Sredniowiecznej Europie.

Problem miasta otoczonego murem

Zakonczmy te krotka prezentacje omdéwieniem nastepujacego intrygujacego
problemu z okresu sredniowiecza. Pochodzi on z imponujacego tekstu Shu

Shu Jiu Zhang (Traktat matematyczny w dziewieciu sekcjach), napisanego

w XIII wieku przez Chiniskiego matematyka Qin Jiushao (ok. 1202 — ok. 1261).
Ksiazka zawiera 81 probleméw matematycznych dotyczacych réznych zagadnien
praktycznych, w tym astronomii i spraw wojskowych. W zadaniu ponizej I7 jest
jednostka odleglosci.

Miasto jest otoczone okrgglym murem o nieznanej srednicy,
z czterema bramami. Drzewo lezy 3 li na potnoc od pélnocnej
bramy. Jesli idziemy 9 li na wschdd od poludniowej bramy,
drzewo staje sie widoczne. Znajdé srednice miasta.

Ten problem zostal szczegdétowo oméwiony w ksiazce C. Smorynskiego.
Przedstawimy tu alternatywne rozwiazanie, ktore wykorzystuje tozsamos$é
trygonometryczna dotyczaca funkcji tangens, tg.

Rozwazmy uogolnienie, w ktérym uzywamy dowolnych wartodci a i b zamiast

9 i 3. Zadanie sprowadza sie wiec do obliczenia $rednicy x okregu, gdy mamy
dane a i b. Dodajmy do poczatkowego rysunku dodatkowy promien okregu, jak
w rysunku 5.

Rozwazmy tréjkaty prostokatne o katach « i 5. Maja one wspélny jeden bok
i w kazdym z nich drugi bok jest réwny promieniowi okregu. Wobec tego
z twierdzenia Pitagorasa trzecie boki sa sobie réwne.

A wiec te trojkaty sa przystajace, zatem a = 5. Mamy tg(2«a) = ZTH’ oraz
tg(a) = Z, wige

tg(2a) = 2tg(a) + S.



Korzystamy teraz z tozsamo$ci trygonometrycznej
2tg(a)

tg(2a) = .

g( ) 1— th (a)

Ostatnie dwie réwnosci prowadza do réwnania
b 2y
1—y?’

20+ — =
a

gdzie y = tg(a).
Mnozac obie strony przez a(1 — y?) i upraszczajac, otrzymujemy réwnanie
2ay°> +by? —b=0

(o3

a
a’
rOwnanie trzeciego stopnia w x:

trzeciego stopnia w y:
Ale y = z wiec podstawiajac, otrzymujemy po uproszczeniu nastepujace
3 4+ bax® — 4a®b = 0.

Rys. 5. Problem okraglego miasta
otoczonego murem w ogdlnej wersji

Dla a =9 i b= 3 za pomoca WolframAlpha, https://www.wolframalpha.com),
otrzymujemy trzy rozwiazania: dwa w liczbach zespolonych i jedno w liczbach
rzeczywistych, = 9, co jest poszukiwang odpowiedzia.
Fakt, ze rozwiazanie tak prostego problemu wymaga rozwazenia réwnania
trzeciego stopnia, jest zaskakujacy. Drogi Czytelniku, jezeli uda Ci si¢ rozwiazaé
ten problem przy uzyciu tylko rownania drugiego stopnia, to daj, prosze, zna¢ na

adres apt@cwi.nll
Tekst oparty na rozdziale 3 i zalgcznikach 3 i 17 z ksigzki: Krzysztof R. Apt,
,A Brief History of Mathematics for Curious Minds”, World Scientific, 2024.

Przygotowal Dominik BUREK
M 1792. Dane sg parami rézne liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢, dla ktérych
a® =qac—1 oraz b9 =be—1.

20232 (ab)*0* < 1.

ﬁ Zadania
Udowodni¢, ze
M 1793. Dodatnie liczby catkowite sa pokolorowane na bialo lub czerwono
tak, ze jesli a, b maja ten sam kolor, a a — 100 jest dodatnia liczba catkowita, to
a — 10b i a réwniez maja ten sam kolor. Ile istnieje takich kolorowan?

M 1794. Liczbe catkowita dodatnia nazywamy dobrg, jesli mozna ja
przedstawié¢ jako sume dwoch wzglednie pierwszych liczb naturalnych, z ktérych

pierwsza jest iloczynem nieparzystej liczby liczb pierwszych (niekoniecznie
r6znych), a druga — parzystej. Udowodnié, Ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb

catkowitych dodatnich k takich, ze k* jest liczba dobra.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER
F 1103. Cegta spada na pitke tenisows spoczywajaca na twardym, poziomym
podiozu (np. betonie). Po odbiciu cegla odskakuje na wysokos$é¢ H nad pitka.
Oszacuj, na jaka wysokos¢ podskoczy pitka? Zakladamy, ze cegla uderza w pitke
$rodkiem poziomej powierzchni znajdujacym sie doktadnie nad $rodkiem piltki.

Opory ruchu mozna pominac.
wrzatku po 5 minutach jest ,ugotowane” tak, jak lubimy. Jajo strusia ma

F 1104. Na podstawie doswiadczenia wiemy, ze kurze jajo zanurzone we
podobny ksztalt (i sklad), ale jego wymiary sa okolo trzy razy wieksze niz jaja

kurzego. Ile czasu powinnisSmy gotowaé jajo strusia?
Oba zadania zostaly zaczerpniete ze zbiorku Physics at your feet: Berkeley

Graduate Exam Questions or Ninety Minutes of Shame but a PhD for the Rest

of Your Life pod redakcja D. Budkera i A. O. Sushkova.

Rozwigzania na str.
3
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Jak wyglada pozaskonczona rzeczywistosc¢?

* Studentka, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Formalnie ta nierozréznialnosé polega na
wyodrebnieniu roztacznych podzbioréw
tréjek, w ramach ktérych kazde dwie
tréjki spelniaja . Tak okreslone
podzbiory traktujemy jako elementy
nowej przestrzeni.

(n1,m1, k1) + (n2, ma, k2) =
= (nika + noki, miks + moky, k1k2)

(n1, m1, k1) - (n2, ma, ko) =
= (n1n2 + mima, nima + minz, ki1kz)

(n1,m1, k1) < (n2, m2, k2) =
= niks + mak1 < noki + mike

Czytelnikowi Dociekliwemu polecamy
upewnienie sie, ze powyzsze operacje
odpowiadajg adekwatnym
dzialaniom/relacjom (dodawania,
mnozenia, mniejszodci) na zbiorze
zakodowanych przez nasze trojki
»szkolnych” liczb wymiernych.

Julia SCISEOWSKA*

Pewnego razu liczby naturalne (czyli zbiér N = {0,1,2,3,...}) przechadzaly
sie malownicza Sciezynka w teoriomnogos$ciowym lesie. Nagle porwala je pewna
rusaltka, ktora najpierw zamienila je na zbiér wszystkich tréjek liczb: n,m € N
oraz k € N\ {0}, a na te tréjki rzucila urok relacji réwnowaznosci. Zaklecie to
sprawito, ze dowolne dwie trdjki (n1, mq, k1) oraz (na, ma, ko) spelniajace

(1)
staly sie nierozréznialne. Na pierwszy rzut oka powyzsza réwnos¢ wyglada do$é
egzotycznie, jednak po prostych przeksztatceniach daje "1;71’”1 = ”2;7;”2 Gdyby
zatem kazdej trojce liczb (n,m, k) przypisac liczbe wymierng "™, to réwnosé
pozwalalaby stwierdzié¢, ktérym trojkom przypiszemy to samo. Rusatka mogtaby
jednak nie znaé¢ (lub po prostu nie lubié¢) dzialan odejmowania oraz dzielenia,

gdyz potrafia one z liczb naturalnych zrobi¢ nienaturalne — i stad taka, a nie

inna postaé (|1f).

Utozsamionym tréjkom odpowiadaja zatem te same liczby, znane nam ze szkoty
pod nazwg wymiernych (ktérych zbiér oznaczamy przez Q). Dla przykladu,

w wyniku dzialan rusalki nierozréznialne staly sie tréjki (2,5,6) oraz (5,7,4),
obie kodujace liczbe wymierna —%. Zaznaczmy jednak ponownie, ze rusatka nie
musiala zna¢ wczesniej liczb wymiernych — ona wlasnie je sobie wyczarowatla!

nl'k2+m2~k1:n2~k1+m1~k2

Na zbiorze utozsamionych w ten sposéb tréjek liczb naturalnych rusatka
zadala dzialania dodawania, mnozenia oraz porzadek liniowy (patrz margines).
Nastepnie rusatka stworzyla z nich przekroje Dedekinda. A oto, jak je
zdefiniowala.

Podzbiér liczb wymiernych A C Q nazwiemy przekrojem Dedekinda, jesli spelnia
nastepujace trzy warunki:

1. A# @ oraz A # Q;
2. JeSlix € Aoraz y <z, to y € A;
3. Dla kazdego x € A istnieje element y € A taki, ze z < y.

Tak narodzily sie liczby rzeczywiste, ktére rusatka zdefiniowala jako:
R={ACQ: A jest przekrojem Dedekinda}.

Pojawilo sie wéwczas dosé naturalne pytanie: co by sie stalo (tzn. jaka
powstalaby przestrzen), gdyby rusaltka zastosowala te same operacje na ,troche
wiekszym” zbiorze niz liczby naturalne?

Aby znalezé odpowiedz na to pytanie, trzeba zapoznaé sie nieco z pewnymi
bardzo znanymi obywatelkami matematycznego $wiata — czyli z liczbami
porzadkowymi, ktére uogdlniaja liczby naturalne. Teoriomnogosciowiec definiuje
liczbe porzadkows jako zbiér z porzadkiem, ktéry spelnia dwa warunki — po
pierwsze dowolne dwa elementy mozna ze soba poréwnaé (czyli jeden jest
muiejszy od drugiego lub mu réwny, np. 10 > 7), a po drugie dowolny element
jest zbiorem wszystkich elementéw od niego mniejszych w tym porzadku.
Przyktadowo:

3=1{0,1,2) = {0,{0}, {0, {0}}}.

Oznaczamy réwniez w = N = {0,1,2,...}. Zauwazmy, ze liczba porzadkowa jest
tez {N,w}.

Liczba porzadkowa jest liczba kardynalna, jesli nie jest ona réwnoliczna

z zadna liczba porzadkowa od siebie mniejsza (czyli jesli nie da sie jej
elementow polaczyé¢ w pary z elementami zadnej mniejszej od niej liczby
porzadkowej). Jesli k jest liczba kardynalna, to mozna o niej mysle¢ jak

o zbiorze ztozonym z wszystkich liczb porzadkowych mocy mniejszej od «.
Przykladowo wprowadzona wczeéniej liczba porzadkowa w jest liczbg kardynalna.
Jest to najmniejsza nieskonczona liczba porzadkowa.
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Zaznaczmy tutaj, ze aby czary rusatki
osiagnely pozadany efekt, nalezy
wprowadzié¢ na zbiorze k dzialania
dodawania i mnozenia w odpowiednio
staranny sposéb. Sg to tak zwane
operacje Hessenberga.

O liczbach porzadkowych mozna myé$leé¢ jako o uogdlnieniu liczb naturalnych,
kodujacym intuicje ustawiania pewnych bytéw w odpowiedniej kolejnosci,

a liczby kardynalne uogdélniaja pojecie liczby elementéw w danym zbiorze,
nazywane moca danego zbioru.

Kiedy rusatka zapragnie wlozy¢ do worka pewien nieskonczony zbiér, chwyta
po kolei jego elementy i méwi: ,ty bedziesz pierwszym elementem w worku, ty
bedziesz drugim elementem w worku, ty bedziesz trzecim...” i tak dalej. Chcac
na przykltad powiedzieé, jaki jest liczebnik porzadkowy przypisany ostatniemu
wlozonemu elementowi do worka, rusatka uzyje pojecia liczby porzadkowe;j.

Kiedy jednak rusalka chce zbadac, ile elementéw jest juz w worku, to nie jest
dla niej wazne, w jakiej kolejnosci wkladala te elementy do worka — wtedy
wazna jest dla niej jedynie liczba (by¢ moze nieskoniczona) elementéw w worku —
i odpowiedzia na to pytanie jest pewna liczba kardynalna.

Wspomnielidmy juz, ze liczby porzadkowe stanowia uogdlnienie liczb naturalnych.
Jak sie okazuje, mozna na nich wprowadzi¢ dzialania dodawania i mnozenia,
uogolniajace te operacje stosowane do liczb naturalnych. Chwyémy teraz liczbe
kardynalna i spojrzmy na nig w nadzwyczaj teoriomnogosciowy sposob, tzn.
rozwazmy zbidr ztozony z wszystkich liczb porzadkowych mniejszych od «.
Nastepnie podarujmy ten zbiér naszej znajomej rusalce z teoriomnogosciowego
lasu. Co widzimy? Otéz rusalka zaczyna wykonywaé na tym zbiorze dokladnie
te sama operacje, ktéra z N uczynita Q — teraz jednak zbiér x, na ktérym
zadawala relacje réwnowaznoéci okreslong przez (1), moze by¢ znacznie wiekszy
od liczby kardynalnej w, z ktéra rusatka bawila sie na poczatku tej opowiesci.

Otrzymane przez rusatke w pierwszym kroku zbiory bedziemy nazywaé
liczbami k-wymiernymi i oznacza¢ przez k—Q, natomiast to, co z nich dalej
dostaniemy przez wykorzystanie przekrojéw Dedekinda, bedzie nazywane
liczbami k-rzeczywistymi (ozn. k-R). Mozemy wigc napisac:

Q=wQ oraz R=wR.

Liczby k-rzeczywiste nosza rézne imiona — czasem zwa si¢ po prostu diugims
liczbami, a innym razem, gdy chcemy podkresli¢ ich ponadnaturalne (to jest:
k-fantastyczne) pochodzenie, nazywamy je pozaskoriczonymi liczbami
rzeczywistyms.

Pozaskonczone liczby rzeczywiste, jak na liczby przystalo, mogg by¢ uzywane
do réznych rodzajéw obliczeni. Zeby méc jednak wykonywaé te obliczenia,
trzeba zdefiniowaé¢ pewne dzialania. Mozna dosy¢ naturalnie wprowadzié¢ na
tych liczbach dzialanie dodawania oraz mnozenia. Gdy sie to zrobi zgodnie ze
sztuka oraz wyrézni si¢ zero i jedynke, to uzyskuje si¢ byt matematyczny, ktory
otrzymalby od algebraikéw zaszczytne miano ciala uporzgdkowanego. Co prawda
takie cialo mialoby pozaskonczong dlugosé, ale tak juz w matematycznej
przyrodzie bywa.

Przy tych rozwazaniach pamietajmy jednak, ze dobry matematyk to uwazny
matematyk! Wiemy przeciez, ze liczby k-rzeczywiste powstaly w dzikim
teoriomnogos$ciowym lesie wskutek rusatkowej roboty, wiec mogty zostaé skapane
w czarnej matematycznej magii, ktéra nie zachowuje przyzwoitych wtasnosci.

Zastanéwmy sie chociazby, jak wyglada przestrzen xR dla k > w? No c6z — robi
sie troche upiornie, bo §wiat k—R dla nieprzeliczalnych liczb kardynalnych

nie zawiera pierwiastkéw znanych z rzeczywistego $wiata, takich jak np. v/2.
Innymi stowy, nie istnieje liczba k-rzeczywista, ktéra pomnozona przez siebie
da w wyniku 2 (rozumiane jako liczba k-rzeczywista). A wiec k-R w ogélnosci
potrafi byé¢ bardzo nieprzyjazne z czysto ontologicznego punktu widzenia.
Niedobrze. Zwlaszcza, ze oznacza to, iz R = w-R ¢ xR dla k > w, czyli istnieja
zwyczajne liczby rzeczywiste, ktore nie sa liczbami k-rzeczywistymi. Z drugiej
strony, w kR istnieja nowe elementy, ktorych nie ma w Swiecie zwyktych liczb
rzeczywistych, takie jak liczby nieskoriczenie duze, np. w, w + 2023, w -9 oraz
nieskonczenie male, np. %
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Zainteresowanym zglebianiem tajemnic
liczb k-rzeczywistych polecam artykut
Long reals, Davida Asperd oraz
Konstantina Tsaprounisa, z ktérego
korzystatam, piszac ten tekst.

* Doktorantka, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Na rysunku zaznaczono z6ttym kolorem
wierzcholki nalezace do zbioru
dominujgcego

Ciekawe rzeczy sie dzieja, gdy liczby k-rzeczywiste wpadaja do rak topologéw,
czyli matematykéw zglebiajacych te wlasnodci przestrzeni, ktore potrafia
przetrwaé w bardzo abstrakcyjnych warunkach. Najpierw topolog wyczuwa,

ze liczby k-rzeczywiste nieco dziwnie ,,pachna”... no wtasnie, okazuje sie, ze
dla k > w liczby k-rzeczywiste sa niespdjne, czyli ,,dziurawe” (o czym Swiadczy
np. brak v/2), wiec niektére klasyczne fakty o R (np. twierdzenie o wartosci
$redniej) przestaja by¢ prawdziwe w kR dla k > w. Mozna wigec uprawiaé

w pozaskonczonych liczbach rzeczywistych rachunek rézniczkowo-catkowy, lecz
trzeba liczy¢ sie z tym, ze bedzie on nieco dziwaczny i niejeden analityk mdégtby
by¢ nieco sceptyczny wobec pozaskonczonych fenomendéw tej teorii.

Nie ma jednak co marudzi¢: niektore fundamentalne wtasnosci zwyktych liczb
rzeczywistych R = w-R sg prawdziwe réwniez w Swiecie liczb k-rzeczywistych
dla k > w. Na przyklad gestos¢ — powszechnie wiadomo, ze Q jest geste w R,
czyli miedzy dowolnymi liczbami rzeczywistymi mozna znalezé liczbe wymierna.
Okazuje sie, ze k—Q jest geste w kR, czyli miedzy dowolnymi liczbami
k-rzeczywistymi mozna znalezé liczbe k-wymierna. Istnieja rézne twierdzenia

z zakresu teorii opisywania pewnych eleganckich przestrzeni topologicznych
(zwanej deskryptywna teoria mnogosci), ktére pokazuja, ze liczby k-rzeczywiste,
z pewnego punktu widzenia, sa bardzo sensownym uogdélnieniem klasycznych
liczb rzeczywistych w—R.

A co to znaczy: sensowne uogélnienie? O tym juz traktuja inne historie. Mozna
snu¢ wiele pozaskonczonych basni — zaréwno topologiczno-teoriomnogosciowych,
jak i teoriomnogoéciowo-logicznych. By je poznaé, nalezy zapoznacé si¢ lepiej

z teorig mnogoéci, do czego serdecznie zachecam — bo potem jest sie gotowym
na podroéz do teoriomnogosciowego lasu. Do tego samego lasu, w ktérym pewna
rusatka wykreowata przestrzen liczb k-rzeczywistych.

Szerokosé Sciezkowa
Jadwiga CZYZEWSKA*

Rewolucja! W krélestwie Bajtocji wynaleziono telefon, i mtody krél, ktéry
wlasnie zasiadl na tronie, chce wykorzysta¢ ten wspanialy wynalazek do
usprawnienia komunikacji w swoim krélestwie. Dawniej kazda wiadomosé
przenosil gotab pocztowy, a jak powszechnie wiadomo, jest to system do$¢ wolny
i zawodny. Kroél zarzadzit zatem zainstalowanie telefonu w kazdym miescie.
Kiedy jednak jego doradcy pokazali mu kosztorys projektu, krél ztapat sie

za gltowe i zdecydowal na inne rozwiazanie: aparaty maja by¢ zainstalowane

w taki sposéb, by wszyscy poddani mieli dostep do telefonu w swoim miescie
lub w pewnym innym mieécie polaczonym bezpoérednio droga z ich miastem.
Doradcy kroéla gltowia sie teraz, w ktérych miastach je zainstalowac, tak aby byto
ich jak najmniej i tym samym koszt projektu byl jak najnizszy.

Przedstawmy nasz problem w jezyku teorii graféw. Rozwazmy graf G = (V, E),
w ktérym zbiér wierzchotkéw V reprezentuje miasta w krolestwie, a zbiér
krawedzi E odpowiada istniejacym polaczeniom drogowym. Chcemy znalezé
taki podzbiér wierzchotkéw D, by kazdy wierzcholek grafu albo sam nalezal do
zbioru D, albo miatl sgsiada w zbiorze D. Kazdy wierzcholek o takiej wlasnosci
nazwiemy zdominowanym. W opisanej sytuacji zdominowane sa wszystkie
wierzchotki, podzbiér D nazwiemy wiec zbiorem dominujacym. Oczywiscie,
wybierajac D = V, wskazemy poprawny zbiér dominujacy, ale, podobnie jak kréla,
interesuje nas zbiér o mozliwie najmniejszej liczbie wierzchotkdw.

Opisany problem w teorii graféw nosi nazwe problemu minimalnego zbioru
dominujacego. Mozemy takze rozwazy¢ wariant, gdy koszty wybudowania
telefonu w poszczegdlnych miastach sie rézniag — kazdemu miastu v; przypisujemy
koszt ¢(v;), ktéry bedziemy tez nazywaé waga. Naszym zadaniem jest wtedy
wskazanie zbioru dominujacego o minimalnej sumarycznej wadze. Jest to
wéwezas problem zbioru dominujacego o minimalnej wadze.
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Na rysunku zaznaczono na zoito
wierzcholki grafu nalezace do zbioru
dominujacego. Zauwazmy, ze

w przypadku problemu wazonego czasami
oplaca nam si¢ wybraé¢ wigcej
wierzcholkéw niz w przypadku grafu bez
wag

W duzym uproszczeniu, problemy
NP-trudne to takie problemy, dla ktérych
nie znamy algorytméw dzialajgcych

w czasie wielomianowym i mamy dobre
powody, aby sadzi¢, ze takie algorytmy
nie istniejg.
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Na z6ltto zaznaczono wierzchotki nalezace
do minimalnego zbioru dominujacego

Naturalnym pomystem w przypadku tego typu probleméw jest podejscie
zachlanne, w ktérym zaczynamy od pustego zbioru D i kolejno dodajemy do
niego wierzcholki, ktére wydaja sie najbardziej przybliza¢ nas do celu. Powiedzmy,
ze jesteSmy w trakcie takiej procedury, i przez Z oznaczmy zbiér wierzchotkéw
zdominowanych, czyli nalezacych w danym momencie do zbioru D (ktéry na
koniec tej procedury bedzie zbiorem dominujacym), lub posiadajacych sasiada
w zbiorze D. Poczatkowo zbior Z jest pusty. W kazdym kroku wybieramy
wierzchotlek, ktéry nie nalezy do zbioru Z i ma najwieksza liczbe sasiadéw
nienalezacych do zbioru Z. Taki wierzchotek dodajemy do zbioru D — wtedy

on i wszyscy jego sasiedzi trafiaja do zbioru Z. Postepujemy w ten sposéb, dopoki
wszystkie wierzchotki G nie zostang wlaczone do Z. Wydawaloby sie, ze takie
podejécie to dobry pomyst, jako ze w kazdym kroku zwigkszamy Z o maksymalng
w tym momencie liczbe wierzcholkéw. Istnieja jednak grafy, dla ktérych to
podejscie nie jest optymalne:

W powyzszym przykladzie najpierw wilaczymy do grafu niebieski wierzchotek.
Wtedy z6tte wierzchotki zostana zdominowane. W kolejnych krokach nasz
algorytm wlozy wszystkie trzy szare wierzchotki do zbioru dominujacego. W ten
sposob otrzymamy zbiér dominujacy o mocy 4. Zauwazmy jednak, ze zbiér
z6ttych wierzchotkéw jest poprawnym zbiorem dominujacym o mocy 3.

Obydwa opisane problemy mozemy rozwiazaé, rozwazajac wszystkie mozliwe
podzbiory wierzcholkéw grafu, sprawdzajac, ktére z nich sg zbiorami
dominujacymi, i wybierajac najmniejszy z nich. Ztozonos¢ czasowa tego
algorytmu to O(2!V!- |E|), co zdecydowanie nie jest satysfakcjonujace (dla grafu
o zaledwie 20 wierzchotkach 2!V!- |E| moze byé réwne prawie 200 milionéw!).
Czy jestesmy w stanie zaproponowaé zatem szybsze, tj. wielomianowe
rozwigzanie? Nie spodziewamy sie, by odpowiedz byla pozytywna — obydwa

te problemy sa NP-trudne. Z drugiej strony potrzebujemy umiec¢ szybko

i efektywnie rozwiazywac to zadanie, poniewaz wystepuje w wielu rzeczywistych
scenariuszach zwiazanych z dystrybucja zasobow.

Jednym ze sposobow radzenia sobie z NP-trudnymi problemami grafowymi jest
uwazne przyjrzenie sie grafom, dla ktérych potrzebujemy znalezé rozwiazanie

— by¢ moze maja one dodatkowe przydatne wlasnosci. Przyktadowo wiemy, ze
w grafie miast polaczonych drogami bez mostéw, tuneli ani skrzyzowan nie
mozna znalezé pieciu miast polaczonych kazde z kazdym (korzystamy tutaj

z twierdzenia Kuratowskiego charakteryzujacego grafy planarne).

Znajac lepiej wlasnosci graféw, dla ktérych mamy rozwiazywaé nasz problem,
mozemy projektowaé algorytmy korzystajace z tych wlasnoéci i dziatajace
szybciej niz algorytm rozwiazujacy nasz problem dla dowolnego grafu.

Przypadek Sciezki

Rozwazmy graf, ktéry jest $ciezka (patrz rysunek na marginesie). Oznaczmy jego
kolejne wierzcholki przez vy, ve, ..., v,. Jak rozwiazaé¢ zagadnienie minimalnego
zbioru dominujacego dla Sciezek? Jezeli wierzchotki nie maja wag, mozemy po

prostu wybraé co trzeci wierzcholek, zaczynajac od drugiego wierzchotka Sciezki.

W przypadku wazonym nasze zadanie sie nieco komplikuje, ale nadal istnieje
algorytm liniowy znajdujacy optymalne rozwiazanie. Dla kazdego ¢ € {1,2,...,n}
rozwazmy optymalny zbiér dominujacy dla $ciezki zlozonej z wierzchotkéw

v —ve — -+ —v; W kazdym z trzech scenariuszy:

o wierzchotlek v; nalezy do zbioru dominujacego;

e v; nie nalezy do zbioru dominujacego, ale jego sasiad v;_1 juz tak;

e zardéwno v;, jak i v;_1 nie naleza do zbioru dominujacego (zauwazmy, ze
w tym przypadku wierzcholek v; nie jest zdominowany).
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Graf i jego dekompozycja Sciezkowa
o szerokosci 3

Kazdy cykl ma szerokosé¢ $ciezkowsg
réwna 2 — dla kazdego mozemy
zaproponowaé dekompozycje analogiczna
do tej na obrazku (tutaj dla cyklu

o dlugosci 5). Z drugiej strony jedynie
Sciezki majg szerokosé $ciezkowa réwnag 1

Mozna udowodnié, ze dla grafu bedacego
klikg musi istnie¢ worek zawierajacy
wszystkie wierzchotki. Zatem klika

o n wierzchotkach ma szerokosé $ciezkows,
réwng n — 1

Czytelnikowi pozostawiamy jako zadanie
pokazanie, ze dowolng dekompozycje
$ciezkowsy grafu o n wierzchotkach, ktéra
ma wigcej niz 2n workéw, da si¢ prosto
skréci¢ do dlugosci 2n bez zwigkszania jej
szerokoéci, a wiec mozemy zakladac

p < 2n.

Oznaczmy optymalny zbiér dominujacy dla Sciezki v;1 — vy — - -+ —v; dla
kazdego z trzech wyzej opisanych przypadkéw jako, odpowiednio, D}, D# D3,
a przez k(DZJ ) oznaczmy sumaryczny koszt wierzchotkéw w zbiorze Df .
Zauwazmy, ze jesli mamy juz znalezione optymalne zbiory dla i w kazdym
scenariuszu, mozemy tatwo znalez¢ wyniki dla ¢ + 1.

o Niech j = argminj—; o3 k(D). Wtedy D}, = D} U {vis1}.

e 7 definicji zachodzi D? | = D}.

o W ostatnim scenariuszu wierzchotki v; i v;41 nie naleza do zbioru
dominujacego, zatem wierzcholek v; musi by¢ zdominowany przez
wierzcholek v;_1. Zatem zachodzi D}, , = D?.

Aby znalezé najlepsze rozwiazanie dla calej Sciezki, wybieramy rozwiagzanie

0 mniejszej sumarycznej wadze dla ¢ = n sposrdd pierwszych dwoch scenariuszy
(w ostatnim wierzcholek v,, nie bylby dominowany). Dopracowanie szczegdléow

i dowdd poprawnosci algorytmu pozostawiamy Czytelnikowi.

Szerokosé¢ Sciezkowa

Dla ogélnych graféw nie mozemy niestety skorzystaé z tego algorytmu, bo
wierzchotki moga by¢ ze soba polaczone w znacznie bardziej skomplikowany
sposéb. Rodzi sie jednak pytanie, co w przypadku, gdy rozwazany graf jest
podobny do $ciezki (np. tak jak grafy przedstawione na obrazkach na marginesie).
Moze potrafilibysmy wykorzysta¢ nasze zrozumienie problemu dla $ciezek do
skonstruowania algorytmu dla graféw przypominajgcych Sciezki?

Zanim péjdziemy dalej, musimy sformalizowa¢ pojecie podobienstwa do Sciezki.
Dekompozycja Sciezkows (ang. path decomposition) grafu G nazywamy
pare (P, {B(u)}uecv(p)), gdzie P jest $ciezka, a kazdemu wierzchotkowi u
przyporzadkowany jest zbior f(u) C V(G) (zwany workiem) tak, ze spelnione
sg nastepujace dwa warunki:

dla kazdych dwéch wierzcholkéw vy 1 vo polaczonych krawedzig w grafie G

istnieje wierzchotek u € V(P), ktérego worek zawiera vy i vo;

o dla kazdego wierzchotka v grafu G zbiér wierzchotkow P, ktorych worki
zawieraja v, tworzy niepusty, spéjny podgraf P (czyli w tym przypadku
Sciezke).

Szerokosé¢ dekompozycji Sciezkowej (P, {B(u)}uev(p)) to max,cv(py |B(u)] — 1.

Szerokoscia Sciezkowa (ang. pathwidth) grafu G nazywamy minimalna

mozliwa szerokos¢ dekompozycji Sciezkowej grafu G. W definicji odejmujemy 1,

by Sciezki mialy szerokos¢ Sciezkows réwna 1, a nie 2.

Okazuje sie, ze szerokosé¢ $ciezkowa wielu graféw rozwazanych w rzeczywistych
scenariuszach jest mala (czyli ograniczona przez pewna stala). Jest to bardzo
wygodne, gdyz mozemy wykorzysta¢ te wlasnos¢ do projektowania szybkich
algorytméw.

W dalszej czedci artykulu skoncentrujemy sie na problemie najmniejszego
zbioru dominujacego w grafie bez wag. Algorytm, ktéry podamy, mozna tatwo
zmodyfikowaé, aby dzialal réwniez w przypadku graféw z wagami, jednak
pominiemy te szczegodly, aby idea algorytmu byla bardziej przejrzysta.

Gdy konstruowaliSmy zbiér dominujacy o minimalnej wadze dla $ciezki,

w momencie ¢ + 1 nie potrzebowaliémy wiedzie¢, jak wyglada caty optymalny
zbiér dominujacy dla Sciezki ztozonej z pierwszych i wierzchotkow —
korzystaliémy jedynie z wiedzy o wierzchotkach v;_; oraz v;. Wykorzystamy
teraz podobna intuicje, konstruujac algorytm dynamiczny, ktory bedzie dziataé
koszt zbioru dominujacego dla réznych mozliwych stanéw wierzchotkéw
nalezacych do obecnie rozwazanego worka.

Rozwazmy graf G i jego dekompozycje ciezkowa (P, {3(u)}uecv(p)), gdzie P jest
Sciezka uy — ug — - - - — up. Przez k; oznaczmy |5(u;)|, a przez k = max;=1,. ki
oznaczmy szeroko$¢ $ciezkowa P powiekszong o 1. Dla kazdego wierzchotka v
grafu G rozrézniamy jeden z trzech mozliwych stanow:
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1. v nalezy do zbioru dominujacego;

2. v nie nalezy do zbioru dominujacego, ale jest zdominowany przez co najmniej
jednego ze swoich sasiadow;

3. v nie nalezy do zbioru dominujacego i nie jest zdominowany przez zadnego ze
swoich sasiadéw.

Bedziemy konstruowaé¢ najmniejszy zbior dominujacy, tak jak poprzednio,
rozwazajac kolejne wierzchotki P wraz z przypisanymi im workami. Dla
worka i rozwazamy wszystkie mozliwe konfiguracje stanéw jego wierzchotkéw.
Jest ich 3% — kazda konfiguracje mozemy reprezentowaé przez wektor

o= (s1,82,...,8k), gdzie s; € {1,2,3} dla j € {1,...,k;}. Rodzine wszystkich
mozliwych wektoréw stanéw worka 3(u;) oznaczymy jako S;.

Najpierw generujemy (czyli rozpatrujemy) wszystkie mozliwe stany dla
pierwszego worka [(uy). Przez c(a) dla oo € & oznaczmy liczbe wierzcholkéw,
ktore przy stanie o naleza do zbioru dominujacego. Moze sie jednak zdarzyé, ze
wektor a reprezentuje niepoprawna konfiguracje, np. gdy istnieje wierzchotek
w stanie 2, ktérego zaden sasiad nie nalezy do zbioru dominujacego (zaden nie
jest w stanie 1). Niepoprawnym wektorom « przypisujemy c(a) = co. To pozwala
nam zainicjowaé algorytm programowania dynamicznego.

Zalézmy teraz, ze dla kazdego wektora a € S;

mamy obliczony ¢(«) — rozmiar minimalnego zbioru
dominujacego w grafie indukowanym przez wierzchotki
nalezace do 8(u1) U B(ug) U--- U B(u;), ktéry zgadza
sie ze stanami opisanymi wektorem « (jesli taki zbiér
dominujacy nie istnieje albo gdy konfiguracja jest
niepoprawna, to bierzemy c(a) = 00).

Chcieliby$my teraz obliczy¢ wyniki dla stanow
nalezacych do S;11. Przedtem przejrzymy jednak
jeszcze raz nasze wyniki dla S;. Popatrzmy na
wierzchotki nalezace do (u;), ale nienalezace

do B(u;y1). Z wlasnosci dekompozycji

$ciezkowej wiemy, ze nie maja one sasiadéw

W B(uis1) UB(uiy2) U~ -+ U B(uy) poza tymi
znajdujacymi si¢ juz w S(ug) U B(u2) U... U B(u).

W zwiazku z tym kazdy taki wierzchotek musi juz
naleze¢ do zbioru dominujacego albo by¢ zdominowany,
jako ze w kolejnych krokach nie bedziemy rozwazali
ich zadnych ,nowych” sasiadéw. Zatem kazdemu
wektorowi a, w ktérym jeden z wierzchotkéw ze zbioru
B(u;i) \ B(uir1) jest w stanie 3, przypisujemy c(a) = co.

Teraz mozemy w koncu doda¢ nowe wierzchotki.
Rozwazmy wszystkie mozliwe konfiguracje wierzchotkow
nalezacych do (u;) poszerzone o konfiguracje
wierzchotkéw z B(u;r1) \ B(ui). Mozemy wtedy obliczyé
wartosé ¢ dla takich rozszerzonych konfiguracji:

w przypadku konfiguracji poprawnych zwiekszajac
wartosé¢ o liczbe wierzcholtkow, ktorym przypisano

stan 1, a w przypadku konfiguracji niepoprawnych
utrzymujac przypisanie co. Zauwazmy teraz, ze

jesli zapomnimy we wszystkich konfiguracjach

o wierzchotkach nalezacych do 3(u;), ale nienalezacych
do B(u;y1), to otrzymamy zbiér wszystkich
konfiguracji S; 11 wraz z obliczonymi dla nich
wartosciami funkcji c.

Obliczamy w ten sposéb wyniki dla kolejnych
i=2,3,...,p. Aby znalez¢ minimalny wynik dla calego
grafu G, rozwazamy wszystkie poprawne konfiguracje
dla S(up), w ktérych kazdy wierzcholek jest w stanie 1
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lub 2, i wybieramy te, dla ktérej warto$é¢ funkcji ¢ jest
najmniejsza. ZnalezliSmy zatem licznosé minimalnego
zbioru dominujacego. Jaka jest ztozonosé czasowa
naszego algorytmu? Kazdy krok, czyli wygenerowanie
wszystkich stanéw dla worka oraz sprawdzenie ich
poprawnoéci, wykonujemy w czasie O(3%). Wykonamy
p < 2n krokéw — tyle, ile wynosi dtugosé Sciezki P. Nasz
algorytm dziata zatem w czasie O(n - 3%). Dla graféw

o malej szerokosci $ciezkowej jest to zatem znacznie
lepszy czas niz opisany na poczatku algorytm dziatajacy
w czasie O(2IVI|E|) (dla graféw o 20 wierzchotkach

i gdy k = 5, liczba n - 3" nie przekracza 5 tysiecy).

Opisana tutaj metoda ma tez zastosowanie dla

innych probleméw NP-trudnych, w ktérych szukamy
algorytmow dynamicznych na dekompozycji sciezkowe;j.
W polaczeniu z algorytmem obliczajacym prawie
optymalna dekompozycje $ciezkowa (jest niestety dosé
skomplikowany, przez co musimy go pominaé) jestesmy
w stanie skonstruowaé algorytmy dzialajace w czasie
wielomianowym dla graféw o szerokosci $ciezkowej
ograniczonej przez stala.

Okazuje sie réwniez, ze grafy o matej szerokosci
Sciezkowej pojawiaja si¢ w prawdziwym zyciu.
Przyktadowo, w przetwarzaniu jezyka naturalnego
zdania mozna modelowaé jako grafy, gdzie wierzcholki
odpowiadaja pojedynczym stowom, za$ krawedz oznacza
jaki$ rodzaj zaleznosci miedzy slowami (np. przymiotnik
modyfikujacy znaczenie rzeczownika). Eksperymenty
pokazuja, ze takie grafy maja na ogdl niska szeroko$é
Sciezkowa — lingwisci twierdza, ze gdyby przekraczalta
ona 6, to ludzie mieliby problem z rozumieniem mowy.

Na koniec dodajmy, ze szerokos$é $ciezkowa

zostalta zaproponowana przez Neila Robertsona

i Paula Seymoura w ich stynnym cyklu artykulow
zatytulowanych Graph Minors. Prawdziwa rewolucja
na salonach okazal si¢ jednak inny, wprowadzony
przez nich parametr uogélniajacy szerokos$é $ciezkowa:
szeroko$¢ drzewiasta. To jednak temat na kolejny
artykut.



Zamach na bulwe

Udajac sie na wakacje, oczyScitam mieszkanie z resztek jedzenia i Smieci oraz
znalaztam dom zastepczy dla czworonoga. Podlatam rosliny i zamknetam
okna. Po powrocie jasne bylo jednak, ze w czasie ekstremalnych upaléw gdzies
co$ umarto, i wydziela paskudny zapach. Przeszukalam szafki émietnikowe,
obwachalam pojemniki na $mieci, zajrzalam pod szafki, na szafki, do lodéwki
i do piekarnika. Czysto. Wreszcie, uzupelniajac zapasy w szafce, odkrytam
»zwloki”. Dno stojacego w niej koszyka pokrywata brunatna glutowata breja,
ktora przeciekla przez sploty wikliny i wylata sie na potke. Oto pozostatoéé po
jednym ziemniaku, ktéry nieopatrznie zostawilam bez opieki.

Solanum tuberosum, gatunek sprowadzony do Europy jako roslina ozdobna,
znaczaco wplynal na dzieje Europy. Niewymagajacy w uprawie, plenny, latwy
do przechowywania i rozmnazania. Bulwy pelne pozywnej skrobi, biatek

i skladnikéw odzywczych okazaly sie smaczne i staly sie pokarmem wiekszosci
ludzi na naszym kontynencie. O bulwy ziemniaka walcza jednak przedstawiciele
innych krélestw tego swiata. Wikipedia wylicza 98 choréb tej rosliny, a nie sa
wliczeni w to konsumenci tacy, jak owady, ptaki czy ssaki. Walka o to, zeby
bulwy trafily na nasz stél, jest zatem zaciekla.

Na przyktad bakterie, ktérych ofiara padl mdj ziemniak. Kilka gatunkow z rzedu
Enterobacteriales (z tej samej grupy pochodza patogeny jelitowe czlowieka,
takie jak Salmonella i Shigella) powoduja chorobe rodlin o wdziecznej nazwie
czarna nozka. Komoérki bakterii moga w postaci uspionej trwaé w bulwach
zakazonych ziemniakéw, czekajac na sprzyjajace warunki, aby spowodowadé

to, co zobaczytam w koszyku, mokra zgnilizne bulw. Warunki takie jak

w moim (niechcacy stworzonym) inkubatorze: wilgoé, staby przeplyw powietrza
i temperatura okoto 30°C.

Czarna nézka powoduje znaczace straty w rolnictwie. Cuchnacy glut to
strawione tkanki ziemniaka pelne komérek bakteryjnych. Rozlewajac sig, atakuja
inne bulwy lub czeéci roslin, przemieszczaja sie skutecznie w wilgotnej glebie
(na szczescie dla mnie nie rozwijaja sie na plycie widrowej). Charakterystyczny
zapach sprawia, ze analiza wydzielanych przez zmacerowane tkanki substancji
jest obecnie podstawa opracowania ,elektronicznego nosa”; ktéry alarmowalyby
hodowcow przy rosnacych stezeniach mieszanki charakterystycznych substancji
lotnych.

Oczywiscie nie wiem, ktory z gatunkéw bakterii zmienil mojego ziemniaka

w cuchnacg breje, ale podejrzenie pada na Pectobacterium carotovorum.

Nazwa méwi sama za siebie: Pectobacterium to bakteria produkujaca enzymy
trawiace pektyne, stanowiaca wazny sktadnik tzw. blaszki érodkowej, warstwy
spajajacej komoérki rodlinne. Carotovorum dostownie oznacza ,pozerajacy
marchewke”, choé¢ gatunek oprécz marchwi i ziemniakéw pozera inne warzywa,
m.in. dynie, cebule, papryke czy buraki. Rozwijajace sie bakterie wydzielaja,
oprécz pektynaz, inne dzialajace na tkanke gospodarza enzymy: celulazy,
ksylanazy, lipazy, proteinazy i nukleazy, trawiace (odpowiednio) sktadniki $ciany
komoérkowej — celuloze i ksyloze, a takze thuszcze, biatka i kwasy nukleinowe.

Rosliny w dobrej formie sg do$¢ odporne na bakterie czarnej nézki. Jednak
rézne rodzaje stresu oraz wysoka wilgotnos¢ powoduja ostabienie gospodarza,
umozliwiaja wnikniecie bakterii do tkanek rosliny i szybki rozwdj. Takim
stresem moze byé¢ wysoka temperatura, dzialanie $wiatta stonecznego albo
fizyczne uszkodzenia, ktére w przypadku ziemniakéw sa w zasadzie nieuniknione
w trakcie wykopkdw. Stad dluga lista zalecen, jak chronié¢ swoje zbiory przed
zgnilizna, to m.in. unikanie sadzenia ziemniakéw w temperaturze powyzej
20°C i w deszczowe dni, uprawy w wysokich kopczykach, ktore zapobiegaja
nadmiernemu zbieraniu si¢ wody, minimalne nawozenie (zbyt wybujale rosliny
utrzymuja wigcej wilgoci), ostrozne okopywanie i zbieranie plonéw. Dodatkowo
sprzet, rece, ubrania pracownikéw rolnych, skrzynki, miejsca przechowywania
powinny by¢ doktadnie dezynfekowane.
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Przy okazji nie sposéb pominaé¢ inna zmore rolnikdw —
Phytophthora Infestans, ktéra powoduje tzw. zaraze
ziemniaczang. Po raz pierwszy do Europy, a Scisle

do Belgii, zostala zawleczona z Ameryki Péinocnej,

7 transportem nasion ziemniakéw w 1845 roku.
Rozprzestrzeniala sie blyskawicznie, powodujac
dotkliwe, 70-80%, straty w uprawach. W latach
1845-1852 patogen zniszczyl wiekszo$¢ upraw
ziemniakéw w Irlandii — ze wzgledu na dominacje

w uprawie jednej odmiany ziemniaka (Irish Lumper),
ktora dobrze rosta na wilgotnych i ubogich glebach.
Zaraza spowodowala smieré¢ glodowa miliona oséb na

wyspie i zmusita dwa miliony Irlandczykéw do emigracji.

Od tego czasu patogen Swietnie si¢ trzyma na catym
Swiecie. Wieksze kleski spowodowal w nastepnych latach
np. brak miedzi uzywanej do zwalczania Phytophthora,
wynikajacy z produkcji broni w czasie I wojny
Swiatowej. To spowodowalo kleske glodu w Niemczech.
Zjadliwo$¢ patogenu sprawila, ze w latach 40. XX wieku
gatunek rozwazany byl jako bron biologiczna.

7 wielu powodéw Phytophthora jest fascynujaca,
jednym z nich jest dynamika postepu porazenia rosliny.
Znaja to doskonale hodowcy-amatorzy pomidoréw,
ktére réwniez poraza. Dorodne, obsypane owocami
rodliny od pierwszej maltej ciemnej plamki na todydze
w ciggu kilku dni zamieniaja sie w czarne zgnite kikuty,
wraz z przezartymi pasozytem owocami. Skutecznosé
w rozprzestrzenianiu sie Phytophtora infestans jest
godna podziwu. Wiekszosé srodkéw chemicznych ma
staba skuteczno$é¢ w zwalczaniu patogenu, co nie dziwi,
bo to dziwny organizm. W swoim ztozonym cyklu
rozwojowym organizm ma kilka form: przemieszczajace

sie na duze odleglosci z wiatrem zarodniki, forme
wielojadrzastych strzepek wrastajacych przez aparaty
szparkowe w glab tkanki rosliny, sprawnie plywajaca
posta¢ komoérki z dwiema wiciami. Jedli kto ciekawy,
gdzie znajduje si¢ on w klasyfikacji, musi uzbroié

sie w cierpliwo$¢, nietatwo przebrnaé przez jezykowe
zagadki w opisach. Zatem: Phytophthora nalezy do
»grzybopodobnych legniowcéw”, wiosna na strzepkach

i oosporach (Pyhtophtora) wyrastaja sporangiofory
wytwarzajace w wyniku konidiogenezy zarodniki zwane
sporangiosporami. Stworzenie to ma dwa cykle zyciowe,
wegetatywny oraz plciowy, przy czym plcie sg dwie:

Al i A2. Jeszcze niedawno uwazano, ze Phytophtora jest
grzybem. Pézniej przepisano do Protista, definiowanych
jako grupe eukariontéw, ktére NIE sa ani rodlina,

ani grzybem, ani zwierzeciem. Wedlug kolejnego
podziatu swiata zywego, zaproponowanego w 1981 roku,
Phytophthora nalezy do Chromista. Zwane bardziej

z polska grzyboplawkami, Chromisty w wiekszosci
prowadzg fotosynteze i w wigkszoéci sg jednokomorkowe.
W wigkszosSci, bo np. Phythophtora nie spelnia zadnego
z tych warunkéw. . .

Kiedy$ wszystko bylo proste. Swiat dzielil sie na
Bakterie, Rosliny i Zwierzeta, a cztowiek w srodku
cieplego lata mégl zjes¢ ziemniaka ze zsiadlym
mlekiem i wyhodowanym w ogrodku pomidorem. Céz,
kiedy zsekwencjonowano geny i zrobiono porzadki

w klasyfikacji organizméw zywych oraz zlikwidowano
mleko od krowy i piwnice z przeptywem chlodnego
powietrza. .. Teraz juz tylko zgnilizna i zamieszanie.

Marta FIKUS-KRYNSKA

Pigta edycja konkursu na opowiadanie fantastycznonaukowe
Polskiej Fundacji Fantastyki Naukowej

Jednym z celéw Polskiej Fundacji Fantastyki Naukowej jest poszukiwanie

nieodkrytych talentow, ktore odpowiednio wspierane rozwina skrzydta. Dlatego
kazdego roku Fundacja organizuje konkurs literacki dla debiutantéw piszacych
w gatunku science fiction, a zwycigskie opowiadania wraz z Wydawnictwem IX
publikuje w corocznej Antologii Polskiej Fantastyki Naukowe;j.

KONKURS LITERACKI

PoLskIE) FUNDAC)I FANTASTYKI NAUKOWE)

VEDYCIA

Poprzednie edycje cieszyly si¢ bardzo duzym zainteresowaniem, kazdego roku
w konkursie zglaszanych byto ponad sto opowiadan.

Kazdy autor, ktory ukonczyl 16 lat i nie wydal jeszcze zadnej ksigzki lub wydat
co najwyzej jedna ksiazke droga self-publishingu, moze nadestaé¢ jeden nigdzie
dotad niepublikowany utwor prozatorski o objetosci 15000-50 000 znakow

ze spacjami, w terminie do 30 wrzesnia 2024 roku na adres mailowy podany

w regulaminie. Nadesltane teksty musza opieraé si¢ w znaczacym stopniu na
fundamencie obowiazujacych praw, teorii albo prognoz naukowych badz na ich
logicznym rozwinieciu, zgodnym ze wspolczesng wiedzg naukowa. Organizatorzy
uczulaja, by uczestnicy uwaznie zapoznali sie z regulaminem, poniewaz utwory,
ktore nie spelnia wymogéw formalnych lub tez beda niepoprawnie zgloszone, nie
zostana dopuszczone do konkursu.

Konkurs objety zostal honorowym patronatem Polskiego Towarzystwa
Astrobiologicznego oraz patronatem medialnym czasopism Delta i Mlody
Technik.

Regulamin konkursu znalezé mozna na
stronie: https://pffn.org.pl/konkurs/
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*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

William Rowan Hamilton (1805-1865)

B

Rys. 1. Idea hodografu predkosci.
Po lewej stronie orbita ciala, po prawej
hodograf jego predkosci

Rys. 2. Potozenie hodografu dla orbity
eliptycznej i orientacji ruchu z rys. 1

William Rowan Hamilton i hodograf
Grzeqorz LUKASZEWICZ*

Niniejszy artykul ma na celu przyblizenie Czytelnikowi pojecia hodografu
predkosci, przedstawienie kilku jego wlasnodci i zastosowan oraz pokazanie,
na przyktadzie hodografu, prostoty, sity i piekna metod geometrii klasycznej
w mechanice Newtona.

Historia hodografu. 23 wrzeénia 1846 roku Johann Gottfried Galle

i Heinrich Louis d’Arrest z Obserwatorium Berlinskiego ujrzeli nowa planete,
Neptuna, ktérej istnienie przewidzial oraz precyzyjne potozenie obliczyt

nieco wezedniej, w tym samym roku, francuski astronom Urbain Jean Joseph
Le Verrier (wiecej o tej historii w|A3,, ASSAZY). Odkrycie to spowodowalo,
ze William Rowan Hamilton, Krolewski Astronom Irlandii, ktéry dwanagscie
lat wczesniej pracowal nad teorig zaburzen ruchu planet, oderwal si¢ od swojej
gtéwnej pracy nad kwaternionami i wybral to zagadnienie jako temat swoich
wykladow na 1846 rok. Podczas ich przygotowywania wpadl na pomyst nowej
geometrycznej reprezentacji ruchu planet, ktéra nazwal hodografem. Napisal
o nim trzy artykuly, z ktérych pierwszy [Hamilton, 1846] przedstawil na
zebraniu Krélewskiej Akademii Irlandzkiej jeszcze w grudniu tego samego roku.
Nieco wczesniej idea hodografu pojawila sie w artykule Augusta Ferdynanda
Moébiusa z 1843 roku, co Hamilton pézniej odkryt i o czym napisal w swoich
Lectures on Quaternions w 1853 roku [Hankins, 1980].

Hodograf (dokladniej hodograf predkosci) to krzywa opisana przez korice
wektoréow predkosci ruchu ciata w centralnym polu sit, ale zaczepionych
w jednym punkcie, w centrum pola S.

Idee hodografu ilustruje rysunek 1, a polozenie hodografu dla ruchu po elipsie
przedstawione jest na rysunku 2. Wektory predkosci styczne do trajektorii ruchu
przesunigte sa réwnolegle i zaczepione w centrum pola. Pomyst jest bardzo
og0lny, ale, co ciekawe, dla wszystkich ruchéw w Newtonowskim centralnym
polu sit konce tych wektoréw tworza okrag.

Hodograf predkosci w Newtonowskim polu centralnym. Zakladamy, ze
mamy ustalone Newtonowskie pole centralne oraz poruszajace si¢ w nim ciato

o danej masie. Wiemy, ze wszystkie zakrzywione trajektorie ruchu sg stozkowymi
lezacymi w plaszczyZnie zawierajacej centrum pola.

Twierdzenie 1. Hodograf kazdej zakrzywionej trajektorii ciata w Newtonowskim
polu centralnym jest okregiem.

W przypadku elipsy, paraboli lub hiperboli centrum sily znajduje sie, odpowiednio,
wewngtrz okrequ, na okregu lub poza okregiem hodografu.

Dowdd. Bardzo klarowny analityczny dowdd pierwszej czedci twierdzenia,
ktéry tu przytaczamy, pochodzi z Treatise on Natural Philosophy (1879)
W. Thompsona (p6Zniejszego lorda Kelvina) i P. G. Taita.

Sktadowe przyspieszenia ciala sa réwne:

d’x pz Py py
(2) Up = —3 = 57 Ay = 5 = 5
dt rer dt rer
gdzie 72 = 22 + y? oraz u < 0 (u = —g/m, g — natezenie pola sit, m — masa ciala).
Stad
d’z d?y
22y
e dt?’
a po scatkowaniu otrzymujemy
dy dx
3 r— —y— =h,
3) dt dt
co mozna latwo sprawdzié, rézniczkujac ostatnie réwnanie wzgledem ¢.
Zauwazmy, ze |h| = |l_i /m, gdzie [ jest (tréjwymiarowym) wektorem momentu
pedu ciala.
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7 pierwszego réwnania w oraz z réwnania
otrzymujemy:

o pr ((dy  dey

a2 s \Tar  Yar) T
7 dy dx dy
= 3+ g - ( o Y dt)

co mozemy zapisaé¢ jako:

P g (pdy (P
dt?2  hr3 dt dt

Po scatkowaniu otrzymujemy réwnanie na pierwsza
sktadowa wektora predkosci, v,:

dv — py
4 _— =
) dt  hr
dla pewnej stalej A. Postepujac zupelnie podobnie,
z drugiego réwnania w oraz z rOwnania ,
otrzymujemy réwnanie na druga sktadowa wektora

dla pewnej statej B. Teraz juz tatwo zauwazy¢, ze

I p
(Ua:_A)Q h2r 2(3) +y) h2a

co konczy dowdd tego, ze hodografy ruchow

w Newtonowskim polu centralnym sa okregami

(o srodkach w nieokreslonych na razie punktach

+ (vy — B)

o wspohrzednych (A, B) i promieniu R = M)

Pozostaje nam wykazaé¢ drugq czesc¢ twierdzenia. Jest
widoczne, ze wystarczy znalezé potozenie srodkéw
hodograféw dla kazdej z rozwazanych stozkowych.

W tym celu wykorzystamy rownania i dla
punktu P, jak na rysunku 3. Dla obliczenia predkosci
ciala w tym punkcie skorzystamy z nastepujacego
pieknego twierdzenia z Principiow Newtona.

Predko$é ciata krgzgcego po stozkowej bedzie tak sie
miata do predko$ci ciata krgigcego po okregu w tej samej
odleglosci, jak srednia geometryczna z tej wspolnej
odleglosci i polowy glownego latus rectum stozkowej ma

predkosci, vy:
5) W_ e

Rys. 3. Stozkowa o ognisku S

i kierownicy £ jest zdefiniowana jako zbidr
tych punktéw, dla ktérych stosunek
odlegltosci od S i od prostej £ wynosi e
(na rysunku e &= 1,15). Wierzcholkiem
stozkowej jest punkt P, a jej latus rectum
odcinek QQ’.

Kolorowa linig zaznaczono hipotetyczng
trajektorie ciata krazacego wokét S
ze stalg predkoscig vg.

Proponujemy Czytelnikowi naszkicowanie
potozenia hodografu dla ruchu po
paraboli i hiperboli wzgledem tych
krzywych, podobnie jak to pokazuje

rys. 2 dla orbity eliptycznej (na rysunku 2
kierunek ruchu ciata po orbicie jest
przeciwny do kierunku ruchu wskazéwek
zegara).

sie do prostopadlej spuszczonej ze wspolnego centrum na
styczng do stozkowe;.
(Ksiega I, Teza XV, Twierdzenie VIII, Wniosek I1X)

Teraz zadanie staje sie latwe. Przedstawimy czysto geometryczny dowdd.

Na rysunku 3 pokazane sa dane do obliczen. S jest centrum sily i ogniskiem

stozkowej, P jest peryhelium w przypadku elipsy i wierzchotkiem w przypadku

paraboli i hiperboli, QS jest réwne polowie latus rgctum L stozkowej, a DS jest
P

odlegtoscig kierownicy od jej ogniska. Mamy e = 53 = 5 s PS, skad

e QS iL
(©) PS_1+6DS_1+6_1+e'
Oznaczmy przez vp predkodé ciala w punkcie P w ruchu po stozkowej, a przez
vg predkoéé ciata w ruchu po okregu o promieniu PS. Zauwazmy, ze prosta
prostopadta spuszczona ze wspdélnego centrum na styczna do stozkowej
w punkcie P pokrywa si¢ z promieniem wodzacym. Dla okregu, z réwnosci

|72 "] Iul
V0 = ] = Sy MAMY Vg =

z Principiéw oraz

7. 1
. oo VB AW
1L
Przyjmujac, ze w punkcie S (z,y) = (0,0) i podstawiajac x = —PS, y = 0,
r=PS, v, =0,vy=vpz , h=—PS -vp do réwnan i , otrzymujemy
natychmiast A = 0 oraz

. Zatem na podstawie powyzszego rezultatu

“(1+e).

14 Iul
B = 1+ = Re,
L( €)= L
gdzie R = ngLP = %;’—;% = |” | 17 Jjest promieniem hodografu dla rozwazanej

stozkowej. Zauwazmy, ze przyjmuJ@c vy = vp, rozwazamy ruch po stozkowych
zgodny z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara. Srodek okregu hodografu
znajduje sie wtedy w punkcie (4, B) = (0, Re) lezacym na jej latus rectum,

w odlegloéci Re od jej ogniska w punkcie S, a rownanie okregu hodografu jest
nastepujace:

(8) v2 + (v, — Re)* = R?.

Poniewaz dla elipsy, paraboli i hiperboli mamy, odpowiednio, e < 1, e=11ie > 1,
to tym samym ogniska tych stozkowych znajduja sie, odpowiednio, wewnatrz
okregu, na okregu i poza okregiem hodografu, co chcielismy wykazaé. To konczy
dowéd Twierdzenia 1. O

13



Rys. 4. Podczas ruchu ciala P po orbicie
réwnoleglobok SPBQ bedzie zmienial
swoj ksztalt, ale nie pole

C

A

Rys. 5. Twierdzenie Euklidesa o siecznych:

AS-SC =DS-SB

Dowéd powyzszego twierdzenia
w Elementach polega na pomystowym
wykorzystaniu twierdzenia Pitagorasa.

T

Rys. 6. Geometryczna metoda obliczania
predkoéci ciala w dowolnym punkcie na
orbicie eliptycznej. Hodograf jest tu
obrécony o kat 90° wokél punktu S

Hodograf i drugie prawo Keplera. Zauwazmy, ze wektor predkosci v’

w punkcie C' na hodografie (patrz rys. 4) jest réwny wektorowi przyspieszenia
poruszajacego si¢ ciala w punkcie A na orbicie, poniewaz 1’ = v, a zatem

%’ = ?th}' Hodograf ma tez te wlasno$é, ze podczas ruchu ciala P po orbicie
réownoleglobok SPBQ moze zmieniaé swoj ksztalt, ale nie pole. Wlasnosé ta jest
innym sformultowaniem drugiego prawa Keplera.

Hodograf i trzecie prawo Keplera. W szczegélnym przypadku, gdy elipsa
jest okregiem o promieniu r (czyli mamy e = 0), promieri hodografu jest réwny

R= \/T%l . Oba okregi, orbita ciata i hodograf, sa wspélsrodkowe, ze srodkiem
w centrum sity. Okres T' obiegu ciala po orbicie mozemy obliczy¢ ze wzoru

Tv = 27r przy uwzglednieniu v = R. Otrzymujemy T = (27r/\/W)r3/2. Wzér ten
wyraza trzecie prawo Keplera dla ruchu ciala po okregu i z centrum sity w jego
srodku.

Hodograf i réwnanie energii. Korzystajac z pojecia hodografu, przedstawimy
geometryczny dowdd réwnania energii w ruchu po elipsie. W naszym
rozumowaniu kluczowymi elementami sa twierdzenie Euklidesa o siecznych,
rysunek 5 oraz prawo zachowania momentu pedu.

Twierdzenie 2. (Euklides, Elementy, Ksiega 3, Teza 35). Jezeli w okregu dwie
proste przecinajq sie, to prostokgt zawarty w odcinkach jednej jest réwny [co do
pola] prostokgtowi zawartemu w odcinkach drugiej.

Twierdzenie 3. Predkos¢ ciala vp w dowolnym punkcie P na orbicie eliptycznej
spelnia rownanie:

9) Bl (2-3).

r a

gdzie r jest promieniem wodzgcym ciala w punkcie P na orbicie oraz a jest
wielkg polosig elipsy.

Dowdd. Obliczymy najpierw predkos$é v, ciala w punktach stycznoéci malej
poélosi elipsy z nig sama. Z réwnania hodografu (8) mamy:

vb—M\/l—eQ:—"ul \/1—62:M,
v

~|nl a?(1 — e?) vpa

skad v? = &1, Wezmy teraz (por. [Child,1915]) dowolny punkt P na orbicie
eliptycznej. Przypatrzmy sie diagramowi na rysunku 6. Z Twierdzenia 3 mamy
SR-SQ =SB - SB. Poniewaz teraz, po obréceniu hodografu z rysunku 4 o 90°
wokél punktu S, CQ || SP, wiec z podobienstwa tréjkatéw TQR i SQM mamy
dalej: QT - SM = RQ - SQ = SR-SQ + SQ* = SB - SB + SQ*. Stad

L]
a

(10) SQ*=QT-SM — SB?.
Poniewaz SQ? = v%, QT = 2%, SM = ‘—ﬁl oraz SB? = v? = ‘%‘, wiec réwnanie
jest rownowazne réwnaniu @D O

Zapiszmy teraz rownanie @ W znajomej postaci réwnania energii:

v ] |l
11 E=-£ S Ll O IS U
(11) 2 " ( T > 2a’

gdzie E jest energia calkowita na jednostke masy ciala poruszajacego sie po
elipsie (réowna sumie energii kinetycznej i potencjalnej, liczonych takze na
jednostke masy). Dla elipsy E < 0. Powyzszy wzor jest oczywiscie réwniez
prawdziwy dla hiperboli i paraboli, nalezy tylko powiedzie¢, czym jest wtedy
stala a. Dla hiperboli mamy E > 0 i analogicznie jak dla elipsy —a jest
odlegloscia wierzchotka hiperboli od jej srodka, czyli od punktu przeciecia sie
jej asymptot. Dla paraboli E' =0 i a = co. Mozna uzy¢ analitycznego okreslenia
zaréwno elipsy, jak i hiperboli, z jednym z ognisk w punkcie (0, 0),

(z+ae)® 3

a? + a?(1 —e?)

do naszkicowania tych krzywych i sprawdzenia, jak to wyglada w uktadzie
wspOlrzednych (z,y). O

:1’
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Rys. 7. Rodzina elips o tej samej energii
(tej samej osi wielkiej) i réznych
momentach pedu

)

Rys. 8. Hodografy predkosci (dla ruchéw

po elipsach) o tej samej energii E. Ruchy
po orbitach odpowiadajacych hodografom
ze $rodkami powyzej osi v, sa skierowane
zgodnie z ruchem wskazéwek zegara

Vy

@@ S\

ml><1

m M

Rys. 9. Wektor Laplace’a—Rungego—Lenza
i jego polozenia w réznych punktach
orbity
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Rozwazmy teraz rodzing elips o dlugosci wielkiej p6losi réwnej a (rys. 7).
Z réwnania energii wynika, ze dla kazdej elipsy tej rodziny predkosé vy

ciala w punktach jej stycznosci z jej mala polosia jest réwna v, = % =+/—2F.
Okregi hodograféw tej rodziny elips (rys. 8) przecinajg o$ v, = 0 w tych samych
punktach, —v/—2F i \/—2F, a cosn = e, gdzie e jest mimosrodem elipsy, a 7 jest
katem miedzy odcinkami laczacymi centrum pola sit ze $rodkiem okregu

hodografu oraz tenze srodek z punktem przecigcia okregu hodografu z osig vy = 0.

Wezmy teraz sfere v2 + UZ + 22 = (V—=2F)?* w ukladzie wspéhrzednych
kartezjanskich vy, vy, z oraz rodzine okregéw wielkich na niej, przecinajacych
plaszczyzne z = 0 w punktach v, = —v—2F i v, = v—2F. Latwo zauwazy¢,
ze kazdy okrag hodografu (patrz rys. 8) jest rzutem stereograficznym pewnego
okregu tej rodziny. W ten sposéb przeskok z jednej na inng orbite o tej samej
energii (patrz rys. 7) powiazaliSmy, poprzez hodograf, z pewnym obrotem sfery
w przestrzeni tréjwymiarowej. Ciekawe rozwiniecie tego tematu mozna znalezé

w [Baez, 2022].

Podstawiajac w réwnaniu okregu hodografu vy = vy = +/|1|/a, vy, =0 oraz
R = |p|/|h|, otrzymujemy [h| = /|ula(1 — €?).

Zauwazmy, ze energia E okresla dlugos¢ wielkiej osi elipsy a, a wektor momentu
pedu [ okresla plaszczyzne, w ktorej ta elipsa sie znajduje oraz poprzez e jej
ksztalt. Majac te dwa niezmienniki, nie mozemy jeszcze okresli¢ jednoznacznie
polozenia elipsy wzgledem centrum sity. Istnieje jednak niezmiennik, ktéry je
okresla jednoznacznie, o czym ponizej.

Hodograf i pierwsze prawo Keplera. Majac hodograf, mozna tatwo

otrzyma¢ réwnanie trajektorii ruchu we wspotrzednych promien wodzacy

i kat. Z réwnania energii mamy r = vfl_‘;l 7> & Z prawa cosinus6w
2= R? + (Re)? — 2R - Recos ©, gdzie © jest katem zawartym miedzy CQ

i CS (rys. 6). Podstawiajac tak obliczona predko$¢ do pierwszego réwnania,

otrzymujemy rownanie elipsy:

~a(l—e?)
T 1—ecos®’

Hodograf i ukryty niezmiennik ruchu. Na koniec wspomnimy o zwiazku
hodografu z wektorem Laplace’a—Rungego—Lenza, A=mK [Goldstein,1975], gdzie
(12) K:ﬁxl—gr,
ktory, wraz z wektorem momentu pedu i energia catkowityg F, jest takze
niezmiennikiem ruchu po elipsie (rys. 9). Jego niezmienniczo$¢ wynika z réwnan
Newtona , co latwo sprawdzié, rézniczkujac rownanie . 112) wzgledem czasu.
Jest on réwnolegly do wielkiej osi elipsy i sklerowany w strone peryhelium.
Dtugosé wektora K spelnia réwnania: K2 = g% + 2EI2, Il( Re, gdzie, jak wiemy,
Re jest druga wspélrzedna $rodka okregu hodografu pregdkoéci. Obliczajac
iloczyn skalarny K- K , otrzymujemy ponownie réwnanie hodografu:

K\ 2 2
vi—i—(vy—l) :(?> O

Isaac Newton w zalozeniu traktowal swoja mechanike jako teori¢ aksjomatyczna.
Do aksjomatow geometrii Euklidesa dolaczyl postulaty odnoszace si¢ do ruchu,
a w zakresie metody wlaczyl swoja syntetyczng metode fluksji [Guicciardini,
2011]. Byla ona wolna od wszelkich ukladéw wspélrzednych. Jednakze

w praktyce za konstrukcjami Newtona czasami kryty sie ,niedozwolone”
metody geometrii analitycznej czy analizy, podobnie jak 1900 lat wczesniej za
konstrukcjami Archimedesa kryty sie niekiedy takze ,niedozwolone” metody
mechaniki.

W powyzszych rozwazaniach widoczne jest potaczenie metod geometrii
klasycznej, geometrii analitycznej i analizy, o czym dzi$ juz nikt nie powie, ze
jest niedozwolone, a dzieki czemu moglismy nie tylko kilka faktéw udowodnic,
ale takze zobaczy¢ je z réznych stron.
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* Uczennica, XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie

** Doktorant, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Problem Flawiusza
Dagna CZUBLA*, Marcin WIERZBINSKI**

Niektére zagadnienia z dziedziny informatyki daja sie¢ rozwiaza¢ za pomoca
algorytmow symulujacych okreslone procesy. Dostajemy w ten sposéb poprawne
odpowiedzi, ale ztozono$¢ programu zalezy od stopnia skomplikowania symulacji.
Jedli czas dzialania programu nie jest dla nas satysfakcjonujacy (na przyktad
dla duzych danych wejsciowych), to szukamy rozwiazania bardziej eleganckiego,
choéby dla pewnych szczegblnych przypadkow. W tym artykule skupimy sie na
tego typu problemie, pojawil si¢ on juz w Delcie cztery lata temu, w artykule
»Raz, dwa, trzy, wychodz ty!” Piotra Zarzyckiego (Al,) i zostal przedstawiony
od strony matematycznej. Tym razem skupimy sie na jego informatycznym
aspekcie.

Ostatnia osoba przy stole

W 2012 roku na Przedmiotowym Konkursie Informatycznym LOGIA pojawito
sie nastepujace zadanie:

Przy okraglym stole n uczestnikéw spotkania siedzi na krzestach
ponumerowanych od 1 do n. Kolejno co k-ta osoba wstaje i opuszcza
spotkanie. Zadaniem Antka jest wskazanie osoby, ktéra pozostanie przy stole
jako ostatnia.

Naszym celem jest wiec napisanie funkcji, ktora jako wejscie przyjmuje liczby
n ik, a zwraca numer krzesta, ktére zostanie opuszczone jako ostatnie. Jest to
znane zadanie kombinatoryczne nazywane problemem Jozefa Flawiusza.

Uczestnicy konkursu mogli rozwiazaé¢ to zadanie na kilka sposobdw; standardowe
podejécie to wykorzystanie symulacji wypraszania kolejnych oséb ze spotkania,
co mozna zapisaé nastepujaco (w ponizszym algorytmie przyjmujemy, ze liste
indeksujemy od 0):
function OSTATNI(n, k)
stol < lista liczb od 1 do n
osoba < k —1
while dlugosé(stol) > 1 do
Usun element na pozycji osoba z listy stol
0soba + (0soba + k) mod dlugosé(stol)

return ostatni element stol

W tym podejiciu przechowujemy numery oséb na liscie, ktéra w kolejnych
krokach skracamy, co odpowiada wypraszaniu kolejnych oséb. Takie rozwiazanie,
dzialajace w ztozonoéci czasowej O(n?) (pojedyncze usuniecie elementu z listy
ma pesymistyczna zlozonosé O(n)), wystarczalo do uzyskania maksymalnej
liczby punktéw. Rozwigzanie to mozna nieco poprawié, uzyskujac zlozonosé
O(nk) — zamiast usuwaé elementy ze $rodka listy, przenosimy k — 1 poczatkowych
elementow listy na jej koniec, a potem usuwamy element, ktory aktualnie
znajduje sie na poczatku. Warto sie jednak zastanowié, czy zadania nie

mozna rozwiazaé zupelnie inaczej. Idealnie byloby, gdyby istnial taki wzér na
pozycje ostatniej osoby, ktéry mozna wyliczy¢ za pomoca prostych operacji
arytmetycznych. Okazuje sie, Ze nie jest to takie proste. Dla k = 2 istnieje jawny
wzér, ktory za chwile uzasadnimy, jednak dla & > 2 sprawa sie komplikuje.

Przypadek k = 2

Skupimy si¢ teraz na przypadku k = 2 — to znaczy, ze co druga osoba wstaje
i opuszcza spotkanie. Niech J(n) oznacza pozycje (numer krzesla) osoby,
ktéra zostanie przy stole jako ostatnia. Mozna zauwazy¢, ze jesli na poczatku
przy stole siedzi parzysta liczba osob, ktéra oznaczymy przez 2n, to po
wyproszeniu pierwszych n z nich przy stole zostanie n 0s6b z kolejnymi
numerami nieparzystymi. Jest to taka sama sytuacja, jakby na poczatku przy
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stole bylo n osob, tylko ze ich numery sa podwojone i pomniejszone o jeden.
Te obserwacje mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:
J(2n) =2J(n) — 1.
Kiedy na poczatku przy stole siedzi nieparzysta liczba oséb (2n + 1), po
wyproszeniu n z nich przy stole zostanie n + 1 0s6b ponumerowanych kolejnymi
liczbami nieparzystymi. Kolejna osoba, ktéra zostanie wyproszona, bedzie ta na
pozycji 1. Wtedy przy stole bedzie n oséb o kolejnych numerach nieparzystych,
zaczynajac od 3 — ponownie bedzie to taka sama sytuacja, jakby na poczatku
bylo n 0séb, tyle ze tym razem ich numery sa podwojone i powiekszone o jeden:
J2n+1)=2J(n)+ 1.
Korzystajac ze wzoréw (1) i (2), mozna zapisa¢ wzér rekurencyjny:
1 dlan=1,
(%) Jn)=1q2J (%) -1 dla n parzystego,
2J (%51) +1 dlan > 1 nieparzystego.
Dla pierwszych szesnastu liczb calkowitych dodatnich wartosci J(n) zostaly
zapisane w tabelce.

n |1]2(3|al5]6|7[8]9o|l1w0|11|12]13]|14]15]16
Jm) |11 |31 |3|5|7|1|3| 5| 7] 9[11|13|15] 1

W powyzszej tabelce podzieliliSmy wartosci funkcji J na grupy o rozmiarach
bedacych kolejnymi potegami dwojki. W obrebie kazdej grupy wartosci funkcji
sa kolejnymi liczbami nieparzystymi. Ta obserwacja sugeruje nastepujaca
hipoteze:

(13) J2M+1)=2l4+1 dlam,l €N takich, ze 0 < < 2™.
Prawdziwo$¢ tej hipotezy udowodnimy za pomoca indukcji wzgledem m.

W przypadku bazowym, czyli dla m = 0, jedyna mozliwg, wartoscia [ jest zero —
wystarczy wiec sprawdzié¢ tylko jeden przypadek: J(1) = J(2°+0)=2-0+1= 1.
Wezmy teraz dowolne m. Zakladajac prawdziwosé tezy dla m, udowodnimy

ja dla m + 1. Najpierw zauwazmy, ze dla 0 < [ < 2™*! nieparzystego mozemy
skorzystaé z zalozenia indukcyjnego, otrzymujac:

m—41 _ _
J(2m+1+l)=2J<22+l1) +1=2J(2m+l21> +1=

-1
=2<2-l2+1>+1=2l+1.

Jezeli natomiast [ jest parzyste, to analogicznie otrzymujemy:

m—+1
J(2m+1+l):2J<22+l> —1=2J(2m+;> —1=

2<2~;+1)12l+1.

To koticzy dowdd naszej hipotezy. Zauwazmy, ze po przeksztalceniu wzoru ()
dostajemy wzor jawny:

J(n) = Q(n — QUng(”)J) +1,
ktory pozwala nam obliczaé¢ J(n) szybciej, niz wykonujac symulacje wypraszania
kolejnych oséb, bo w czasie O(1). Mozemy si¢ wigc teraz skupié¢ na przypadku
k> 2.

Przypadek k > 2

Przez J(n, k) bedziemy oznaczaé¢ pozycje ostatniej osoby w problemie Flawiusza
dla n 0s6b i eliminacji co k-tej osoby. Kiedy wyeliminowana zostanie k-ta osoba,
w kregu pozostanie n — 1 os6b. Mozemy teraz zamieni¢ ich numery w ten sposéb,
ze numeracja zaczynaé sie bedzie od osoby na pozycji (k mod n) + 1 (o jeden

w prawo od wyeliminowanej). Jesli obliczymy pozycje ostatniej osoby dla
mniejszego problemu J(n — 1, k), to mozemy latwo otrzymaé J(n, k), sprawdzajac,
ktérej osobie odpowiada J(n — 1, k) przed zmiana numeracji. Skoro zmiana
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numeracji polegata na przesunieciu numeréw o k pozycji przy jednoczesnym
usunieciu pozycji k, to wzor rekurencyjny przyjmuje postac:

- 1 dlan=1,
(n, k) = ((J(n_L]{;)-Q-k—l)modn)—i—l dla n > 1.

Konieczno$é odejmowania i pézniejszego dodawania 1 wynika z tego,
ze chcemy uniknaé¢ wyodrebniania szczegélnego przypadku, kiedy
(J(n —1,k) + k) mod n = 0. Przy numeracji od zera wzér jest lekko
zmodyfikowany i ma postac:

J(n,k):{o dlan=1,

(J(n—1,k)+ k) modn dlan>1.

Zainteresowany Czytelnik zapewne zapyta, czy istnieje jawny wzor, gdy k > 2.
Okazuje sie, ze odpowiedz jest twierdzaca dla k = 3, co pokazali w 1997 roku
Lorenz Halbeisen i Norbert Hungerbiihler. W celu obliczenia J(n,3) musimy
najpierw znalez¢ najwieksza naturalna liczbe m, dla ktérej round(c - (%)m) <n,
gdzie a jest pewna obliczalng stata w przyblizeniu réwna o =~ 0,8111...,

za$ round oznacza standardowe zaokraglanie do najblizszej liczby caltkowitej.
Nastepnie definiujemy e = a - (3)™ oraz ¢ = round(a - (3)™). Ponadto musimy
zdefiniowaé jeszcze jedna stala d: jesli e < ¢ (czyli zaokraglaliémy w gére), to
kladziemy d = 1, a w przeciwnym przypadku przyjmujemy d = 0. Ostateczny
wzér na szukang funkcje to J(n,3) = 3(n — ¢) + d. Dowdéd wyniku Halbeisena

i Hungerbiihlera jest do$¢ skomplikowany. Co wiecej, jesli chcieliby$my
zaimplementowac ich wzor tak, aby dzialal dla dowolnego n, to musimy umiec¢
wylicza¢ warto$¢ a z dowolna dokladnoscia. Niestety stala « jest zdefiniowana
jako granica pewnego ciagu zbieznego, a autorzy nie badaja problemu zlozonosci
jej obliczania. Nadmienmy réwniez, ze dla k > 3 odpowiedZ na pytanie o istnienie

Wwzoru jawnego nie jest nam wcigz znana.

Sam wzor rekurencyjny jednak jest juz bardzo cenny, gdyz mozna go
wykorzystaé¢ do obliczania J(n, k), uzywajac programowania dynamicznego.
Podejscie to przedstawia ponizszy algorytm:
function OSTATNI(n, k)
ostatnia__pozycja < 0
for i < 2 ton do
ostatnia_pozycja < (ostatnia_pozycja + k) mod 4

return ostatnia_ pozycja + 1

Skorzystaliémy tutaj ze wzoru rekurencyjnego dla numeracji od 0, wigc na koniec
musieliémy dodaé¢ 1. Zauwazmy, ze algorytm programowania dynamicznego ma
ztozonosé O(n).

Okazuje sig, ze zadania z konkursow programistycznych moga prowadzi¢

do zagadnien o ztozonym charakterze kombinatorycznym. To ilustruje, jak
réznorodny i nieoczywisty moze by¢ obszar nauki, ktéry ukrywa sie za pozornie
prostymi problemami.

Studenckie Koto Matematykéw AGH
serdecznie zaprasza na III Studencka Il Studencka Konfereana Naukowa

elements )(

Konferencje Naukows ,,Elements”
poswiecong tematom Data Science,
Machine Learning i rachunkowi
prawdopodobienstwa. Odbedzie si¢ ona
25-27 pazdziernika 2024, w Krakowie

na terenie Akademii Gérniczo-Hutniczej.
Szczegbdly oraz program pojawiaé sie beda
na stronie: http://elements.agh.edu.pl
oraz na Facebooku Studenckiego

Kota Matematykéw AGH:
facebook.com/SKM.AGH. Do zobaczenial

25-27 paidziernika 2024, Krakéw
STATYSTYKA | RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA | MACHINE LEARNING | ANALIZA DANYCH

www.elements.agh.edu.pl
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ktualnosci (nie tylko) fizyczne

Ciemna materia na deskach

Komu jak komu, ale polskiej spolecznosci naukowej nie trzeba ttumaczyé, na
czym polega destylacja — powiedziala kiedy$ Elena Aprile, szefowa zespolu
badawczego XENON, podczas omawiania na Uniwersytecie Warszawskim
kolejnych etapéw pozyskiwania do swojego eksperymentu gazéw szlachetnych
jako produktéw ubocznych hutnictwa stali. Polska spotecznosé naukowa zgodzita
sie o tyle chetnie, ze wolata poshuchaé¢ o nowych mozliwosciach detekcji czastek
ciemnej materii w budowanym przez prelegentke urzadzeniu.

Zasada dzialania detektora XENON jest dos¢ prosta. Wypelniony jest on
prawie catkowicie cieklym ksenonem, tylko na samej gérze znajduje sie warstwa
tego szlachetnego pierwiastka w stanie gazowym. Wpadajaca do detektora
czastka wzbudza atomy ksenonu, ktére emituja $wiatto o dlugosci fali 178 nm,
a wiec w zakresie ultrafioletu, oraz ulegaja jonizacji. Swiatlo rejestrowane

jest przez fotopowielacze w dolnej czedci detektora, co pozwala na okreslenie
polozenia miejsca oddzialywania w plaszczyznie poziomej. Powstale wskutek
jonizacji elektrony poddane sa dziataniu silnego, statego i jednorodnego pola
elektrycznego, podrézuja wiec pionowo w gore, az dotra do powierzchni ciektego
ksenonu. Wyzej pole elektryczne jest jeszcze silniejsze, elektrony rozpedzaja

oddzialywanie.

sie zatem jeszcze bardziej, do chwili gdy wreszcie maja tyle energii, ze moga
pobudzaé¢ do $wiecenia kolejne atomy ksenonu. To $wiatto jest rejestrowane
przez fotopowielacze w gornej czesci detektora. Réznica w czasie rejestracji

tych sygnalow pozwala okresli¢, na jakiej glebokosci nastapito pierwsze

Ale jaka czastka moze oddzialywaé z ksenonem wypelniajacym detektor? Jesli
umiesci¢ go gleboko pod ziemia, w tym przypadku pod kilometrows warstwa
skal w laboratorium Gran Sasso we Wloszech, to zadne czastki promieniowania
kosmicznego obecne przy powierzchni Ziemi nie przejda przez taka ostone.
Pozostaja zatem produkty naturalnej promieniotwérczosci skat i detektora

— albo czastki, dla ktorych skata nie stanowi specjalnej przeszkody. Taka
wlasno$¢ maja hipotetyczne czastki ciemnej materii. Dlatego wladnie na $wiecie
zbudowano wiele detektoréw ciemnej materii w postaci sporego zbiornika

w glebokiej jaskini. Wydawalo sie, ze schwytanie czastek ciemnej materii, jesli
tylko wystepuja w zakresie czutosci detektora, bedzie tylko kwestia czasu.

Do czasu. Mamy bowiem w naszym kosmicznym
sasiedztwie potezne zrédlo przenikliwych czastek.
Mowa tu o Stoncu, w ktérego wnetrzu zachodzi szereg
reakcji jadrowych dostarczajacych naszej gwiezdzie
energii — i produkujacych duzo neutrin. Wprawdzie
prawdopodobienistwo oddzialywania neutrin z materia
jest bardzo male, ale gdy poszukujemy bardzo rzadkich
proceséw, takich jak oddzialywanie czastek ciemnej
materii ze zwykla materia, niskie prawdopodobienstwa
staja sie chlebem powszednim badaczy.

W przypadku badan prowadzonych przez zespét
XENON chodzi tu przede wszystkim o neutrina
pochodzace z rozpadu beta produkowanego w Stoncu
radioaktywnego izotopu boru 8B. Procesy, w ktérych
produkowany jest ten pierwiastek, nie maja znaczacego
wkladu do emisji energii przez nasza gwiazde,

ale rozpad boru dostarcza wysokoenergetycznych
neutrin, ktére moga zostaé zaobserwowane

w detektorach ciemnej materii. Rzeczywiscie, na

15. Miedzynarodowych Warsztatach Identyfikacji
Ciemnej Materii (IDM 2024), ktére odbyly sie w lipcu

19

tego roku we wtoskiej miejscowosci L’ Aquila, pokazano
po raz pierwszy przekonujace argumenty, ze zespol
XENON wykryl te wlasnie neutrina.

Nie jest to dobra wiadomos¢ dla poszukiwaczy ciemnej
materii. Skoro widzimy neutrina, to istnieje mozliwo$¢,
ze oddzialywania czastek ciemnej materii z ksenonem
zostana zagubione wéréd licznych oddzialywan

neutrin slonecznych. W $rodowisku fizykéw czastek
elementarnych efekt ten nazywany jest od lat ,,podloga”
lub ,,dnem” neutrinowym (ang. neutrino floor). Jednak
wraz z odkryciem problematycznych neutrin badacze
probuja nieco zmigkezy¢ negatywne przestanie tej
nazwy i zaczynaja mowié raczej o ,,mgle” neutrinowej
(ang. neutrino fog).

Optymisci moga przekonywad, ze taka pierwsza
detekcja nowej klasy neutrin stonecznych otwiera nowe
perspektywy badawcze. Mozna sie jednak obawiaé, ze
znaczaco utrudni ona odkrycie czastek ciemnej materii,
jesli ich oddzialywania okaza sie¢ zanadto podobne do
oddziatywan neutrin.

Kraysztof TURZYNSKI



Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 885, 886

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 XI 2024

M=1{1,2,...

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
875 (WT = 2,62) i 876 (WT = 1,48)

z numeru 2/2024 wartosé ilorazu

Fukasz Merta Krakéw 42,56
Piotr Kumor Olsztyn 41,92
Szymon Kitowski 41,11
Adam Woryna Ruda Sl. 40,91
Witold Bednarek 1.6dz 37,29
Krzysztof Zygan Lubin 34,43
Michal Adamaszek  Kopenhaga 31,25
Jedrzej Biedrzycki 31,02
Andrzej Kurach Ryjewo 30,66

Rozwiazania zadan z numeru 5/2024

Przypominamy tre$¢ zadan:

881. Ciag ap,a1,az,. .

Obliczy¢ granice
n—1

X 1
lim — H a;
0

n—oo An ;
lub wykazaé, ze ta granica nie istnieje.
882. Na bokach AB, BC, CD, DA réwnolegltoboku ABCD wybrano,
odpowiednio, punkty K, L, M, N, rézne od wierzchotkéw. Wezmy pod
uwage trojkaty ANK, BKL, CLM, DM N. Udowodni¢, ze kazda
z nastepujacych czwérek punktéw stanowi czwérke wierzchotkéw
pewnego réwnolegloboku:
(a) ortocentra tych tréjkatow;
(b) $rodki ciezkosci tych trojkatow;
(c) $rodki okregéw opisanych na tych tréjkatach.
881. Nalezy zbada¢ granice ciagu (bn/ax), gdzie
bn =ag...an—1 (przyjmujemy by = 1). Widaé, ze
bn+1 = anbn,. Wykazemy indukcyjnie, ze dlan =0,1,2,...
zachodzi réwnosé ) )
a, — bb;, = 4.
Dla n = 0 zgadza si¢. Przyjmijmy stusznosé¢ wzoru dla n
i przejdzmy do n + 1:

a1 —Bbp g1 = (an —2)° = 5(anbn)? = ay (a5, —4—5b,) +4 = 4;

w ostatnim kroku uzyte zostalo zalozenie indukcyjne
(wyrazenie w nawiasie zeruje sie). Dowodzona réwnosé
zachodzi wiec dla wszystkich n > 0. Wynika z niej, ze

() -2z =30-2%)
an) = 5a2 5 az )’

Jasne, ze a, — co. Stad

. bn\2 1 . by 1
lim (—) == zatem lim — = —.
an

n—o0o

5’ n—oo Op \/5
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. . . . 2 5
. jest okreslony wzorami: ag = 3, ant1 = a;, — 2.

885. Niech p bedzie ustalona liczba pierwsza nieparzysta i niech
,p—1}. Wyznaczy¢ liczbe funkeji f: M — M takich, ze dla
kazdego x € M liczba xf(f(x)) — 1 dzieli si¢ przez p.

886. W tréjkacie ostrokatnym o bokach diugosci a, b, ¢ katy wewnetrzne przy
przeciwleglych wierzchotkach maja miary (odpowiednio) «, 5,~. Wykazaé, ze

a cosa+ b cosf + ¢ cosy
a+b+c

wyraza sie przez dlugosci promieni okregéw opisanego i wpisanego. Wyjasnic,
czy uzyskany wzér jest stuszny rowniez dla trojkatow rozwartokatnych.

Zadanie 886 zaproponowal pan Marian Lupiezowiec z Gliwic.

882. Oznaczmy ortocentra tych czterech trojkatéw,

w podanej kolejnosci, przez Hq, Hy, Hc, Hg; ich $rodki
ciezkoéci — przez Ga, Gv, G, Ga; zas srodki okregéw na nich
opisanych — przez Og, Op, O, Og.

(a) Punkty H, i Hp leza na prostej przechodzacej przez K
(wspdlny wierzcholek tréjkatéw ANK, BKL), prostopadlej
do prostych DA i BC. Punkty H. i Hyq leza na prostej
przechodzacej przez M i takze prostopadlej do DA i BC.
Zatem HqHy||H:.Hq. Analogicznie pokazujemy, ze
HyH.||H4H,: czworokat Ho HyH.Hg jest réwnoleglobokiem.

(b) Rachujemy na wektorach. Niech P bedzie
punktem przeciecia przekatnych AC i BD; a wiec

PA+PC=T0 = PB+PD. Stad
PG, + PG, = 1(PA+ PN + PK) + §(PC + PL + PM) =
:%(ﬁ+ﬁ(+ﬁ+ﬁ/[),
PGy + PGy = L(PB + PK + PL) + 1(PD + PM + PN) =
1

— L(PK + PL+ PM + PN).

Uzyskana réwnosé
(1) PG, + PG. = PGy + PGy
oznacza, ze Srodki odcinkéw G,G. i G,G4 pokrywaja sie:
czworokat GoGpyG.Gq4 jest réwnolegltobokiem.
(c) W tréjkacie ANK (jak w kazdym tréjkacie) rozwazane
punkty charakterystyczne O,, Ga, H, leza w tej
kolejnosci na jednej prostej (Eulera), tworzac proporcje
0,Gq : GoH, =1: 2. Stad PG, = %POE + %PHG, czyli
— — =
PO, = %PGQ — %PH,I. Analogicznie wyrazaja si¢ wektory
— =
POy, PO, POy.
Z konkluzji czesci (a) wynika, ze odcinki H,H. i HyHg maja
wspolny srodek, czyli ze
(2) PH,+ PH. = PHy, + PH,.
Skoro za$ (dla x = a, b, ¢, d) wektory PO, wyrazaja sie
jednolitym wzorem jako kombinacja liniowa wektorow
PG.,PH,, z réwnosci (1) i (2) wynika taka sama réwnosé
dla wektoréw PO,:

e

PO, + PO, = POy + POy.
Oznacza ona, ze odcinki O,O. i O,O4 maja wspélny srodek:
czworokat Oq0,0.0y jest rownolegltobokiem.



Klub 44 F

Termin nadsylania rozwigzan: 30 XI 2024

D

Rys. 1

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
772 (WT = 1,64), 773 (WT = 2,71)

z numeru 1/2024

Ryszard Baniewicz Wloctawek 2-4440,43

Jacek Konieczny  Poznan 40,41 znajduje sie w odlegloéci | = 2 cm od zrédla. Jaki powinien byé promiert wewnetrzny rury, aby kulka
Konrad Kapcia Poznan 2-39,58 pochlaniata polowe energii emitowanej przez zrédlo?
Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 5-35,07
Andrzej 779. W pionowo ustawionym naczyniu, pod cigzkim tlokiem znajduje si¢ niewielka ilo$¢ helu. Nie
Nowogrodzki Chocianéw 3-23,69 ma ciénienia atmosferycznego, ttok ,wisi” na wysokosci H nad dnem naczynia, a jego tarcie o $cianki
Jan Zambrzycki Bialystok 4-22,38 naczynia jest zaniedbywalne. Tlok bardzo szybko podniesiono na wysokos¢ 10H wzglgdem dna
Tomasz Wietecha Tarnéw 17-20,53 naczynia (tak, ze podczas podnoszenia nie dochodzito do zderzen z czasteczkami gazu) i po ustaleniu
Pawel Kubit Krakéw 17,21 si¢ réwnowagi puszczono swobodnie. Na jakiej wysokosci nad dnem naczynia tlok zatrzymal sig,
gdy ustatly jego drgania? Naczynie nie przewodzi cieplta, pojemnos¢ cieplna $cianek i tloka mozna
O' e zaniedbac¢, hel traktujemy jako gaz doskonaly.
N
N
\\ 778. Rysunek 2 przedstawia bieg promieni wychodzacych ze zrédta O, w ptaszczyznie
AN przekroju rury. Promienie w obszarze O AB nie spetniaja warunkéw zadania. Zmniejszajac
N . .. . . . .
A B promien rury, zmniejszamy powierzchnie tego obszaru. Przypadek graniczny, gdy wszystkie
promienie biegnace ze Zrédla na prawo od prostej OO’, wyznaczonej przez zrédto i jego
obraz, trafiaja na kulke bezposrednio albo po odbiciach od powierzchni wewnetrznej rury,
przedstawia rysunek 3. Promienie biegnace w lewo od prostej OO’ wychodza z rury albo
bezposrednio, albo po wielokrotnych odbiciach.
O
Maksymalny promien rury, dla ktérego spelnione sg warunki zadania, dany jest
wzorem:
R=r/cosa=r/y/1—72/I12 ~ 1,15 cm.
Rys. 2 779. Podczas podnoszenia ttoka nie jest wykonywana praca nad gazem, nie ma
wymiany ciepla z otoczeniem i gaz jest doskonaly, zatem zgodnie z pierwszg zasada
o’ termodynamiki energia wewnetrzna gazu nie zmienia sie:
AU = Nncy (Tl - To) = O,
a tym samym w wyniku podniesienia ttoka nie zmienia sie jego temperatura: Ty = Tp.
y . . .
Podczas opadania tloka praca wykonana nad gazem wynosi W = Mg(10H — z), gdzie M
R A jest masg tloka, a = szukana wysokoscig koncowa. Zasada zachowania energii ma postac:
Y o
« (1) Mg (10H — z) = 3nR (Ts — Tv) /2.
Cié$nienia w stanach poczatkowym i konicowym sa jednakowe:
: p2 = Mg/S = po,
Rys. 3 gdzie S jest przekrojem naczynia. Z réwnan Clapeyrona : poSH = nRTy , p2Sx = nRT5,
otrzymujemy:
(2) T, =Tox/H.
Wstawiajac do , dostajemy:
z=4,6H.
Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach, czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.

Zadania z fizyki nr 782, 783
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

782. Potencjal w srodku odosobnionego, natadowanego, drucianego pierscienia
0 promieniu a wynosi .. Pierscien ten zblizono do uziemionej przewodzacej
sfery o promieniu b tak, ze tylko érodek pierScienia znajduje sie na powierzchni
sfery (rys. 1). Znalez¢ tadunek indukowany na sferze.

783. Mata kulka o masie m naladowana tadunkiem ¢ zawieszona jest

na niewazkiej i nierozciagliwej nici w jednorodnym polu magnetycznym

o indukcji By skierowanej pionowo. Kulke odchylono o maty kat z potozenia
réwnowagi i puszczono swobodnie. Po jakim czasie plaszczyzna wahan wahadta
obroci si¢ o kat 27?7 Maksymalna sita Lorentza dzialajaca na kulke jest mala

w poréwnaniu z maksymalng sila zawracajaca. Nie uwzgledniamy efektow
zwigzanych z obrotem Ziemi.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2024

Przypominamy tre$¢ zadan:

778. Na osi dlugiej rury o lustrzanej powierzchni wewnetrznej znajduje si¢ punktowe, izotropowe
zrédlo $wiatla oraz catkowicie pochtaniajaca swiatto kulka o promieniu » = 1 cm. Srodek kulki
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Jesli z jakich$ powodéw gwiazda

neutronowa przekroczy Mmax, zyskujac
mas¢ np. w procesie akrecji w ukltadzie

podwéjnym, podczas katastroficznej
akrecji w procesie supernowej albo
w wyniku zderzenia z druga gwiazda

neutronowa (zjawisko to juz kilkakrotnie

zarejestrowaly detektory fal

grawitacyjnych LIGO i Virgo), staje sie

niestabilna grawitacyjnie i zapada sie,

tworzac czarng dziure.

Pulsar, czyli precyzyjnie tykajacy
»zegarek” na orbicie, jest prawdziwym

skarbem, poniewaz detekcje opdznienia

badZ przyspieszenia nadchodzacych
kolejnych pulséw umozliwiaja

modelowanie ukladu i m.in. pomiar masy

sktadnikéw uktadu.

N s
- % -
' \ \

@Prosto z nieba: Uwaga na szczeline

W A3, pisaliémy o obserwacjach narodzin gwiazd neutronowych i czarnych
dziur. Standardowa teoria ewolucji gwiazd przewiduje, ze odpowiednio
masywne gwiazdy eksploduja pod koniec swojego zycia jako gwiazdy supernowe,
pozostawiajac najczesciej relatywistyczny obiekt zwarty. W zaleznosci od
(niestety slabo poznanych i zrozumianych) detali budowy masywnych gwiazd
oraz przebiegu implozji, a pdzniej eksplozji gwiazdy supernowej, pozostatoscia
jest obiekt materialny albo czarna dziura. W tym pierwszym przypadku jest

to gwiazda neutronowa o masie od My, ~ 1 Mgy do Myax ~ 2,2 Mg (przy
czym goérna granica jest okreslona w bardzo przyblizony sposéb, poniewaz
zalezy od stanu materii w bardzo duzych gestosciach, o ktérych niewiele wiemy).
Dotychczasowe obserwacje czarnych dziur w uktadach podwdéjnych, w ktérych
mozna przeprowadzi¢ pomiar mas sktadnikéw, wykazuja ciekawa zaleznoéc:
czarne dziury nie maja mas mniejszych niz okolo 5 My, przy czym znéw

nalezy podkredli¢, ze warto$¢ ta jest oszacowaniem wynikajacym z dostepnych
obserwacji.

Pytanie, ktére nurtuje astronoméw, jest nastepujace: czy ,,szczelina masowa”
(ang. mass gap) — obserwowany brak obiektéw o masach pomiedzy Mp,ax

a ~ 5 Mg — jest faktem z powodow fundamentalnych, zwiazanych z wlasnosciami
supernowych, czy jest zludzeniem wywolanym brakiem odpowiedniej liczby
obserwacji, czy tez problem jest bardziej skomplikowany. Postep, czyli
wspomniane wczesniej detekcje fal grawitacyjnych, pozwolil na rozwiazanie
czesci zagadki: produkty koncowe zderzen gwiazd neutronowych w uktadach
podwdéjnych maja masy duzo powyzej Mmax (< 2,8 Mg w przypadku GW170817
lub 3,3 Mg w przypadku GW190425), zatem najprawdopodobniej sa czarnymi
dziurami w ,szczelinie masowej”, ktéra nie moze by¢ zupelnie pusta, poniewaz
znajduja sie w niej obiekty stworzone w ten sposéb. Kolejne pytania to: ile ich
jest i co sie z nimi dzieje pdzniej.

Obserwacje miedzynarodowego zespotu korzystajacego z sieci radioteleskopow
Karoo Array Telescope (MeerKAT, 64 anteny w Parku Narodowym Meerkat
na Przyladku Pélnocnym Afryki Poludniowej) dostarczaja dowody na
istnienie obiektu w uktadzie podwdjnym z radio-pulsarem milisekundowym

w znajdujacej sie 40 000 lat $wietlnych od Ukladu Stonecznego gromadzie
kulistej NGC 1851. Pulsar PSR J0514-4002E obraca si¢ niezwykle regularnie

z czestotliwoscia 170 Hz. Radioastronomowie stwierdzaja, ze calkowita masa
uktadu to 3,887 4 0,004 M), a obserwacje w wielu dlugoéciach fali pokazuja,
ze towarzysz pulsara jest réwniez obiektem zwartym. Jego masa zawiera sie

w przedziale od 2,09 do 2,71 Mg, (na poziomie ufnosci 95%), czyli jest bardzo
prawdopodobne, Ze jest albo masywna gwiazda neutronowa blisko My,ax, co
cieszy fizykéw jadrowych zainteresowanych egzotyczng materia znajdujaca sie
w jej wnetrzu, albo kolejnym przedstawicielem populacji ,,szczeliny masowej”
jako niespodziewanie lekka czarna dziura, ktéra byé moze jest wynikiem
wczesniejszego zderzenia sie gwiazd neutronowych.

Oproécz istotnego dla ewolucji gwiazd pierwszego dowodu na istnienie uktadu
pulsar-czarna dziura, PSR J0514-4002E stwarza zupelnie nowe mozliwosci testow
ogdblnej teorii wzglednosci Einsteina oraz badania cech czarnych dziur.

Ewan D. Barr i in., ,A pulsar in a binary with a compact object in the mass gap between neutron
stars and black holes”, Science (2024)

Michat BEJGER

Centrum Astronomiczne im. Mikotaja Kopernika PAN,
Istituto Nazionale di Fisica Nucleare (INFN), Sezione di Ferrara, Wlochy
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https://deltami.edu.pl/2024/05/prosto-z-nieba-jak-powstaja-gwiazdy-neutronowe-i-czarne-dziury/

Vd
Niebo we wrzesniu

Stonice kontynuuje szybka wedréwke na poludnie, zmniejszajac wyraznie czas
swojego przebywania nad horyzontem. Na szeroko$ci geograficznej Y.odzi dnia
ubywa w tempie okolo 4 minut na dobe. Moze sie to wydawaé niewiele, ale

w ciggu tygodnia sumuje si¢ to do prawie p6t godziny, a przez caly miesiac —
do prawie dwoch. 23 wrzesnia Stonce przetnie réwnik niebieski w drodze na
potudnie i na naszej potkuli Ziemi zacznie si¢ astronomiczna jesien.

Miesiac zacznie si¢ dobra widocznos$cia Merkurego na niebie porannym. Planeta
5 wrzesnia osiagnie maksymalng elongacje zachodnia. Niestety, jak zawsze na
naszych szeroko$ciach geograficznych podczas korzystnej elongacji, planeta
oddali si¢ od Stonica na mniej wigcej 18°. Mimo to o $wicie zdazy sie ona wznies¢
wyzej niz 8° ponad wschodni widnokrag. Merkury pozostanie ozdoba porannego
nieba do konca drugiej dekady wrzesnia.

Przez caly okres widocznodci jasnos$é planety zwiekszy
sie od 4+0,6™ do —1,3™, faza jej tarczy uros$nie od
28% do 94%, $rednica katowa zmniejszy sie za$ z 8"
do 5”. Pierwszego i drugiego dnia miesiaca Merkurego
odwiedzi zblizajacy sie do nowiu Ksiezyc. Najpierw
zwezony do 3% sierp Srebrnego Globu pokaze sie

6° nad planeta, nastepnego ranka za$ wezszy od 1%
przemiesci sie na odlegto$é 8° na godzine 8 wzgledem
planety. 9 wrze$nia Merkury przejdzie 0,5° na péinoc
od Regulusa, najjasniejszej gwiazdy Lwa.

Po nowiu Ksiezyc przeniesie sie na niebo wieczorne, ale
w pierwszej polowie miesiaca zajmie niskie polozenie
na niebie, gdyz przejdzie przez najbardziej na potudnie
wysunieta czeéé¢ zodiaku i jednoczes$nie skieruje sie pod
ekliptyke. Do przypadajacej 11 wrzesnia rano naszego
czasu | kwadry warto wspomnie¢ jedynie o majacym
miejsce 10 godzin wczedniej spotkaniu naturalnego
satelity Ziemi z Antaresem, najjasniejsza gwiazda
Skorpiona. Wieczorem 10 wrzesnia oba ciala niebieskie
pokaza sie w odleglosci 3° od siebie. Niestety zanim
Antares wytoni si¢ z zorzy wieczornej, zblizy sie do
widnokregu na odlegtosé 5°, by schowaé si¢ zan godzine
pézniej.

18 wrzednia rano naszego czasu Srebrny Glob przejdzie
przez pelnie i jednocze$nie spotka sie z para planet
Saturn-Neptun. 17 wrzednia wieczorem Ksiezyc wzejdzie
mniej wiecej w potowie drogi miedzy tymi planetami.
Oczywiscie sasiedztwo Ksigzyca w pelni oznacza, ze obie
planety sa bliskie opozycji. W istocie Saturn znalazl sie
po przeciwnej stronie Ziemi niz Stonce 8. dnia miesiaca,
Neptun zas$ przyjmie podobng konfiguracje 21 wrzesnia.
Saturn jest tatwo widoczny golym okiem i jest
najjasniejszym po Ksiezycu zrodlem swiatlta w swojej
okolicy, $wiecac z jasnoscia +0,6™, a $rednica jego
tarczy przekracza 19”. Blask Neptuna wynosi +7,8™,

i do jego dostrzezenia trzeba dysponowaé co najmniej
lornetka. Jego odnalezienie ulatwi charakterystyczny
uklad gwiazd 5. wielkosci na pograniczu Ryb i Wodnika,
przypominajacy miniaturowy Maly Wéz. Planeta
wedruje niecate 2° na péinocny zachéd od gwiazdy

27 Psc, kierujac sie ku 20 Psc.

Ta pelnia jest szczegdlna o tyle, ze podczas niej Ksiezyc
zahaczy o cienn Ziemi, chowajac wen niecale 9% swojej
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Srednicy. Cale zjawisko da sie obejrzeé¢ po obu stronach
Atlantyku, od zachodnich granic Polski do srodkowych
Stanow Zjednoczonych i Kanady. U nas zjawisko
zacznie sie o godzinie 2:41 od zaémienia polcieniowego,
zaCmienie cze$ciowe zacznie sie o 4:12, faza maksymalna
o 4:45, koniec za¢mienia czeSciowego o 5:15 i koniec
zatmienia polcieniowego o godzinie 6:47.

Po pelni ciekawe spotkania z innymi ciatami niebieskimi
czekaja Ksiezyc w okolicach ostatniej kwadry, przez
ktora przejdzie 24 wrzesnia na tle gwiazdozbioru Byka.
W nocy z 23 na 24 wrze$nia Srebrny Glob odwiedzi
Jowisza, wedrujac 5° na péinoc od niego. Kilka godzin
pézniej Ksiezyc zblizy sie na niewiele ponad 0,5° do
gwiazdy El Nath, drugiej co do jasnosci w Byku. Dobe
pdzniej naturalny satelita Ziemi zblizy sie na 6° do
Marsa, a jeszcze nastepnego ranka dotrze na mniej niz
4° do Polluksa, najjasniejszej gwiazdy Blizniat. Do tego
czasu jego faza spadnie do 36%.

We wrzeéniu dystans miedzy Marsem a Jowiszem
zwiekszy sie od 8° do 24°. W tym czasie Mars

9 wrzeénia przejdzie 1° od gromady otwartej

gwiazd M35, w podobnej odlegtosci minie gwiazdy
Tejat Prior i Tejat Posterior (e i m Gem) czy przejdzie
100" od Mebsuty (e Gem), jednej z jasniejszych gwiazd
Blizniat. Przez caly miesiac tarcza Jowisza urosnie od
39" do 42", zwickszajac jasnosé od —2,1™ do —2,3™.
Mars w tym czasie zwigkszy jasnosé od +0,7™

do 40,5™, zwiekszajac $rednice katowa od 6” do 8.

Ekliptyka rano tworzy bardzo duzy kat z widnokregiem,
a zatem Ksiezyc pozostanie ozdoba porannego nieba
do konca miesigca. 27 wrzesnia jego faza spadnie

do 27%, a pokaze sie on wtedy 6° nad znana gromada
otwartg gwiazd M44 w Raku. Dwa dni péZniej Srebrny
Glob dotrze do gwiazdozbioru Lwa, wedrujac 4° od
Regulusa, a jego sierp zwezi sie do 11%. 30 wrzesnia
tarcza Ksiezyca pokaze faze zaledwie 6%, mimo to
okolo godziny 5:45 zdazy sie wznie$¢ na wysokos$¢ 15°.
Srebrny Glob da sie dostrzec nawet jeszcze nastepnego
ranka, gdy o tej samej porze jego tarcza w fazie 2%
pokaze si¢ na wysokosci 5° dokladnie nad punktem
kardynalnym E widnokregu.

Ariel MAJCHER



Rozwigzania zadan ze strony 3

m Rozwigzanie zadania M 1792.
Z warunkéw zadania dostajemy rownosé
Q2024 41 2024 4
a B b
ktora po przeksztatceniach przyjmuje postaé

ab(a2°% _ 5292%) — (q — b).
Skoro a # b, to dzielac powyzsza réwnos$é stronami przez
a — b, dostajemy

ab(a®®22 4 a®p 4. 4 p2022) — |

Korzystajac teraz z nieréwnosci miedzy srednig
arytmetyczng a geometryczng, mamy

1= ab(a2022 4 a202lb N b2022) >

> ab - 2023 *"V/q2022 . ¢2021p . . p2022 =

— ab . 2023 2023/ (ab) ‘2022é2023 _ 2023 . (ab)%’

2023°(ab)**** < 1.

Poniewaz a # b, wiec oczywiscie réwno$¢ nie moze zachodzié.

skad

& Rozwigzanie zadania M 1793.
OdpowiedZ: Istnieja dokladnie 1024 takie kolorowania.

Na poczatku podamy konstrukcje 1024 kolorowan. Dla
kazdej liczby naturalnej k < 10 wszystkie liczby przystajace
do k (mod 10) kolorujemy tym samym kolorem. Takie
kolorowanie oczywiscie spelnia warunki zadania, a jest ich
doktadnie 21°.

Udowodnimy teraz, ze innych kolorowan nie ma. Bez utraty
ogdélnosci mozemy zalozyé, ze liczba 1 jest biala. Zgodnie

z zalozeniami zadania, jesli liczba t > 10 jest biata, to liczba
t — 10 réwniez jest biata. Przypuéémy, ze dla pewnego

k < 10 wéréd liczb przystajacych do k modulo 10 wystepuja,
oba kolory. Zgodnie z wcze$niejsza obserwacjg wszystkie
liczby mniejsze od pewnej liczby catkowitej dodatniej £
przystajace do k (mod 10) (w szczegdlnodci tez k) musza
by¢ biate, a liczba £ i wszystkie liczby wieksze od niej

sg czerwone. Ale wtedy, zgodnie z warunkami zadania,
liczba (104 + k) — 10¢ = k jest pokolorowana na czerwono

— sprzecznosc.

& Rozwigzanie zadania M 1794.
Ustalmy dowolnie liczbe naturalng n. Zauwazmy, ze
w przedziale [2", 2"“] istnieje liczba nieparzysta x taka,
ze liczby (parzyste) x — 1 1 z + 1 maja rézne parzystosci
liczb czynnikéw pierwszych (liczone z uwzglednieniem ich
krotnosci). Istotnie, gdyby taka liczba x nie istniata, to
liczby w ciagu

2", 2" 42, 2" +4, ..., 2" 42"
miatyby taka sama parzystos$¢ liczb czynnikéw
pierwszych, jednakze liczby czynnikéw pierwszych liczb 2"
i 2" 4+ 2" = 2"F! réinig sie o 1 — sprzeczanodé.

Pokazemy, ze x* jest liczba dobra, co z dowolnosci n
dowiedzie tezy zadania. Zauwazmy, ze

ot = (2" = 2)* +4(2® - 1).
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Ponadto (2% —2)? i 4(z® — 1) sa wzglednie pierwsze (2fz% — 2
oraz #2 — 1 =12% — 24 1), a takze maja rézne parzystosci liczb
czynnikéw pierwszych (dla (22 — 2)? jest to oczywidcie liczba
parzysta, a dla 4(x® — 1) = 2%(x — 1)(z + 1) jest to liczba
nieparzysta, na podstawie okreslenia ).

i Rozwigzanie zadania F 1103.

Podczas zderzenia z cegty pitka jest $ciskana, po czym wraca
do swojego poczatkowego ksztaltu, zmieniajac przy tym
kierunek ruchu cegty. Po catkowitym ,rozprezeniu” pitki
cegla odrywa sie od jej powierzchni i porusza z predkoscia v
pozwalajaca jej wznie$¢ sie na wysokos¢ H nad powierzchnie
pitki w polu grawitacyjnym o przyspieszeniu g. Oznacza to,
ze v = v/2gH. W momencie oderwania cegly srodek ciezkosci
pitki porusza sie z predkoscia v/2, a wiec po zderzeniu pitka
,bodskoczy” na wysokos¢ h spelniajaca réwnanie:

1 /v\2
h==(2
g 2(2)’

czyli h = H/4.

i Rozwigzanie zadania F 1104.
O stopniu ,ugotowania” zawartoéci jaja decyduje rozktad
temperatury w jego wnetrzu i sposéb, w jaki ten rozktad
zmienia sie w czasie. Jajo zanurzone jest w wodzie
o temperaturze T = 100°C i poprzez jego skorupke
ciepto przeptywa do wnetrza. Proces zmiany temperatury
w jego wnetrzu z uptywem czasu, ¢, opisywany jest
réwnaniem przewodnictwa cieplnego (z,y, z oznaczaja
wspoétrzedne kartezjanskie):

AL (2L )

ot Ox2  Oy? 922 )’

w ktérym c to cieplo wlasciwe, p gestosé, a k wspélczynnik
przewodnictwa cieplnego wnetrza jaja. Parametry p,ci k
maja te same wartosci w jaju kurzym i strusim, a wiec
jedyna réznica sa rozmiary jaj (ksztalty sa podobne). Niech
T(t,z,y, z) bedzie rozwiazaniem réwnania dla jaja kurzego,
z warunkiem stalej temperatury na powierzchni: T'(¢, brzeg
jaja) = 100°C. Jesli w tym rozwiazaniu podzielimy wszystkie
wspoélrzedne przez ten sam czynnik a, a czas przez czynnik b,
przyjmujac O(t,z,y,z) = T(t/b,xz/a,y/a,z/a), to otrzymamy,

ze: 90 19T
ot b ot
9’0 1 0°T
dx? ~ a® da?
9’0 1 0°T
oy a? Oy?
0’0 10°T
022 a? 922

Po poréwnaniu z postaciag rownania spetnianego przez T'
wnioskujemy, ze funkcja © spelnia réwnanie:

c @_@ 82@+(‘32@+82@

Por = b \ 02 " a2 " 922 )

czyli dla b = o funkcja © spelnia réwnanie przewodnictwa
dla materiatu jaja z warunkiem © = 100°C na powierzchni
,rozciagnietej” a razy w stosunku do przypadku dla T'.
Przyjmujac a = 3, otrzymujemy, ze jajo strusia nalezy
gotowaé a? = 9 razy dtuzej niz jajo kury, czyli 45 minut.
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Skojarzenia — czesé 1
Barttomiej BZDEGA

Zachecam Czytelnika, ktéry jeszcze tego nie zrobil, do zapoznania sig

z poprzednim kacikiem — sg tam wprowadzone podstawowe definicje

i oznaczenia, ktérych bede tu uzywal. Ponadto, jedli wierzchotki v i w
danego grafu sa polaczone krawedzia, bedziemy pisa¢ v ~ w. Graf nazwiemy
d-regularnym, jesli wszystkie jego wierzchotki maja stopien d.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Skojarzeniem nazywamy kazdy 1-regularny podgraf danego grafu. Méwiac
prosciej — skojarzenie tworzy kilka par wierzchotkéw, przy czym kazda para
jest polaczona krawedzia. Jesli do skojarzenia naleza wszystkie wierzchotki
danego grafu, to nazywamy je pelnym albo doskonalym.

Pokolorujmy kazda krawedz grafu na jaki$ kolor, przy czym krawedzie
majace wspélny wierzchotek musza mie¢ inne kolory. Takie kolorowanie
nazywamy wiasciwym. Krawedzie kazdego z koloréw tworza skojarzenie.
Jedli kazdemu kolorowi odpowiada skojarzenie petne, to méwimy, ze te
skojarzenia tworza faktoryzacje grafu.

Zadania

1. W kazdym z wielodcianéw foremnych znajdz skojarzenie pelne albo wykaz,
ze takiego nie ma.

2. Klasa liczaca n 0s6b otrzymala zestaw n zadan domowych. Chcemy
zorganizowad lekcje w taki sposob, by kazdy uczen pokazal przy tablicy
rozwiazanie jednego zadania, ktore zrobit w domu, ale kazdy uczen ma
zaprezentowaé rozwigzanie innego zadania. Rozstrzygnaé, czy zawsze jest
to mozliwe, jesli:

(a)
(b)

kazdy uczen rozwiazal dokladnie dwa zadania, a kazde zadanie
zostato rozwiazane przez dokladnie dwoéch uczniéw;

kazdy uczen rozwiazal co najmniej dwa zadania, a kazde zadanie
zostato rozwigzane przez co najmniej dwoch uczniéw.

3. Wykazaé, ze graf bez cykli ma co najwyzej jedno skojarzenie petne.

4. Udowodnié, ze dla kazdego c istnieje graf, ktéry ma doktadnie jedno
skojarzenie pelne oraz co najmniej ¢ cykli.
5. Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia. Udowodnié¢, ze nastepujace
grafy maja faktoryzacje:
(a) Ko, — kazdy z 2n wierzcholkéw jest polaczony z kazdym innym
(graf pelny);
(b) K, — taki, w ktérym mozna zapisa¢ V = {aq,az,...,an,b1,ba,..
oraz B = {a;b; : 4,5 € {1,2,...,n}} (graf dwudzielny pelny).

Sbn}

6. Niech n bedzie calkowite dodatnie. Dany jest (2n)-elementowy zbiér
liczb rzeczywistych o nieujemnej sumie elementéw. Udowodnié, ze ma
on co najmniej 2n — 1 dwuelementowych podzbioréw o nieujemnej sumie
elementéw.

7. W klasie maturalnej jest n chtopcéw i n dziewczat, niektorzy sie
przyjaznia i wszystkie przyjaznie sa odwzajemnione. Wiadomo, ze kazdy
ma co najmniej n/2 przyjaciét plci przeciwnej. Dowie$é, ze ta klasa moze
zatanczy¢ na studniéwce poloneza w taki sposéb, zeby w kazdej z n par
tanczyli zaprzyjaznieni dziewczyna i chtopak.

8. Do grupy przedszkolnej uczeszcza 2n dzieci. Kazde dziecko ma w tej
grupie co najmniej n przyjaciél, przy czym relacja bycia przyjacielem jest
symetryczna. Udowodnié¢, ze grupa ta moze pdjé¢ na wycieczke parami
tak, zeby kazdy szedl w parze ze swoim przyjacielem.
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