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*Studenci, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Artykul opisuje wyniki uzyskane przez
autoréw, pod opieka Oskara Skibskiego.

Formalnie nasz problem zdefiniowaé
mozemy nastepujaco. Mamy dany ciag

k wypraw, czyli podzbioréw Wy, ..., Wy
zbioru krasnoludéw N = {1,...,n}.
Udziat krasnoluda i to

u; = ZiEWj 1/|W;| dla i € N. Staramy

sig¢ znalezé calkowitoliczbowy podaziat

k jaj z wypraw, 1 + - - -+, = k,

w ktérym kazda liczba x; € N jest bliska
u;, na przyktad spetnia |u;] < z; < [u;].

Dla przyktadu, jezeli zbiory uczestnikéw
kolejnych wypraw to Wy = {A, B,C},

W = (B, D}, Ws = {4, B}

i Wy ={A, B,C, D}, to udzialy kolejnych
wojownikéw wynosza odpowiednio

Jezeli nasz problem przypomina Ci,
Czytelniku, przydzial miejsc

w parlamencie, zajrzyj na trzecig strong
artykutu.

Chcemy wiec, aby dla kazdego S C N
zachodzilo Zieswi > |{j:W; CS}.
O tej wlasnosci mozna mysleé jak

o stabilnosci — zadnej grupie nie optaca
si¢ wylamac i dzieli¢ si¢ samemu jajami,
ktére zdobyli jej czlonkowie.

Jezeli nasz problem przypomina Ci teraz,
Czytelniku, definicje rdzenia w grach
koalicyjnych, zajrzyj na trzecig strong
artykutu.

Sprawiedliwy podziat smoczych jaj
Mikotaj CZARNECKI*, Michai KORNIAK*

Krasnoludy zyja w okolicy Zaczarowanej Gory, w ktorej znajduje sie jaskinia
smoka. Raz do roku smok sktada jedno Zaczarowane Jajo, ktorego skorupa
jest wysoce ceniong przez kazdego krasnoluda ozdobg. Aby je ukraéé, Krél
zbiera druzyne, ktéra udaje si¢ na misje do jaskini Smoka. Po wielu latach
Krél, w obliczu nadchodzacej Smierci, postanowil rozda¢ drogocenne ozdoby
swoim najbardziej zastuzonym wojownikom. Jaj nie mozna jednak dzieli¢, bo
po stluczeniu traca swa warto$é. W jaki sposéb wladca powinien rozdzieli¢ jaja
miedzy wojownikow?

Krél byt sprawiedliwym wladcg i dlatego najpierw postanowil ocenié¢ zastugi
kazdego wojownika. Przejrzal swoje zapiski i za kazda wyprawe, w ktérej

k wojownikéw zdobylo jajo, kazdemu jej uczestnikowi dodal 1/k jaja. Po
przejrzeniu wszystkich wypraw wiedziat juz, jaki byl udzial kazdego wojownika
w zebranych przez lata jajach. Udzialy nie byly jednak liczbami catkowitymi,
wiec aby rozdzieli¢ jaja, Krél postanowil skorzystaé ze swojego (chwalonego
przez poddanych) intelektu.

Pierwszy (zty) pomyst Kréla. No dobrze, wiadomo, Ze wojownik, ktérego
udzial jest rowny 3,6 jaja, musi dostac ich przynajmniej 3. Odloze dla kazdego
wojownika po czesci catkowitej jego udzialu, a jutro zastanowie sie, co zrobic¢

z resztq. Juz dosé sie dzisiaj nameczylem. Zadowolony Krél poszed! spaé,

a nastepnego dnia pod prysznicem (pod ktérym zawsze przychodza do

glowy najlepsze pomysly) doznal ol$nienia. Wiem! Dam pozostale jaja tym
wojownikom, ktorych utamkowe czesci ich udziatow sq najwicksze! Oni sq teraz
najbardziej poszkodowani! W ten sposdb sprawiedliwie zaokrggle udzialy i wszyscy
wojownicy bedq zadowoleni!

Wiadca oglosit swoja decyzje podczas uroczystej kolacji. Niestety wojownicy
nie byli zachwyceni. Okazalo sig, Ze uczestnikami pierwszych trzech wypraw
byli dwaj do$wiadczeni wojownicy, Alojzy i Bonifacy. Nalezalo im sie zatem po
1,5 jaja. W kolejnych pieciu wyprawach udzial brala natomiast trojka mltodych
poszukiwaczy przygdd: Cecyl, Dorian i Eugeniusz. Nalezalo im sie zatem po
1,(6) jaja. W ogdlnym rozrachunku, rozdzielajac osiem jaj z tych wypraw, Krol
dal po jednym kazdemu z wojownikéw, a pozostale trzy rozdal krasnoludom

z najwieksza reszta, czyli Cecylowi, Dorianowi i Eugeniuszowi. Alojzy i Bonifacy
zaczeli protestowaé: przeciez wspolnie zdobyli trzy jaja, a krél dal im tacznie
tylko dwa! Krol zrozumial, ze jesli chce uniknaé¢ buntu czesci swoich wojownikéw,
musi znalez¢ lepszy sposoéb na podziat tupu.

Jak unikngé¢ buntu? Krél myslal intensywnie przez kolejny tydzien, codziennie
przez pol godziny. Czy w ogdle da sie tak zaokragli¢ udzialy krasnoludéw, aby
kazda grupa dostala przynajmniej tyle jaj, ile sama przyniosta, czyli tyle, ile
bylo wypraw zlozonych tylko z wojownikdéw tej grupy?

Szukajac w swoim pomysle zrédla konfliktu, wladca zauwazyl pewna zaleznosé.
Jezeli kazdy krasnolud dostanie tylko jaja pochodzace z wypraw, w ktérych
bral udzial, to nigdy nie nastapi sytuacja, w ktérej cztonkowie pewnej grupy
dostang kolektywnie mniej, niz sami wypracowali. Czy jednak da sie znalezé
takie dopasowanie jaj do uczestnikéw wypraw, aby kazdy dostal swéj udzial
zaokraglony do liczby catkowitej?

Jestem na to za stary. Niech sami sobie radzq — pomyslatl krél. Roztozyl
wszystkie jaja na stole i przy kazdym umiescit tabliczke z informacjg o tym,
jacy wojownicy zdobyli to jajo. Nastepnie zwotal wszystkich krasnoludéw i rzekt:

Wojownicy! Bierzcie na zmiane po jednym jaju, przy ktérym widnieje wasze
imie, az nie uzyskacie czesci calkowitej swojego udzialu! Jezeli nie bedzie

wolnego jaja z waszym imieniem, to sprobujcie sie wymieniac: poproscie pewnego

wspoltowarzysza waszej wyprawy, aby oddat wasze wspdlne jajo, a sam wzigl



Jezeli nasz problem tym razem
przypomina Ci, Czytelniku, szukanie
skojarzen w grafie dwudzielnym, zajrzyj
na trzecia strong artykutu.

Kontynuujac przyktad z marginesu,
krasnolud A mégl wziaé jajo z wyprawy
W4, a B — jajo z wyprawy Was. Potem
ustawili si¢ w kolejnosci D, B, C, A.
Krasnolud D nie mial na stole juz jaja ze
swoim imieniem, dlatego musial si¢
wymieni¢ — wzigl jajo z wyprawy Wy od
krasnoluda B, a ten w zamian wzial jajo
z wyprawy Wi ze stolu. Potem
krasnolud B wzial ze stolu jajo

z wyprawy W3 i procedura zakonczyla sig
podzialem 4 =14+24+0+ 1.

Mozna pokazaé, ze uzyskany przez Kréla
podzial jest najblizszym (w sensie
odleglosci euklidesowej) stabilnym
zaokragleniem wektora udzialéw.

wolne ze stolu. Jezeli takiego nie bedzie, to niech poprosi kolejnego o jajo
i tak dalej — kto$ wreszcie powinien mdc wzigc jajo ze stolu.

Krasnoludy szamotaly si¢ troche, ale juz po kwadransie kazdy krasnolud mial
tyle jaj, ile powinien miec!

Czy krél mial szczescie? Okazuje sig, ze nie! Powyzsza procedura zawsze
przydzieli krasnoludom pozadang liczbe jaj!

Aby to pokazaé, zalézmy nie wprost, ze jest pewien krasnolud, powiedzmy
Eugeniusz, ktéry nie ma jeszcze czesci catkowitej swojego udzialu i nie moze
juz wzia¢ zadnego jaja ze stolu ani sie powymienia¢, aby je dosta¢. Niech M
bedzie zbiorem krasnoludéw, do ktérego nalezy Eugeniusz oraz wszystkie inne
krasnoludy, ktére byly z Eugeniuszem na wyprawie, a takze te, ktére byty na
wyprawie z tymi, z ktérymi byl on na wyprawie. Niech m oznacza taczng liczbe
jaj posiadanych przez krasnoludy z M. Ile wynosi m?

e Na pewno maja oni mniej jaj niz wynosi suma ich udziatéw, bo wszyscy
maja nie wiecej niz swoje udzialy, a Eugeniusz ma mniej; ich taczny udziat
w wyprawie W; to [W; N M|/|W;|, wieec m < 3y nrsq Wi 0V M| /[W5].

e 7 drugiej strony, jezeli pewien krasnolud mialby jajo, w ktérego zdobyciu
uczestniczyl kto$ z M, to sam tez nalezalby do M. Wynika z tego,
ze wszystkie jaja z wypraw krasnoludéw z M sa w ich posiadaniu:

m 2 [{i: Wi M # 0} =3y, qnz0 L
Obie nieréwnoéci prowadza, do sprzecznosci, z czego wynika, ze na koniec
procedury wszyscy musza mie¢ juz czeéci catkowite swoich udzialéw.

Co zrobic¢ z pozostalymi jajami? Krasnoludy, ktorych udzial byt catkowity,
mialy juz caly swéj udzial. Pozostale jednak wcigz liczyly na dodatkowe jajo.
Skoro wczesniejsza metoda okazala sie tak skuteczna, ucieszony krél postanowit
ja kontynuowac:

Poddani! Ustawcie sie w kolejce zgodnie z tym, ile jeszcze Wam brakuje do
calego udzialu (czyli w kolejnosci najwiekszych czesci ulamkowych), @ niech
kazdy sprobuje tak jak poprzednio wzigé jedno dodatkowe jajo.

Gdy krasnoludy ustawily si¢ zgodnie z ta kolejnoscia (remisy byly rozstrzygane
osobistymi preferencjami Kréla) i zaczely braé jaja, i sie wymieniaé, okazalo sie,
ze udalo sie rozdzieli¢ wszystkie pozostate jaja pomiedzy wojownikow!

Ponownie okazuje sig, ze taki obrét spraw nie byt dzietem przypadku,
a powyzsza procedura zawsze rozdystrybuuje wszystkie jaja pomiedzy
wojownikow.

Aby to pokazaé, zalézmy nie wprost, ze na koniec procedury zostaly jaja,
ktérych zaden krasnolud, ktéry nie ma jeszcze calego swojego udzialu, nie mégt
wzia¢ w swojej kolejce, a wiec tym bardziej na koniec procedury. Niech K bedzie
zbiorem krasnoludéw, ktére moga zdoby¢ pozostale jaja. Musi zatem by¢ tak, ze
kazdy wojownik w tym zbiorze ma juz co najmniej swoj pelny udziat. Niech k&
oznacza to, ile maja juz tacznie jaj.

e Na pewno maja oni nie mniej jaj niz suma ich udzialéw. Ich udzial
w wyprawie W; to |[W; N K|/|Wil, wige k = 3y g (Wi N K|/ [W].

e 7 drugiej strony, kazde jajo, w zdobyciu ktérego uczestniczyt ktos spoza K,
musi by¢ wziete przez krasnoluda spoza K. W przeciwnym razie ktos
spoza K mégltby sie wymieni¢ z kim$ z K, aby zostalo mniej jaj. Zatem
krasnoludy z K posiadaja wylacznie jaja z wypraw, do ktérych nalezaty tylko
krasnoludy z K. Czesé z tych jaj jest jeszcze niewzieta, gdyz zostaly wolne
jaja, wiec takich jaj jest wiecej niz k: k < [{i: W; C K}| < |[{i: W; N K # 0}].

Obie nieréwnoéci prowadzg, do sprzecznosci. Zatem na koniec procedury
wszystkie jaja beda rozdane!

Co$ mi to przypomina. ..
Kroélowi udato sie wymysli¢, jak podzieli¢ jaja, ale czy rozwiazania jego

problemu nie dalo sie juz znalezé w przepastnej krolewskiej bibliotece?
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O problemie podzialu miejsc

w parlamencie pisaliSmy w Delcie A};

O grach koalicyjnych pisaliSmy miedzy
innymi w Delcie A%é oraz AgQ.

Gry pozytywne to gry, w ktérych
dywidendy wszystkich koalicji sa
nieujemne. Dywidenda koalicji S

w grze (N, v) jest nadwyzka koalicji S,
czyli wartoscig koalicji pomniejszong

o nadwyzki podkoalicji: definiuje si¢ ja

jako A, (S) = v(S) — ZTQS AL (T)

przy zalozeniu A, (@) = 0.

Graf dwudzielny reprezentujacy przyktad
z marginesu: 4 krasnoludy i 4 jaja z ich
wypraw. Linie pogrubione to skojarzenie
uzyskane po przydzieleniu pierwszych jaj.
Zawijane kolorowe linie odpowiadaja
Sciezce powigkszajacej, czyli wymianie,

dzigki ktérej D dostaje jajo.

Twierdzenie Halla (patrz Aég): Niech A;
bedzie zbiorem wierzchotkéw potaczonych
z wierzchotkiem 7. Pelne skojarzenie lewej
strony w prawg istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego podzbioru
wierzcholkéw S z lewej strony zachodzi

si< | A

i €S

Jaja to miejsca w parlamencie? Bardzo podobnym problemem do naszego
wydaje si¢ przydzial miejsc w parlamencie. W tym problemie dang mamy liczbe
miejsc k oraz liczby gloséw (g1, ..., gn), jakie uzyskaly kolejne partie. Niech

G =), g;- Staramy sie rozdzieli¢ k miejsc w parlamencie miedzy partie w taki
sposdb, aby procent zdobytych miejsc byt bliski procentowi gloséw: u; = ¢;/G.

Metoda wymyslona przez kréla pod prysznicem odpowiada metodzie
najwiekszych reszt: przydzielamy wszystkim partiom po |u; ] miejsc, a potem
po jednym dodatkowym miejscu przyznajemy tym z nich, dla ktérych w; — |u;]
jest najwieksze. Metoda D’Hondta, stosowana w Polsce, takze dalaby niestabilny
podzial, a na dodatek moglaby da¢ komus$ wiecej niz [u;] (np. kto$ z udzialem
2,5 méglby dostaé 4 jaja). Nawet gdyby krél znal te metody, za bardzo by mu
one nie pomogly — wykorzystuja tylko liczby u;, wiec nie moga by¢ stabilne.

Jaja to wyplata w grze koalicyjnej? Bardziej adekwatnym modelem wydaja
sie gry koalicyjne. Gra koalicyjna to para (N,v), gdzie N to zbiér graczy
iv:2NV — R to funkcja przypisujaca kazdej koalicji (czyli po prostu grupie)
graczy pewna warto$¢, przy czym v(f) = 0. Podstawowym problemem jest podziat
wartosci v(N) pomiedzy graczy: > ..y i = v(N). Méwi sig, ze podziat jest

w rdzeniu, jezeli wyplata kazdej koalicji jest co najmniej réwna jej wartosci:

> ics i = v(S). Najstynniejszym sposobem podziatu jest wartosé Shapleya.

Jezeli potraktujemy krasnoludéw jako graczy, to za wartos¢ koalicji v(.S)
mozemy przyjac liczbe jaj zdobytych przez nich bez pomocy innych:

v(S) = |{j : W, C S}|. Latwo sprawdzié, ze przy takiej definicji udziat to
wlasnie warto$¢ Shapleya, a nasza stabilno$¢ jest rownowazna byciu w rdzeniu.
Dla ré6znych zbioréw jaj mozemy dostaé wszystkie catkowitoliczbowe gry
pozytywne. Wiadomo, ze wartos¢ Shapleya takich gier jest w rdzeniu, ale czy
pewne jej zaokraglenie tez jest? Do dnia dzisiejszego Swiat tego nie wiedzial,
ale nasz artykul pokazuje, ze tak! Mozna nawet pokazaé, ze jest to prawda dla
wszystkich gier wypuktych!

Jaja to wierzchotki w grafie? Najbardziej przydatne okazuje si¢ spojrzenie
na nasz problem jako na graf dwudzielny: krasnoludy beda wierzchotkami

po lewej, a jaja — po prawej stronie. Krawedziami laczymy teraz kazde jajo

z krasnoludami, ktorzy uczestniczyli w jego zdobyciu. Uzyjemy pojecia
skojarzenia — jest to podzbiér krawedzi, w ktérych kazdy wierzchotek jest
koncem nie wiecej niz jednej krawedzi; wierzchotki, ktére sa koncami, nazywamy
skojarzonymi. Powielmy wierzcholek kazdego krasnoluda [u;]| razy. Teraz

nasz problem sprowadza sie do znalezienia skojarzenia, w ktorym wszystkie
wierzcholki z prawej strony sg skojarzone i uzyliémy nie mniej niz |u; |
wierzchotkéw kazdego krasnoluda. Tylko jak to zrobi¢? I czy tak sie w ogole da?

Podazajac za madroscig krola, najpierw przydzielmy czesci catkowite. Zakryjmy
po jednym wierzcholku kazdego krasnoluda i znajdzmy skojarzenie, w ktorym
to wszystkie wierzcholki z lewej sa skojarzone. Korzystajac z Twierdzenia
Halla, mozemy wykazaé (podobnie jak w naszym dowodzie), ze zawsze jest to
mozliwe. Nastepnie po kolei odkrywamy po jednym wierzchotku i, jezeli si¢ da,
powiekszamy skojarzenie. Znowu mozna wykazaé, ze w ten sposéb skojarzymy
wszystkie jaja.

A jak te skojarzenia znalezé? Zalézmy, ze po pewnej liczbie krokéw mamy juz
pewne skojarzenie, czyli przyporzadkowanie jaj. Aby je powiekszy¢, mozemy
znalezé $ciezke powiekszajgcg, czyli Sciezke, ktéra zaczyna sie i konczy na
wierzchotku nieskojarzonym i w ktorej na zmiane mamy krawedz ze skojarzenia
i nie (przyklad mozna zobaczy¢ na marginesie). Zamienienie krawedzi ze
skojarzenia na pozostale ze Sciezki powigksza skojarzenie o jedng krawedz.
Twierdzenie Berge’a méwi, ze skojarzenie jest maksymalne wtedy i tylko
wtedy, gdy nie istnieje wzgledem niego zadna $ciezka powiekszajaca, wiec jezeli
skojarzenie nie jest jeszcze maksymalne, to na pewno nam si¢ uda znalezé taka
Sciezke. A czym sg Sciezki powigkszajace w naszej procedurze? No tak, to system
zamian wymys$lony przez kréla. Trzeba przyznaé, ze niezle to krél wymysélil. . .
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*Student MISMaP, Uniwersytet
Warszawski

Wielkimi krokami nadchodzi kolejna
edycja Ogélnopolskiej Matematycznej
Konferencji Studentéw ,,OMatKo!l!”. Juz
po raz jedenasty uczestnicy beda mieli
okazje zanurzy¢ sie w fascynujacy $wiat
nauki. Konferencja obfitowaé¢ bedzie

w liczne prezentacje, wyktady, konkursy
i okazje do integracji, wszystko to

w gronie milo$nikéw matematyki.
Wydarzenie odbedzie si¢ na Politechnice
Wroctawskiej w dniach 6-8 grudnia
2024 r.

,OMatKo!!!” to najwicksze tego rodzaju
wydarzenie w Polsce, skierowane do
studentéw i doktorantéw, oferujace
mozliwo$é rozwoju naukowego oraz
zaprezentowania wlasnych badan.
Uczestnicy moga wyglaszaé referaty lub
prezentowaé tematy w formie plakatéw.
Serdecznie zapraszamy réwniez kota
naukowe do udzialu i opowiedzenia

o swoich zainteresowaniach. To takze
doskonata okazja do spotkania
potencjalnych pracodawcéw i wymiany
do$wiadczeri z innymi entuzjastami
matematyki. To wladnie uczestnicy
tworza niepowtarzalny klimat konferencji.

Szczegbélowe informacje beda pojawiaé sig

na mediach spolecznosciowych konferencji.

Zache¢camy do obserwowania:

— Facebooka:
https://web.facebook.com/omatkopwr/

— Instagrama:
https://www.instagram.com/omatko.pwr/

Liczby (nie)naturalne
Jakub FILIPEK*

,Liczby naturalne stworzyl Bég, cala reszta to praca cztowieka” — powiedzial
pod koniec XIX wieku Leopold Kronecker — matematyk o niemalym dorobku
naukowym. Na to zdanie mozna patrze¢ na wiele sposobdw, jest to wszak jeden
ze sloganéw intuicjonizmu — a wiec pogladu filozoficznego na matematyke,
ktorego postulaty prowadza do odrzucenia niekonstruktywnych dowodow,

a czasem nawet zbioréw nieskonczonych.

Ale dzisiaj zostanmy przy liczbach naturalnych. Przyjrzymy sie temu, czego
Kronecker nie mégt jeszcze wiedzie¢ o liczbach, a juz konkretniej — o arytmetyce.
Zblizymy sie do fragmentu wspodlczesnej Godlowskiej logiki, zobaczymy, ze
,liczby naturalne” nie musza by¢ tak naturalne, oraz dowiemy sie, ze zasady,
ktérymi rzadza sie te prawdziwe liczby, sa przed nami ukryte.

Ile razy jedynke?

Arytmetyka jest prosta. Zaczynamy od liczby 0, potem méwimy, ze nastepna
jest 1, a nastepnie deklarujemy, ze osiagniemy kaZdg liczbe naturalna poprzez
dodawanie jedynki. Chcialoby sie powiedzie¢ — poprzez dodawanie jedynki
odpowiednia liczbe razy. Ale tego wprost prawa arytmetyki nie méwia.
Powyzsza ,deklaracja” (o dodawaniu jedynki) nosi dumne miano zasady
indukcji matematycznej. Przyjrzyjmy sie jej sformulowaniu. Przez ¢(n)
bedziemy rozumieé, ze liczba n ma wlasnos¢ ¢. Moze to byé dowolna wlasnoéé
arytmetyczna, na przyktad n < 5 albo n -2+ 3 = 7. Przy takim oznaczeniu zasade
indukcji matematycznej zapisujemy nastepujaco:

[0(0) A (Yn@(n) = ¢(n+1))] = (Vne(n)).
Stownie: jezeli 0 ma wlasno$¢ ¢ oraz jezeli posiadanie wlasnosci ¢ przez n
pociaga za sobg p(n + 1), to juz wszystkie liczby naturalne maja wlasnosé ¢.
Istotnie, nie mowimy tutaj, ile razy nalezy dodawaé jedynke. Mozna sig
domyslaé, ze nieskonczenie wiele razy. Czy moze zatem istnieé¢ liczba, ktéra
jest nieskonczona suma jedynek? Intuicja podpowiada, ze kazda liczba jest
skoniczona. Zwyklo sie nawet méwié ,nieskonczonosé nie jest liczba”. Okazuje
sie, ze sprawa jest nieco bardziej delikatna.

Arytmetyka — zbiér zasad

Chodzi o to, ze probujemy zapisa¢ zasady, ktorymi rzadzi si¢ arytmetyka —
aksjomaty — a pdzniej spojrzec, jaka matematyczna struktura spelnia te zasady.
Nie wskazujemy na konkretny model, ktory intuicyjnie znamy. Odrézniamy
zatem struktury matematyczne, ktére realizuja aksjomaty arytmetyki od
szczegblnej z nich — N, ktorej elementy bede nazywal prawdziwyms liczbami
naturalnymi, w odréznieniu od pozostatych struktur spelniajacych aksjomaty
arytmetyki, te bede nazywal po prostu liczbami. Takie aksjomatyczne podejscie
jest w matematyce bardzo skuteczne i stosowane konsekwentnie od poczatku
XX wieku — Kronecker (1823-1891) nie doczekal sie nietypowych struktur
arytmetycznych. Logika I rzedu, a wiec taka, ktorej system dowodowy jest
skuteczny, ma swoje ograniczenia. Nie da sie na przyklad zapisa¢ w niej
aksjomatéw, ktére zagwarantuja, ze w strukturze matematycznej bedzie

No elementéw — czyli tyle, ile jest prawdziwych liczb naturalnych.

Matematycy przyjeli jednak pewien zestaw aksjomatéw arytmetyki, nazwanych
zbiorczo arytmetyka Peano, na cze$¢ wloskiego matematyka Giuseppe Peano
(1858-1932), ktéry zaproponowal ich pierwsza, historyczna juz teraz, wersje.

W obecnej wersji aksjomaty Peano mowia, ze operacje dodawania i mnozenia
sa laczne i przemienne, zachodzi rozdzielno$¢é mnozenia wzgledem dodawania,

a zero oraz jeden sa elementami neutralnymi, odpowiednio, dodawania

i mnozenia (czyli n 4+ 0 = n oraz n -1 = n). Ponadto wprowadzaja porzadek (<),
ktéry jest zgodny z operacjami dodawania i mnozenia oraz stanowia, ze zero jest
najmniejszym elementem, a jedynka jest najmniejsza liczba wigksza niz zero.
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Dla Czytelnika Wnikliwego: istnienie
modelu dla teorii niesprzecznej wynika
z twierdzenia o pelnosci.

Jeszcze jednym, ciekawym aksjomatem jest
vn,m [n<m =3k (n+k=m)|.

Jezeli liczba m jest wieksza od liczby n, to mozemy przedstawi¢ m jako n + k
dla pewnej liczby k. Dlaczego powiedziatem, ze ten aksjomat jest ciekawy? Otz
do spotki z poprzednimi gwarantuje, ze n + 1 jest najmniejsza liczbg wicksza
niz n. Dopiero teraz nasza lista aksjomatéw opisuje struktury, w ktérych istnieje
jednoznacznie wyznaczona nastepna liczba.

Nieskonczone liczby

Okazuje si¢ jednak, ze powyzsze aksjomaty uzupelnione o zasade indukcji
opisuja znacznie wieksza klase struktur niz tylko prawdziwe liczby naturalne N.
W szczegdlnosci istnieje taka struktura matematyczna, ktora zawiera element
wiekszy od kazdej prawdziwej liczby naturalnej, jednoczeénie spelniajac teorie
Peano, a wiec bedac struktura arytmetyczna. Zauwazmy najpierw, ze jesli
wprowadzimy nowa stalg c, a do aksjomatéw Peano dorzucimy zdanie

c>0,

to otrzymamy teorie niesprzeczna, a wiec taka, ktéra ma model — jest mozliwa
do zrealizowania. W modelu stala ¢ przyjmie konkretna warto$é. Dla ¢ > 0
mozemy wybraé¢ na przyklad ¢ = 10. Podobnie dla dowolnego zdania

cz=m,

gdzie m jest réwne 1,2,3,4, ..., mozemy wybra¢ model, w ktérym ¢ przyjmie
wartos¢ gwarantujaca realizowanie naszej teorii.

Przedstawie teraz szkic dowodu Twierdzenia o zwartosci Logiki I rzedu.
Rozwazmy teorie — a wiec zbiér aksjomatéw — sktadajaca sie z aksjomatéw
Peano oraz zdan powyzszego typu dla wszystkich m naturalnych. Jest to
oczywiscie nieskonczona teoria, ale to nie stanowi zadnego problemu. Zalézmy,
ze jest to teoria sprzeczna. Kazda sprzeczna teoria dowodzi kazdego zdania —
na mocy zasady ,z falszu wynika wszystko”. Wezmy zatem dowadd falszywego
zdania — na przykltad 0 # 0. Tutaj zachowujemy czujnosé — przez dowdd
rozumiemy skonczone rozumowanie, a wiec korzystajace ze skoniczonej liczby
aksjomatéw. Ale wezesniej zobaczyliSmy, ze kazdy skonczony fragment naszej
teorii jest niesprzeczny, bo mozna bylo wybra¢ odpowiednia wartos¢ dla c.
Fragment ten nie moze wiec dowodzié¢ zdania 0 £ 0. W takim razie cala
(nieskoniczona) teoria jest niesprzeczna, poniewaz, jak widaé, nie istnieje dowod
0 # 0 — to juz wystarcza do niesprzecznosci. Oznacza to, ze istnieje model dla tej
teorii, a wigc pewna struktura arytmetyczna, w ktérej stata ¢ przyjmuje wartosé
wieksza od kazdej prawdziwej liczby naturalnej.

Doszliémy wiec do zaskakujacego wniosku, ze istnieje struktura arytmetyczna,
w ktérej wystepuja nieskoriczone liczby. Co wiecej, okazuje sie, ze korzystajac

z arytmetyki, nie mozna stwierdzi¢, czy dana liczba jest skoniczona, czy nie.
Gdyby sie dalo, to istnialaby formuta ¢ rozstrzygajaca skonczonosé liczby. Dla
takiej formuly o(z) jest prawdziwe, gdy z jest skoniczony, a falszywe, gdy x jest
nieskonczony. Wéwczas zachodzi

@(0) A (Ynp(n) = ¢(n + 1)),
poniewaz kazda skonczona liczba plus jeden wciaz jest skonczona. Tylko ze
wtedy zasada indukcji prowadzi do

Vn p(n),

czyli nasza formula nie rozstrzyga dobrze o skonczonosci liczb.

Oto krajobraz, ktéry sie przed nami rozciagnal: gdy opisaliémy arytmetyke,
ktorej sie nauczylidémy, okazalo sie, ze jej zasady moga by¢ spelnione przez
struktury bogatsze od liczb naturalnych, a nasza arytmetyka nic sobie

z tego nie robi — nie zauwaza nawet réznicy miedzy prawdziwymsi liczbami

a nieskonczonymi elementami. Liczby naturalne wygladaja jak tylko szczegdlny
przypadek ogélnej struktury arytmetycznej. . .
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Rozwigzania na str. [24

Niedostepna teoria

Sprobujmy sie im jednak blizej przyjrzeé¢. Rozwazmy liste wszystkich mozliwych
zdan, ktére sa realizowane w strukturze prawdziwych liczb naturalnych N.

Na tej liscie pojawia sie wszystkie oczywistosci pokroju 0 = 0, jak i wszystkie
najbardziej wysublimowane twierdzenia arytmetyczne. Wsréd nich beda z cala
pewnoscia nieudowodnione i niesformutowane dotychczas twierdzenia teorii liczb.
Jest do$é jasne, ze nie da sie wypisa¢ wszystkich tych zdan — choéby dlatego,

ze jest ich nieskonczenie wiele. Ale mozemy zadaé sobie pytanie, czy istnieje
jakikolwiek przepis, ktéry powie nam, czy dane zdanie jest prawdziwe, czy

nie. Taki przepis mogliby$my zaimplementowaé jako program komputerowy

i dostawaé (by¢ moze po bardzo dlugim czasie) odpowiedzi — tak lub nie.

Co ciekawe, od prawie stu lat wiemy, ze taki algorytm nigdy nie powstanie.
Jest to konsekwencja I twierdzenia Godla o niezupelnosci. Méwi ono mniej
wiecej tyle, ze kazda teoria zupelna, ktora potrafi odtworzyé arytmetyke, jest
nieobliczalna. Zupelna teoria to taka, ktéra jest zbiorem wszystkich zdan
prawdziwych w pewnej strukturze, a nieobliczalno$¢ oznacza, ze nie istnieje
taki algorytm, ktérego dziatanie opisaliSmy powyzej. Umiejetnoéé odtworzenia
arytmetyki jest troche bardziej subtelna wlasnoscia, ale by¢ moze zadowoli
nas stwierdzenie, ze praktycznie kazda niebanalna teoria, z ktéra obcuje sie

w matematyce, te zdolnosé posiada.

Nasza sytuacja wyglada nastepujaco: mamy ograniczony dostep do zasad,
ktérymi rzadza si¢ prawdziwe liczby naturalne. Postugujemy sie zatem
obliczalnymi teoriami, takimi jak arytmetyka Peano, godzac si¢ z koniecznosci
na wiekszg ogolnosé. A co to méwi o Matematyce? W opinii autora jeden
wniosek jest jasny. Matematyka nie jest taka prosta, na jaka moze wygladac,
nawet na poziomie tak podstawowym jak arytmetyka. Ale nie powinno nas

to zaskakiwacé. Zaskakiwa¢ moze jednak to, ze nie wszystko, nawet o liczbach
naturalnych, mozna udowodnié. A wigc Matematyka nie jest czarno-biala.

Ma swoje szarosci. . .

Przygotowal Dominik BUREK

M 1798. W pola tabeli 9 x 9 wpisano liczby catkowite od 1 do 81 (w kazdym
polu znajduje si¢ jedna liczba, wszystkie liczby sa rézne). Okazalo sig,

ze dowolne dwie liczby rézniace sie o 3 znajduja sie w sasiednich polach.
Udowodnié, ze réznica liczb wpisanych w pewne dwa narozne pola jest podzielna
przez 6.

M 1799. Pig¢ krawedzi pewnego czworoécianu jest stycznych do sfery.
Udowodnié, ze istnieje inny zbiér pieciu krawedzi tego czworosdcianu, z ktérych
kazda jest styczna do pewnej sfery (niekoniecznie tej samej co wezesniej).

M 1800. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi
nieréwnoscé
(n))! < (n— 1)1ttt

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1107. Z brzegu balkonu, na wysokoéci H nad ziemia, Jacek upuszcza
pionowo olowiane kulki, kazda o masie m. Stara si¢ jak najdokladniej trafi¢
w wyznaczony punkt. Dysponuje najprecyzyjniejsza dostepna aparatura.
Na podstawie zasady nieoznaczonosci Heisenberga oszacuj typowa odlegtosé
od celu, w jakiej beda ladowaly kulki Jacka?

F 1108. Belka o masie m i dlugosci L spoczywa na poziomym, plaskim podtozu.
Wspélczynnik tarcia miedzy powierzchnia belki i podlozem wynosi u. Belka
jest jednorodna, tzn. masa przypadajaca na jednostke jej dlugodci jest stala

i wynosi p. Jaka jest najmniejsza warto$é Fy,;, poziomej, punktowej (tzn.
przylozonej w jednym punkecie belki) sity potrzebnej do przesuniecia belki?
Przyspieszenie ziemskie wynosi ¢g. Pomijamy réznice wartosci wspétczynnikow
tarcia statycznego i kinetycznego.
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ktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nagrody Nobla 2024

Na Wydziale Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego kilka lat temu narodzila si¢
nowa $wiecka tradycja. Na poczatku pazdziernika, we wtorek przed potudniem,
w najwiekszej auli zbieraja sie pracownicy, studenci i inni zainteresowani, aby
wspolnie obejrzeé¢ transmisje ogloszenia laureatow Nagrody Nobla z Fizyki.
Spotkanie rozpoczyna si¢ okolo pét godziny przed planowanym ogloszeniem, aby
byt czas na dyskusje i dzielenie si¢ przewidywaniami. Zebrani typuja nazwiska
potencjalnych laureatéw, odkrycia warte wyréznienia czy choéby dziedziny, ktére
komitet mégtby w danym roku nagrodzic.

Nie inaczej bylo 8 pazdziernika 2024 roku. Na tablicy
pojawita si¢ dluga lista wytypowanych nazwisk. Po
ogloszeniu laureatow okazalo sie, ze zaden z nich nie
figurowal na liScie. Werdykt Komitetu Noblowskiego byt
zaskoczeniem nie tylko dla zgromadzonych w auli, ale
rowniez dla wielu komentatoréw, ktorych opinie pojawity
si¢ w Internecie po jego ogloszeniu. Watpliwosci dotycza
jednak nie wagi odkryé dokonanych przez nagrodzonych
naukowcow, a tego, czy odkrycia te nalezg do tej wlasnie
dziedziny, w ktérej przyznano Nagrode, czyli do fizyki.

Laureaci, John Hopfield i Geoffrey Hinton, uwazani sa

za pionieréow tzw. sztucznej inteligencji, czy tez uczenia
maszynowego. Aktualnie s to bardzo popularne pojecia
kojarzone gléwnie z modelami jezykowymi, chatbotami,

z ktérymi mozna pogawedzi¢ praktycznie na dowolny
temat w przegladarce internetowej, zleci¢ napisanie tekstu,
rozwigzanie zadania albo wygenerowanie obrazka. Wydaje
sie, ze sa to narzedzia czysto informatyczne. Nagroda
powinna by¢ wiec przyznana w dziedzinie ,informatyka”. Czy
zdecydowano przyznaé ja w dziedzinie fizyki tylko dlatego,
ze informatyka (podobnie jak matematyka) nie nalezy do
dziedzin, w ktorych przyznawana jest Nagroda Nobla?

Komitet Noblowski publikuje zawsze obszerne uzasadnienie
swojej decyzji. Zainteresowanym polecam zapoznawanie sie
z tymi tekstami. Ich lektura jest co roku bardzo pouczajaca.
Pierwsza refleksja, jaka naszla mnie po przeczytaniu
tegorocznego uzasadnienia, jest to, jak bardzo rézne
dziedziny nauki przenikaja sie i wzajemnie stymuluja.
John Hopfield jest fizykiem, ale ostatnie akademickie
stanowisko, jakie piastowal przed emerytura, to profesor
biologii molekularnej. Jego zainteresowania naukowe
przekraczaja granice réznych tradycyjnie rozumianych
dziedzin. Wymienione przez Komitet Noblowski prace
Hopfielda dotycza sieci neuronowych, ale metody przez
niego stosowane wywodza sie wprost z fizyki statystycznej,
teorii stuzacej do opisu ukladéw oddzialujacych spindéw
lub ukladéw zlozonych z czastek obdarzonych momentem
magnetycznym, takich jak np. ferromagnetyki. Teraz, po
40 latach od publikacji tych przetomowych dla rozwoju
calej nowej dziedziny nauki, jaka sa sieci neuronowe

i uczenie maszynowe, okazuje sie, ze kluczowe znaczenie
mial wklad inspirowany dziedzing z pozoru bardzo
odlegla. Co moga mieé¢ wspdlnego uklady spinéw czy
materialy magnetyczne z neuronami? Okazuje sie, ze co$
wspoélnego maja. Chodzi o to, jak w ztozonych ukladach
pojawiaja sie pewne kolektywne zjawiska, ktére moga by¢
wykorzystywane do zapamietywania lub przetwarzania
informacji. Jak widaé, dostrzeganie takich analogii moze
by¢ inspiracja do waznych odkryé naukowych.

Drugi laureat, Geoffrey Hinton, z wyksztalcenia jest
psychologiem poznawczym. Razem z bylym doktorantem
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pierwszego laureata, Terrencem Sejnowskim (ktéry
zaczynal kariere jako fizyk), twérczo rozwinal pomysty
Johna Hopfielda. W swoich pracach zastosowali metody
inspirowane pracami Ludwiga Boltzmanna. Opracowany
przez nich model sieci neuronowej nazwany zostal nawet
maszyng Boltzmanna, na czesé¢ tego dziewietnastowiecznego
pioniera fizyki statystycznej, tworcy kinetycznej teorii
gazow i statystycznego objasnienia drugiej zasady
termodynamiki.

Tegoroczni laureaci oraz ich wspolpracownicy przekraczali
granice miedzy dziedzinami: fizyka, biologia, psychologia,
informatyka. Wskazéwka dla mlodych, rozpoczynajacych
swoja przygode z nauka badaczy moze by¢ taka, ze warto
poszerzaé¢ swoje horyzonty i czerpaé¢ z innych dziedzin nauki.
Czy mlodemu Geoffreyowi Hintonowi, gdy zajmowal sie
swoja pracg dyplomowa z psychologii eksperymentalnej,
przyszto kiedy$ do glowy, ze otrzyma Nagrode Nobla

z Fizyki?

Komitet Noblowski wymienia liczne zastosowania sieci
neuronowych w badaniach w tradycyjnie rozumianej

fizyce. Metody te stosuje sie coraz czesciej, zwlaszcza

tam, gdzie trzeba przetwarza¢ ogromne ilosci danych:

z akceleratoréw (odkrycie czastki Higgsa), detektoréw

fal grawitacyjnych, sieci radioteleskopéw (pierwsze zdjecie
czarnej dziury) itp. Tych zastosowan bedzie coraz wiecej we
wszystkich dziedzinach nauki i naszego zycia codziennego.
Najlepszym tego przyktadem jest przyznana nastepnego
dnia Nagroda Nobla z Chemii. Otrzymali ja Demis Hassabis
i John M. Jumper za wykorzystanie sztucznej inteligencji
do przewidywania struktury prawie wszystkich znanych
bialek oraz David Baker za projektowanie catkiem nowych
biatek. Po tych dwoch nagrodach pojawily sie nawet zarty,
ze Literacka Nagrode Nobla powinien otrzymadé ktorys

z popularnych modeli jezykowych za swoja tworczosé.
Wiemy juz jednak, ze w tym roku do tego jeszcze nie
doszlo, i ostatecznie ,tylko” dwie Nagrody Nobla przyznano
za odkrycia zwiazane z Al

Powinnismy by¢ chyba wdzieczni Komitetowi
Noblowskiemu za zwrdcenie uwagi na fakt, ze korzenie

tej bardzo modnej obecnie dziedziny siegaja znacznie
szerzej, poza ciasne ramy czystej informatyki, i czerpia
do$wiadczenia z prac fizykéw, ktorzy réwniez zajmuja sie
roznymi aspektami przetwarzania informacji. Warto tez
pewnie poshuchaé Geoffreya Hintona, ktéry po tym, jak
rozwojowi Al poswigcil wiele lat swojego zycia, zaczat
niedawno ostrzegaé przed zagrozeniami, jakie potencjalnie
moze nie$¢ rozwdj tej technologii, jezeli nie obwaruje sie go
odpowiednimi zabezpieczeniami.

Szymon CHARZYNSKI



Ile liter zmieSci sie na plaszczyznie? tukasz RAJKOWSKI*

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Rys. 1. Continuum liter | na plaszczyznie,
na czarno zaznaczono jedng z nich

Rys. 2. Continuum liter N na
plaszczyznie. Litere trzeba przesuwaé
»pod katem”, by unikngé nachodzenia na

siebie

Rys. 3. Continuum liter O na plaszczyznie

Tytulowe pytanie moze brzmie¢ dosy¢ dziwnie. Plaszczyzna jest nieskonczona,
wiec i liter na niej mozemy napisaé nieskoniczenie wiele (dysponujac, jak

to matematycy, nieskoficzonym czasem). Nie od dzi§ wiadomo jednak, ze
nieskonczonosci sa rézne, jedne mniejsze, drugie wieksze. Ktéra z tych
nieskonczonosci odpowiada na tytulowe pytanie? I czy zalezy to od litery, ktorej
ono dotyczy? Nad tym wlasnie zastanowimy si¢ w niniejszym artykule.

Czytelnikom, ktérym obce jest rozréznianie miedzy nieskonczonosciami,
polecamy Deltowy wyktad na ich temat autorstwa Michala Korcha, zwlaszcza
odcinek |Nieskoriczonosé 4. Nie kaida jest taka sama, ASy. Ponizej w pigulce
prezentuje istotne dla nas wiadomosci — dla tych, ktérzy potrzebuja jedynie
krotkiego przypomnienia w tym zakresie. Powiemy, ze dwa zbiory sa réwnoliczne,
jesli ich elementy mozna ,,polaczyé w pary”, czyli jesli istnieje miedzy nimi
bijekcja. Réwnoliczne sa zatem zbiory liczb naturalnych i liczb parzystych,

a odpowiednia bijekcja miedzy tymi zbiorami to funkcja f(n) = 2n. Kazdy zbidr,
ktoéry jest rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych, nosi nazwe przeliczalnego.
Przeliczalne sg wszystkie nieskoniczone podzbiory zbioru liczb naturalnych, jak
réwniez pewne jego nadzbiory (np. zbidr liczb wymiernych). Przeliczalne sa
roéwniez zbiory par, trdjek, czworek itp. elementéw pochodzacych ze zbioru
przeliczalnego (np. przeliczalny jest zbidr par liczb naturalnych, co mocno
wiaze si¢ z przeliczalnoscia zbioru liczb wymiernych). Przykladem zbioru
nieprzeliczalnego jest zbidr liczb rzeczywistych, a nawet sam odcinek [0, 1]. Jego
Hliczba elementow” nosi nazwe continuum; jest to réwniez liczba punktéw na
plaszczyznie czy w przestrzeni.

Wracajac do tytutowego problemu, zaznaczmy od razu, ze nie chcemy, aby
litery sie przecinaly. Za przecinajace sie literki juz w przedszkolu mozna byto
dostaé¢ deszczowa chmurke zamiast uSmiechnietego sloneczka, czego oczywiscie
chcemy unikna¢. WeZmy na warsztat najprostsza w zapisie litere, czyli |. Czy na
plaszczyznie starczy miejsca na continuum egzemplarzy, czy ,,tylko” przeliczalnie
wiele? Okazuje sie, ze | specjalnie sie nie rozpycha, i mozemy upakowaé jej
continuum. Wystarczy dla kazdej liczby rzeczywistej ¢ narysowac kreske od
punktu (¢,0) do punktu (¢, 1). Kazda taka kreska (przyznajmy, zerowej grubosci)
moze $mialo reprezentowaé litere |, i postawiliémy ich continuum (rys. 1).

Na wiecej nie mamy co liczyé, gdyz na plaszczyznie jest tylko (az?) continuum
punktéw.

To, co zadecydowalo o sukcesie calej operacji, to mozliwos¢ przesuwania |

w ustalonym kierunku tak, by zadna z przesunietych wersji nie zahaczala

o pozostale. To samo mogliby$my wykona¢ w przypadku N (rys. 2), Z, M czy W.
Dla kazdej z tych liter mozemy bowiem wskazac¢ kierunek taki, ze kazda prosta
w tym kierunku przecina nasza litere co najwyzej raz. Niektérzy matematycy,
zwani topologami, mogliby w tym momencie usmiechnaé si¢ z politowaniem,
poniewaz dla nich wszystkie te litery sa niejako tozsame z |, gdyz sa po prostu
jej powyginanymi wersjami, i wniosek co do licznosci mozliwych do upchania
egzemplarzy powinien by¢ ten sam. Céz, gdyby, majac napisa¢ na kartce N,
nabazgrali —~— to od razu zobaczyliby w zeszycie burzowe chmurzysko,

i mina by im zrzedla. My bedziemy staranni!

Mozna w tym momencie nabraé¢ podejrzen, ze kazda litere mozemy napisaé
na plaszczyznie continuum razy. Przyjrzyjmy sie jednak literze O. Tutaj
przesuwanie juz nie zadziala — niewielkie przesuniecia skutkuja przecigciami,
obojetnie w jakim kierunku zostana wykonane. Mozemy jednak powickszaé te
litere niczym pompowany balonik. Dostaniemy wéwczas koncentryczne okregi
o réznych promieniach (rys. 3). Poniewaz promiet mozemy wybraé¢ dowolny,
liter O réwniez mozemy zmiesci¢ continuum.

Takie rozwigzanie moze si¢ jednak nie podoba¢. Malo ktéry przedszkolak
poproszony o napisanie na kartce kilku liter O umiescitby pewne dwie jedna
wewnatrz drugiej. Mozemy zatem w tym wypadku chcie¢ nie tylko, by litery
sig¢ nie przecinaly, lecz rowniez by roztaczne byly zamkniete przez nie obszary
plaszczyzny. Gdy dolozymy takie wymaganie, odpowiedZ na nasze pytanie
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Rys. 4. Anatomia litery Y
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Rys. 5. Dwie malownicze litery Y, ktérym
przypisaliSmy te sama tréojke kot

I E I < przeguby
<+ kola wymierne

Rys. 6. Pelny graf dwudzielny K3 3,
ktérego nie mozna narysowacé na kartce
tak, by polaczenia migdzy wierzchotkami

nie przecinaly si¢

Rys. 7. Litera Y (na czarno) jako
podlitera innych liter

ulegnie zmianie. Zauwazmy bowiem, ze wewnatrz kazdej litery O na plaszczyznie
musi sie znalez¢ punkt o wspolrzednych wymiernych, niezaleznie od tego,

jak koslawo ja napiszemy. Jest to konsekwencja faktu, ze miedzy dowolnymi
dwiema réznymi liczbami rzeczywistymi znajduje si¢ liczba wymierna. Punkty
przypisane réoznym literom musza by¢ rézne, skoro ich wnetrza sa roztaczne.
Poniewaz liczb wymiernych jest przeliczalnie wiele, tyle jest réwniez ich

par, czyli punktéw o wspolrzednych wymiernych. Dowodzi to, ze liter O

o rozlacznych wnetrzach mozna umiesci¢ na plaszczyznie tylko przeliczalnie
wiele. To samo tyczy sie wszystkich liter ,,zamykajacych” jaki$ fragment
plaszczyzny: A, B, P czy R.

Sprébujmy teraz naszych sil z litera Y. Wydaje sie, ze nie zajmuje ona zbyt
wiele miejsca — przede wszystkim nie ma zadnego ,,brzuszka”, wiec nie jesteSmy
w stanie, uzywajac poprzedniego argumentu, uzasadnié¢, ze zmiesci si¢ tylko
przeliczalnie wiele jej egzemplarzy. Mozna powiedzieé, ze sktada sie ona z trzech
potaczonych liter |, co pozwala nabraé¢ podejrzen, ze na plaszczyznie znajdzie sie
miejsce na ich continuum. Jednak podstawowe zastosowane dotychczas sztuczki
w tym wypadku sie nie sprawdzaja — zaréwno przesuwanie, jak i skalowanie
(ktére dzialalo w przypadku litery O) nie daja pozadanego rezultatu. Intuicja
moze podpowiadaé, ze odpowiednio ja wyginajac (nawet kosztem niskich not za
styl), bedziemy na tyle blisko litery I, ze kontinuum powinno byé w zasiegu reki.
Ta intuicja jest jednak bledna, o czym przekonuje ponizsze rozumowanie.

Rozwazmy zatem dowolny zbiér nieprzecinajacych sie liter Y na plaszczyzZnie.
Udowodnimy, ze musi on by¢ co najwyzej przeliczalny. Dla ulatwienia dalszego
rozumowania, wprowadzmy pojecie kola wymiernego, to znaczy takiego, ze
zaréwno jego promien, jak i obie wspolrzedne $rodka sg wymierne. Wymiernych
kot jest zatem przeliczalnie wiele, podobnie jak ich par, tréjek, czworek itp.

Przyjrzyjmy sie teraz igrekowej anatomii. Litera Y ma trzy ramiona taczace sie
w punkcie, ktéry nazwiemy przegubem (rys. 4). Jakby$my takiej litery Y nie
napisali, mozemy wskazaé trzy roztaczne i wymierne kota, z ktérych kazde

(a) zawiera koniec jednego z jej ramion,
(b) nie przecina zadnego z pozostalych ramion, w szczeg6lnosci nie zawiera
przegubu.

Kazdej napisanej przez nas literze Y przypisujemy w ten sposob trojke
wymiernych koét. Jak juz wspomnielidémy, takich tréjek jest przeliczalnie wiele.
To oczywiscie nie koniec dowodu — dwie litery Y moga mie¢ przypisany ten sam
zestaw trzech wymiernych kot, jak pokazuje rys. 5. Okazuje si¢ jednak, ze jeden
zestaw nie moze byé¢ wspoldzielony przez trzy litery Y. Stwierdzenie to, ktére
zaraz uzasadnimy, implikuje, ze liter Y napisaliSmy co najwyzej przeliczalnie
wiele.

Przypusémy zatem, ze jest inaczej — i ze pewnym trzem literom Y
przyporzadkowalismy te sama trojke két wymiernych. Mamy trzy kota
wymierne i trzy przeguby, kazdy przegub jest potaczony kreska z kazdym
kolem wymiernym i kreski te nie przecinaja sie (bo nie przecinaja sie napisane
przez nas litery Y). Polecam Czytelnikowi choé¢ jedna prébe narysowania takiej
konfiguracji. Nie udalo sie, prawda? I nie bez powodu — jest to niemozliwe!
Problem ten przybiera rézne postaci, w jednej z nich nalezy trzy domy
podlaczyé¢ do zréodet wody, elektrycznosci i gazu tak, aby przytacza nie
przecinaly sie. A w formalnym zargonie jest to stwierdzenie nieplanarno$ci
pelnego grafu dwudzielnego K3 3 (rys. 6). Nie da rady i juz — krétkie wyjasnienie
oparte na wzorze Eulera mozna odnalezé w Deltoidzie z A%,

Poniewaz Y moze zmiesci¢ sie na plaszczyznie co najwyzej przeliczalnie wiele
razy, to to samo dotyczy wszystkich liter, ktére zawieraja Y jako ,podlitere”.
Przykladami sa T czy K, lecz réwniez wspomniane wezesniej A i P (rys. 7),

i to nawet jesli dopuscimy ,zawieranie” liter jedna w drugiej. Czytelnikowi
proponujemy rozstrzygniecie tytutowego pytania dla kazdej z pozostalych
liter alfabetu. Nie trzeba dodawad, ze préby praktyczne sa skazane na
niepowodzenie. . .
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O sortowaniu réwnoleglym
Przemystaw KICIAK*

Wiele algorytméw sortowania dziala w ten sposéb, ze pary elementéw na kolejno
wskazanych miejscach sg poréwnywane i jedli drugi element z pary powinien
poprzedzaé pierwszy, przestawiane. Urzadzenie lub procedure porzadkujaca

w ten sposéb pare elementéow nazywamy komparatorem.

W niektérych algorytmach kolejnos¢é poréwnywanych par jest z gory ustalona,
w zwiazku z czym wynik poréwnania moze spowodowaé co najwyzej pominiecie

Rys. 1. Sie¢ sortujaca algorytmu
sortowania przez wstawianie. Na dole
znajduje si¢ ciag dany, a na gérze —
posortowany

a ta druga jest rowna

W algorytmach sekwencyjnych w danej chwili dziata

co najwyzej jeden komparator. Najszybsze algorytmy
sekwencyjne maja ztozonoéé pesymistyczng rzedu nlogn
(choé nie da sie ich tak pieknie zilustrowaé, jako ze
poréwnania i przestawiania sa osobnymi operacjami

i mozna w nich przestawia¢ inne elementy niz te,

ktére wlasnie zostaly poréwnane). Majac natomiast

do dyspozycji h = | §] watkéw obliczeniowych, z ktérych
kazdy wywola komparator w tej samej chwili, mozna
jednoczes$nie uporzadkowaé h par elementéow. Wykorzystuje
to algorytm sortujacy ciag w czasie rzedu log® n. Mozna go
zaimplementowaé na karcie graficznej, ktorej kilkanascie
tysiecy lub skromne kilkaset procesoréw szybko posortuje
nawet bardzo dlugi ciagg. Dzialanie algorytmu objasnimy,
pokazujac sortowanie ciagdéw ztozonych tylko z zer

i jedynek. Takie podejscie jest usprawiedliwione przez:

Twierdzenie. Dowolny algorytm sortowania przy
uzyciu sieci komparatorow, poprawnie sortujgcy wszystkie
ciqgi o dlugosci n sktadajgce sie z zer i jedynek,
poprawnie sortuje tez ciggi n elementow dowolnego
zbioru liniowo uporzgdkowanego.

Dowdéd tego twierdzenia, zwanego zasada
zerojedynkowa, jest podany w ksiazce [1]. Wazny

w dowodzie jest fakt, ze je$li drugi element z pary
porzadkowanej przez komparator nie jest mniejszy niz
pierwszy (czyli w szczegdlnodci jesli elementy sa réwne),
to te elementy nie sa przestawiane.

Zanim przedstawimy zapowiedziany algorytm sortowania,
przyjmijmy jeszcze nastepujace definicje: ciggiem
bitonicznym nazwiemy ciag bedacy potaczeniem dwoch
ciagdéw monotonicznych: niemalejacego, po ktérym
nastepuje nierosnacy (méwimy o ciggu typu rm)

albo nierosnacego, po ktérym nastepuje niemalejacy

(to jest ciag typu mr). Dowolny ciag monotoniczny

(a w szczegdlnosei ciag jednoelementowy) jest ciagiem
bitonicznym obu tych typow.
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uzycia komparatora dla pewnych dalszych par. Takie algorytmy mozemy
zilustrowa¢ za pomoca tzw. sieci sortujacej. Rysunek 1 przedstawia taka

sie¢ dla popularnego algorytmu sortowania przez wstawianie (Insertion sort).
Sam algorytm jest nastepujacy: kolejne elementy ciagu sa ,,przesuwane w lewo”,
dopoki nie napotkaja elementu mniejszego od siebie (lub trafig na poczatek
ciggu). W naszej ilustracji pionowe kreski symbolizuja miejsca w sortowanej
tablicy, a poziome kreski przedstawiaja wywolania komparatora (w kolejnosci
od dotu do géry), przy czym kolorem szarym sa zaznaczone wywolania pomijane,
gdy poprzednie wywolanie komparatora nie spowodowalo przestawienia
elementow. Liczba kolorowych kresek jest optymistyczna ztozonoscig czasowa
tego algorytmu, a liczba wszystkich mozliwych wywolan komparatora to
ztozono$é pesymistyczna. Dla ciggu o dlugosci n ta pierwsza ztozonosé to n — 1,

(n? —n).

Zauwazmy, ze ciag zer i jedynek typu rm ma
wszystkie jedynki skupione obok siebie, wiec zera
moga wystepowaé tylko na jego poczatku i na koncu,
a w ciggu typu mr wszystkie zera znajduja sie obok
siebie. Przyjrzymy sie zatem porzadkowaniu ciagéw
bitonicznych zer i jedynek.

Na zerojedynkowych ciagach bitonicznych dlugosci 2h
bedziemy przeprowadza¢ nastepujaca operacje:

dzielimy je na dwie czesci réwnej dtugosci i kazemy
komparatorom porzadkowaé (jednoczes$nie) pary
zlozone z i-tych elementéw kazdej z potéwek. Przyklady
zastosowania tej operacji przedstawione sa na rysunku 2;
wyniki takiego porzadkowania sa pokazane nad kazdym
ciagiem. Mozemy zauwazy¢, ze w kazdym przypadku
powstaja dwa ciagi bitoniczne o dlugoéci h, przy

czym jesli liczba zer nie przekracza h, to wszystkie

zera znajda sie¢ w pierwszym z nich, a w przeciwnym
przypadku wszystkie jedynki trafiag do drugiej potowy
tablicy z elementami ciaggu. Nietrudne uzasadnienie
stusznosci tej obserwacji dla dowolnego ciagu
bitonicznego pozostawiam Czytelnikowi. Podkre$lmy
raz jeszcze, ze majac do dyspozycji h watkéow
obliczeniowych, przedstawiong operacje mozemy
wykona¢ w jednym kroku.

Powyzsze spostrzezenia pozwalaja skonstruowaé oparty
na komparatorach algorytm sortujacy zerojedynkowe
ciagi bitoniczne dtugoéci 2¥ w k krokach (jeéli mamy
do dyspozycji 2¢~! watkéw obliczeniowych). Pierwszy
krok zostal przedstawiony powyzej, w drugim kroku
zajmujemy si¢ kazdym z dwoch powstalych ciagow
bitonicznych z osobna (na kazdy przeznaczajac

2F=2 watkéw), w trzecim kroku mamy do czynienia

z czterema ciggami bitonicznymi, i tak dalej. ..

W ostatnim kroku etapu powstaja bitoniczne ciagi

o dtugoéci 1 i wtedy caly cigg o dtugoéci 2% jest
posortowany.
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Rys. 2. Cztery przyklady dzialania komparatoréw na potowach ciaggdéw bitonicznych. Biate
kwadraty oznaczaja 0, a czarne 1. Z ciggu danego (na dole) komparatory tworza ciag
pokazany wyzej

Poszukiwany algorytm sortujacy dowolny ciag dtugosci n dziata na podstawie
powyzszych spostrzezen. Dla ciggu dlugoéci n = 2™ sklada sie on z m etapéw.
W k-tym etapie otrzymywane sa posortowane podciggi o dlugoéci 2%, Pierwszy
etap, w jednym kroku, porzadkuje pary sasiednich elementéw: pierwszy

z drugim, trzeci z czwartym itd. W k-tym etapie pary sasiednich fragmentéw
ciagu o dlugoéci 28~1, posortowanych niemalejgco, sa scalane w jeden fragment,
przy czym wczesniej odwracamy kolejnos¢ elementéw drugiego fragmentu, dzieki
czemu uzyskujemy ciag bitoniczny typu rm. Tak uzyskane ciagi bitoniczne
dhugosci 2F sortowane sg w k krokach przy pomocy opisanej wczesniej procedury.
Kolejne wywotlania komparatora zilustrowane sa na ponizszym rysunku
(podobnie jak poprzednio, nalezy go czytaé ,od dolu”).

Gol|laipj|az2||az||aq||as||ae|| Q7 || Ag|| Ag||A10||A11||G12||A13||A14||A15

Rys. 3. Sie¢ sortujaca dla ciggéw dlugosci n = 16. To, ze w ramach kazdego etapu pierwsze
réwnolegle wywolania komparatora uktadaja si¢ w ,koncentryczne tuki”, wynika z opisanego
wczesniej odwracania co drugiego z obecnych na danym etapie podciaggéw celem uzyskania ciggdw
bitonicznych

Calkowita liczba krokéw sortowania w algorytmie wykonujacym m etapéw jest
rowna %(m2 +m), a wiec algorytm ten ma rzad zlozonosci log® n. Jedli liczba
elementow ciagu nie jest potega dwojki, to mozemy w wyobrazni dopisaé na
konicu ciggu elementy o wartosci oo tak, aby otrzymaé ciag o dtugosci 2M10g2 71,
W implementacji komparator, ktéry mialby siegnaé¢ poza koniec danego ciagu,

natychmiast konczy dziatanie.

Gdyby$my mieli 219 procesoréw, to do posortowania miliona (a nawet

220 = 1048576) elementéw wystarczyltoby 210 krokéw. Takiego sprzetu wiekszosé
Czytelnikow w domu nie ma, ale karta graficzna, ktéra ma tylko 1024 procesory,
posortuje milion elementéw w 210 - 512 = 107520 krokach, na jakie cale obliczenie
zostanie podzielone przez sterownik. Opis (w postaci abstrakcyjnej) i formalny
dowdd poprawnosci tego algorytmu mozna znalezé w ksiazce [1], a pelna,
dzialajaca na karcie graficznej implementacja w jezyku GLSL (i r6zne jej
zastosowania) jest przedstawiona w ksiazce [2].
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Mozna tez to zagadnienie rozumieé jako
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Liczby piramidalne nazywa si¢ tez
czworo$ciennymi, gdyz typowa piramida
ma 4, a nie 3, strony.
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Byle nie dodawa¢  Pawet Rafal BIELINSKI*

Jak glosi legenda opowiadana o mtodym Gaussie, pewnego dnia postawiono go
przed zadaniem obliczenia sumy liczb naturalnych od 1 do 40 wlacznie. Mlodego
Gaussa najwyrazniej malto co odrzucalo bardziej niz perspektywa dodawania
garstki calkiem nieduzych liczb, wiec zamiast tego, z uzyciem pewnej chytrej
sztuczki, wyprowadzil ogdlny wzor na n-ta liczbe trojkgtng:
Tn)=14+24+3+---+n.
My takze sprébujemy tego dokonacé, ale wykorzystamy w tym celu interpretacje
kombinatoryczna podanej sumy. Nastepnie zas przekonamy sie, ze nasza metoda
pieknie sie uogélnia i pozwala unika¢ dodawania nawet w wyraznie trudniejszych
sytuacjach.

Liczby tréjkatne

Wyobrazmy sobie przyjecie dla fanéw gier karcianych, na ktére oprocz
gospodarza przybyto n godci. Na takim przyjeciu kto$ powinien zagrac

w garibaldke — gre dla dwéch oséb. Na ile sposobéw mozna wybraé¢ dwodjke
chetnych do tej gry?

FLatwo te warto$é obliczy¢, uwzgledniajac kolejnoéé¢ przybywania gosci. Kiedy
na miejsce przybyl pierwszy z nich, zastal jedynie gospodarza i méglby co
najwyzej zagra¢ z nim. Kiedy wszedl drugi, pojawily sie nowe opcje, bo teraz
ten wladnie przybyly go$é moze zagraé¢ z dowolna z dwdch juz obecnych oséb.
Podobnie trzeci z przybylych méglby zagra¢ w parze z ktéras z trzech obecnych
oséb. I tak dalej: dla k-tego gosScia istnieje na tym przyjeciu doktadnie k dwdjek,
w ktérych jest on ostatnim przybylym czlonkiem. Zatem mozliwych dwdjek jest
dokltadnie 1 +2 + 3 + - -+ + n. Innymi stowy, pogrupowalismy mozliwe dwdjki
graczy wedlug najpdzniej przybytej osoby i okazalo sie, ze ich laczna liczba jest
n-ta liczba trojkatna.

Z drugiej strony nie jest wcale trudno obliczy¢ owa liczbe bez takiego
grupowania: przeciez aby wybraé¢ dwoch graczy, wystarczy wybracé jednego,
dowolnego — to zrobimy na n + 1 sposobéw — a nastepnie drugiego sposrod
pozostalych n. W ten sposob jednak policzylibysmy kazda dwéjke dwukrotnie,
bo kazdy z dwéch jej cztonkéw mogl by¢ wybrany jako ten pierwszy.
Dochodzimy zatem do wniosku, ze szukana liczba dwéjek wynosi $n(n + 1).
7 catej tej opowiesci wynika zas tozsamo$c:
n(n+1)

5
Mozemy teraz odpowiedzie¢ na pytanie Gaussa: suma liczb naturalnych
od 1 do 40 wiacznie jest 4%%41 = 820.

Tn)=1+4+2+3+---+n=

Liczby piramidalne

Zbadamy teraz dalsze mozliwosci zastosowanej powyzej metody. Obliczymy
mianowicie n-ta liczbe piramidalng, réwna sumie kolejnych liczb trojkatnych:

Pn)=T(1L)+T2)+T3)+---+T(n).
Celowo nie podstawiamy tu zadnego wzoru za T'(k), poniewaz bedziemy chcieli
korzysta¢ przede wszystkim z opisanej powyzej interpretacji kombinatorycznej.

Wyobrazmy wiec sobie przyjecie dla fanéw gier karcianych, na ktore oprécz
dwojga gospodarzy przybylo n godci. Na takim przyjeciu kto$ powinien zagrac
w preferansa — gre dla trzech oséb. Na ile sposobéw mozna wybraé taka trojke
graczy?

Podobnie jak ostatnio, rozwazmy gosci przyjecia w kolejnosci ich przybywania,
pamietajac o dwojgu obecnych przez caly czas gospodarzy. Gdy przybywa
pierwszy gos¢, powstaje pierwsza mozliwa trojka. W chwili przybycia drugiego
pojawiaja sie nowe opcje, mianowicie te tréjki, w ktérych sktad on wchodzi.
Ogdlnie, gdy przybywa k-ty go$é¢, pojawia sie pewna liczba nowych mozliwosci.
Kluczowa obserwacja: trojek z udzialem wlasnie przybytego jest dokladnie tyle,
co dwdjek bez niego. Tych z kolei jest T'(k), bo bez tego goscia dostepnych jest
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Jesli, Drogi Czytelniku, przezywasz tutaj
matle déja vu, to byé moze z powodu
uderzajaco podobnego zagadnienia,

o ktérym pisal Wojciech Guzicki w A;,;.

Czytelnik Edukowany, znajacy symbol
Newtona i jego interpretacje
kombinatoryczng, moze zaatakowad
rozpatrywany problem z jeszcze jednej
strony. W ten sposéb odkryje
kombinatoryczny dowéd wzoru

Wskazéwki do wyzwan zamieSciliSmy na
stronie |21, w numerze znajduja sie takze
odpowiedzi.

k + 1 0séb (wlasnie dlatego w tej opowiesci mamy drugiego gospodarza). Wobec
tego opisana liczba rzeczywiscie jest réwna T'(1) + T(2) + T'(3) + - -- + T'(n),
czyli P(n).

Znowu mozemy jednak ominaé¢ kolejno$é¢ przybywania godci. Wystarczy
zauwazy¢, ze trojka graczy to jeden, wybrany sposréd n + 2, i jeszcze dwodjka
sposréd n + 1 graczy, wybrana na T'(n) sposobéw. I znowu, uwzgledniajac, ze
w tréjce dowolny gracz moégltby byé tym pierwszym, otrzymujemy odpowiedz
w nowej postaci: £(n + 2)T(n). Po lekkim uporzadkowaniu dochodzimy do

tozsamosci

Pn)=TMW)+TQ2)+T@B)+---+T(n) = w

W ten sposéb mozemy latwo — i bez dodawania — obliczy¢ np. P(22), czyli
sume 22 poczatkowych liczb tréjkatnych. Wynosi ona znaczace
22.23-24
— = 2024.
Dalej, wyzej!

Pokusimy sie obecnie o daleko idace uogdlnienie. Bedziemy rozwazaé liczby
tréjkatne oraz piramidalne jako szczegdlne przypadki liczb piramidalnych
pewnego wymiaru, réwnego tu odpowiednio 2 lub 3. Przyjmiemy, ze liczba
piramidalna danego wymiaru jest suma poczatkowych liczb piramidalnych
wymiaru o 1 nizszego — mozna to interpretowaé jako uktadanie kulek

w wielowymiarowe piramidalne stosy, tak jak dla liczb tréjkatnych

i piramidalnych.

Oznaczmy przez Py(n) n-ta liczbe piramidalna wymiaru 0, umawiajac

sie przy tym, ze Py(n) = 1 dla kazdego n. Dalej, dla danego w > 0 niech

Py(n) =Py_1(1) + Py_1(2) + Py—1(3) + - - - + Py—_1(n). Latwo mozna zobaczy¢,
ze wowcezas Pi(n) =n, Pa(n) = T(n) oraz Ps(n) = P(n), czyli przyjeta przez nas
konwencja rzeczywiscie obejmuje wczesniejsze rozwazania.

Czy mozemy wyprowadzi¢ ogdlny wzér na P, (n)? Okazuje sie, ze tak, a ponadto
wystarczy powtorzy¢ rozumowanie przedstawione powyzej. Wyobrazmy sobie
bowiem przyjecie dla fanéw gier karcianych, na ktérym obecnych jest w — 1
gospodarzy oraz n gosci i chcemy. rozegraé partie w-ysigca — gry dla w graczy.

7 jednej strony, gdy najwyzszy numer goscia wsrod grajacych wynosi k, to
pozostalych mozemy wybraé na P,,_1(k) sposobéw. Rozpatrujac kolejno
mozliwe k, dochodzimy do wniosku, ze grajacych mozna wybra¢ na
Py_1(1) + Py—1(2) + Py—1(3) + - - - + Py_1(n), czyli P, (n) sposobdéw.

Z drugiej strony natomiast mozna wybra¢ w graczy, wybierajac najpierw
jednego, a nastepnie pozostatych. Uwzgledniajac, ze wéréd n + w — 1 graczy
mozna wybraé tego pierwszego na n + w — 1 sposobéw, mamy nowy wzor
na szukang liczbe: 2+2=1P,,_,(n). Podstawiajac za P,,_1(n), a nastepnie za
Py,_2(n) i tak dalej, dojdziemy do wzoru:

Pu(n) = n(n—i—1)1(712—|—2)...(n—i—w—1)7
gdzie jedynke w mianowniku dopisaliémy gléwnie dla estetyki. Innymi stowy, jest
to iloczyn w kolejnych liczb naturalnych, zaczynajacy sie od n, podzielony przez
iloczyn w kolejnych liczb naturalnych, ale tym razem zaczynajac od 1. To nad
wyraz elegancki wynik, nieprawdaz?

Pogléwkuj i Ty! Wyzwania

Oblicz, tj. przedstaw w postaci zwartego wzoru. Wszystkie chwyty sa dozwolone!
1.n-14+(n—-1)-24+n—-2)-3+---+1-n

2.0T(1) +(n=1)T2)+(n—-2)T3)+---+1-T(n).

3.7(n) - T()+T(n—-1)-T2)+T(n—-2)-TB)+---+T(1)-T(n).
4.T2n)—-T2n—-1)+T(2n—-2)—---+T(2) - T(1).

5. T(1)+T@B)+T(5)+---+T(2n—1).
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Rys. 1. Hieroglify na kamieniu z Rosetty
w Egipcie (przewiezionym z Aleksandrii
do Londynu w 1802 r.). Zostaly
rozszyfrowane dopiero w 1822 roku przez
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Rys. 2. Czes¢ papirusu matematycznego
Rhinda. Jego nazwa pochodzi od
Aleksandra Henry’ego Rhinda, szkockiego
antykwariusza, ktéry kupil papirus

w 1858 roku w Luksorze w Egipcie
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Rys. 3. Wyjatek z maszynowego rekopisu
Alberta Einsteina i Marcela Grossmanna,
opublikowanego w 1914 roku

w Zeitschrift fir Mathematik und
Physik, przyktad bardziej wspotczesnego
matematycznego hieroglifu

Roéwnania rézniczkowe jako hieroglify
Jose A. LANGA*, Grzegorz LUKASZEWICZ**

W tym artykule zamierzamy przyblizy¢ bogactwo $wiata réwnan rézniczkowych
i zwiazanych z nimi zagadnien w szerokim kontekscie — obejmujacym
matematyke, fizyke i filozofie nauki — na przykladzie réwnania, ktére

bolicani . ok
symbolicznie zapisujemy jako Au=f.

Za tym napisem kryja sie cale misternie skonstruowane swiaty. Mozemy go
traktowac jako hieroglif, ktéry nalezy dopiero rozszyfrowaé, dokladnie tak samo
jak to bylo z hieroglifami egipskimi na kamieniu z Rosetty (rys. 1). Podobnie
kazdy tekst matematyczny (rys. 2 i 3) musimy najpierw rozszyfrowaé, a potem
zrozumieé na réznych poziomach (o czym pisalismy réwniez w Al,).

Pierwsza rzecz to rozszyfrowanie znaczenia znakéw A, u, = oraz f. Znak =
podpowiada, ze napis Au = f wyraza réwnanie, a wiec jezyk tego napisu jest
jezykiem matematyki, ale nie wiemy, jakie maja znaczenie symbole u, f oraz Au.
Ktére z tych obiektow oznaczaja liczby, funkcje, a moze jeszcze co$ innego?

Rzeczywiscie, interpretacji moze by¢ wiele. Skupmy sie, zgodnie z porzadkiem
historycznym, na interpretacji klasycznej, gdzie u, f sa funkcjami w przestrzeni
euklidesowej jedno-, dwu- lub tréjwymiarowej, a /A oznacza operator
rézniczkowy. W przypadku dwuwymiarowym, czyli na ptaszczyznie, dla funkcji u
i f dwoch zmiennych 1, z2, napis Au = f odczytujemy jako

Ou(z1,22)  0%*u(wy, )

(1) 8‘T% 6$g = f($17$2>7

gdzie 86—; oznacza druga pochodng czastkowa po i-tej wspélrzednej. (Pochodne

Au(xy,x0) =

czadstkovx;e mozna rozumie¢ jako ,zwykte” pochodne przy ,,zamrozeniu” wartosci
wszystkich zmiennych poza jedna, po ktérej pochodna czastkowa jest liczona).

No dobrze, ale o co nam chodzi, gdy piszemy réwnanie ? Roéwnania
rézniczkowe rozumiemy podobnie jak réwnania algebraiczne. Na przyklad,
majac réwnanie 22 = a, dla danej liczby a mozemy zadaé pytanie, czy istnieje
liczba z, ktéra to réwnanie spelnia, a jesli tak — jak mozliwie prosto przedstawic
zbidr wszystkich takich liczb (tzn. zbiér rozwiazan). Liczba a moze nie by¢
sprecyzowana, jednak bywa, ze nakladane sa na nia pewne dodatkowe warunki
(np. ze jest liczba dodatnia). Podobnie rozwiazan mozemy chcieé szukaé

w jakims$ okre$lonym zbiorze, np. w zbiorze liczb wymiernych.

W przypadku naszego réwnania rézniczkowego, analogicznie, dla danej ciaglej
funkcji f nalezy znalezé¢ funkcje u majaca ciagle pierwsze dwie pochodne
i spelniajaca réwnosé w kazdym punkcie (x1,x2).

Podstawowe pytania w obu sytuacjach sa te same.

(A) Czy dla wybranych danych (a czy f, odpowiednio) istnieje rozwiazanie
(z czy u, odpowiednio) danego réwnania, a jesli tak, to ile takich rozwiazan jest?

(B) Jakie sa wlasnosci rozwiazan?

Wiemy, ze w przypadku réwnania z2 = a, gdy a jest liczba dodatnia, to istnieja

dwa rzeczywiste rozwigzania, symetryczne wzgledem 0. Oznaczamy je jako v/a
(dodatnie) oraz —/a. Dla a = 0 mamy jedno rozwigzanie: z = 0, a dla a ujemnych
nie istnieje liczba rzeczywista = spelniajaca réwnanie 22 = a.

Zagadnienie jednowymiarowe. Zilustrujemy nasze pytania dotyczace
istnienia i wlasnoéci rozwigzan réwnania Au = f w najprostszym,
jednowymiarowym przypadku. Nasze réwnanie przybiera wtedy postaé

d*u(x)
2 —t=f.
®) =1
Wezmy f = 0. Jest to bardzo wazny przypadek, nazywany jednorodnym. Jezeli
3) PPu(z) 0
de?2 7
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A A+B 5
2
Rys. 4. u(#) _ M

E
D C
F
A A+ B B
2
Rys. 5. Pole prostokata ABCD jest
réwne polu trapezu ABEF
E
D
A c B

Rys. 6. Krzywa na odcinku [A, B] lezy
pod swoja sieczna,

u(C) =D < E = au(A) + (1 — a)u(B),
gdzie C = A+ (1 — a)B

Czytelnikom, ktérzy nie znaja pojecia
calki, moze tu wystarczy¢ przyjecie, ze
przez ff f(z)dz rozumiemy pole pod
wykresem funkcji f na odcinku [A, B].

to nietrudno jest zobaczy¢, ze rozwiazania istnieja i maja postacé
u(z) = ax + b,
gdzie a i b moga by¢ dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Zatem nasze réwnanie

rézniczkowe ma nieskonczenie wiele rozwiazan, wykresami ktérych sa proste.
Jest to odpowiedZ na pytanie (A) o istnienie i liczbe rozwiagzan.

Do waznych (i oczywistych) wlasnos$ci naszych rozwigzan, majacych swoje
naturalne (cho¢ nieco mniej oczywiste) uogélnienia takze w przypadku dwu-
i tréjwymiarowym, naleza:

l. Dla dowolnego odcinka (A, B) rozwiazanie réwnania (3|) przyjmuje swoje
ekstrema, czyli warto$ci najmniejsza i najwieksza, na jego koricach (tzn. na
brzegu tego odcinka). Jesli rozwiazanie nie jest funkcja stala, to wartosci
ekstremalne sa przyjmowane wylgcznie na krancach odcinka.

[I.  Dla dowolnego odcinka (A, B) rozwiazanie réwnania (3) w srodku tego
odcinka przyjmuje wartos¢ rowna sredniej z wartosci przyjmowanych na
brzegach odcinka, czyli u(2£2) = U(A)'gu(B) (rys. 4).

[ll.  Dla dowolnego odcinka (A, B) rozwiazanie réwnania (3) w $rodku tego
odcinka przyjmuje wartos¢ srednia na tym odcinku, co znaczy, ze pole
pod wykresem rozwiazania na odcinku (A4, B) jest réwne polu prostokata
o podstawie B — A i wysokosci u(2$2) (rys. 5).

Rozwazymy teraz prosty przyklad réwnania niejednorodnego,
d?u(x)
dz?
Z powyzszego réwnania widzimy, ze druga pochodna funkcji u jest dodatnia,
a wiec pierwsza pochodna jest funkcja rosnaca, w konsekwencji funkcja u jest
$cidle wypukla, czyli na kazdym odcinku (A, B) lezy ponizej swojej siecznej na
tym odcinku, co opisuje warunek u(ad + (1 — a)B) < au(4) + (1 — a)u(B) dla
kazdej liczby « z przedziatu (0,1). W naszym przypadku u(z) = 22 + bz + ¢
(rys. 6).

Wymienione powyzej wlasnosci II i ITII maja swoje uogdlnienia dla rozwazanego
rownania niejednorodnego. Wygladaja one nastepujaco:

=2 lub ' (x)=2.

oraz 1 e 1
(5) = / u(r)dr = u(p) + o ()h?
p—h

dla dowolnego ustalonego punktu p. W szczegdlnoéci, gdy funkcja u spelnia
réwnanie u”(z) = 0, otrzymujemy wlasnosci Il i 111, a w ogdlniejszym przypadku
powyzsze wzory mdwig nam, ze operator j—; mierzy odchylenie wartoéci funkcji
w danym punkcie p od wartodci $rednich, zdefiniowanych przez lewe strony
réwnan (4) i (5) odpowiednio, na zawierajacym go przedziale (p — h,p+ h).

Jak to wyglada od strony fizyki? Spdjrzmy teraz na réwnania (2)) i (3) od
strony fizyki, a obraz nam sie rozjasni.

Réwnanie (3) opisuje nastepujaca sytuacje fizyczna. Zalézmy, ze mamy

pret (obiekt jednowymiarowy) o dlugoséci B — A, na ktérego konicach A, B
utrzymujemy stala temperature u(A) i u(B). Pytamy o temperature u(z)

w kazdym wewnetrznym punkcie preta. Po bardzo dlugim czasie od poczatku
eksperymentu rozklad temperatury w precie powinien sie ustali¢ do funkcji
spelniajacej réwnanie (3)), a wiec do funkcji liniowej laczacej punkty (4, u(A))
i (B,u(B)).

Jezeli natomiast w punkcie p we wnetrzu obszaru znajduje sie zrédlo ciepla

(co odpowiada temu, ze f(p) < 0), to temperatura w punkcie p bedzie wieksza niz
$rednia temperatura w jego otoczeniu. Taka sytuacje opisuje réwnanie (2)).

W $wietle tej interpretacji wlasnosci I, Il i Il oraz wzory (4)), (5)) staja sie
zrozumiate.
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A B

Rys. 7. Trzy rézne krzywe okres$lone na
przedziale A < © < B, laczace punkty
C =u(A) =ua, D=u(B)=up

Zagadnienie brzegowe a zagadnienie poczatkowe. Poszukiwanie
granicznego rozktadu temperatury w precie mozemy przedstawi¢ w postaci
nastepujacego zagadnienia brzegowego:

(6) di;;(f) = f(z), A<z<B, u(A) =ua, u(B)=ug.

Szukamy tu funkcji u(z) okreslonej na odcinku [A, B], spelniajacej réwnanie
rézniczkowe wewnatrz tego odcinka i powyzsze warunki na jego brzegach, dla
ustalonych liczb ug i upg.

Réwnanie (6) jest rownaniem nalezacym do mechaniki klasycznej w przebraniu,
poniewaz réwnanie

M  mi

opisuje ruch ciala o masie m w polu sil f, w przedziale czasu A < t < B,
z zadanymi polozeniami poczatkowym x4 oraz koncowym xp.

= f(z(t)), A<t<B, 2(A)==x4, x(B)=uzp

W mechanice klasycznej Newtona réwnanie (7)) uzupelnione jest zwykle
podaniem warunkéw poczatkowych postaci z(A) = x4, d—f(A) =y, to
znaczy podaniem polozenia i predkosci ciala w chwili A. Otrzymujemy wtedy
zagadnienie poczgtkowe:

d*x(t dz
(8) dtg) = f(z(t)), A<t<B, 2(A) =2x4, —t(A):vA.

Zagadnienie poczgtkowe zgodne jest z zasadq przyczynowosci w fizyce,

ktora méwi, ze przyczyna zawsze poprzedza skutek. Majac prawo ruchu

i warunki poczgtkowe w chwili A, chcemy wyznaczy¢ trajektorie ruchu z(t) na
przedziale (A, B).

Warto zauwazy¢, ze rownanie Newtona jest odwracalne w czasie, tzn. nie
zmienia sie, gdy odwrécimy czas, z t na —t. Aby sie o tym przekonaé¢, rozwazmy
razem z problemem (8)) problem

ddgigt) — f(#(t)), A<t<B, #A) =az(B), %(A) _ ‘dmf)v

ktérego rozwiazanie Z(t) = x(A + B —t) jest wyznaczone na przedziale (A4, B).
Opisuje ono te sama droge, tylko w odwrotnym kierunku i z wektorami
predkosci przeciwnie skierowanymi.

Tkwi w tym pewien dylemat opisu rzeczywistosci, dotyczacy fundamentalnych
probleméw fizyki: strzalki czasu, proceséw nieodwracalnych, demona Maxwella
i rosnacej entropii. Wiele razy chcielibySmy odwréci¢ czas tylko na chwile,
»puscié film do tylu”, aby rozbity wazon w catosci wrécil na swoje miejsce. . .
Jest to praktycznie niemozliwe, ale rownania Newtona o tym nie méwia.

Sformulowanie wariacyjne i jego interpretacje. Zagadnienie brzegowe (6))
mozemy interpretowa¢ nastepujaco. Mamy prawo ruchu i zadane dwa punkty
(A,ua) i (B,up) w przestrzeni (z,u). Chcemy wyznaczy¢ trajektorie u(zx)
spelniajaca réwnanie rézniczkowe (6) i taczaca te punkty, tzn. aby u(A4) = ua
iu(B)=up, A<z < B (rys. 7).

Okazuje sig, ze rozwiazanie u zagadnienia (6) minimalizuje wyrazenie

B

B
Fu) :/;‘dz(;)‘de—&-A/f(x)u(x)dx.

A

Oznacza to, ze dla wszystkich funkcji v(z) spelniajacych warunki brzegowe
v(A) = ua,v(B) = up na koncach przedziatu (A, B)

F(v) =2 F(u),

gdzie funkcja u(x) jest rozwiazaniem zagadnienia (6)).
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Odpowiedzi do wyzwan z konca
artykutu Byle nie dodawaé (s. |12
. P(n)
. P4(’I’L)
. P5(’I’L)
. 2T (n)
. $P(2n) — T(n) albo
T(2n) —4P(n) 4+ T(n)

U W N

Wielki Projektant moze tu np. uosabiaé
arystotelesowska metafizyczna pierwszq
przyczyne, w odréznieniu od przyczyny
wtornej, fizycznej. Réznice miedzy nimi
pieknie ilustruje nastepujaca historyjka.
Mama data cérce chleb, aby poszta
nakarmi¢ rybki w stawie. Rybki widzialy,
jak dziewczynka wrzuca okruchy do wody,
ale nie mogly wiedzied, ze zostaly
nakarmione na prosbe jej matki. Pytanie:
kto nakarmil rybki? Czy mozemy byé
pewni, ze sami nie znajdujemy si¢

w polozeniu rybek?
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Rozwazmy szkolne zadanie ruchu w pionie w polu grawitacyjnym Ziemi
(np. badamy ruch podrzuconej pitki). Jesli 0§ Oz jest skierowana do gory, to
funkcje f reprezentuje liczba —myg, gdzie g jest stala grawitacji.

7 tego, co powiedzieliémy WyZej, trajektoria ruchu minimalizuje wyrazenie

F(x) :/ /mgx t)dt —/{%’dz(tt) ‘2 —mgm(t)}dt,

dr(t) 2 . . . . . .
|* jest energia kinetyczna, a mgz energia potencjalna poruszajacego

gdzie 3| =5
sie ciala.

Jesli g = 0, to ruch od punktu x4 do punktu zp odbywa sie po prostej taczacej
te punkty ze stala predkoécia, co jest zgodne z pierwszym prawem Newtona
moéwiacym, ze kazdy obiekt pozostanie w spoczynku lub w ruchu jednostajnym
po linii prostej, chyba Ze zostanie zmuszony do zmiany swojego stanu przez
dziatanie sily zewnetrznej. Ta tendencja do przeciwstawiania si¢ zmianom stanu
ruchu nazywana jest bezwladnos$cig, a prawo to jest rowniez nazywane prawem
bezwladnosci.

W $wietle powyzszego zauwazmy, ze druga zasade ruchu w mechanice Newtona
mozna sformutowaé jako zasade najmniejszego dzialania: $rednia energia
kinetyczna pomniejszona o sSrednig energie potencjalng jest mozliwie najmniejsza
na drodze obiektu biegngcego z jednego punktu do drugiego.

W szczegoblnosei pierwsza i druga zasada ruchu wynikaja z zasady najmniejszego
dzialania.

Zauwazmy co$ dziwnego. Zasada najmniejszego dziatania glosi w szczegdlnodci,
ze wybér punktu poczatkowego x(A) = x4 i docelowego x(B) = xp wyznacza
droge ciala w przedziale czasu (A, B). Wydaje sie, ze jest to sprzeczne z prawem
przyczynowosci.

Kiedy znajdziemy z(t) rozwiagzujace problem (7)), obliczymy wyrazenie

‘é—‘f(A) = v4, a nastepnie rozwiazemy problem (8), to rozwiazanie drugiego
problemu bedzie pokrywaé sie z rozwiazaniem pierwszego. Mozemy o tym my$leé
w nastepujacy sposéb: wybér punktu docelowego xp w chwili B wyznacza
wlasciwa predkosé vy we wezesniejszej chwili A.

Istotnie, tkwi tu pewna tajemnica — w jaki sposéb cialo ,wybiera” rzeczywista
Sciezke spoérod wszystkich mozliwosci ruchu lub dlaczego rzeczywista historia
wymaga minimalnego dzialania.

7 drugiej strony mozemy uznac za rzecz naturalna owo nieprzyczynowe
wyjasnienie praw mechaniki i nazwaé je wyjasnieniem poprzez wiezy
[Mréwezynski, 1991], [Lange, 2017], [Glick, 2023]. Nalezy pamietaé, ze zasada
przyczynowosci nie jest jakas prawda absolutna, a zaledwie uzytecznym
paradygmatem, od dawna uwazanym za tajemniczy i zagadkowy — samo
zdefiniowanie pojecia ,przyczyny” sprawia trudnosci — a obecnie coraz bardziej
uwierajacym w fizyce.

Problem zasady najmniejszego dzialania (w fizyce i nie tylko tam) byt i wciaz
jest dyskutowany przez najwybitniejszych uczonych i filozofow. Matematyk moze
powiedzieé, ze sformulowanie wariacyjne jest tylko jednym z réwnowaznych
sformutowan praw dynamiki, fizyk moze broni¢ zasady najmniejszego dzialania,
np. podajac jej wyjasnienia na gruncie fizyki kwantowej, inni widza w niej
niezbadane jeszcze prawa ekonomii przyrody czy celowosci przyrody lub
kryjacego sie za nia Wielkiego Projektanta.

Artykut rozpoczeliSmy od przedstawienia prostego hieroglifu Au = f
ukrywajacego w sobie réwnanie rézniczkowe. Ledwie tylko wniknawszy w jego
glab, napotkaliSmy zagadnienia nalezace do trzech dziedzin: matematyki,
fizyki i filozofii nauki. Nasz hieroglif naprowadzil nas na pytania dotyczace
ich interpretacji i wzajemnych powiazan, inspirujac do poszerzenia spojrzenia
i dalszych poszukiwan, albowiem: Wiecej jest rzeczy na niebie i na ziemd,
Horacy, niz te wyobrazalne w twojej filozofii.
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Ile jest szeScio$cianow?

* University of Education Weingarten

**XX Liceum Ogélnoksztalcace
w Krakowie

Aby dobrze oswoi¢ si¢ ze wzorem Eulera,

polecamy po$wiecony mu Deltoid

z A3 braz tekst Polowanie na uroczy
wieloscian z A‘;’G, ktére w podobny

sposéb wykorzystuje wzoér Eulera.

Heinz SCHUMANNY, Bronistaw PABICH**

Najpewniej kazdy Czytelnik Delty wie, co to jest szescian — i ze co do zasady
(fachowo: co do podobienistwa) jest tylko jeden taki w geometrycznym Swiecie.
W niniejszym artykule odpowiemy na pytanie, ile jest szes$cio$cianow wypuktych,
czyli bryt, od ktérych wymagamy jedynie wypukloéci i posiadania szeéciu

Scian. Nie bedziemy przy tym rozréznia¢ wielodcianéw rézniacych sie jedynie
ulozeniem wierzchotkéw w przestrzeni — na przyklad szeScian oraz Sciety
ostrostup czworokatny (patrz margines) liczymy jako ten sam sze$cioScian.

Rozpocznijmy od przypomnienia wzoru Fulera: jedli pewien wypukly wielo$cian
ma s Scian, k krawedzi oraz w wierzchotkow, to zachodzi:
s—k+w=2.
Zauwazmy ponadto, ze z kazda krawedzia zwiazane sa dwa wierzcholki (jej
korice) oraz z kazdym wierzchotkiem zwiazane sa co najmniej trzy krawedzie
(te, do ktérych 6w wierzcholek nalezy). Podobnie, z kazda krawedzia zwiazane
sa dwie éciany, a z kazda Scianag — co najmniej trzy krawedzie. Wynikaja stad
nieréwnosci:
2k > 3w oraz 2k > 3s.
Wstawiajac w powyzszych nieréwnosciach k = w + s — 2 (co wynika ze wzoru
Eulera), otrzymamy ostatecznie
%s+2§w<2374.
Przyjmujac wyzej s = 6, otrzymujemy, ze liczba wierzchotkow szescio$cianu moze
wynosi¢ 5, 6, 7 lub 8. Dostajemy w ten sposéb cztery kategorie szescioSciandw,
w ramach ktérych kazdy ma taka sama liczbe wierzchotkéw (wiec réwniez
krawedzi). Réznice dotycza konfiguracji $cian bocznych. Moga by¢ nimi tylko
trojkaty, kwadraty i pieciokaty — szesSciokaty nie sa mozliwe, gdyz taka $ciana
musiataby mie¢ dodatkowych szes¢ sasiadujacych Scian.

Wyniki naszych wstepnych poszukiwan przedstawia ponizsza tabela. Wielkosci
S3, S4 1 s5 oznaczajg odpowiednio liczbe Scian troj-, czworo- i pieciokatnych.

M M IV Y Vi Vil
w 6 6 7 7 3 3
e 10 10 11 11 12 12
P ] 5 2 3 2
S4 2 1 2 6 2
55 1 1 2

Lista wszystkich szescio$cianéw pojawita

si¢ juz w Delcie — patrz artykut

Marka Kordosa z Agl.

I to podwdjny ostrostup tréjkatny.

[l powstaje z graniastostupa tréjkatnego przez odciecie odpowiedniego
czworoscianu.

1l to ostrostup pieciokatny.

IV jest polowa szescianu, uzyskana w wyniku przeciecia plaszczyzna
przechodzaca przez przeciwlegle wierzchotki i Srodki dwéch krawedzi
(w przekroju dostajemy romb).

V  to klin utworzony z pieciokatnego ostrostupa za pomoca dwdch ciec.

VI jest tradycyjnym szeScianem.

VIl zostal utworzony z szedcianu za pomoca ciecia o pigciokatnym przekroju.

Znalezlidémy siedem réznych szescioécianéw. Skad jednak wiadomo, Ze nie ma
innych? Latwo uwierzy¢, ze z 6 trojkatéw mozna zbudowadé tylko wielodcian
typu |, z 5 tréjkatéw i pieciokata tylko wieloscian typu lll, z 6 czworokatéw
tylko wieloscian typu VI, z kolei z dwoéch pieciokatéw, ktére musza mieé
wspoélna krawedz, tylko typ VII. Badanie wielu przypadkéw kombinacji écian dla
pozostalych konfiguracji (w, sz, s4, s5) nie jest jednak zbyt obiecujace. W sukurs
przyjda nam pewne dodatkowe narzedzia teoretyczne.
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Wielo$ciany typu | i Il wraz ze swoimi
wieloscianami dualnymi

Wieloscian i jego cien, czyli diagram
Schlegela. David Eppstein, CC BY-SA
3.0, via Wikimedia Commons

Uzasadnienie 3-spdjnosci diagramu
Schlegela w pigulce: wybierzmy dowolne
wierzcholki w i v wielo$§cianu W.
Udowodnimy, ze dowolne dwa inne
wierzcholki mozna polaczy¢ Sciezka, ktéra
nie przechodzi ani przez u, ani przez v.
Rozwazmy plaszczyzne przechodzaca
przez w, v i jeszcze jeden (dowolny)
wierzcholek u. Rozbija ona W na dwie
czgsci. Wierzcholki kazdej z nich mozna
zwiedzié, startujac z u i poruszajac si¢ po
krawedziach, ktére nie maja konca w w

i v. Ilustracja: David Eppstein, CC
BY-SA 4.0, via Wikimedia Commons
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Rozpatrzmy pewien wielo$cian wypukly W. Wybierzmy dowolne punkty

na Scianach tego wieloscianu i potaczmy odcinkami pary punktow lezace

na sasiadujacych $cianach. To, co w rezultacie dostaniemy, moze nie by¢
wielo$cianem, gdyz niedoszte Sciany moga by¢ ,,powyginane”. Okazuje sig,

ze uzyskany szkielet mozna jednak ,,wyprostowacé”, otrzymujac peltnoprawny
wielo$cian W', ktéry nazywamy wielo$cianem dualnym W. Nietrudno przekonaé
sie, ze wieloScian dualny ma tyle samo krawedzi co oryginalny, za$ liczba jego
Scian jest réwna liczbie wierzcholtkéw wyjsciowego (i vice versa). Ponadto
wieloécian dualny do dualnego jest (co do struktury) tozsamy z wyj$ciowym.

W szczegdlnosci, wielodcian dualny jednoznacznie wyznacza swoj oryginal.

Wyobrazmy sobie teraz, ze Sciany danego wieloScianu sa przezroczyste,

w odroéznieniu od jego krawedzi. Z jednej strony takiego wielo$cianu
przykladamy zrédlo $wiatla, a z drugiej kartke. Jesli odpowiednio przylozymy
zrodlo Swiatla, cienie krawedzi nie beda sie przecinaé¢ — uzyskamy w ten sposéb
diagram Schlegela wieloscianu. Jesli spojrzymy na diagram Schlegela jak na graf,
czyli uklad punktéw (wierzchotkéw) polaczonych kreskami (krawedziami), to
bedziemy mogli stwierdzi¢, ze jest on grafem planarnym, czyli mozliwym do
narysowania bez przecinania krawedzi.

Diagram Schlegela ma jeszcze jedna wlasnos¢ — jest grafem spdjnym, czyli
poruszajac sie po jego krawedziach, mozna przemiesci¢ si¢ miedzy dowolnymi
jego wierzchotkami (bo tak tez jest na wieloScianie). Dla wielo$cianéw
wypuktlych pozostaje to prawda, nawet jesli pozbedziemy si¢ dowolnych dwbdch
wierzcholtkéw wraz z wychodzacymi z nich krawedziami (szkic uzasadnienia

na marginesie). Mozna réwnowaznie powiedzieé, ze kazde dwa wierzcholki sa
polaczone co najmniej trzema Sciezkami, ktére — oprécz poczatku i konica — nie
maja punktow wspolnych. Takie grafy nazywamy tréjspojnymi.

Zgodnie z powyzszymi obserwacjami diagramy Schlegela wieloscianéw dualnych
do szeScio$cianéw sa planarnymi i trojspojnymi grafami o szeéciu wierzchotkach.
Na szczeécie dla nas w publikacji [f] przedstawiono spis wszystkich 112 sp6jnych
graféw o 6 wierzchotkach, z informacja (miedzy innymi) o ich planarnosci

i stopniu spéjnosci. Ostatecznie zostajemy z siedmioma grafami:

Dowiedlismy w ten sposéb, ze istnieje co najwyzej 7 szeScio$cianéw — udalo sie
nam zatem przedstawi¢ wszystkie. Czytelnikowi Podejrzliwemu pozostawiamy
sprawdzenie, czy przedstawione wyzej grafy faktycznie sa diagramami

Schlegela wielo$cianéw dualnych do zaprezentowanych wezedniej szescioscianow.
Zaznaczmy przy okazji, ze tréjspojnoéé i planarnosé to wystarczajace warunki,
by dany graf mégt byé ,cieniem” jakiego$ wieloScianu. Jest to glebokie
twierdzenie udowodnione przez niemieckiego matematyka Ernsta Steinitza
(1871-1928).

Na koniec wspomnijmy, ze istnieja trzy typy niewypuklych szedcioscianéw, ktére
mozna skonstruowaé poprzez odpowiednie wyciecie czworoscianu z czworoscianu.

k=10, w=6 k=11, w=7 k=12, w=28
Grafy tych wieloScianéw niewypuktych, a co za tym idzie takze graféw ich
wieloScianéw dualnych, nie sa trojspojne. Tych wieloscianéw nie udaloby sie
zatem ,uwypukli¢” i sa to przykltady istotnie rézne od tych zaprezentowanych
wczesniej.
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takie jest
Zyci

Kto pyta, nie btadzi

Dzi$ bedzie o stowach, przypadkach i zbiegach okolicznosci. Choé¢ mogtoby sie zdawad,
ze sprawa dotyczy ptakow i zab. Tak czy siak, znowu sie zdziwitam.

Na poczatku lat 90. XX wieku na Nowej Gwinei amerykanscy ornitolodzy prowadzili
badania tzw. ,rajskich ptakéw”, zachwycajaco barwnych, o niezwyklych rytuatach
godowych. Mogto sie wydaé irytujace, ze w siatke, w ktéra tapali okazy interesujacej

awifauny, zaplatal sie takze niepozorny czarno-pomaranczowy ptak ksztaltem

przypominajacy nasza wilge. Jeden z badaczy,

Jack Dumbacher, wspomina, ze w trakcie wyplatywania
z sieci ptak skaleczyt go w palec ostrymi pazurami.
Dumbacher odruchowo zrobit to, co wigkszos¢ z nas robi
w podobnej sytuacj: wtozyt palec do ust. Poczul wtedy
mrowienie, palacy bdl i postepujace dretwienie warg

i jezyka, ktére utrzymywalo si¢ przez kilkanascie godzin.
Kiedy sytuacja powtorzyla sie u innego z ornitologéw,

naukowcy zainteresowali si¢ pomaranczowo-czarnym ptakiem.

Zagadnieci tubylcy wyjasnili, co trzeba: ,ten ptak to Smie¢,
jest trujacy, nie nadaje sie do niczego, nawet do jedzenia”.

Ale to wcale nie byto nowe odkrycie, ptak zostal opisany
juz w 1850 roku przez Charlesa Luciena Bonaparte. I rzecz
jasna, jego toksyczne wilasciwosci znane bylty od wiekow
mieszkancom wyspy, tyle ze dotad nikt ich o to nie zapytal.
Ptak dorobit si¢ nawet polskiej, jakze dzwiecznej, nazwy

— fletowiec kapturowy, cho¢ tacinska, Pitohui dichrous,
moze nawet bardziej dla polskiego ucha oddaje podstepny
charakter stworzenia.

Tymczasem niezbyt higieniczne nawyki zdeterminowaty
dalsze naukowe Sciezki Jacka Dumbachera. I tu sie

robi naprawde ciekawie. Trucizna, ktéra spowodowata
nieprzyjemne sensacje, okazata sie batrachotoksyna, co
dostownie oznacza ,zabia trucizna”. Przerzuca nas to do
laséw tropikalnych w Kolumbii, gdzie zyja bladocytrynowe,
niewielkie zaby z gatunku Phyllobates terribilis, ktérych
skéra pokryta jest tg samg substancja. DOKLADNIE tg,
sama. Amerykanie znalezli wiecej trujacych ptakéw na
Nowej Gwinei. Ich pidra i skéra nasaczone byty podobnymi
zwiazkami, dla kazdego z nich znaleziono pézniej zabi
odpowiednik w Ameryce Potudniowej.

Zadziwiajace bylo, ze w dwéch oddalonych od siebie

o okoto 15 tysiecy kilometréw miejscach na Ziemi zwierzeta
z odleglych gromad — ptazéw i ptakdéw, zawieraja w tkankach
doktadnie te same, toksyczne dla ludzi zwiazki chemiczne.

Batrachotoksyny to steroidowe alkaloidy. Steroidowe, bo
podstawg ich budowy jest czteropierscieniowy steran, tak jak
na przyklad w znanych nam blizej hormonach sterydowych.
Alkaloidy, bo sg zasadowe i zawieraja w czasteczkach atomy
azotu. Sa jednoczesnie jednymi z bardziej toksycznych
substancji na ziemi, w malej iloSci powoduja mrowienie,
obnizenie czucia, a takze bél. Ale w wigkszych dawkach moga
by¢ $miertelne, powodujac paraliz i zatrzymanie serca. Sa

neurotoksynami, bo uposledzaja funkcje komérek nerwowych.

To tych substancji uzywali Indianie z Ameryki Poludniowej
do zatruwania strzat. Trucizna dziala praktycznie na kazde
zwierze, ktérego btony komérkowe zawierajg duze kompleksy
biatkowe, zwane kanalami sodowo-potasowymi.

Blony komoérkowe neuronéw sa spolaryzowane: po

stronie zewnetrznej btona natadowana jest dodatnio,

a we wnetrzu komorki wiecej jest tadunkéw ujemnych.
Dzieje si¢ tak dzieki pracy biatek bltonowych, ktore
doprowadzaja do tej nieréwnowagi przez aktywne
przenoszenie dodatnio natadowanych jonéw potasu i sodu.
Za kazde dwa jony potasu przeniesione do wnetrza komérki
przenoszone sa trzy jony sodu na zewnatrz. Taka réznica

w stezeniu jonéw i tadunkéw po dwéch stronach blony jest
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warunkiem przekazania impulsu w komoérkach nerwowych

i migéniowych. Polega to na chwilowym otwarciu kanatéw
sodowo-potasowych. Otwarcie sprawia, ze zgodnie z ,natura”
jony przeptywaja, wyréwnujac roznice stezen i tadunku.
Blona zostaje zdepolaryzowana. Tuz po tym kanat sie
zamyka, a pompy sodowo-potasowe zaczynajg prace, ktéra
ponownie przywraca stan polaryzacji. Impuls nerwowy

to wlaénie przesuwajaca si¢ ,fala” depolaryzacji btony
komérkowej neuronu. Batrachotoksyny wiaza sie¢ z kanatami
sodowo-potasowymi po ich otwarciu, uniemozliwiajac
ponowne zamkniecie. W ten sposéb btona komoérkowa

nie moze ulec ponownej polaryzacji. Komoérka ,,zamiera”,
przestaje przekazywacé sygnaly.

Jak to si¢ dzieje, ze ptakéw i zab nie paralizuje potezna
trucizna? Ich uktad nerwowy takze dziata dzieki kanatom
potasowo-sodowym. Badania zajety wiele lat. Poszukiwano
mutacji w genach kodujacych biatka kanaléw uktadu
nerwowego, poszukiwano bialek, ktére jak gabka wchlaniaja
toksyczng substancje, przez co nie szkodzi ptasim komérkom.
Wiele z tych badan nie dalo jednoznacznej odpowiedzi.
Dopiero w marcu 2024 roku opublikowano wyniki badan,
ktére wykazaly, ze odpornosé na batrachotoksyne daje
mutacja w genie kodujacym jedno z biatek kanatu
sodowo-potasowego o nazwie NAv 1.4. Biatko to
produkowane jest w komoérkach miegsni, nie w neuronach, co
umozliwia przekazanie impulsu wywotujacego skurcz miesni.
Mutacja odkryta u ptakéw powoduje, ze neurotoksyna nie
moze si¢ zwigzaé z fragmentem biatka NAv 1.4, nie moze
zatem uposledzi¢ dziatania mieéni.

Jest jeszcze jeden ciekawy watek tej historii. Kiedy podjeto
préby hodowli trujacych zab, okazalo sie, ze w warunkach
laboratoryjnych ptazy przestaly by¢ trujace. W naturalnej
diecie zab znajdowalo si¢ co$, co zmienia je w trucicieli. Tym
tropem poszli takze ornitolodzy. Wrécili do lokalnej ludnoéci
w Nowej Gwinei, pytajac o rosliny i zwierzeta, ktére daja
podobne odczucia jak pidra trujacego ptaka. Wskazanie
padlo na niewielkie chrzaszcze Choresine z rodziny
Melyridae, ktére wytwarzaja toksyny w duzej ilosci. Fletowce
i inne ptaki zywia sie chrzaszczami, z ktoérych czeéé stanowia
Choresine. Wydaje sie, ze podobnie sprawa ma sie z zabami,
ktére mogg zywié sie zyjacymi w Ameryce Poludniowej
chrzaszczami z tej samej rodziny. Co ciekawe, cho¢ u zab
odkryto mutacje w tym samym genie co u ptakow, jednak
sa one zlokalizowane w innym miejscu czasteczki. Trujace
zaby i ptaki niezaleznie wyksztalcity w procesie ewolucji
mechanizm zabezpieczenia si¢ przed zatruciem.

»Jestes tym, co jesz”, mawiajg dietetycy. Stowo ,batracho”
w jezyku greckim znaczy nie tylko zaba. To takze ,pozyczy¢”.
Ptaki i ptazy pozyczyly od chrzaszczy substancje, ktéra
skutecznie chroni je przed drapiezcami i pasozytami.
Uwazajcie, bo piekne pidrka i gtos moga skrywaé
niebezpieczenstwo. Pytajcie tych, ktérzy wiedza, choé sie tym
nie chwalg. A przede wszystkim nie wkladajcie skaleczonego
palca do buzi. A moze wlasnie wktadajcie? Kto wie, dokad to
Was powiedzie?

Marta FIKUS-KRYNSKA



Klub 44 F

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
776 (WT = 3,56), 777 (WT = 2,59)

z numeru 4/2024

Jacek Konieczny Poznan 40,87
Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 5-39,93
Konrad Kapcia Poznan 2-39,58
Tomasz Wietecha Tarnéw 17-26,54

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw  3-25,24
Jan Zambrzycki Biatystok

Termin nadsytania rozwigzan: 31 I 2025

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
879 (WT =1,59) i 880 (WT = 1,63)
z numeru 4/2024

Fukasz Merta Krakéw 47,14
Szymon Kitowski Warszawa 41,11
Adam Woryna Ruda S1. 40,91
Michal Adamaszek Kopenhaga 39,12
Witold Bednarek 1é6dz 37,29
Krzysztof Zygan Lubin 36,06
Andrzej Daniluk Warszawa 32,96
Mikotaj Pater 32,57
Jedrzej Biedrzycki 32,29
Tomasz Wietecha Tarnéw 31,41
Andrzej Kurach Ryjewo 30,66

Pan Lukasz Merta dotaczyt do grona
Weterandw, zaliczajac trzecie okrazenie.

Klub 44 M
1-44

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech,
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesyltaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
deltalmimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladno$ciag do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez

Wskazéwki do wyzwan z

Zadania z fizyki nr 786, 787
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

786. Koralik o masie M moze $lizgac¢ sie bez tarcia po prostym poziomym precie.
Do koralika przywiazana jest lekka nierozciagliwa nitka o dtugosci [. Nitke
ciagniemy za swobodny koniec tak, ze jego predkos¢ przez caly czas skierowana
jest wzdluz nitki i ma warto$é vg (rys. 1). Jaka sila ciagniemy w chwili, gdy
nitka tworzy z pretem kat a? Podczas ruchu nitka znajduje sie w plaszczyznie
poziomej.

p, 2T

Rys. 2 ”

Rys. 1 vo

787. Nieprzewodzace ciepla naczynie polaczone jest za pomoca dwoch matych
jednakowych otworkéw z dwoma pojemnikami zawierajacymi hel w stanie
gazowym (rys. 2). W obu pojemnikach podtrzymywane jest jednakowe
ci$nienie p, w jednym z nich podtrzymywana jest temperatura T, w drugim 27".
Zmalez¢ cisnienie i temperature w srodkowym naczyniu w stanie réwnowagi.

Zadania z matematyki nr 889, 890
Redaguje Marcin E. KUCZMA

889. Ciag (ay,...,an), dlugosci N, ma wyrazy ay € {2,3,5}, z suma

a1+ ...+ an = A. Niech by = arapt1ap+20ak+3 (gdzie, cyklicznie, ayy; = a;).
Zakladamy, ze kazda z liczb by, ...,byx dzieli sie przez 30. Przyjmujac jako znane
wartosci N, A (dla ktérych istnieje co najmniej jeden ciag (ax) o podanych
wlasnosciach) wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci sumy B = by + ...+ by.

890. W czworokacie wypukltym ABC D przekatne przecinaja sie w punkcie P;
boki BC'i DA nie sg réwnolegle, a ich symetralne przecinaja sie w punkcie )
(r6znym od P), lezacym wewnatrz czworokata. Tréjkaty BQC i DQA sa
podobne. Udowodnié, ze prosta PQ zawiera dwusieczne katéw APB i CPD.

Zadanie 890 zaproponowal pan Wojciech Maciak z Warszawy.

wspélczynnik trudno$ci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbeg

0s6b, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.

konca artykulu Byle nie dodawaé (s. |12))

Jest pewne, ze zaproponowane tu drogi do rozwigzan nie
wyczerpuja wszystkich mozliwych pomystéw.

W zadaniach 1 — 3 mozna przepisa¢ kazdy z iloczynéw k - a
jako sume a +a + a + - - - 4 a, a nastepnie zmieni¢ kolejnosé
sktadnikow.

Mozna jednak zamiast tego odnies¢ si¢ do interpretacji
kombinatorycznej. Ustawmy w rzedzie n + 2 obecnych

na przyjeciu, przy czym na poczatku stanie gospodarz,

a za nim n + 1 gosci. Pomyslmy teraz o go$ciu numer k:
sposréd stojacych przed nim mozna wybraé dwéjke na T'(k)
sposobdw; spoérdd stojacych za nim mozna wybraé jednego
na n + 1 — k sposobo6w.
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W zadaniu 4 z definicji wynika, ze T'(2k) — T'(2k — 1) = 2k.

Zadanie 5 mozna rozwiazac¢, korzystajac z 4, mianowicie
dla A(n) =T(1)+TB)+T(5B)+---+T(2n—-1)

oraz B(n) =T(2) +T(4) + T(6) + - - - + T(2n) znamy
zarowno B + A, jak i B — A. Alternatywnie, z réwno$ci
T(2n) = A(n) + B(n) wynika, ze A(n) = T(2n) — B(n),
wystarczy wigc obliczyé B(n). Mozna to uczynié dzigki
tozsamosci T'(2k) = 4T (k) — k, ktérej udowodnienie
pozostawiamy Czytelnikowi.

Nawiasem méwiac, rozwiazujac zadanie 5 dwoma sposobami,

przez poréwnanie wynikéw otrzymujemy jeszcze jedna
niebanalng tozsamos¢.
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Supernowa 1987A
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MIRI MRS Argon Il
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Rozszerzajaca si¢ pozostalosé po wybuchu
SN 1987A obserwowana przez JWST

w bliskiej i §redniej podczerwieni
instrumentami NIRCam oraz MIRI.
Centralne pojasnienie jest dowodem na
obecnosé obiektu — sadzac z jasnodci,
najprawdopodobniej gwiazdy neutronowej
(szczegdly w tekscie)

Wybuch supernowej SN 1987A zostal zauwazony na Ziemi w lutym 1987 roku,
jej jasnos¢ osiagnela szczyt w maju tego samego roku. Samo zdarzenie zaszlo
oczywiscie duzo wczesniej — 160 tys. lat temu — w Wielkim Obtoku Magellana,
galaktyce karlowatej, ktora jest satelita Drogi Mlecznej. SN 1987A to pierwsza
supernowa, ktéra mozna bylo zobaczyé golym okiem od czasu supernowej

z 1604 roku, obserwowanej przez Johannesa Keplera; maksymalna jasno$é

SN 1987A wynosita okoto 3", czyli byla mniej wiecej tak jasna, jak najstabsze
obiekty, ktére mozna dostrzec golym okiem, obserwujac z duzego miasta (limit
wydolnosci ludzkiego oka to okolo 6™, czyli jasno$é okolo 16 razy mniejsza).
Mielidémy duze szczescie, poniewaz $rednia czesto$é wybuchéw supernowych

w Drodze Mlecznej i jej otoczeniu wynosi okoto raz na kilkadziesiat lat.

Wydarzenie byto astronomicznym hitem konca XX wieku, stworzyto rzadka
okazje do zbadania wczesnych etapéw ewolucji supernowej i tego, co po niej
zostaje. SN 1987A byla supernowa typu II, czyli wynikiem implozji, a nastepnie
eksplozji masywnej gwiazdy, ktérej jadro zapada sie pod wlasnym cigzarem.
Oznacza to, ze $cidniete w ogromnych temperaturach i gestosciach jadro moze
na koniec staé sie gwiazda neutronowsa lub czarng dziura. Podczas zgniatania
materii nastepuje przemiana ,symetrycznej” materii — jader atomowych
zawierajacych podobna liczbe protonéw i neutronéw — w mieszaning duzo
gestsza, ale bogata w neutrony, dzieki procesom stabym typup+e —n+ v,
gdzie v oznacza neutrino. Podczas kolapsu emitowanych jest 10°® neutrin, ktére
unoszg okoto 99% energii grawitacyjnej umierajacej gwiazdy. Typowa energia
neutrina z supernowej wynosi kilkanascie MeV. Okoto dwdch godzin przed
detekcja SN 1987A w $wietle widzialnym strumieri neutrin trwajacy 13 sekund
(w sumie 25 sztuk) wykryly trzy detektory: Kamiokande IT (Kamioka, Japonia —
12 neutrin), IMB (Fairport, USA — 8) i Baksan (Rosja — 5).

Supernowe typu Il sa zwigzane z tworzeniem gwiazd neutronowych i czarnych
dziur. Przedstawione na zdjeciach obok obserwacje Kosmicznego Teleskopu
Jamesa Webba (JWST), wykonane w 2022 roku, zawieraja dowody na efekt
wysokoenergetycznej emisji z samego centrum wybuchu i obecno$¢ znajdujacego
si¢ w centrum obiektu: gwiazdy neutronowej.

Zdjecie SN 1987A wykonane kamerg bliskiej podczerwieni NIRCam
(Near-Infrared Camera) przedstawia strukture rozszerzajaca sie z predkoscia
kilku tysiecy km/s. Centralny obszar jest jednoczesnie najgestszy: zawiera
pyt gwiazdowy i ciezkie pierwiastki, takie jak wegiel, tlen, magnez i zelazo.
Zewnetrzna otoczka jest wynikiem zderzenia materii z pierScieniem gazu
wyrzuconego przez gwiazde wczeéniej, okoto 20 tys. lat przed ostateczng
eksplozja. Swiecace punkty sa miejscami uderzenia materii z wewnatrz
supernowej w zewnetrzng materie gwiazdy. Zewnetrzna czes¢ uciekajacej materii
jest tez o$wietlana przez promieniowanie rentgenowskie z kolizji, podczas
gdy wewnetrzna czesé jest zasilana gléwnie przez radioaktywnosé i emisje ze
zwartego obiektu w samym centrum.

Dwa kolejne zdjecia to obrazy wykonane przez spektrograf sredniej rozdzielczosci
(Medium Resolution Spectrograph), instrument do obserwacji $redniej
podczerwieni MIRI (Mid-InfraRed Instrument) oraz spektrograf bliskiej
podczerwieni NIRSpec (Near-InfraRed Spectrograph). Analiza spektralna
wynikéw MIRI uwidacznia silny sygnal emisji zjonizowanego argonu, widoczny
w centrum pozostatosci. Dane NIRSpec wykryty jeszcze silniej zjonizowane
pierwiastki, w tym pieciokrotnie zjonizowany argon oraz linie zjonizowanej
siarki. Wszystkie te dane swiadcza o tym, ze w centrum znajduje si¢ niemal
punktowych rozmiaréow zrédlo wysokoenergetycznego promieniowania. Najbardziej
prawdopodobnym zrédlem jest nowo narodzona, goraca gwiazda neutronowa,
emitujaca promieniowanie rentgenowskie z powierzchni. Kolejnym , kamieniem
milowym” bedzie obserwacja periodycznosci emitowanego $wiatta, czyli ostateczny
dowdd na to, ze obiekt jest rotujaca gwiazda neutronowa: pulsarem.

Michat BEJGER

Centrum Astronomiczne im. Mikotaja Kopernika PAN,
Istituto Nazionale di Fisica Nucleare (INFN), Sezione di Ferrara, Wtlochy
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fNiebo w listopadzie

W listopadzie Storice wedruje bardzo nisko i nadal szybko skraca sie czas
jego przebywania nad horyzontem. Stonice 21. dnia miesiaca przekroczy
rownoleznik —20° deklinacji w drodze na potudnie i do przesilenia zimowego
jego pozycja na niebie zmieni si¢ juz tylko o 3,5°. Prawie caly miesiac Storice
przebywa na tle gwiazdozbioru Wagi, by na ostatni tydzien przeniesé¢ sie do

konstelacji Skorpiona.

Na wieczornym niebie po dlugiej nieobecnosci zacznie pojawiaé sie planeta
Wenus, ktéra przez koniunkcje gérna ze Stonicem przeszla na poczatku czerwca
i przez pie¢ miesiecy zdazylta oddali¢ sie od Storica na 40°. Mimo to stabe
nachylenie ekliptyki do wieczornego widnokregu powodowalo, ze planeta
zachodzila prawie w tym samym momencie co Stonce. Na poczatku miesiaca
Wenus zajmuje pozycje na wysokosci 5° niedaleko punktu SW widnokregu

(45 minut po zachodzie Storica), ale do korica miesigca jej warunki obserwacyjne

wyraznie si¢ poprawia.

Planeta ta zacznie miesiac w gwiazdozbiorze
Wezownika, ale szybko przeniesie sie do Strzelca, gdzie
pozostanie do konca miesiaca. Jest ona wciaz daleko
od nas, stad jej jasnos¢ wynosi —4™, Srednica katowa
okolo 15", faza natomiast okoto 70%. 5 listopada 8° na
lewo od Wenus pokaze si¢ powracajacy na wieczorne
niebo Ksiezyc. Jednak zjawisko bedzie trudne do
obserwacji, bo mimo tego, ze faza Srebrnego Globu
osiggnie wtedy 16%, oba ciala Ukladu Slonecznego
zajma pozycje na wysokosci okoto 5° i do ich
dostrzezenia niezbedna moze okazaé si¢ lornetka.

17 listopada Wenus pokaze si¢ 0,5° od Kaus Borealis,
5 dni pézniej natomiast 1° od Nunki, dwéch jasnych
gwiazd glownej figury Strzelca.

Po minieciu Wenus Ksiezyc kolejny tydzien spedzi

na poludnie od ekliptyki. W tym czasie 9 listopada
przejdzie przez I kwadre, a dzien i dwa pdzniej spotka
sie z Saturnem i Neptunem, zblizajac sie do obu planet
za kazdym razem na 5°. Ostatnia z tatwo widocznych
golym okiem planet 16 listopada zmieni kierunek ruchu
na prosty, koniczac tym samym okres swojej najlepszej
widocznosci w tym sezonie obserwacyjnym. Stad prawie
nie porusza sie wzgledem gwiazd tla. Saturn ostabnie
do +0,8™, przy $rednicy tarczy 18”. Stosunek malej do
wielkiej osi jego pierscieni osiagga maksymalng wartosé
w tym roku (0,09). Neptun $wieci blaskiem +7,9™

i zmniejszy swoja odlegloéé do gwiazdy 20 Psc na 38’.

W zwiazku z bliskoscia réwnonocy na tarczy Saturna
pojawiaja sie cienie jego ksiezycow, w tym wszystkich
duzych, widocznych przez lornetki czy mate teleskopy.
4 i 20 listopada na tarczy Saturna pojawi sie cien
Tytana, ale warto te planete obserwowa¢ kazdej
dostepnej nocy, gdyz cienie ksiezycow pojawiaja sie
na niej bardzo czesto.

15 listopada Srebrny Glob przejdzie przez pelnie

i jednoczesnie spotka sie z Uranem. Jak zawsze, takie
spotkanie oznacza, ze planeta jest w opozycji wzgledem
Stoinca, osiagajac najwieksza jasnosé i rozmiary katowe
w trwajacym wladnie sezonie obserwacyjnym, oraz ze
przecina (wraz z Ksiezycem) poludnik lokalny okolo
péinocy prawdziwej. Przez caly miesiac Uran przesunie
sie na niebie o mniej wiecej 1° i zwiekszy dystans do
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gwiazdy 13 Tau do 3,5°. Oczywiscie przy Ksiezycu
w pelni Uran jest trudny do dostrzezenia, znacznie
lepiej obserwowac go, gdy noc jest ciemna. Planeta
géruje na wysokosci okoto 57°.

W nocy z 17 na 18 listopada Ksiezyc przetnie lini¢
taczaca Jowisza z gwiazda El Nath, czyli druga co do
jasnoéci gwiazdy Byka, zblizajac sie don nad Polska

na 1°. Jowisz przez opozycje przejdzie na poczatku
grudnia i pojasnieje do —2,8™, zwiekszajac srednice
katowa do 48". Jesli kto$ ma mozliwosé, to warto tez
przygladaé sie jowiszowej tarczy, poniewaz prawie
codziennie przechodzi po niej cien ktérego$ z ksiezycoéw
galileuszowych, a ze wzgledu na bliskos¢ opozycji obok
cienia czesto znajduje sie rzucajacy go ksiezyc. Warto tu
moze wspomnieé¢ o przejsciu Kallisto tuz na poludnie
od tarczy Jowisza 11 17 listopada oraz na pdéinoc

25 listopada czy o przejsciu Ganimedesa ze swoim
cieniem 24 dnia miesiaca. Przy czym przed opozycja
planety cien ksiezyca wyprzedza swojego wlasciciela, po
opozycji jest odwrotnie.

Kolejng planeta, ktéra odwiedzi Ksiezyc, jest Mars

i stanie si¢ to 20 listopada. Czerwona Planeta
przygotowuje sie do wykonania zakretu na kreslonej
przez siebie petli i w listopadzie pokona tylko 7°

na tle gwiazdozbioru Raka, docierajac pod koniec
miesigca tuz na péinoc od charakterystycznego trapezu
gwiazd z jasng gromada otwarta M44 w srodku.

Do M44 zabraknie Marsowi 2°. W listopadzie Mars
zwiekszy jasnosé¢ do —0,5™ i érednice katowa tarczy

do ponad 11”.

23 listopada Srebrny Glob w ostatniej kwadrze

zblizy sie na 2,5° do Regulusa, najjasniejszej gwiazdy
Lwa i pozostanie ozdoba porannego nieba prawie

az do nowiu, przez ktéry przejdzie juz w grudniu.

27 listopada Ksiezyc w fazie 14% pokaze sie 3,5° od
Spiki, najjasniejszej gwiazdy Panny, a 29 listopada sierp
Ksiezyca w fazie 4% wzejdzie 4° od Zuben Elgenubi,
drugiej co do jasnoéci gwiazdy Wagi, na godzinie 5
wzgledem niej. Na poczatku $witu cywilnego oba ciata
zdaza sie wznies¢ na wysokos$é okoto 5°.

Ariel MAJCHER



Rozwigzania zadan ze strony 6

m Rozwigzanie zadania M 1798.

Rozwazmy reszty z dzielenia przez 3 liczb znajdujacych sie
w czterech naroznych polach. Zgodnie z zasada szufladkowa
Dirichleta, dla co najmniej dwoéch z tych liczb x < y
rozwazane reszty sa réwne, zatem réznica y — x jest podzielna
przez 3.

Pokolorujmy teraz pola tabeli w szachownice, tak aby pola
narozne byty czarne. Rozwazmy pola, w ktérych wpisane sg
liczby

z, z+3, z+6,..., y—3, y.
Kazde dwie kolejne liczby w tym ciagu znajduja sie¢ w polach
o wspélnym boku — to znaczy w polach o réznych kolorach.
Oznacza to, ze wszystkie liczby w naszym ciggu, ktére maja,
te sama parzysto$é¢ co x, znajduja sie na czarnych polach,
a cala reszta na polach bialych. Poniewaz liczba y znajduje
sie na czarnym polu, ma taka sama parzystosc jak z, to
znaczy liczba y — z jest parzysta. W szczegdlnoéci liczba
y — x jest podzielna przez 6.

& Rozwigzanie zadania M 1799.
Niech sfera ) bedzie styczna do
krawedzi AC, CB, BA, AD i BD

w punktach, odpowiednio, X, Y, Z,

T i U. Wtedy na podstawie twierdzenia
o odcinkach stycznych (patrz Kqcik
Przestrzenny z Ajy) CX = CY,

AX = AZ = AT, DT = DU oraz
BY = BZ = BU. W szczegdlnosci
dostajemy z tych réwnosci, ze

AC — AD = BC — BD. A Z B

Pokazemy teraz, ze ostatnia uzyskana réwnosé daje nam
styczno$é okregéw wpisanych w tréjkaty ACD i BCD.
Istotnie, niech te okregi beda styczne do krawedzi C'D

w punktach odpowiednio P i Q. Wtedy, korzystajac

z twierdzenia o odcinkach stycznych (ale juz dla tréjkata),
tatwo dostajemy, ze AC — AD = CP — PD i podobnie
BC — BD = CQ — QD. Wobec tego zachodzi réwnoéé

CP — PD =CQ — @QD, ktéra implikuje, ze PQ = 0, czyli
P=Q.

Biorac teraz sfere zawierajaca okregi wpisane w tréjkaty
ACD i BCD, widzimy, ze jest ona styczna do krawedzi AC,
AD, DB, BC, CD.

i Rozwigzanie zadania M 1800.
Dla n = 1,2 zachodzi réwnosé. Niech teraz n > 3 i potézmy
A := (n — 1)!. Nier6wnos¢ przyjmuje postacé

(nA) < A™ . (nA)*.

Wezmy pod uwage kilka (oczywistych) nieréwnosci:
1-2:3-...- A< A%,
(A4+1)-(A+2)-(A+3)-...-(24) < (24)*,
(2A+1)-(2442)- (2A+3)-...-(34) < (34)",

(n=1)A41)-(n—=1)A+2)-(n—1)A+3)-...-(nA) < (nA)*.

Mnozac je wszystkie stronami, dostajemy:
(nA)! < A*.(24)*.(34)* ... . (nA)* = 4™ . (1.2... ..
= A" (nA)™.

n)" =

24

& Rozwigzanie zadania F 1107.

W polu grawitacyjnym o przyspieszeniu g kulka spadnie

w odlegtosci s = Az 4+ Av - t od ,celu”, jesli Jacek puscit ja
z poziomg predkoscig Av z punktu przesunigtego o Az od
polozenia dokladnie nad celem. Czas spadku:

[2H
t=4/—.
9

Doktadnoéé wyznaczenia punktu ,startu”, Az, i dokladno$é
wyznaczenia poziomej sktadowej pedu, Ap, ogranicza zasada
Heisenberga:

Az -Ap > h,

h jest stalg Plancka dzielona przez 2.

Oznacza to, ze dla danego Ax doktadno$é, Av, wyznaczenia
predkosci (Jacek chee, zeby v = 0) ogranicza nieréwnos$é:

Ap h
Av=—"=> ,
v m mAx
czyli
SZAm—i—tAv:Ax-y-t& >A5L’+@~i,
m m Ax

Funkcja f(z) = z 4+ Az~ ! osiagga minimum dla z = VA.

Jej wartoé¢ w minimum to 2v/A. Stad ostatecznie po
podstawieniu danych obliczmy, ze typowa odlegtoéé upadku
kulki od celu wyniesie:

o\ 1/4
s}?(ZHZ > .
gm

Zadanie zaczerpniete ze zbioru Berkeley Physics Problems
With Solutions (red. Min Chen).

& Rozwigzanie zadania F 1108.
Belka naciska na podtoze sila N = mg, a wiec réwnolegte
przesuwanie belki wymaga dziatania na nig pozioma sila
o wartosci uN. Jedli jednak sile F' przylozymy prostopadle
do belki, do jednego z jej konicéw, to belka bedzie sie
obracala wokét pewnego ustalonego punktu (réznego od jej
$rodka ciezkosci). Na kazdy odcinek o masie dm przesuwanej
belki dziala sita tarcia pugdm skierowana przeciwnie do
kierunku ruchu. Zalézmy, ze punkt, wokét ktérego odbywa
sie obrét, znajduje sie w odlegtosci z od punktu przylozenia
sity F'. Podczas obrotu o kat dp praca sity F' réwna jest

Wr = FCC&p.
Praca W jest réwna pracy Wr wykonanej przez sity tarcia.
Po obu stronach érodka obrotu sity tarcia sg skierowane
przeciwnie, a wykonana przez kazda z nich praca jest
réwnowazna pracy, jaka wykonataby wypadkowa sit tarcia
dzialajacych po kazdej stronie érodka obrotu przytozona
w potowie odpowiedniego odcinka belki:

1 1
Wr = <2x “hapg + (L —a) - (L — :c)pg> .
Warunek Wy = Wr pozwala wyznaczy¢ wartosé F:

1 (L —x)?
F=- .

S HIPg + ppg o
Otrzymalismy wartoéé¢ F' dla zadanej wartosci x okreslajacej
potozenie érodka obrotu. Jesli nie unieruchomimy wybranego
punktu, to rzeczywisty ruch ,wybierze” wartos¢ x = xo
odpowiadajaca najmniejszej wartosci F'. Jak tatwo
sprawdzi¢, sita F' przyjmuje warto$¢ minimalng Fi,:, dla
zo = L/+/2 i wynosi wtedy:

Frin = ppgL(vV2 — 1) = 0,414 - umyg.

Po wykonaniu obrotu o 180° belka zostaje przesunieta

o (v2—-1)L.
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DIMOZESA

TozsamosSci algebraiczne
Bartlomiej BZDEGA

Tozsamosé algebraiczna to réwno$é dwéch wyrazen algebraicznych. Najbardziej
znanymi przykltadami tozsamosci algebraicznych sg wzory skroconego mnozenia.
O pewnych szczegdlnych tozsamosciach algebraicznych, zwiazanych z suma
trzech sze$cianéw, pisatem juz w kaciku nr 13 w Al

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Znanymi przykladami sa réwniez: tozsamosé Diofantosa (znana tez jako
tozsamo$¢ Brahmagupty—Fibonacciego)

(a® + %) (c* + d*) = (ac + bd)* + (ad — be)?
oraz tozsamo$¢ Sophie Germain
ot 4+ Ayt = (22 — 22y + 2¢7) (2® + 22y + 2¢7).

Obu tym tozsamo$ciom poswiecono artykuly w gazetce Kwadrat, w numerach,
odpowiednio, 2 i 16.

W niektorych zadaniach, jakie tu przedstawiam, wystarczy skorzystaé z gotowej,
mniej lub bardziej znanej tozsamosci. W innych — trzeba taka tozsamo$é¢ odkryc¢.

Przyktad 1. Liczby wymierne x,y, z # 0 spelniaja rownos¢ L + 1 + 1 = 0.

Wykazaé, ze 22 + y? + 22 jest kwadratem liczby wymierne;j.

Rozwigzanie. Mnozac réwnoséé % + i + % = 0 przez zyz, otrzymujemy
zy + yz + zxz = 0. W takim razie

Pyt =2y 4 2y 4 2y 4 222 = (4 y + 2)°

Przyktad 2. Dowiesé, ze iloczyn czterech kolejnych liczb catkowitych
powiekszony o 1 jest kwadratem liczby catkowitej.

Rozwigzanie. Chcemy udowodnié, ze dla pewnego catkowitego k zachodzi
rownosé
n(n+1)(n+2)(n+3)+1 =k

Poniewaz k? — 1 = (k — 1)(k + 1), musimy zapisa¢ n(n + 1)(n + 2)(n + 3)
jako iloczyn dwéch liczb rézniacych sie o 2. Po chwili odkrywamy, ze
n(n+3) =n?+3n oraz (n+1)(n +2) =n? +3n + 2.

Zadania

1. Dane sa takie liczby rzeczywiste x i y, ze liczby « + y i 22 + 32 s wymierne.
Udowodni¢, ze dla kazdego catkowitego dodatniego n liczba x™ + y™ jest
wymierna.

2. Liczby rzeczywiste z, y, z spelniaja réwnosé¢ zy? + yz2 + za? = 22y + y?2 + 2.
Wykazaé, ze pewne dwie sposrdd liczb z, y, z sa réwne.

3. Niech a, b, ¢ beda trzema réznymi liczbami rzeczywistymi. Wykazacé, ze jesli
pewne dwie sposrdd liczb

a+b b+c c+a
a?4+ab+0b2" b2+bc+c?2’ 2+ ca+a?
sa rOéwne, to wszystkie te trzy liczby sa réwne (68 OM).

4. Liczby caltkowite a, b, c maja sume réwna 0. Udowodnié, ze 5abe | a® + b + 5.
5. Dane sg liczby catkowite a, b, ¢ oraz liczba pierwsza p # 5, dzielaca a + b+ ¢
oraz a® 4+ b® + c°. Udowodnié, ze co najmniej jedna z liczb: a? + b + ¢2 lub

a® + b% + ¢ dzieli sie przez p (61 OM).

6. Niech n > 2 bedzie liczba catkowita dodatnia. Udowodnié, ze 24"+2 4 1 = abc
dla pewnych liczb naturalnych a,b,c > 1.

7. Niech a1 < as < ... < a, oraz
1 A 4 A,
(r+a)(z+a)...(x+a,) x+a x+as " r+a,

Dowieéé, ze liczby Aq, Ao, ..

., A, sa kolejno, na zmiane, dodatnie i ujemne.

25
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OpenGL i1 GLSL

(nie taki krotki kurs)

Przemyscaw Kiclak

OpenGLi GL
{nietaki krotki b
OpenGL i1 GLSL

(nie taki krotki kurs)

Preemystaw Kiciak

OpenGL i1 GLSL

{nietaki krotki kurs)

W Delcie catym sercem kibicujemy wszelkim formoem upowszechniania eksperckiej wiedzy. Dobrze nam znanym
ekspertem od grafiki komputerowej (rozumianej jako.dziedzina nauki na przecieciu informatyki i matematyki)

jest Przemystaw Kiciak, ktory niejednokrotnie publikowakna naszych tamach. Dlatego z wielka radoscig przyjelismy
wiadomos¢ o drugim wydaniu jego podrecznika,OpenGL i GLSL (nie taki krotki kurs)’, ktorego wersje elektroniczna
moze pobrac kazdy zainteresowany ze strony internetowej Autora mimuw.edu.pl/~przemek .

Sam OpenGL to w (wielkim skrécie) standard do tworzenia grafiki dwu- i trojwymiarowej. To, ze z przedstawionym
podrecznikiem powinni sie zapoznac wszyscy, ktorych studia badz praca majg z OpenGlL-em zwiazek, jest zupelnie
jasne. Co jednak mniej oczywiste, jego lekture serdecznie polecamy réwniez tym, ktérzy z grafikg komputerowa nie
mieli do tej pory wiele wspdélnego, uwazaja sie zas za entuzjastow matematyki. Autor nie traktuje bowiem krélowej
nauk jako tajemnego voodoo, ktorym tylko dla pozoréw nalezy zamachac przed oczami czytelnika. Wrecz
przeciwnie — omawiane tematy niejednokrotnie stanowig dla niego dobry pretekst do opowiedzenia o ciekawej
matematyce. Czyni to bardzo umiejetnie i z wyjatkowa, jak na tego typu podrecznik, dbatoscig o jezyk, miejscami
wspaniale bawiac sie stowem. Dlatego jestesmy przekonani, ze publikacja moze by¢ dla naszych Czytelnikow dobra
okazja do postawienia chocby pierwszych krokéw w tworzeniu grafiki komputerowe;.

A moze niektérym pozwoli ostatecznie wykonywac takie graficzne cudenka, jak te zdobigce niniejszg oktadke,

albo nawet piekniejsze? Wraz z Autorem trzymamy za to kciuki!

Redakcja
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