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O przydziale miejsc na przedmiotach Oskar SKIBSKI*

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Podobno zdarzato si¢ nawet, ze studenci
z wysoka Srednig rejestrowali sie na jakis
przedmiot ,dla kogos”, a potem na
papierowych druczkach w Sekcji
Studenckiej oddawali mu to miejsce.

W dyskusjach i opracowaniu tej metody
uczestniczylo sporo oséb: Marcin Engel,
Agata Janowska, Piotr Kepczynski,
Paulina Kubera, Adam Malinowski,
Konrad Mocarski, Jakub Piotrowicz,
Barbara Préchniak, Oskar Skibski

i Piotr Skowron (kolejnosé alfabetyczna).

Kilka miesiecy temu Samorzad Studentow Wydzialu Matematyki, Informatyki
i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego zaproponowal, aby zmieni¢

sposob, w jaki odbywa sie rejestracja studentéw na przedmioty. Do tej pory,

w uproszczeniu, dzialata ona tak: kazdy student wybieral przedmioty, na ktére
chcialby sie zapisa¢; nastepnie po kolei rozpatrywani byli studenci, w kolejnosci
malejacej éredniej ocen, i kazdemu przydzielane byly miejsca na wszystkich
przedmiotach, ktére wybrali i na ktére byly jeszcze wolne miejsca. Studenci

nie byli zbytnio zadowoleni z tego systemu, i trudno im sie dziwi¢. Jednym

z probleméw bylo to, ze student nie wiedzial, ile przedmiotéw powinien wybrad,
bo nie mial pewnoéci, ile z nich dostanie, a ile$ zaliczy¢ musi. Wigkszym
problemem byto jednak to, ze system ten bardzo mocno premiowal osoby

z wysoka $rednia. Mozna argumentowacé, ze student z najwyzsza Srednia
powinien mieé pierwszenstwo rejestracji na pewng liczbe przedmiotéw przed
studentem ze $rednig najnizsza. Ale czy powinien tez mieé¢ pierwszenstwo na
wszystkich przedmiotach przed studentem ze $rednia tylko odrobine nizsza?

Pierwszym naturalnym krokiem do uzdrowienia systemu byto wprowadzenie
limitu na liczbe przedmiotow, jakie moze dostaé¢ jeden student, oraz zmiana tego,
co deklaruja studenci — lepiej, aby podawali oni kolejnos¢ przedmiotéw, na ktére
chca si¢ zarejestrowaé, od najbardziej pozadanego do najmniej. Trudniejszym
problemem jest jednak wyrdéwnanie szans studentow. Najréwniej bytoby
oczywiscie, gdyby w koétko kazdemu studentowi przydzielaé¢ jeden przedmiot.
Ten system, znany na przyklad z wyboru druzyn na lekcjach wf, nazywa sie
Round Robin (lub rzadziej, ale po polsku, algorytmem karuzelowym). Jednak
czy tak powinna dzialaé rejestracja na przedmioty? Czy cigzko wypracowana
$rednia nie powinna odgrywaé wigkszej roli? Czy daloby sie zrobié¢ tak, aby
osoby ze zblizona srednia byty traktowane tak réwno, jak sie da, ale wieksza
roznica w Srednich przekladala sie na lepsza sytuacje?

Pewnie, ze si¢ da! W wyniku wielu rozmoéw i negocjacji powstal algorytm, ktoéry
ze wzgledu na swoja uderzajaca sprawiedliwo$¢ nazwany zostal Robin Hoodem.

Przydzial miejsc na przedmiotach (Robin Hood)

Krok 1: Kazdy student podaje ranking przedmiotéw, na jakie chcialby sie
zapisac.

Krok 2: Umieszczamy wszystkich studentéw na wspolnej liscie i sortujemy
malejaco wzgledem $redniej ocen.

Krok 3: Bierzemy pierwsza osobe z listy i przydzielamy jej przedmiot, na
ktérym zalezy jej najbardziej sposrdd tych, na ktérych sa jeszcze wolne miejsca
(jezeli jeszcze nie osiagnela pewnego z géry ustalonego limitu).

Krok 4: Zmniejszamy $redniag wybranej osobie o stala ¢ = 0,5 i przesuwamy ja
odpowiednio w doét na liscie.

Krok 5: Powtarzamy kroki 3 i 4, az skonicza sie nam miejsca na przedmiotach
lub nikt nie bedzie chciat juz zadnego z dostepnych przedmiotéw.

Ile powinna wynosi¢ stala c, jest kwestia do dyskusji. Latwo zauwazy¢, ze gdyby
zmienié¢ ja na 0, to uzyskaliby$Smy obecny system, a dla 5 to zwykty Round
Robin.

A co ta stala oznacza? Ustalmy dwdéch studentéw i popatrzmy, jak przeplataja
sie ich wybory. Jezeli dwie osoby maja réznice srednich mniejsza niz ¢, to sa
traktowane tak réowno, jak sie da — beda wybiera¢ na zmiane, zaczynajac od

tej z wyzsza Srednia. Jezeli z kolei ta réznica jest pomiedzy k-ca (k+1) - ¢,

to student z wyzsza Srednia najpierw wybierze k przedmiotéw, a potem beda
wybieraé¢ na zmiane, zaczynajac od tego z wyzsza Srednia. Na przyktad dla
najwyzszej sredniej 5,0 i najnizszej 3,1, najlepszy student wybierze 4 przedmioty
przed najgorszym.

Mozemy sie spieraé, czy metoda jest fajna, czy nie. W szanowanym czasopi$mie,
jakim jest Delta, skupimy sie jednak na konkretach, czyli zbadamy, jakie ma
teoretyczne wlasnosci. Ale najpierw ilustracja.
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Przykladowo dla dwéch przedmiotéw m, p
(matematyka i polski) mozemy mieé
multizbiér O = {m, m,m, p,p}
oznaczajgcy 3 miejsca na matematyce

i 2 na polskim.

Formalnie, A »; B, jezeli |A| > |B]|

i mozemy tak uporzadkowac przedmioty
A=A{a1,...,an} i B={b1,...,be}, aby
zachodzilo a; = b; lub a; >; b; dla
kazdego j € {1,...,4}.

Tlustracja prezentuje kolejnos¢ wyboréw w Robin Hoodzie, a kolejne wiersze
odpowiadaja przydzialowi miejsc na przedmiotach po 4, 14, 29 i 49 krokach
procedury. Kolorowe prostokaty symbolizuja przydzielane miejsca, a kolor
odpowiada kolejnosci, w ktorej miejsce zostato przyznane — pierwsze miejsca

sa zielone, a ostatnie czerwone. Jak widzimy, studenci z najwyzsza $rednia (> 4,5)
wybieraja po pierwszym przedmiocie, po czym zmniejszamy im $redniag o 0,5.
W ten sposéb ,wtasowuja sie” oni w studentéw ze srednig pomiedzy 4,0 a 4,5,

i razem z nimi wybieraja po kolejnym przedmiocie.

Aby opowiedzieé¢ o wlasnosciach Robin Hooda, wprowadzmy troche oznaczen.
Zalézmy, ze mamy n ponumerowanych studentéow. Przyjmiemy, ze kazdy
student ma liste rankingowa wszystkich przedmiotow, bez remiséw. Dla dwdch
przedmiotéw a, b bedziemy pisaé a >; b, jezeli student ¢ woli przedmiot a od b.
Dla uproszczenia zignorujemy limit przedmiotow, jaki moze mieé¢ jeden student:
nie zmienia on wiele, a komplikuje analize. Bedziemy wiec kazdemu studentowi
przydzielaé¢ jak najwiecej miejsc.

Miedzy studentéw bedziemy rozdziela¢ pewien zbiér miejsc na przedmiotach.
Dla utatwienia ten zbiér bedzie po prostu multizbiorem przedmiotéw, czyli
»zbiorem”, w ktérym przedmiot pojawia sie tyle razy, ile jest na nim miejsc.
Szukamy pewnego podziafu tych miejsc, czyli listy (A4;) = (44,...,A,) takiej, ze
Ay,..., A, sa zbiorami przedmiotéw dla studentéw 1,...,n (nie multizbiorami!),
ktére potaczone dadza multizbidr wszystkich miejsc.

Co mozemy powiedzieé o preferencjach studenta dla zbioréw przedmiotéw? Aby
unikngé spekulacji, czy lepiej mie¢ dwa érednie przedmioty, czy jeden fajny i jeden
staby, bedziemy poréwnywaé tylko niektére zbiory. Powiemy, ze osobie i podoba
sie zbi6ér A co najmniej tak samo jak B (oznaczane A =; B), jezeli |A| > |B| oraz
najbardziej lubiany przedmiot z A jest co najmniej tak lubiany jak ulubiony z B,
drugi z A co najmniej tak lubiany jak drugi z B itd. Latwo zauwazy¢, ze A =; B
oraz B =; A implikuje A = B. Bedziemy wiec pisa¢ A =; B, jezeli A =; Bi A # B.

Jedna z podstawowych wlasnosci dobrego podzialu jest to, ze nie da sie go tatwo
poprawié, to znaczy tak pozmienia¢, aby nikt na tym nie stracit, a kto$ zyskat.

Podzial (A;) jest optymalny w sensie Pareto, jezeli nie istnieje podzial
(B;) taki, ze B; =; A; dla kazdego studenta i oraz B; »; A; dla
przynajmniej jednego studenta.

Czy podzial uzyskany przez Robin Hooda jest w tym sensie optymalny? Tak.
Mozna powiedzie¢ nawet wiecej — dowolny podzial uzyskany przez kolejne
przydzielanie studentom miejsc na ich ulubionych dostepnych przedmiotach
jest optymalny, niezaleznie od kolejnosci, w jakiej bedzie sie te osoby wybierac.
Aby to zobaczy¢, wystarczy po kolei rozpatrywaé przyznane miejsca. Czy
student wybierajacy jako pierwszy moze preferowaé podzial, w ktérym nie ma
przedmiotu, ktéry dostal w pierwszej kolejce? Oczywiscie nie. A spoérod takich
podzialéw, czy student, ktéry wybiera jako drugi, moze preferowaé podzial bez
przedmiotu, ktéry dostat w drugiej kolejce? Nie — jezeli nie jest to jego ulubiony
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Drunk Robin: Wybieramy dowolnego
studenta i przydzielamy mu jego ulubiony
dostepny przedmiot. Powtarzamy, dopdki
sg jeszcze jakie$ miejsca.

Jezeli w grafie wszystkie wierzchotki maja
krawedzie wychodzace, to zawsze
znajdziemy w nim cykl, podazajac
uparcie za strzatkami wychodzacymi —
studentéw (na §wiecie) mamy skonczong
liczbe, wigc w koncu ktos si¢ powtorzy.

Round Robin: Ukladamy studentéw

w liste. Bierzemy pierwszego,
przydzielamy mu jego ulubiony dost¢pny
przedmiot i przesuwamy go na koniec
listy. Powtarzamy, dopdki sa jeszcze
jakie$ miejsca.

Rozwazmy 2 studentéw, zbiér miejsc
{a,b, c,d} (na kazdym przedmiocie jedno
miejsce), podzial Ay = {a,b}, Az = {c,d}
i preferencje: a =1 b >=1 ¢ >1 d oraz

b >2 c >2 d =2 a. Podzial ten jest
optymalny w sensie Pareto i spelnia EF1,
ale nie da si¢ go uzyskac algorytmem
Round Robin.

Dla modelu, w ktérym nie ma limitu
przedmiotéw, jakie moze mieé jeden
student, definicja Robin Hooda wyglada
tak:

Robin Hood: Wybieramy studenta

z najwyzsza $rednia, przydzielamy mu
jego ulubiony dostepny przedmiot

i zmniejszamy mu $rednig o ¢ = 0,5.
Powtarzamy, dopdki sa jeszcze jakies
miejsca.

przedmiot, to znaczy, ze na ulubionym bylo tylko jedno miejsce, ktorego nie
moze dostaé, nie krzywdzac w ten sposob pierwszego studenta. I tak dalej.

Nazwijmy taki algorytm przydzialu Drunk Robinem (definicja na marginesie).
Okazuje sig, ze wszystkie optymalne podzialy da sie¢ nim uzyskac!

Twierdzenie. Podzial jest optymalny w sensie Pareto wtedy i tylko wtedy, gdy
da sie go uzyskac algorytmem Drunk Robin.

Dowdd. UzasadniliSmy juz, ze Drunk Robin daje tylko podzialy optymalne.
Zal6zmy, ze mamy podzial optymalny i rozpatrzmy graf, w ktérym
wierzchotkami sa studenci, a skierowana krawedz (i, j) istnieje, jezeli j posiada
jakis przedmiot, ktéry ¢ woli od wszystkich swoich przedmiotéw. Gdyby ten
graf mial cykl, to podzial nie bylby optymalny — kazdy student moégtby dostaé
bardziej lubiany przedmiot w zamian za ktérys mniej lubiany. Skoro graf nie
ma cyklu, to musi istnie¢ wierzcholek bez krawedzi wychodzacych, czyli ktory
nikomu nie zazdrosci zadnego przedmiotu. Mozemy mu zatem pozwoli¢ wybieraé
jako pierwszemu. Nastepnie kasujac jego ulubiony przedmiot z jego zbioru

oraz jedno miejsce ze zbioru dostepnych miejsc, dostaniemy mniejszy podzial,
ktory tez jest optymalny: gdyby nie byl i istniatby lepszy podzial, po dodaniu
skasowanego przedmiotu dostalibySmy podzial lepszy niz oryginalny, przeczac
jego optymalnosci. Postepujac dla niego i kolejnych mniejszych podziatéw
analogicznie, otrzymamy kolejnosé, w ktorej kazdy student wybiera ulubiony
dostepny przedmiot. O

Podzialy uzyskane z Drunk Robina moga by¢ jednak bardzo niesprawiedliwe.
W jaki sposob mozemy opisaé fakt, ze podzial jest sprawiedliwy? Nie mozemy
wymagac, aby wszyscy dostali miejsce na ulubionym przedmiocie. Mogliby$Smy
jednak chcieé¢, aby kazda osoba miala zbiér nie wiecej niz o jeden przedmiot
gorszy niz kazda inna. O tym wlasnie méwi nastepujaca wiasciwosé:

Podzial (A;) jest wolny od zazdrosci z dokladnoscig do jednego przedmiotu
(EF1), jezeli dla dowolnych dwéch studentéw ¢, j zachodzi A; = () albo
istnieje przedmiot p € A;, taki ze A; =; A; \ {p}.

Latwo zobaczy¢, ze podzialy uzyskane Round Robinem spelniaja te wlasnosé:
pierwszy przedmiot wybrany przez studenta i jest dla niego lepszy lub taki
sam jak drugi wybrany przez studenta j, drugi wybrany przez i jest lepszy lub
taki sam jak trzeci wybrany przez j itd. Co ciekawe, istnieja jednak podzialy
optymalne w sensie Pareto, ktére spetniaja EF1, a nie da sie ich uzyskaé
algorytmem Round Robin. Przyktad znajduje sie na marginesie.

A czy podzialy uzyskane Robin Hoodem spelniaja EF1? Nie, ale to dobrze —
chcemy przeciez, aby wyzsza $rednia przelozyla sie na znaczaco lepszy zbiér
przedmiotéw. Niech p; bedzie pewnym priorytetem, czyli u nas $rednia
studenta i. Mozemy zdefiniowa¢ nastepujacy wariant wtasnosci EF1:

Podzial (A;) jest wolny od zazdrosci z dokladnosciq do jednego przedmiotu,
wwzgledniajge priorytety (EF1-p), jezeli dla dowolnych dwéch studentéw 4, j
zachodzi:

o jezeli (pj —pi)/c €[4, £+ 1) dlal e N, to istnieje P C A;, |P| <{+1
taki, ze Ai ti Aj \P,

o jezeli (pj —pi)/c € (£,€+1] dla ¢ €N, to istnieje P C A;, |P| < ¢ taki,
ze Aj \P ij A1

YLatwo sprawdzi¢, ze gdy priorytety sa rowne, wlasnoéé ta sprowadza sie do
EF1. Przy priorytetach spelnialno$é¢ wynika z kolejnosci, w jakiej studenci
wybieraja przedmioty: dla (p; — p;)/c € [(,£+ 1) student j wybiera £ lub
£+ 1 przedmiotéw przed studentem i, wiec po wyrzuceniu £ 4+ 1 ulubionych
przedmiotéw studentowi j student i bedzie wolal swéj zbior.

Nasz algorytm zastosowaliSmy do przydzialu miejsc na przedmioty, ale mozna
go tez stosowaé¢ w codziennym zyciu, np. do podzialu czekoladek z bombonierki.
Starszym Czytelnikom sugerujemy przyjaé za priorytet wiek, tylko ile powinno
wynosi¢ ¢? Nie bedziemy osadzac, jezeli zostaniecie przy ¢ = 0,5.
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* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Zrédto: Carl B. Boyer, A history of
mathematics, 2nd edition, 1991.
Interesujaca nas historia jest na

str. 307-315.

Ponizszy zart pokazuje, ze mnozenie moze
si¢ okazaé trudniejsze od dodawania.
Noah sent his animals to “go forth and
multiply”, but a pair of snakes told him
“we can’t multiply, we’re adders!”.

1,284
x 2,117
8988
1284
1284
+2568

2718228

Rys. 1. Dodawanie i mnozenie ,,pod
kreska” liczb 1,284 i 2,117. Drugi

z algorytméw ma zauwazalnie wigkszag
ztozonosé

1,284
+2,117

3,401

Oprécz wzoru na iloczyn cosinuséw
zamianie mnozenia na prostsze operacje
moze stuzyé tozsamosé

@y = ((z +y)? — (z — y)?)/4. Oparta na
niej metoda (quarter square
multiplication) stala sie jednak popularna
dopiero duzo pézniej. Znajac stosunek
bohatera piosenki do trygonometrii

i algebry, mozna mieé¢ niemal pewno$é, ze
nie bylby on zadowolony z zadnego z tych
wzoréw.

01234 5 6 7 8 9 10 11
124816 3264 128 256 512 1024 2048

Rys. 2. Przodek tablic logarytmicznych:
tablica kolejnych poteg dwdjki. Podobne
ciagi s obecne w pracach Archimedesa,
byly tez regularnie publikowane w XVI
wieku, np. w Arithmetica integra
Michaela Stifela (1544)

Don’t know much about geography
Don’t know much trigonometry
Don’t know much about algebra
Don’t know what a slide rule is for

Od mnozenia
do dodawania
Michat MISKIEWICZ*

Od powstania piosenki Sama Cooke’a minety 64 lata. Wsréd dziedzin wiedzy,
ktore jej bohater wymienia jako swoje stabe strony, jedna w miedzyczasie
wypadla z programéw nauczania. Mianowicie, mlodszy Czytelnik ma pelne
prawo nie wiedzieé¢, do czego stuzy suwak logarytmiczny (slide rule). Warto
ten stan zmienié. W Delcie mozna juz bylto o suwaku przeczytaé w AS; i A7,
ale mysle, ze i tak warto powiedzie¢ kilka stéw o idei jego dzialania wraz

z historycznym kontekstem.

“Wonderful world”, Sam Cooke

Do czego zatem stuzy suwak logarytmiczny? Ot6z do tego, by zamiast dzialania
mnozenia mozna bylo wykonywaé¢ dodawanie. No dobrze, a dlaczego miatoby
nam na tym zalezeé (pomijajac zarty o rozmnazaniu zmij)? Jako odpowiedz
przytoczmy szkolne ,,dzialania pod kreska”, dla przyktadu przedstawione

na marginesie dla liczb 1,284 i 2,117. Widaé, ze mnozenie jest duzo bardziej
pracochtonne: dla dwéch liczb n-cyfrowych znalezienie sumy wymaga okoto

n operacji, a iloczynu — okoto n?2.

Jak mnozy¢, dodajac? Ta trudnosé dala sie we znaki astronomom XVI
wieku ze wzgledu na iloé¢ i doktadnos$é obliczen koniecznych w ich pracy.
Dla jej pokonania opracowali metode o nazwie prosthaphaeresis, od greckich
stéw oznaczajacych dodawanie i odejmowanie. Opierala sie¢ na tozsamosciach
trygonometrycznych, takich jak

cosa - cos f = (cos(a + ) + cos(a — fB)) /2,
oraz na uzyciu tablic trygonometrycznych. Tablice takie dobrze znaja
maturzyéci, poniewaz w trakcie egzaminu moga odczytywacé z nich wartosci
funkcji sin, cos, tg dla wielokrotnosci 1°; w XVI wieku byly jednak w uzyciu
tablice duzo dokladniejsze (np. co do sekundy katowej). A metoda wyglada
nastepujaco:

1. Odnajdujemy w tablicy nasze czynniki jako wartosci cosinusa. Ze
zrozumiatych wzgledéw nie znajdziemy tam 1,284 i 2,117, ale 0,1284 i 0,2117
juz tak — odpowiadaja one w przyblizeniu katom o = 82,623° i § = 77,778°.

2. Wykonujemy dodawanie i odejmowanie (stad wziela si¢ nazwa metody):
a+ [ =160,401°, o — 5 = 4,845°.

3. Odczytujemy przyblizone wartosci cosinusa tych katéw: cos(a + 8) = —0,94206,
cos(a — ) = 0,99643, a na koniec bierzemy $rednia: 0,027185. Ostateczny
wynik wymaga jeszcze przesuniecia przecinka: 2,7185.

Otrzymalismy w ten sposéb 1,284 - 2,117 ~ 2,7185, co moze nie zachwyca, ale
oczywiscie dokladnosé obliczen mozna dowolnie zwigkszad, siegajac po coraz
lepsze tablice.

Niedlugo pdzniej wymyslono tablice logarytmiczne, niejako szyte na miare
rozwazanego przez nas problemu. Jako bezpoéredniego przodka takich tablic
mozemy wskazaé tablice poteg dwéjki (na marginesie). Umozliwia ona szybkie
mnozenie liczb z drugiego wiersza tablicy. Przykladowo, iloczyn 32 i 64
mogliby$smy wyznaczyé pod kreska, mozemy tez jednak odczytaé z tablicy, ze
sg to potegi 2° i 26, daja wiec po wymnozeniu 2'' = 2048. Ponownie udato
nam sie oszukaé przeznaczenie i dodaé¢ zamiast pomnozy¢. Opisana metoda
ma jednak oczywista podstawowa wade: liczby w drugim rzedzie tablicy

nie s3 réwno rozmieszczone na prostej, a im dalej, tym odlegtosci miedzy

nimi wigksze. W rezultacie metoda jest mato praktyczna, bo w typowej
sytuacji nie znajdziemy w drugim rzedzie interesujacych nas czynnikéw, nawet
w przyblizeniu.

Kroétka historia logarytmu. Problem ten rozwiazali niezaleznie John Napier
(1550-1617) i Jost Biirgi (1552-1632), jednak ze wzgledu na pierwszenstwo
publikacji (1614 vs. 1620) to ten pierwszy wplynal na dalsze losy matematyki.
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https://deltami.edu.pl/1981/08/suwak-logarytmiczny-komputer-xvii-wieku/
https://deltami.edu.pl/2001/12/zrob-sobie-suwak-logarytmiczny/

n | 1,0001™
0 | 1,0000
1 | 1,0010
2 | 1,0020
3 | 1,0030

2499 | 1,28388
2500 | 1,28401
2501 | 1,28414
7499 | 2,11671
7500 | 2,11692
7501 | 2,11713
9999 | 2,71787
10000 | 2,71815
10001 | 2,71842

Rys. 3. Tablica logarytmiczna podobna
do oryginalnej tablicy Biirgiego. Napier
jako podstawe przyjal 1 — 1077, a wiec
liczbe mniejszg od jedynki

We wspélczesnym jezyku kinematyczny
opis Napiera sprowadza si¢ do réwnan
rézniczkowych

de o (d_
at " at =
z(0) =1, y(0) = 0.

. cody 1 .
Otrzymujemy z nich 52 = ——, a wigc po
uwzglednieniu warunkéw poczatkowych

y(z) = —In(z).

We wzorze (%) za liczbe x mozna przyjaé
dowolng liczb¢ zespolona, a tozsamosé

e® . e¥ = e Y (tzw. prawo grupowe)
nadal pozostaje w mocy. Funkcje cosinus
mozna zdefiniowa¢ (i tak si¢ zazwyczaj
robi!) jako cos(z) := (e'® + e '7)/2. Wzdr
na iloczyn cosinuséw nie jest wtedy
twierdzeniem geometrycznym, ale banalng
konsekwencjg prawa grupowego: obie
strony okazujg si¢ réwne o
i(eerzy e iTTI g gla—iy | g—iativy,

Pomyst jest prosty: aby liczby z drugiego wiersza byly gesciej (i réwniej)
rozmieszczone, nalezy jako podstawe wziaé liczbe blizsza jedynki, na przyklad
1,0001. Podnoszac te liczbe do kolejnych poteg, otrzymujemy dos¢ diuga
tablice, ktorej czesé jest przedstawiona na marginesie. Interesujace nas liczby
odnajdujemy w sensownym przyblizeniu na pozycjach 2500 i 7500, co po
dodaniu daje 10 000, wiec jako przyblizony iloczyn odczytujemy 2,71815. Tak
jak dla prosthaphaeresis, tak i tutaj doktadno$¢ mozna dowolnie zwigkszac.
Poraza za to prostota samej procedury — nic dziwnego, ze pomyst Napiera
upowszechnit sie jeszcze przed publikacja Biirgiego. Niedlugo p6zniej, gdzies
pomiedzy rokiem 1620 a 1630, wymy$lono suwak logarytmiczny, poreczne
narzedzie oparte na tablicy logarytmicznej. Ale o tym potem.

Wréémy na chwile do zagadnienia wigkszej dokladnosci. Jesli w ktéryms
miejscu po prawej stronie widzimy liczbe x, to liczbe po lewej nazywamy
logarytmem z x o podstawie 1,0001, co zapisujemy jako log; gg01 (z) — ponownie
nazwa pochodzi od dwdéch greckich stow, tym razem oznaczajacych stosunek
(logos) i liczbe (arithmos). Wynik w oczywisty sposéb zalezy od przyjetej
podstawy, i te zaleznoéé tatwo przesledzié, prébujac podstaw postaci 1+ 107F dla
kolejnych naturalnych k. Okazuje sie, ze przy zwiekszaniu k liczba log, -« ()
z grubsza wydluza si¢ o kolejne zera. Gdybysmy chcieli méc zestawiaé tablice

o réznej dokladnoéci, to warto umowic sie, ze wszystkie liczby w lewej kolumnie
podzielimy przez 10*, czyli obok = wpiszemy liczbe 10~F log,19-+(x). Dla
duzych k tak okreslona funkcja przybliza tak zwany logarytm naturalny,
oznaczany przez In(z). Jest to logarytm o podstawie e ~ 2,71828. Liczba e
nazywana jest liczba FEulera lub Napiera, albo tez — podstawa logarytmu
naturalnego!

Warto tu napomknaé, ze éw naturalny logarytm pochodzi od samego

Napiera. Chociaz swoja tablice wyznaczyl on poprzez potegowanie konkretnej
liczby bliskiej jedynce, to jako definicje logarytmu podal nastepujacy opis
kinematyczny, ponizej nieco tylko uwspotczeéniony. W chwili ¢ = 0 punkty z, y na
osi liczbowej sa odpowiednio w 1, 0 oraz maja predko$¢ jednostkowa — = w lewo,
a y w prawo. Przy tym predko$é¢ y jest stalta, a predko$é x jest proporcjonalna
do odleglosci od zera. Jako logarytm z x(¢) definiujemy wtedy —y(¢).

Z opisu tego rzeczywiscie wynika, ze y jest logarytmem naturalnym z x

(z minusem). Podnoszenie 1 — 10~7 do kolejnych poteg — to wlasnie robil Napier
— odpowiada dyskretyzacji problemu, czyli przyjeciu, ze predko$é z(t) zmienia sig
skokowo w odstepach czasowych At = 10~7. Zastosowanie dyskretyzacji sugeruje,
ze Napier byl swiadomy zbieznosci przy At — 0, co réwnowazne jest zbieznosci

(14 1)» — e przypisywanej. .. Eulerowi.

Dygresja o teorii Eulera. Obecnie typowy wyklad analizy matematycznej
nie odzwierciedla historycznego rozwoju tej dziedziny, a zamiast tego referuje
dokonania Leonharda Eulera (1707-1783). Wprowadzil on funkcje wykladnicza
zadang szeregiem

€T I2 Ig I4

(*) 6121+F+§+§+E+

lub réwnowaznie jako granice (1 + %)n przy n — o0o. Dowiddl, ze jest to funkcja
odwrotna do logarytmu naturalnego, czyli spelnione sg réwnosci e™*) =z (dla
x> 0)iln(e?) =y (dla y € R). W szczegdlnosci el to dokladnie e, natomiast e”
jest réwne n-krotnemu iloczynowi e - ... - e, i ogdlnie zachodzi wzér e - ¥ = 1Y,
Nie nalezy jednak daé si¢ zmyli¢: liczby takie jak V2 nie wymagaja od nas
v/2-krotnego mnozenia, a jedynie podstawienia 2 = v/2 do nieskonczonej sumy (x).
Funkcja e® to zatem co$ wiecej niz potegowanie. Ta uwaga niesie ze soba wiele
pozytecznych konsekwencji, miedzy innymi pozwala wyjaénié¢ rzecz nastepujaca.
Czy zdziwito wczeéniej Czytelnika, ze funkcja cos podobnie jak In ,zamienia
mnozenie na dodawanie”? Ot6z obie te funkcje sa spokrewnione z funkcja e”, co
wyjasnia ich magiczne wtasnosci — szersze wyjasnienie na marginesie.

Powrdt do suwaka. Zestawiajac razem dwie zwyczajne linijki, otrzymujemy
prosty przyrzad do dodawania. By dodaé¢ na nim liczby 3 i 1, przesuwamy linijki
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tak, by trojka pojawila sie nad zerem, a wowczas wynik odczytujemy powyzej
jedynki. Zgodnie z oczekiwaniami, wyszlo 4. Ale spéjrzmy na maltg modyfikacje:

20 21 22 2.‘} 2-1

j
| \ \ \ | |
I
1

i Z.adania

Przygotowat Dominik BUREK

Pod kazda etykieta na obu linijkach dopisaliémy dwdjke, w ten sposéb
podmieniajac ciag arytmetyczny 0,1,2, ... na ciag geometryczny 20,21, 22, ... Tak
jak w przypadku rysunku 2, dodawanie zamienilo sie na mnozenie poteg dwdjki,
u nas konkretnie: 8 - 2 = 16. Ta modyfikacja to wlasnie suwak logarytmiczny.
Oczywiscie standardowy suwak dla wygody uzytkowania uwzglednia na swojej
skali takie liczby, jak 1,2,3,..., a nie tylko potegi dwdjki. W tym kontekscie
naturalne jest pytanie: a gdzie te liczby umiesci¢?, na ktére odpowiedzig jest
wladnie logarytm: liczba y pojawia sie w odleglosci log(y) od poczatku linijki
(wybdr podstawy logarytmu jest tu drugorzedny). Ponizej widaé, jak mozna za
pomoca takiego przyrzadu pomnozy¢ liczby e!/4 ~ 1,284 i e3/4 ~ 2,117:

e~ 2,718
e/t 2,117
1 1,5 2 2,5 3 35 4
1,25 | 1,75 | 2,25 | 2|75 |3}25|3,75|
| | | | |
| | | | | | | |
1,2 1,75 2,25 | 2,75 | 3,2513,75
1 1,5 9 2,5 3 35 4

el/* ~ 1,284

Bohater piosenki Sama Cooke’a mial silne, choé¢ trudne do wyrazenia w stlowach
przekonanie, ze umiejetnosé dodawania jest wystarczajaca. Wystarczajaca
nie tylko do tego, by mnozy¢, ale tez by spelni¢ marzenie o odwzajemnionej
milosci. Lubie wiec mysleé, ze co nieco jednak wiedziat o naturze suwaka
logarytmicznego. Postuchajmy sami:

But I do know one and one is two

And if this one could be with you

What a wonderful world this would be

“Wonderful world”, Sam Cooke

Rozwigzania na str. |24

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

M 1804. Dane sa tréjmiany kwadratowe fi(z), fa(z), ..., F 1111. Rozmiary katowe tarczy slonecznej
fa025() z tymi samymi wspétezynnikami przy x? oraz tymi obserwowanej z powierzchni Ziemi wynosza
samymi wspélczynnikami przy x, ale z réznymi wyrazami okoto 0,5°(przyblizony ,,pomiar” mozna
wolnymi. Kazdy z tych tréjmianéw ma dwa pierwiastki wykonaé¢ np. oceniajac, ile razy szerokosc¢
rzeczywiste. Niech x; bedzie jednym z pierwiastkow tréojmianu kciuka wyciagnietej reki jest wicksza od

fi(x). Jakie wartosci moze przyjmowaé suma

widzianej $rednicy tarczy slonecznej). Oszacuj

fa(z1) 4 f3(x2) + ... + fooos(w2024) + f1(T2025)? temperature powierzchni Stonca. Przyjmij, ze

$rednia temperatura powierzchni Ziemi jest

M 1805. Wyznaczy¢ wszystkie liczby zlozone n takie, ze dla bliska 0°C.
dowolnego przedstawienia n na dwa czynniki catlkowite dodatnie

n = xy liczba x + y jest potega dwdjki.

F 1112. W naczyniu o objetosci V' znajduje
sie gaz pod ciS$nieniem py. Dysponujemy

M 1806. Dar}y jest (mn)-kat foremny. Wéréd jego Wierz?hqikéw pompka o objetosci skoku tloka réwnej v < V.
doktadnie m jest pokolorowanych na czerwono, a n na niebiesko Potrzebujemy zmniejszy¢ cisnienie w naczyniu

(zaden wierzcholek nie jest pokolorowany dwukrotnie). do wartodci p bez zmieniania temperatury
Udowodni¢, ze pewien odcinek, ktérego konce znajduja si¢ gazu. Ile ruchéw tloka musimy wykonaé

w czerwonych punktach, jest rowny pewnemu odcinkowi, ktérego i z jaka dokladnodcia osiagniemy wymagane
konce znajduja sie w niebieskich punktach. cignienie?
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*Student, Wydzial Fizyki, Uniwersytet
Warszawski

Rys. 1. Pierwsze zagiecie — wykonane
réwnolegle do krawedzi szeroko$ci

Rys. 2. Drugie zagigcie — wykonane
réwnolegle do krawedzi dlugosci

Rys. 3. Trzecie zagiecie — wykonane
réwnolegle do krawedzi szerokodci

Papierem na ksiezyc
Grzegorz SZYMANEK*

Znanym faktem jest, ze zginajac kartke wpdl, dokonujemy jej dwukrotnego
pogrubienia. Z kazdym zgieciem nastepne jest coraz trudniejsze — az do
momentu, w ktérym dokonanie jeszcze jednego jest juz niemozliwe. Nasuwa

sie¢ wiec nieuchronne pytanie: ile wladciwie razy mozna zgia¢ dana kartke wpot?
Te wtasnie liczbe spréobujemy wyznaczy¢, przyjmujac, ze kartke zginaé¢ bedziemy
naprzemiennie po dlugosci i szerokosci. Niech n oznacza liczbe dokonanych zgie¢;
Ly, Wh, D, — odpowiednio: dtugoséé, szerokosé i grubosé kartki po n zgieciach.
Na poczatek zdefiniujmy zalozenia, na ktérych bedziemy bazowaé podczas
dalszego zglebiania pomystu:

1. Zlozenie kartki wpot oznacza, ze na ,,zewnatrz” zagiecia powstaje tuk
kolisty o takiej dlugosci, by suma ,,zewnetrznej” powierzchni odpowiadala
powierzchni kartki przed ztozeniem.

2. ;Wewnetrzna” czes¢ zagiecia jest punktowa — kartka zostaje w tym miejscu
,ztamana’.

3. Konsekwencja punktow 2 i 3 jest fakt, ze objetosé kartki na obszarze
zagiecia maleje dwukrotnie. Przyja¢ wiec mozna jedna z dwéch mozliwych
interpretacji:

e $rednia gesto$¢ kartki na zagieciu jest dwukrotnie wigksza niz przed
wykonaniem zgiecia,

e po wykonaniu zagiecia po stronie przeciwnej niz nowo utworzony tuk
powstaje klin ,kompensujacy” ubytek w objetosci.

Niezaleznie od tego, ktéra z powyzszych opcji przyjmiemy, warunki 11 2

pozostaja spelnione.

Tym samym mozemy rozpoczacé nasza przygode. W celu ulatwienia
obliczenr wprowadZmy oznaczenia (jak na rysunkach): l,,, — dlugo$é plaszczyzny
kartki (bez luku), w, — adekwatnie, szeroko$é plaszczyzny, d — poczatkowa
grubo$é kartki, gdzie m oraz u naleza do zbioru {0,1,2,...}.

W pierwszej kolejnosci wyrazmy grubo$¢ kartki po n zgieciach:

D,=d-2".

Dalej przyjmijmy nastepujaca definicje dtugosci i szerokoéci: operacje
rozpoczynamy od wykonania zagiecia réwnoleglego do krawedzi szerokosci W,
nastepnie do krawedzi dtugosci £, znowu W itd. Diugosé¢ i szeroko$é wybieramy
wiec, okreslajac kolejnosé wykonywanych zgieé (o sprzecznie z lingwistyczna
konwencja nie musi by¢ wieksze od wy).

n=1 W1=W0

20 +md =1y +0
1
llzi(lo—ﬂ'd)
Li=11+d
Lo =L,

n=2

1
wy = §(w0—71'-2d)

Wy = wq + 2d

2wy + 2nd =W = wp + 0

Ws =Wy
200 +4nd =Ly =11 +d

Ws =W,y
203 + 167d = L4 = 1o + 4d

1
l2:§(11+d—ﬂ'4d)
L3 =1+ 4d

Lys=L3
2wy + 8md = W3 = wy + 2d

1
I3 = §(l2+4d—ﬂ"16d)
Ls =13+ 16d

Le = L5
2wz + 327d = W5 = wy + 8d

n=4 n==~0

1
wg = §(w2+8d—7r-32d)

Wes = w3 + 32d

1
wgzi(w1+2d—7r~8d)

Wy = ws + 8d

Majac te posta¢, mozna juz utworzy¢ wzér ogélny na I, (oczywiscie dla m > 0):
1
I = 5(zm_1 + 4™ 72 |d — 7w - 4™ ).
Rozwijajac powyzsza rekurencje (podstawiamy kolejno wzory pod l,,,—1,
potem [,,,_o itd.), dostajemy sume, ktéra mozna na powrét zwinaé, stosujac
wz6r na sume ciaggu geometrycznego, i zastepujemy tym samym wzor
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Rys. 4. Skrajny przypadek (kartki nie da
sie juz zlozyc)

rekurencyjny iteracyjnym:
1 1-—g8m! 1 1-8™
l l d — | —md| .
m ot [2m1 1-8 } F{2m18]
Wyobrazmy sobie teraz przypadek skrajny, po ktoérego przekroczeniu wykonanie
nastepnego zgiecia bedzie niemozliwe (rys. 4).
Widag¢, ze zachodzi¢ musi:

lm 2 0.

7 tego warunku, po krétkich przeksztalceniach, otrzymujemy nieréwnosc:

7
Llg—2+7
m < logg (dol>.
]
1

Podobne wyprowadzenie przeprowadzamy dla szerokoéci w,, i otrzymujemy:
wo—2+m
<lo 240 7 1.
U x g8< 8r — 2 > +
Wystarczy teraz okresli¢ liczbe zgie¢ wzdluz krawedzi £ i W.
Poniewaz liczba zgie¢ jest liczba catkowita oraz zachodza nieréwnosci postaci

m,u < ..., mamy:
7
Llg—2+m
m:{log8<do 1 )J:
T—1

’U)O 2+7T
T3

Powyzsze rownosci okreslaja maksymalna liczbe zgie¢ kolejno dla krawedzi £
i W (przy zalozeniu, ze przy zginaniu jednej z krawedzi bylo mozliwe zgiecie tej
drugiej).

Jesli m > u, mamy ciag zgie¢ (np. tutaj m =n + 3):
1 1 2 2 u m—2 m—1

LOWT LW T W o T

Caly mozliwy do wykonania ciag zgie¢
Czyli catkowita liczba zgie¢ dla m > u to n = 2u + 1.
Jesli natomiast m < w, mamy ciag zgie¢ (np. tutaj m = u — 3):
1 1 2 2 m u—2 u—1 u

COWTLTOWT T T W W

Caly mozliwy do wykonania ciag zgie¢

Czyli calkowita liczba zgie¢ dla m < u to u = 2m. Ogdlny wzér na n ma postac:

glo 24w
m = |logg | ——F—

2u+1 dlam>u dla T—y
2m dlam < u 2d —247
u = |logg wil

1

Przetestujmy teraz nasz algorytm. Biurowa kartka papieru w formacie A4
ma standardowo wymiary: 297 x 210 x 0,1 mm. Podstawiajac je odpowiednio do
ustalonych wzoréw, sprawdzimy, ile razy mozna zgiaé¢ kartke wzdtuz dtugosci
i szerokodci (pamietajac jednoczesnie, ze dlugosé w naszym problemie to
krawedZ, w poprzek ktérej wykonujemy pierwsze zagiecie).
dla lp = 297 mm i wg = 210 mm
m=1[4,27| =4
=13,77] =3

m>u:>‘n:2u+1:7




dla lp = 210 mm i wg = 297 mm
m=[4.103] =4
u=1,3.937] =3

m>u:>‘n:2u+1:7

Widaé, ze kartke papieru w formacie A4 mozna zgia¢ co najwyzej 7 razy, co
zgadza si¢ z popularng miejska legenda.

Po przeprowadzeniu podobnych obliczen dla kartki A3 o tej samej grubosci
(297 x 420 x 0,1 mm) okazalo sig, ze bardziej oplacalnym jest przyjaé lp = 297 mm
i wyp = 420 mm (krétsza krawed? jest zginana jako pierwsza), co daje nam
maksymalng liczbe zgie¢ rowna 8.

Papierem na Ksiezyc. Dochodzimy do miejsca, w ktérym spelnimy obietnice
z tytulu. Sprobujmy ustali¢é wymiary kartki papieru o grubosci d = 0,1 mm
potrzebnej do zbudowania potaczenia migdzy powierzchniami Ziemi i Ksigzyca
wylacznie przez wielokrotne zginanie jej wpot. Srednia odlegtos¢ miedzy
powierzchniami Ziemi i Ksiezyca wynosi okolo 376 291 km. Policzmy, ile razy
nalezaloby ztozy¢ nasza kartke papieru, aby dosiegnaé do Ksiezyca.

D,, = S, = 376291 km = 376291 - 10° mm = 0,1 mm - 27,
291 - 106
n= [1 ) (376 o110 mmﬂ = [41,775] = 42.

0,1 mm
n = 42 jest liczba parzysta, wiec mamy przypadek n = 2m, czyli nastapi taka
sama liczba zgie¢ wzdluz dlugosci i szerokosci m = v = 21. Kontynuujemy
obliczenia, przywolujac wzory na m i u, i otrzymujemy wymiary (lp X wp):

2546,85 au x 5093,7 au

(1 au &~ 150 - 10° km).

Uktad Stoneczny. Chcac wyobrazié¢ sobie rozmiar naszej kartki, mozemy
poréwnac ja z rozmiarami Ukltadu Stonecznego, ktérego promien szacowany
jest na okolo Ry = 4498252900 km ($rednia odleglo$é Neptuna od Storica).
Poréwnajmy pole powierzchni kartki Py z powierzchnia Ukladu Stonecznego P;
(a raczej polem powierzchni kola o krawedzi zarysowanej przez usredniona orbite
Neptuna):

Pp =1y - wo = 2,903271 - 10?* km?,

P, =R} = 6,356786 - 10" km?,

Py
— =4 1 .
D 567,1995

S
Przez fakt posiadania bez mala 4600-krotnosci powierzchni aktualnie
zamieszkiwanego przez nas ukladu planetarnego oczywistym jest, ze nasza
kartka bez watpienia zastuguje na miano megastruktury.

Dla zobrazowania skali wielkosci naszej kartki mozemy pordéwnaé ja
z najodleglejszym od Ziemi obiektem wystanym przez czlowieka — sonda misji
Voyager I (korzystajac z danych na moment: 00:00 UTC 01.01.2025):

km % - R'UI
Vu, = 16,9995 P R,, = 24798697 389 km, t= v
vr

Zakladajac, ze sonda bedzie leciala ze stala predkoscia V,,, — osiagnie punkt,
w ktérym pole powierzchni P, = FR%I stycznego do niego kola (ze $rodkiem
w Sloricu) bedzie identyczne z polem naszej kartki papieru, w 2545 roku.

Alternatywy. Ostatecznie wartym nadmienienia jest fakt, iz powyzsze ustalenia
poprawne sa wylacznie dla skladania naprzemiennego (wzdtuz krawedzi £ i W).

Analogiczna metoda Czytelnik moze wyprowadzi¢ wzor dla kolejnych ztozen
réwnolegle do wylacznie jednej, wybranej krawedzi kartki papieru. Tym
sposobem ustali¢ mozna, na przyklad, przewidywana liczbe zlozen calej rolki
papieru toaletowego.
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Czlowiek ukryty w genomie

W potowie lutego 2001 roku amerykanski noblista, mikrobiolog, David Baltimore
we wstepniaku do magazynu Nature wyznal: [Widzialem wiele ekscytujacych
odkry¢ z biologii w ciagu ostatnich 40 lat, jednak czulem ciarki na plecach, gdy
czytalem artykutl opisujacy zarys naszego genomu”.

Zapowiadal w ten sposéb prace, w ktorej konsorcjum Human Genome Project
opisywalo wstepne wyniki sekwencjonowania ludzkiego DNA. Start projektu

w 1990 roku oglosit sam James Watson, ktéry poréwnal zadanie rozszyfrowania
informacji ukrytej w ludzkim DNA do misji ladowania czlowieka na Ksiezycu.

Przez kilkanascie lat napiecie rosto, oczekiwania byly olbrzymie, mialo sie
przeciez okazaé, jak na poziomie czasteczek realizowane jest powstanie cztowieka.
Jednym z wazniejszych parametréw, o ktéorym dyskutowano, byta liczba gendéw
zakodowanych w naszym DNA. Wiadomo byto juz sporo o liczbie genéw

u innych organizmoéw. np. bakteria Fscherichia coli ma ich okoto 4 tysiecy,
malenka roslina, rzodkiewnik pospolity — 25,5 tysiaca, a mierzacy 1 mm nicien
Caenorhabditis elegans okolo 20 tysiecy.

Dzi$ moge fantazjowac, ze moze tuz po ciarkach u noblisty pojawity sie
krople potu, bowiem wstepny wynik byl zadziwiajacy: ogloszono, ze genom
ludzki koduje miedzy 20 tysigcy a 30 tysiecy genoéw. Ta skromna liczba mogta
podsuwaé watpliwoéci, czy w opisie funkcjonowania zywych komorek nie
popeliono fundamentalnego bledu?

Tu musze doprecyzowaé, co w tej wyliczance oznacza stowo ,,gen”. Definiowano
go jako fragment DNA, w ktérym zakodowana jest informacja o budowie
biatka. Biatko zas to czasteczka, ktora sie sktada z tanicucha nie mniej niz 100
aminokwaséw.

Analiza calego genomu ludzkiego wykazala, ze sekwencje, ktére koduja biatka,
to jedynie 1 do 2% calo$ci. Powstalo zatem pytanie: co znajduje si¢ w pozostalej
,clemnej materii” (dark genome)?

Po ponad 20 latach wiemy wigcej, cho¢ wiele pozostaje do wyjaénienia.

Najwiecej jest reliktow z przesztosci, fragmentéw samorzutnie kopiujacych sie,
pradawnych wiruséw i innych aktywnych elementéw, ktore sa skutkiem proceséw
zachodzacych w DNA. Duza cze$¢ genomu stanowiag sekwencje kodujace rézne
typy RNA, czasteczek, ktére majg fundamentalne funkcje dla zycia komérki.
Biorg udzial w tworzeniu struktur niezbednych do produkcji biatek. Wiele

z nich, w tym bardzo krétkie, reguluje dziatanie genéw: ilos¢ produkowanych
biatek, to, jak dtugo sa produkowane i jak szybko sg degradowane. Nie mozna
tez zapomnie¢ o fragmentach pelnigcych funkcje strukturalne — dzigki niektérym
bardzo dlugie czasteczki DNA moga by¢ pakowane do struktur odpornych na
uszkodzenia mechaniczne, co jest krytyczne w trakcie podzialow komoérkowych;
inne sprawiaja, ze czasteczki DNA nie ulegaja skracaniu; a dzieki innym DNA
moze by¢ duplikowany.

Czas eksploracji jeszcze sie nie skoniczyl. John Prensner, neuroonkolog dzieciecy
z Bostonu po bezskutecznych, poszukiwaniach genéw zwigzanych z nowotworami
u dzieci wrécil do analizy genomu, zmieniajac kryteria wyszukiwania. Podstawa
byly sporadyczne informacje o istnieniu w komorkach czasteczek bedacych
tancuchami aminokwasow krotszych niz 100. Prensner przyznaje, ze byto mu
trudno uzyskaé finasowanie dla badan nad takimi minibiatkami, gdyz uznawano
je dotad za komoérkowe ,,$mieci”, szybko ulegajace degradacji. Udato mu sie
jednak zgromadzi¢ miedzynarodowe grono, ktore podjeto sie poszukiwania
minibiatek. Dzieki analizie wielu prac badawczych i baz danych kanoniczna
definicja ,biatko to wigcej niz 100 aminokwaséw” zostala w koncu podwazona.

Okazalo sig, ze sposrod 7264 sekwencji, ktore mogltyby kodowaé¢ minibiatka,
okolo jedna czwarta jest aktywna, dzieki czemu powstaje okoto 3000 réznych
minibialek (jedna sekwencja DNA moze kodowaé¢ wigcej niz jedno biatko).
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Jedno z nich, ASDURF, jest na przykiad produkowane w nadmiarze

w komorkach rdzeniaka zarodkowego, trudnego do zdiagnozowania nowotworu
dziecigcego. Jego nadprodukcja wydluza czas zycia komoérek nowotworowych.
Inne badania wskazuja na role mikrobiatek w rozwoju otytosci, raka trzustki

i w chorobach metabolicznych.

Co zatem stanowi esencje ,cztowieka” na poziomie czasteczek? Jako jedyny
gatunek, ktory jest w stanie analizowaé¢ wlasny genom, musimy wciaz zachowad
pokore dla ztozonosci rozwigzan natury i cierpliwie szuka¢ dalszych odpowiedzi.
Bo przeciez wiadomo bylo, Zze to nie moze by¢ proste. ..

Marta FIKUS-KRYNSKA

Artykul jest skrétem pracy z 45. edycji
Konkursu Uczniowskich Prac

z Matematyki im. Pawla Domanskiego.

Z pelng jej wersja mozna zapoznac si¢ na
stronie [deltami.edu.pl. Autor chcialtby
bardzo podzigkowaé dr. hab. Mariuszowi
Skalbie za opieke merytoryczna.

Strukture, ktérej elementy mozemy
dodawaé, odejmowadé, mnozy¢ i dzieli¢

z wyréznionymi elementami 0 (ktérego
dodanie nic nie zmienia) i 1 (mnozenie
przez ktére nic nie zmienia), nazywamy
ciatem. Cialem jest zatem zbioér liczb
rzeczywistych, wymiernych, lecz réwniez
opisany tu zbiér K.

Dla = € K liczbe o(x) nazywa sie czesto
sprzezeniem x.

Przedstawione tu wlasnoéci pozwalaja
nazwaé funkcje o automorfizmem
ciata K.

Odwzorowania addytywne i geometria
Franciszek HANSDORFER

Rozwazmy zbior
K={a+b/2:a,beQ}.

Do tego zbioru naleza zatem liczby 14 2v/2 czy % + %ﬂ Oczywiscie naleza
do niego wszystkie liczby wymierne (wystarczy wzia¢ b = 0), w tym liczby 0 i 1.
Ponadto jesli wezme dowolne dwie liczby z K, to ich suma i réznica réwniez
naleza do K. Tak samo jest z iloczynem, o czym przekonuje nas ponizsza
rOwnos¢:

(a4 bV2) - (c+ dV2) = (ac+ 2bd) + (be + ad) V2.
Operacja dzielenia tez nie wyprowadza poza K, w czego uzasadnieniu pomaga
szkolna sztuczka na pozbywanie si¢ niewymiernosci z mianownika:

a+bv2 _ (a+bv2)(c — dv/?2) _ ac—2bd n be — ad 3
c+dv2  (c+dV2)(c—dy2) =24 2 —2d>" "
Zdefiniujmy teraz funkcje o : K — K wzorem:
o(a+bv2) =a—bv2.
Przeksztalcenie o w ten sposéb zdefiniowane ma ciekawe wlasnosci. Zacznijmy
od tego, ze dobrze sie ono zachowuje ze wzgledu na dodawanie i mnozenie. Niech
r=a+bV2,y=c+dy2, gdze a,b,c,d € Q. Wtedy:
ox+y)=ocla+c+(b+d)V2) =a+c—(b+d)V2
=a—b/2+c—dV2=0(x)+0o(y),

olzy) =0 ((a + bV2)(c + d\/i)) = o(ac+ adv/2 + bev/'2 + 2bd)
=0 ((ac +2bd) + (ad + bc)\/i) = (ac + 2bd) — (ad + be)V/2
= (a = bV2)(c — dV2) = a(2)a(y).

Pokazalismy, ze o jest addytywna i multiplikatywna. Co istotne, zachowuje ona
elementy neutralne dodawania i mnozenia, czyli 0 i 1 — rzeczywiscie, ¢(0) = 0 oraz
o(l) =1

Chociaz o jest bardzo porzgdng funkcjg z algebraicznego punktu widzenia,
to z analitycznego punktu widzenia juz taka regularna nie jest. Wykazemy
mianowicie, ze o nie jest ciagta w zadnym punkcie. Przypomnijmy najpierw
definicje Heinego ciaglosci funkcji:
f jest ciggla w punkcie xo wtedy i tylko wtedy, gdy:
Y(zy): lim z, =z = lim f(z,) = f(z0).
n—oo n—oo
Niech wiec g = a + bv/2, gdzie a,b € Q.
Definiujemy teraz ciag , = a + bv/2 + (1 — v/2)". Poniewaz |1 — /2| < 1, wiec
lim =z, = a+b\/§:x0.

n—oo
Korzystajac z wlasnosci funkcji o, mamy:

o(ea) = o(a+ V2 + (1 VA)") =a— bV + (1 + V)"
11


http://deltami.edu.pl

$Q:2

Py

|1 P

1F(P2)

b*;F(Q?)
'

| F(P1)

[(Pr)
Py Ps

Rys. 2. Przeksztalcenie F' moze zamienié
wierzcholki tréjkata ostrokatnego na
rozwartokatnego. Na powyzszym rysunku

mamy P1 = (1+ 2,3+ v2), P, =
A+V2,1+ %), Py=(3+ 2,1+ 2)

Poniewaz 1 + /2 > 1, wiec ciag (o(z,,)) jest rozbiezny. Zatem:
o(zn) 4 o(xo).

Dowiedlismy wiec, ze o jest nieciagla w dowolnie wybranym punkcie zg € K.

Sprébujemy teraz zbadaé¢ funkcje o pod wzgledem geometrycznym. W tym celu
potrzebujemy odpowiednika funkcji o zdefiniowanego na ,ptaszczyznie”. Niech
wiec F : K2 — K? bedzie dla x,y € K okreslone wzorem:

F(z,y) = (o(z),0(y)).
Tak zdefiniowane F' ma bardzo ciekawe, paradoksalne wrecz, wlasnosci. Z jednej
strony F' jest bardzo nieregularne, bo wszedzie nieciagle, co wynika z wyzej
udowodnionej nieciagloéci o.

Z drugiej jednak strony F' jest bardzo regularne, gdyz jest addytywne. Otéz dla
T1,Y1, 22, y2 € K mamy:

F((z1,91) + (72,92)) = F(x1 + 22,91 + y2) = (0(71 + 22),0(y1 + y2))
= (o(z1) + o(z2),0(y1) + 0(y2)) = F(z1,y1) + F(z2,92)-

Analogicznie mozemy uzasadni¢, ze dla dowolnych «, z1,zo € K zachodzi
Fla- (z1,22)) = o(a) - F(x1,x2).

Co dla nas najwazniejsze, z geometrycznego punktu widzenia F' zachowuje
pewne podstawowe wlasnosci geometryczne. Po pierwsze, F' zachowuje
wspOlliniowosé punktéw. Wynika to z faktu, ze jesli X = (z1,22), Y = (y1,92)

i Z = (21,22) sa wsp6lliniowymi punktami z K%, to X - Y = a - (X — Z) dla
pewnej liczby a € K, a stad F(X) — F(Y) = o(a) - (F(X) — F(Z)). Dlatego
obrazami prostych (w obcieciu do K?) w przeksztatceniu F sa proste. Poniewaz
jednak funkcja o moze zmieni¢ znak lub zamieni¢ liczbe o module wiekszym od 1
na taka o module mniejszym od 1 (np. dla a = 1 + /2), obrazami odcinkéw nie
sg odcinki.

Ponadto F zachowuje réwnoéé odleglosci, czyli dla X,Y, Z, T € K? mamy:
(1) d(X,Y)=d(2,T) = d(F(X),F(Y))=d(F(Z),F(T)),
gdzie przez d(-,-) oznaczamy euklidesowa odleglo$é na plaszczyznie. Sprawdzenie
jest proste. Niech X = (z1,22),Y = (y1,92),Z = (21,22),T = (t1,t2). Poniewaz
d((z1,%2), (y1,y2)) = d((21, 22), (t1,12)), wige
(1 —21)? + (g2 — 22)% = (b — 21)° + (t2 — 22)°.

Do obu stron przyktadamy funkcje o:

(0(y1) — a(@1))? + (0(y2) — o(w2))? = (0(t1) — 7(21))% + (o(t2) — 0(22))2.

Zatem
d(F(X), F(Y)) =d(F(Z),F(T)).

To, ze F zachowuje réwno$¢ odleglosci, nie oznacza jednak, ze jest izometria.
Na przyklad dla punktéw P; = (1,14 v/2), Py = (2 4+ /2,2 + v/2),
Q1= (—1,14+v2),Qs = (0,2 + 2v/2) mamy d(P;, P;) = d(Q1,Q2). Ale na
mocy (1) mamy tez d(F(Py), F(P)) = d(F(Q1), F(Q2)), jednakze, jak mozna
zobaczy¢ na rysunku 1 (lub obliczy¢), d(Py, P2) # d(F(Py), F(P2)).
Poza tym F zachowuje prostopadlosé wektoréw. Niech X,Y, Z € K? i zalézmy, ze
xYXZ=90° czyli (X -V, X —Z) =0:
(z1 = y1) (1 — 21) + (22 — y2) (22 — 22) = 0.

Po przylozeniu funkcji o do obu stron otrzymujemy:

(o(21) = 0(y) (9(a1) — 0(21)) + (0(2) = 7(12)) (0(2) = 7(22)) = 0(0) = 0,
czyli

XF(Y)F(X)F(Z) =90°.

W ogélnoéci przeksztalcenie F' nie zachowuje jednak katow miedzy prostymi, co
ilustruje rysunek 2.

Przeksztatcenie F' godzi w sobie sprzeczne natury: dzikg nature analityczna
(nigdzie nie jest ciagle) i lagodng nature algebraiczno-geometryczna (jest
addytywne, zachowuje réwno$¢ odleglodci i prostopadios$é wektoréw). Zachecam
Czytelnika do wlasnych badan nad jego wlasnosciami!
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ktualnosci (nie tylko) fizyczne

Arno Penzias (1982).
Fotograf: Willy Pragher, CC BY 3.0 DE

Leon Cooper (1972)

Pé6zny koniec XX wieku

Byta wojna, wiec nie chodzil do zwyklej szkoty, ale uczyl si¢ z ksiazek.

Choé¢ nigdy nie skonczyl liceum, zostal przyjety na inzynierie chemiczng

na uniwersytecie. Jednak nauczyciele, zauwazywszy jego talent do fizyki,
naktonili go do zmiany kierunku. Po drugim roku zostal wyslany na studia
doktoranckie do USA. Na University of Chicago pracowal pod kierunkiem
Enrico Fermiego — byt jego jedynym doktorantem z fizyki teoretycznej. Fermi
pracowal z nim specyficzna metoda: kiedy nie rozumial jakiego$ zagadnienia
fizycznego, kazal mu przygotowaé dla siebie wyktad na ten temat, a potem
zasypywal go pytaniami. Po doktoracie sformutowat hipoteze o niezachowaniu
parzystosci w oddzialywaniach czastek elementarnych zwanych kaonami.
Hipoteza ta po doswiadczalnym potwierdzeniu doprowadzita go do Nagrody
Nobla w wieku 31 lat.

Byla wojna, jako sze$ciolatek musial prawie rok czekaé¢ na tasce obcych ludzi,
az jego zydowskim rodzicom uda sie wyjechaé z hitlerowskich Niemiec i przejaé
opieke nad dzieémi. Wezesniej jego rodzine prébowano deportowaé do Polski,
ale nasz kraj wlasnie zamknat granice dla zydowskich uchodzcéw. Rodzice
zdotali jednak wystaé go razem z bratem Kindertransportem do Wielkiej
Brytanii. Na uniwersytecie studiowal chemie, bo wydawala si¢ w miare pewna
inwestycja w przysztoéé, ale nauczyciele przekonali go, ze po fizyce tez mozna
sie utrzymac. Prowadzil doswiadczenia z technologia komunikacyjna, ktora
dzi$ umozliwia tacznosé telefonii komérkowej. Myslal, ze do$wiadczenia nie
wychodzily, bo gniezdzace si¢ w antenie golebie zanieczyszczaly ja bialym
materialem dielektrycznym. Jednak po usunieciu zanieczyszczen antena

nadal szumiata. Okazalo sie, ze ten szum to mikrofalowe promieniowanie

tta pochodzace z Wielkiego Wybuchu, a jego odkrycie warte jest Nagrody
Nobla. Po odebraniu lauru z rak szwedzkiego krola polecial do Moskwy,

aby przedstawi¢ wykltad noblowski naukowcom, ktérym sowieckie wladze nie
pozwalaly opuszczaé kraju.

Byta wojna, gdy jako dwunastolatek wysadzil w powietrze szafe w rodzinnym
mieszkaniu, zaspokajajac swoja ciekawos¢ chemika-amatora. Pieé lat wczedniej
zmarla jego matka, emigrantka z Polski. Ojciec, ktory uciekt z Biatorusi

po zwyciestwie bolszewikéw, oddat go do rodziny zastepczej. Do domu
rodzinnego wrocit dopiero, gdy pojawita sie¢ w nim macocha, dla ktérej ojciec
zmienil swoje i jego nazwisko na mniej stowianskie. Kiedy jako poczatkujacy
fizyk otrzymatl propozycje pracy nad teorig nadprzewodnictwa, nie wiedzial,
ze celu tego nie udalo sie osiagnaé Einsteinowi, Bohrowi, Heisenbergowi,
Pauliemu i Feynmanowi. Nie przeszkodzitlo mu to w sformulowaniu tej teorii,
zwanej dzi$ od inicjaléw jej tworcéw teoriag BCS, za co otrzymal Nagrode
Nobla. W pézniejszym wieku porzucit fizyke na rzecz neurobiologii i opracowalt
uzywang do dzi$ teorie plastycznosci synaptycznej. Jego nazwiskiem zostal
obdarzony jeden z gléwnych bohateréow serialu The Big Bang Theory.

Tsung-Dao Lee, Arno Penzias i Leon Cooper moga by¢ Smialo okreslani

jako naukowcy, ktorzy uformowali wazne elementy dwudziestowiecznej

fizyki. Ich losy sa zawezlone z ciemnymi stronami tego stulecia, a ich sukcesy
zaliczaja sie do najwiekszych triumféw ludzkiego umystu odkrywajacego
tajemnice przyrody. Ich odejScie w 2024 roku, podobnie jak Petera Higgsa czy
J.D. Bjorkena, symbolizuje koniec pewnej epoki w nauce. Niektérzy narzekaja,
ze wraz z odejéciem tych uczonych minat zloty wiek nauki, ktéry przyniost
osiagniecia naukowe, z jakimi nie mogg réwnac sie osiagnieca ostatnich
dekad. Niewatpliwie jednak byt to okres, w ktérym wielkie odkrycia byty
dokonywane w malych zespotach lub zgola pojedynczo. I ta wizja samotnego
naukowca-geniusza zostata z nami zdecydowanie na dtuzej.

Kraysztof TURZYNSKI
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Johannes Kepler (1571-1630)

Najogélniejsza forma trzeciego prawa
Keplera wyraza si¢ wzorem Tfnean o« T
(ox — ,proporcjonalne do”), gdzie T jest
czasem obiegu planety po orbicie
eliptycznej, a rmean jest ,,$rednia
odlegtoscia” planety od Stonca.

Kepler obsesyjnie poszukiwal
pitagorejskich harmonii w Ukladzie
Stonecznym. Tak pisze o odkryciu
swojego trzeciego prawa w 1618 roku:

Lecz teraz, odkqgd osiemnadcie miesiecy
temu [zajasnialo] pierwsze Swiatlo, trzy
miesiqgce temu jasny dzien, a kilka dni
temu rozblysto pelnym blaskiem slorice
mych cudownych spekulacji — nic mnie
juz nie powstrzyma. Oddaje sie
swobodnie Swietemu szalenstwu.
,Harmonices Mundi”, wg Jerzy Kierul:
»Kepler”, PIW, 2007.

Trzecie prawo Keplera
i analiza wymiarowa

Grzegorz LUKASZEWICZ*

Drogi, ktorymi ludzie dochodzqg do poznania niebios, wydajg mi sie nie mniej
godne podziwu niz same niebiosa.
(Johannes Kepler)

Celem tego artykulu jest przyblizenie Czytelnikowi probleméw zwiazanych ze
sformutowaniem przez Keplera jego trzeciego prawa, wigzgcego czas obiegu
planety po orbicie eliptycznej z parametrami opisujgcymi jej wymiary, oraz
pokazanie, jak analiza wymiarowa, ktéra wyrosta z proby rozszerzenia na fizyke
greckich koncepcji podobienistwa geometrycznego, stosunku i proporcji, moze
poméc w odkryciu tego prawa fizycznego w jego wspdlcezesnym sformutowaniu.
Na koniec rozwazymy gtéwne zalozenia metody analizy wymiarowej, jej
podstawy metafizyczne oraz zalety i ograniczenia.

Postawmy sie w sytuacji, w ktérej niewiele wiemy i poszukujemy powyzszego
zwiazku w postaci réwnania algebraicznego postaci f(Ty, "'mean) = const, gdzie
T, oznacza czas obiegu planety po elipsie, natomiast 7yean 0znacza jedng ze
$rednich odlegloéci planety od Stonca, np. Srednia arytmetyczna czy $rednia
geometryczng, z obu poélosi, a, b, elipsy lub jeszcze inng ,$rednia odlegtosé”.

Postepujac sciezka metody analizy wymiarowej, musimy najpierw dociec, jakie
wielko$ci sa wazne w naszym zagadnieniu. Rozsadnym jest przyjecie, ze waznymi
parametrami sa czas obiegu planety po elipsie T, wymiary pélosi elipsy a, b,
masa planety m, masa Stonca M oraz stala grawitacji G. Ruch odbywa sie

w centralnym polu grawitacyjnym, F' = —G@g .

Oznaczmy przez [X] jednostke, w jakiej mierzymy wielkos¢ X. Mamy

L3
T MT?
gdzie L, M, T sa pewnymi jednostkami wielko$ci fundamentalnych: dtugosci,
masy i czasu, w mechanice Newtona. Tutaj stala grawitacji G jest wielkoscig
pochodng, mierzona w jednostce bedacej kombinacja poteg jednostek wielkosci
fundamentalnych. Rozwigzanie naszego problemu powinno by¢ zawarte w relacji
postaci
(2) fla,b,m, M;,T,,G) =0,

w ktérej zmiennymi sa liczby dodatnie wyrazajace dlugoéé, mase, czas i stala
grawitacji, mierzone w jednostkach danych w .

(1) [a} =1L, [b] =1L, [m] =M, [Ms} =M, [To} =T, [G]

Zalézmy, ze powyzsza relacja jest niezmiennicza ze wzgledu na zmiang jednostek,
z L,M,T na jednostki L', M',T' postaci L' = aL, M’ = M, T’ =~T, gdzie a, 3,
sg dowolnymi liczbami dodatnimi. Oznacza to, ze w jednostkach L', M’, T’ relacja
ma te sama postaé f(a’,b',m', M., T} G') = 0. Mamy zatem

(3)

b m GM,T?
I =—-, IMy=-—, IIg=—209%,
7 2 M, 3 a3
otrzymujemy
b m GM,T?
4 1,114,115,1,1,1I3) = 1,-,—,1,1, ——2 | =
() f(a 1,412, 14, 4, 3) f<7aaMsv s Ly a3 ) 5

gdzie teraz 111,115, I3 sg wielko$ciami bezwymiarowymsi. Przyjmijmy, ze
rownanie mozna rozwigzaé ze wzgledu na I3, czyli wyrazi¢ te zmienna
poprzez dwie pozostale przy uzyciu pewnej funkcji ¥:

2
GM.T, (H17H2)=¢<

o) e - .

a’ Ms> '
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Majac do dyspozycji wzér , Kepler wiedzialby, ze jest
na dobrym tropie. Natychmiast zauwazylby, ze poniewaz
orbity eliptyczne wszystkich znanych mu planet Uktadu
Stonecznego sa zblizone do okregéw, a masy planet sg
zaniedbywalne w poréwnaniu z masa Storica, wiec prawe
strony wzoru dla poszczegdlnych planet powinny by¢
liczbami niewiele oscylujacymi wokét wartosei (1, 0).
Warto przypomnieé, ze Mikolaj Kopernik, idac za tradycja
starozytnych, traktowal orbity planet jako okregi. Nie
moglby zreszta odkry¢ elipsy, poniewaz nie dysponowal
wystarczajaco doktadnymi obserwacjami. Kepler miat
juz dokladniejsze dane, oparte na obserwacjach Tychona
Brahego. W obliczeniach prowadzacych do oryginalnego
keplerowskiego sformulowania trzeciego prawa, z jedng
stalg dla wszystkich planet, Merkury sprawial mu ktopot
ze wzgledu na swoj mimosréd, ktory jest od jednego do
dwéch rzedow wiekszy niz mimosrody innych znanych
wtedy planet. Kepler wykluczyl wigc go z rozwazan. Czy
dobrze zrobit?

Okazalo sie, ze nie, ale Kepler nie mogl jeszcze
skorzystaé¢ z mechaniki Newtona, powstala dopiero
pdzniej. Jej konsekwencja jest piekny wzor:
(6) GM,T? 472

r?ﬂean (1+%)(1762)% 7
bedacy Newtonowska wersja trzeciego prawa
Keplera. Przypatrzmy mu si¢ dokladniej. Zawiera
on jawnie wszystkie istotne dla astronoméw parametry
dynamiczne i geometryczne: stala grawitacji G, mase
Stonca Mj, czas obiegu planety po orbicie T}, i jedna
z naturalnych $rednich z obu pélosi planety, srednia
geometryczng rmean = vV ab, okreslajaca érednia odlegloéé
planety od Stonca — po lewej stronie rownania oraz
stosunek masy planety do masy Stornica Mﬂ i mimosréd

planety e = 4/1 — (2)2 okreslajacy jej ksztalt — po

prawej stronie réwnania.

W przypadku, gdy masy planet sa zaniedbywalne

w poréwnaniu z masa Storica, a ich mimosrody sa
bardzo male, to w granicy %S — 0, e = 0 prawa strona
jest wtedy réwna 472, czyli z dokladnoécig do czterech
miejsc po przecinku 39,4784.

Sprawdzmy teori¢ Newtona. W tym celu nalezy
popatrze¢ w niebo i mierzy¢. Napiecie ro$nie, gdyz

jej niezgodno$é z trzecim prawem Keplera, ktore dogé
doktadnie zgadza si¢ z obserwacjami astronomicznymi,
zaprzeczalaby jej uniwersalnosci. Mamy nastepujace

Harmonters Lie. V. 131

Eshris snegulardsag, el b megimor Cubusinne, Huie Becordirfoolan

ran i
Harum. el ide s
eheiur qurp’.‘"llri:.’n.";u:i:u':ul:irr:lm
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Pomysty Keplera z wieloScianami

dane astronomiczne (za $redni promieni orbity
przyjmujemy tu rmean = vV ab):

Cialo Okres Sredni Wielokrotnosé¢ | Mimogréd
niebieskie | obiegu | promien orbity masy orbity
w latach | w km x 1076 Ziemi

Stonce — — 332488,0 —
Merkury 0,241 57,3 0,0543 0,2056
Wenus 0,615 108,2 0,8136 0,0068
Ziemia 1,000 149,6 1,0000 0,0167
Mars 1,881 2274 0,1069 0,0934
Jowisz 11,863 777,9 318,35 0,0484
Saturn 29,447 1425,7 95,3 0,0539
Uran 84,017 2869,0 14,58 0,0473
Neptun 164,791 4498,3 17,26 0,0086
Pluton 248,021 5812,8 < 0,1 0,2488

Stad otrzymujemy interesujacy nas diagram pokazujacy

. . GM,T?
wartosci —z——2

mean

dla kolejnych ciat Uktadu Stonecznego.

41,5 T
[ ]
o
£
=
41,0 |- =
[ ]
i
405 & -
8
=
wm
40,0 |- - - & L 5 I -
=] = = & = =] =
s £ Y : 3 E £
= g = Q o 5]
39,5 - ° 'y (] L . % N
39,0

Przygladajac sie powyzszemu diagramowi, widzimy, ze
przeprowadzone obliczenia rzeczywiscie potwierdzaja
teorie Newtona. Wieksze odchylenia dla Merkurego

i Plutona od stalej granicznej 472 wynikaja z ich
duzych mimosroddw.

Mozemy teraz powrdci¢ do wzoru . Dokonujac
prostego rachunku na wzorze @, mozemy napisac
wzOr w ostatecznej formie jako
7 GM,T? B 472

ad 1+

Wzory @ i sg rownowazne i oba reprezentuja
trzecie prawo Keplera. Ze wzorow i wynika, ze
stata (1,0) jest réwna 472.

Sussazcem niiabda déa veludi conjugia hemm Hguranm ,ex

HarmoxicisLin. V. 207
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Uklad planet i harmonie w muzyce



Prowadzone sa dyskusje, jak rozszyfrowaé
oryginalne sformulowanie trzeciego prawa
Keplera.

Jest jednak calkowicie pewne i dokladne,
ze stosunek czaséw okresowych
dowolnych dwéch planet jest dokladnie
stosunkiem potegi 3/2 $rednich
odleglosct, to jest samych kul; pod
warunkiem jednak, zZe Srednia
arytmetyczna obu Srednic orbity
eliptycznej bedzie nieco mniejsza niz
dluzsza Srednica. ,Harmonices Mundi”

Srednia odlegltos$é planety od Storica
wzgledem zmiennej p wyraza si¢ poprzez

catke
1
Tp = */T(p)dp,
p

gdzie r jest promieniem wodzacym
planety po orbicie eliptycznej.

Na przyktad $rednie mierzone wzgledem
czasu (t), dtugosci tuku (s) i kata obrotu
(0) dla ruchu po okregu z centrum pola
sil w jego centrum sa réwne sobie (réwne
promieniowi okregu), natomiast dla elipsy
o pélosiach a, b réznia si¢ od siebie,

re = a(l+ €2/2), rs = a, rg = b, [Stein,
1977].

Ogdlne uwagi o analizie wymiarowej w fizyce

Ponizej przedstawiamy kilka ogélnych uwag dotyczacych

Gwoli écistosci historycznej nalezy powiedzieé, ze nie ma pewnoéci co do tego,
jak Kepler rozumial swoje trzecie prawo, gdyz w ,,Harmonices Mundi” nie
okresla on w jasny sposob, co rozumie przez ,S$rednia odlegtosé¢”, a zgodnosé
jego oryginalnego trzeciego prawa z jego pomiarami orbitalnymi ruchu planet
dotyczylta tylko orbit o bardzo malych mimosrodach. Jak wspomnielismy,
Merkury sprawial mu ktopot, podobnie jak pézniej wielu innym [Dembny, 2023].
Oryginalne sformulowanie Keplera nie moglo by¢ sformutowaniem ([7)),

gdyz nie wystepuje w nim mimosréd, natomiast w zasadzie moglo by¢
sformulowaniem (6). W artykule [Vijaya, 2019] mozna znalezé wnikliwa
rekonstrukcje rozumowania Keplera, prowadzaca do propozycji oryginalnej
keplerowskiej ,$redniej odlegtosci”.

Oczywiscie Kepler nie wiedzial jeszcze nic o Uranie i Plutonie. (Pluton zostal
wykreslony z listy planet przez Miedzynarodowa Uni¢ Astronomiczna, IAU, bez
zgodnego poparcia spolecznodci, nie tylko astronoméw, w 2006 roku).

Kroétkie podsumowanie metody analizy wymiarowej. W rozwazanym
powyzej zagadnieniu najpierw wyodrebniliémy istotne dla jego rozwiazania
wielkosdci fizyczne. Nastepnie przyjelismy dtugosé, mase i czas jako wielkosSci
fundamentalne, a stala grawitacji jako wielko$¢ pochodna, dajaca sie przedstawicé
jako iloczyn poteg wielkosci fundamentalnych. Dalej postulowaliémy istnienie
pewnej relacji miedzy istotnymi wielkosciami, niezmienniczej ze wzgledu na
skalowanie. Korzystajac z niezmienniczodci tej relacji, otrzymaliSsmy, poprzez
odpowiednie skalowanie, relacje wiazaca ze soba trzy bezwymiarowe wielkosci.
Relacja ta zawierala w sobie trzecie prawo Keplera. Matematyczne uzasadnienie
przeprowadzonych operacji jest zawarte w najwazniejszym twierdzeniu metody
analizy wymiarowej, tzw. Twierdzeniu II, [Barenblatt, 2003], [Birkhoff, 1960],
[Cantwell, 2002].

Powyzszy przyklad pokazuje zaréwno site, jak i pewne ograniczenia analizy
wymiarowej. O sile tej metody $wiadczy to, ze przy jej pomocy wyprowadziliémy
trzecie prawo Keplera, niewiele wiedzac o fizyce zagadnienia. Metoda ta pozwala
znalez¢é prawidlowa odpowiedZ w rozmaitych sytuacjach, gdy nie mamy wielu
danych. Potrzebna jest natomiast $wiadomo$¢ pozwalajaca zalozy¢ czy zgadnad,
od jakich wielkosci ta odpowiedz moze zaleze¢. Zauwazmy, ze gdybysmy

w definicji II3 uzyli masy planety, a nie masy Storica, to obliczenia dla lewej
strony wzoru (6) bylyby rozstrzelone. Sama analiza wymiarowa nie podpowiada,
ktéry wybor, M czy m, jest wlasciwy. Potrzebna zatem jest wiedza i intuicja
fizyczna. Ten fakt $wiadczy o pewnym ograniczeniu analizy wymiarowej.

We wstepie do monografii [Barenblatt, 2003] (patrz tez uzupelniajacy material
filmowy) przedstawiony jest przyklad pokazujacy, jak w rekach takich uczonych
jak Geoffrey I. Taylor i John von Neumann analiza wymiarowa pozwolita
oszacowa¢ mechaniczny efekt eksplozji atomowej. Byt rok 1940 i byla to bardzo
cenna informacja dla celéw wojennych. Ciekawe przyklady zastosowan analizy
wymiarowej w matematyce i fizyce sa przytoczone w artykule [Wéjcik, 2024].

zdefiniowane w kategoriach konkretnych wielkosci
dzialania, predkosci i czestosci, ktére wtedy powinnismy
przyjaé jako wielkosci podstawowe [Grozier, 2020].

analizy wymiarowej w fizyce, w szerszym kontekscie

modelowania matematycznego.

W fizyce nie ma uniwersalnych fundamentalnych
wielkos$ci, sa one sprawg wygody i konwencji, nawet
w danej teorii fizycznej. Przyjmowane w mechanice
newtonowskiej dtugos$é (L), masa (M) i czas (T)
jako wielkosci fundamentalne to tez tylko wybér.
Sam Newton wolal wybraé ped (P), sile (F)

i predkosé (V). Przy takim wyborze dlugosé, masa
i czas sa wielko$ciami pochodnymi, z L = PF~'V,
M =PV~1iT = PF~!. Zwréémy tez uwage, ze

w ukladzie SI jednostki masy, dlugosci i czasu sa

Zaklada sie, ze w fizyce wszystkie prawa powinny
by¢ niezalezne od wyboru jednostek, czyli méc by¢
wyrazone w postaci bezwymiarowej.

Nie wchodzimy tu w glebsze rozwazania dotyczace tego
metafizycznego zatozenia (jest ono dyskutowane np. w [Birkhoff,
1960], [Grozier, 2020]). W fizyce pozorna ,oczywisto§é¢” danego
zatozenia nie moze by¢ dowodem na jego prawdziwo$é czy
uniwersalno$é. Newtonowska niezalezno$¢ czasu i przestrzeni to
przyktad pozornie oczywistego zalozenia. Juz Leibniz si¢ z tym
zalozeniem nie zgadzal, ale trzeba byto dlugo czekaé, aby potwierdzié¢,
ze tego zalozenia nie mozna przyjac¢ jako uniwersalnej prawdy

o rzeczywistodci fizycznej.

W swoim magnum opus James Clerk Maxwell napisal:
Rownania, do ktorych dochodzimy, muszq byc takie,
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aby osoba dowolnego narodu, zastepujgc roine symbole
wartosciami liczbowymi wielko$ci mierzonych w jego
wlasnych jednostkach narodowych, uzyskatla prawdziwy
wynik [Maxwell, Treatise” (1873), art. 2]. Wczedniej,
w 1822 roku, zwrocil tez na ten wymog uwage Joseph
Fourier w ,, Théorie Analytique de la Chaleur”. Fourier
jako pierwszy stwierdzil, ze istnieja pewne , jednostki
podstawowe”, w kategoriach ktérych kazda wielko$é
fizyczna ma pewne ,wymiary” mozliwe do zapisania
jako wykladniki. Jeszcze wezesniej Galileusz i Newton
postugiwali sie elementami analizy wymiarowej

w pewnych rozumowaniach [Birkhoff, 1960].

Niezalezno$é praw fizyki od wyboru jednostek to
inaczej ich niezmienniczo$¢ ze wzgledu na grupe
transformacji skalowania. Wiemy, ze np. réwnania
mechaniki Newtona sa tez niezmiennicze ze wzgledu
na grupe transformacji Galileusza. Grupy transformac;ji,
wzgledem ktérych dane réwnanie jest niezmiennicze,
nazywamy grupami symetrii tego réwnania [Cantwell,
2002], [Eukaszewicz, 2021]. Analiza wymiarowa

jest tylko czedcia teorii symetrii réwnan (zaréwno
algebraicznych, jak i rézniczkowych), wyrazajacych
prawa fizyki w ramach rozmaitych jej modeli

Co nieco o energii

(np. mechaniki klasycznej, hydrodynamiki, mechaniki
kwantowej). Symetrie sa niezwykle wazne w calej fizyce,
sg $cisle zwiazane z zasada najmniejszego dzialania

i prawami zachowania.

G. I. Barenblatt, Scaling, CUP, 2003.
https://www.youtube.com/watch?v=wr-e9rGWx0c

G. Birkhoff, Hydrodynamics. A Study in Logic, Fact and
Similitude, Princeton University Press, 1960.

B. Cantwell, Introduction to Symmetry Analysis, CUP, 2002.

M. Dembny, I. Palusinski, G. Lukaszewicz, Uran, Neptun
i Wulkan — trzy planety, z ktorych jedna nigdy nie
istniala, cz. 111, |ALL.

J. Grozier, Should physical laws be unit-invariant?, ,Studies
in the history and philosophy of science” Part A, Vol.
80 (2020), str. 9-18.

Gopi Krishna Vijaya, Original form of Kepler’s Third Law
and its misapplication in Propositions XXXII-XXXVII
in Newton’s Principia (Book I), ,Heliyon” 5 (2019),
DOI: 10.1016/j.heliyon.2019.e01274.

G. Lukaszewicz, Réwnania réiniczkowe i geometria, 1T,/ AL,

Sherman K. Stein, ,,Mean Distance” in Kepler’s Third
Law, ,Mathematics Magazine”, Vol. 50, no. 3, 160—-162
(1977).

A. Wéjcik, Czy metr moze byé kwadratowy?, A3,

Ludwik LEHMAN

Energia to kluczowe pojecie nie tylko w fizyce, lecz takze w innych naukach
przyrodniczych. Jednak bardzo trudno znalez¢é w miare precyzyjna definicje
energii. Z jednej strony to nie dziwi. Podstawowe pojecia sg do zdefiniowania
najtrudniejsze. Co to jest czas? Kiedy nikt mnie nie pyta, wiem. Ale kiedy chce
wytlumaczyé komus, kto o to pyta, juz nie wiem. To stwierdzenie $w. Augustyna
dobrze pokazuje, na czym polega dylemat operowania podstawowymi pojeciami.
Jednak patrzac z drugiej strony, potrzebujemy odpowiednich nazw oraz ich
choéby roboczych, intuicyjnych definicji. W fizyce nazwy pomagaje wytworzyé
stan umystu, w jakim postrzegamy pojecie fizyczne. Dobra nazwa wywoluje

w umyésle obraz, ktory uwypukla najwaziniejsze wilasnosci pojecia i tym samym,
w sposob podswiadomy, intuicyjny pomaga zapoczgtkowac owocne badania. Zla
nazwa moze wytworzyé blokade umystowq, ktora przeszkadza w prowadzeniu
badan. Tak trafnie napisal Kip S. Thorne w ksiazce ,,Czarne dziury i krzywizny
czasu”. Gdy zamienimy w tym cytacie stowo ,nazwa” na ,definicja pojecia” —
otrzymamy rownie trafne spostrzezenie.

Podreczniki akademickie raczej unikaja mierzenia sie z ,intuicyjna” definicja
energii, zaczynajac od operacyjnych definicji energii kinetycznej, potencjalne;j
etc. Na przyklad tak robig Kittel, Knight i Ruderman w ,Mechanice” (czesé¢ tzw.

kursu berkelejowskiego). Stynne ,Feynmana wyklady z fizyki” w podrozdziale
Co to jest energia? oferuja historyjke o Piekielnym Piotrusiu i jego klockach
oraz podsumowanie: fizyka wspdlczesna nie mowi wlasciwie, czym jest energia.
Halliday, Resnick i Walker w ,,Podstawach Fizyki” (w wydaniu z 2012 roku)
pisza tylko: Termin energia ma w rzeczywisto$ci tak szerokie znaczenie, Ze
trudno jest podac jego klarowng definicje. Nastepnie przechodza do operacyjnego
wprowadzania rodzajéw energii. Haslo energia w ,,Stowniku fizycznym” (Wiedza
Powszechna, 1992) rozpoczyna sie nastepujaco: uniwersalna wielko$é fizyczna,

nadajgca sie do opisu wszelkiego rodzaju procesow i oddzialywan wystepujgcych
w przyrodzie. Najistotniejszq cechq e. jest to, Ze podlega ona zasadzie zachowania.
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Podobne bledne koto pojawia si¢ réwniez
w opisie przemian termodynamicznych.
Jednak ze wzgledu na niemozliwosé
obliczenia przyrostéw energii

w zderzeniach wszystkich czastek
wprowadzamy makroskopowa wielko$é
zwang przekazanym cieptem.

Nie zagladamy na razie pod horyzont
czarnych dziur i do prézni kwantowej, bo
to zbyt nowa fizyka.

Patrz tekst Energia wewnetrzna czy
spoczynkowa, Ag4.

~ /A ~ g
— -5
> ~ P4 %
£ N i 4 \
Rys. 1

E. jest funkcjg stanu ukladu fizycznego. Wreszcie Wikipedia (dostep 20.11.2024)
podaje: Energia (gr. evepyera energeia od épyov ergon ,praca”) — skalarna
wielko$¢ fizyczna charakteryzujgca stan ukladu fizycznego (materii) jako jego
zdolnosé do wykonania pracy.

Wilasnie tak — jako zdolno$é¢ do wykonania pracy — najczesciej okresla sig
energie na poziomie podstawowym. Niestety taka definicja cierpi na schorzenie
przypominajace bledne koto. Podstawowym operacyjnym okresleniem energii
jest wzoér obowiazujacy w mechanice klasycznej i w szczegélnej teorii wzglednosci
(podajemy go na poziomie podstawowym):

(1) AE = F - AT,

Przyrost energii ciala (ukladu cial) jest réwny iloczynowi skalarnemu sity
dzialajacej na to cialo i przemieszczenia (punktu przylozenia sity). Wlasnie
iloczyn po prawej stronie nazywamy praca. Przyrost energii ciala jest réwny
wykonanej nad tym cialem pracy. Z kolei sama energia to zdolno$é¢ do
wykonania pracy. Doprawdy niewielki jest pozytek z takiego definiowania,
najpierw W przez E, a zaraz potem F przez W.

Zeby ciato moglo wykonaé prace, musi by¢ zdolne dzialaé silg. Sita —
przypomnijmy — jest miara oddzialywania. Pojecie energii stuzy do
alternatywnego opisu oddzialtywania. Kazde oddziatywanie mozna opisaé

za pomoca, sit lub przekazu energii. Zatem energie lepiej bytoby okresli¢
nastepujaco: energia ciala jest miara jego zdolnosci do oddzialywan.
Taka definicja dobrze sie sprawdza przy zderzeniach czastek (nie tylko)
elementarnych. Wtedy obserwujemy czastki powstajace w wyniku oddzialywan.
Wiladnie energia zderzajacych sie czastek (w ukladzie srodka masy) narzuca
ograniczenia na to, jakie produkty moga w ten sposob powsta¢. Mozna ja zatem
interpretowac jako maksymalng zdolno$¢ do oddzialtywan.

Okreslajac energie jako miare zdolnosci do oddzialywania, usuwamy wspomniane
wyzej zapetlenie. Jednak pojawia sie problem. Czy zdolnos$¢ do oddziatywan
moze by¢ ujemna? Przeciez energia potencjalna moze by¢ ujemna. Wlasnie teraz
trzeba przypomnie¢ znana, ale rzadko przypominang prawde: energia realnych
obiektéw fizycznych jest zawsze dodatnia. Wyraznie wynika to z najstynniejszego
wzoru nauk $cistych:

(2) E =mc”.

Wz6r ten okresla energie wewnetrzna — znacznie czedciej zwang spoczynkowa —
kazdego ciala. Ta zaleznos¢ pozwala obliczy¢ energie catkowita kazdego
nieoddziatujacego z otoczeniem ciala w ukltadzie jego $rodka masy. Dotyczy

to réwniez ukladéw cial (kazde cialo niebedace czastka elementarna jest de facto
ukladem cial). Zatem energia potencjalna oddzialywania skladnikéw uktadu jest
tu wliczona.

Zwréémy tez uwage na to, ze zgodnie ze wzorem (2)) energia catkowita jest
okreslona jednoznacznie. W szczegdlnej teorii wzglednosci energia i ped

tworza, tzw. czterowektor energii-pedu, a wzor (2) okresla jego niezmiennicza
dhugo$é. Warto pamietaé o tym bliskim zwigzku energii i pedu rowniez w fizyce
newtonowskiej, uniknie sie wtedy wielu nieporozumieni. Wzér (1) warto stosowaé
tacznie z réwnaniem okredlajacym zmiane pedu:

(3) Af=F. At

Z réwnan (1)) i (3)) bezposrednio wynika takze zasada zachowania energii i pedu.
Doprawdy wielkie bogactwo tresci kryja w sobie dwa tak niepozorne i proste
wzory! Jak zatem pogodzié¢ ze soba mozliwosé dowolnego ustalenia wartosci
energii potencjalnej z bezwzgledna wartoscia energii wynikajaca z wzoru
Einsteina (2)? Rozpatrzmy to na przykladzie energii elektrycznej. Kazdy
tadunek jest zrédlem pola elektrycznego, ktére jest realnym obiektem fizycznym
istniejacym réwniez bez towarzystwa tadunkéw, np. w fali elektromagnetyczne;j.
Pole to ma zawsze energie dodatnig. Przyjrzyjmy sie dwém przeciwnym
punktowym tadunkom znajdujacym sie poczatkowo nieskonczenie daleko od
siebie (rys. 1).
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Energia pola tadunku punktowego

Jesli poczekamy dostatecznie dlugo, zobaczymy, ze tadunki zblizaja sie do siebie
wskutek kulombowskiego przyciagania. Poniewaz rosnie ich energia kinetyczna,
maleje energia wspdlnego pola elektrycznego. Gdy ladunki sie zetkna, pole
catkowicie zniknie. Poniewaz pole nie jest widoczne, a poruszajace sie tadunki
zaobserwowaé bardzo latwo, fizycy wlaénie im przypisali niewidoczna energie
pola. Nazwali jg energig potencjalna dwdch tadunkéw i dla wygody ustalili, ze
dla tadunkéw nieskonczenie od siebie odleglych jest ona rowna zeru, tak jak
sita miedzy nimi. Niestety w rozwazanym przypadku energia pola jest wtedy
najwieksza! Zatem tak okreslona energia potencjalna dwoch réznoimiennych
tadunkéw jest zawsze ujemna (w granicy réwna zeru). Jednak energia ich pola
jest zawsze dodatnia (réwna zeru tylko wtedy, gdy pole catkowicie znika).

Przyjrzyjmy sie temu troche blizej. Mozemy stwierdzi¢, ze praca wykonana
przez sile elektryczna (réwna energii kinetycznej ladunkéw tuz przed ich
anihilacja) jest réwna poczatkowej energii pola elektrycznego. Jesli energie pola
pochodzacego od pojedynczego tadunku ¢ oznaczymy jako E(q), to energia pola
dwéch znajdujacych sie nieskonczenie daleko od siebie tadunkéw bedzie 2E(q),
mozemy zatem napisac:

okazuje sie¢ nieskonczenie wielka. Ten
problem rozwigzuje si¢ w kwantowej teorii (4)
pola dzigki tzw. procedurze
renormalizacji.

W =2E(q).

Rozwazmy teraz inny proces. Niech dwa tadunki dodatnie o wartosci ¢ beda

nieskoniczenie daleko od siebie (rys. 2).

Jesli chcemy je polaczyé w jeden ladunek o wartosci 2¢q, to teraz my musimy
wykonaé prace o tej samej wartosci co poprzednio. Wynikiem tego procesu jest
jedno pole tadunku 2¢g powstale z poczatkowych dwéch pél dzigki wykonanej

pracy. Zatem:

(5)

E(2q) =2E(q) + W.

Wstawiajac do réwnania (5) wzér (4), otrzymujemy:

E(2q) = 4E(q).

Pole tadunku 2¢ rézni si¢ od pola tadunku ¢ tylko natezeniem w kazdym
punkcie, a powyzszy wzor méwi, ze energia pola pochodzacego od tadunku 2¢q
jest czterokrotnie wieksza od energii pola tadunku g. Stad mozemy
wywnioskowad, ze gestos¢ energii pola elektrycznego jest wprost proporcjonalna
do kwadratu natezenia. Konkretny wzor okreslajacy gesto$é tej energii tatwo
otrzymujemy dla kondensatora ptaskiego, bo tam pole jest jednorodne i zajmuje

ograniczony obszar.

Warto przypomnieé inna wazna ceche energii — jest ona
funkcja stanu. Niestety wielu o tym nie pamieta. Paul
G. Hewitt w znakomitym kursie podstawowym fizyki
(,Fizyka woké! nas”) przedstawia energie w nastepujacy
sposéb: Chociaz z pojeciem tym spotykamy sie na co
dzien, to jednak energie trudno zdefiniowac. Nie jest
ona rzeczq, lecz lgczy w sobie pojecie rzeczy z pojeciem
procesu, tak jakby byla jednoczesnie i rzeczownikiem,

i czasownikiem. (...) Sama materia jest swoistym
koncentratem energii, o czym Swiadczy stynny wzor
Finsteina. .. Takie ,mistyczne” traktowanie energii

i mieszanie tego pojecia z pojeciem materii jest —
niestety — mocno rozpowszechnione. Co chwila mozna
sie o taki mistycyzm potknaé przy lekturze tekstow
popularnonaukowych, nieraz pisanych przez wybitnych
fizykow. Nie warto cytowaé licznych przyktadéw,
podajmy tylko jeden — powszechnie stosowany zapis
reakcji fotosyntezy:

6H20 + 6CO4 + hv (energia $wietlna) — C¢H1206 4+ 6027 .

Ten pochodzi z Wikipedii. Co tu sie nie zgadza?
Otéz w reakeji uczestnicza rézne czasteczki oraz. ..
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energia $wietlna! Obok realnych czasteczek w reakcji
uczestniczy funkcja stanu nazywana energia. A przeciez
wystarczy zamiast ,energia $wietlna” napisa¢ ,.fotony”,
bedace tak samo realnymi obiektami jak elektrony czy
atomy.

Zmierzamy juz do konca, wiec podsumujmy. Energia
to funkcja stanu ukladu fizycznego okreslajaca jego
zdolno$é¢ do oddziatywan z innymi uktadami. W skrécie
— energia jest miara zdolnosci do oddzialywan. Troche
to podobne do popularnej ,intuicyjnej” definicji masy —
to miara bezwladnosci ciatla. Czemu jednak energia jest
tak Scisle zwigzana z masa slynnym wzorem Einsteina?
Okazalo sig, ze masa wszystkich czastek elementarnych
pochodzi z ich oddziatywania z polem Higgsa. Wiec
moze nie jest tak tajemnicze to, ze zdolno$¢ czastki do
oddzialywania (z polem Higgsa) jest réwnoczesnie miara
jej bezwladnosci?

Mam nadzieje, ze Kip S. Thorne by sie w tym
momencie uSmiechnal. Bo dobra definicja wielko$ci
fizycznej pomaga zrozumiec jej istotne cechy i moze
zapoczatkowaé ,,owocne badania”.



Klub 44 F

Zadania z fizyki nr 790, 791

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

790. Jednorodny pret o dlugosci 2 opiera sie na krawedzi nieruchomej,
poétkolistej czaszy o promieniu R (rys. 1). Jaki kat a tworzy pret z plaszczyzna
pozioma w potozeniu réwnowagi? Tarcie zaniedbujemy.

791. O jaka wielko$¢ zmieni si¢ natezenie pradu w kolowej petli

z nadprzewodnika, gdy nalozymy ja na dluga zwojnice podlaczona do baterii
o sile elektromotorycznej £ (rys. 2). Calkowity opér obwodu ze zwojnica
wynosi 7, liczba zwojéw N, wspdlczynnik samoindukeji zwojnicy Lg, a petli L.
Indukcje wzajemna zaniedbujemy:.

Rys. 1 . . ,

Y Rozwigzania zadan z numeru 9/2024
Przypominamy tre$c¢ zadan:

r 782. Potencjal w §rodku odosobnionego, natadowanego, drucianego
pierécienia o promieniu a wynosi ¢po. Pierscien ten zblizono do uziemionej
przewodzacej sfery o promieniu b tak, ze tylko $§rodek pierscienia znajduje

£ si¢ na powierzchni sfery (rys. 3). Znalezé tadunek indukowany na sferze.

Rys. 2 783. Mata kulka o masie m natladowana tadunkiem ¢ zawieszona jest

na niewazkiej i nierozciggliwej nici w jednorodnym polu magnetyc
o indukcji Bo skierowanej pionowo. Kulke odchylono o maty kat z potozenia
rownowagi i puszczono swobodnie. Po jakim czasie plaszczyzna wahan
wahadta obréci sie¢ o kat 27?7 Maksymalna sitla Lorentza dzialajaca na kulke
jest malta w poréwnaniu z maksymalng sita zawracajaca. Nie uwzgledniamy
efektéw zwigzanych z obrotem Ziemi.

782. Potencjal w srodku odosobnionego pierscienia jest

réwny oo = ZZ kqi/a = kQ/a, stad tadunek pierscienia

Q = apo/k. Potencjal uziemionej sfery oraz w jej wnetrzu wynosi
zero i pochodzi od naladowanego pierscienia oraz tadunkéw
indukowanych na sferze. Ladunki indukowane nie sg roztozone
réwnomiernie, dlatego najlatwiej jest wyrazi¢ potencjal w srodku

0= kQ// a2 + b2 + kQina/b.

Szukany tadunek indukowany dany jest wzorem:
Qina = —Qb/kr\/a2 + b2 = —4Anegabpo// a2 + b2.

783. Bedziemy zakladaé, ze tadunek g jest dodatni, a pole
magnetyczne skierowane w gére. Wprowadzmy uklad
wspblrzednych, ktérego poczatek umieszczamy w punkcie

sfery:

zawieszenia, 0§ z skierowana jest pionowo w gore, a osie x i y
leza w plaszczyznie poziomej. Réwnanie ruchu kulki ma postaé:
ma=mg+T+ Fp,

gdzie a = d?r/dt?, r = (x,y, ) jest wektorem polozenia kulki,
|r| =1 jest dlugoscia wahadla, sita naprezenia nici T' = —T'r/I.
Dla matych drgan T' = mg. W tym przyblizeniu kulka porusza sie
praktycznie w plaszczyznie poziomej, a sktadowe sity Lorentza
wynoszg, (rys. 4):

Fry = Frsin 8 = quyBo, Fy = —F cos f = —quy Bo, Fr, = 0.
Réwnanie ruchu w rzucie na osie z, y ma postac:
(1) may = —mgz/l + quyBo, may = —mgy/l — quz Bo.
W nieobecnosci pola magnetycznego wahadlo wykonuje drgania
w jednej plaszczyznie z czestoscia wo = 4/ g/l. Gdy pole By # 0,
sila Lorentza zakrzywia tor kulki, ale poniewaz nie wykonuje
pracy, maksymalne wychylenie nici z potozenia réwnowagi
pozostaje stale. Z zasady zachowania energii

771('Umax)2 Oémax)2

l
=mgl (1 — cos atmax) = 2mglsin? (a";x> -mg (

Umax = Omax\/ gl

Poniewaz maksymalna sila Lorentza jest mala w poréwnaniu

2 2

z maksymalng sily zawracajaca Fzax,

FrLmax _ qBovmax _ qBo £ _ wB <1,

F7 max mgmax m g9 wo
gdzie wp = qBo/m jest czestoscia ruchu obrotowego czastki
naladowanej, poruszajacej sie po okregu w jednorodnym polu

magnetycznym. W czasie pélokresu drgan pole magnetyczne
w niewielkim stopniu zakrzywia trajektorie kulki.
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Rys. 3
Korzystajac z wprowadzonych oznaczen, mozemy przepisaé
réwnania w postaci:

(2) d?z/dt? = —wo’c + wpdy/dt, d%y/dt? = —wo?y — wpdz/dt.
Réwnania sa rownaniami liniowymi, obowiazuje wigc zasada
superpozycji — dowolna kombinacja liniowa dwéch rozwiazan tych
réwnan jest tez rozwigzaniem.

Gdy nie ma pola magnetycznego, réwnania 53 niezwigzane.
Dwa rozwiazania opisujace drgania w plaszczyznach zz i yz maja
postaé:

(3) z1 = Acoswt, y1 =0 oraz x2 =0, y2 = Asinwt, gdzie w = wp.
Dodajac i odejmujac stronami te rozwigzania, otrzymujemy
rozwiazania opisujace ruchy wahadla stozkowego w kierunkach
przeciwnym i zgodnym ze wskazéwkami zegara:

(4)

i odwrotnie z1 = (z3 + x4)/2.

r3 =x1 + 22 = Acoswt, ys = y1 + y2 = Asinwt;

r4 = Acoswt, y4 = —Asinwt

W przypadku By # 0 rozwigzania nie spelniaja juz réwnan ,
natomiast rozwigzania spetniaja je, gdy w? = wo? — wpw, stad

w=-wp/2+ \/wo?+wp?2/4~ —wp/2+ wo.

Zgodnie z zasada superpozycji réwnania spelniajg réwniez
rozwigzania:

_ (z3+ma) [ ( UJB) ( L«ua)]
T = 5 = A |cos | wg + 5 + cos | wo 5

= A coswg cos (%) ,

y= w = Asin wg sin (%) .

Roéwnania opisuja drgania wahadla z cze¢stosciag wg w plaszczyznie,
ktéra sama obraca sie z czestosécia wp /2. Tor kulki
w plaszczyznie xy ilustruje rys. 5.
Szukany czas obrotu plaszczyzny wahan o kat 27 wynosi:
t =4rw/wp = 47m/|qBo)|.

Rys. 4



Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 893, 894

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

893. Punkty A, B,C, D, E leza w tym porzadku na linii prostej, przy czym
CA=CE,CB=CD. Poza ta prosta, po jednej jej stronie, leza punkty K

i L takie, ze trojkaty AK B i DLE maja ostre katy przy wierzchotkach A, B

Termin nadsylania rozwigzan: 31 III 2025

i D, E, a suma miar tych czterech ostrych katéw wynosi 180°. Proste KB

i LD przecinaja sie w punkcie N; proste AK i EL przecinaja sie w punkcie M;
punkty M, N leza po réznych stronach prostej KL, a ponadto MN | AFE.

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
883 (WT =1,82) i 884 (WT = 1,61)

z numeru 6/2024
Michal Adamaszek Kopenhaga 46,32

Szymon Kitowski Warszawa 41,11
Witold Bednarek 1.6dz 40,58
Mikotaj Pater 39,58
Krzysztof Zygan Lubin 39,38
Andrzej Daniluk Warszawa 37,89
Tomasz Wietecha Tarnéw 35,18
Andrzej Kurach Ryjewo 33,24
Jedrzej Biedrzycki 32,29 Przypominamy tre$é zadan:
Krzysztof Kamiriski Pabianice 30,48

Dowiesé¢, ze CK = CL.

894. Wyznaczy¢ wszystkie tréjki liczb calkowitych (x,y, z) spelniajace réwnanie

r+y+azyz 2025
yz+1 44

Zadanie 894 zaproponowat pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2024

885. Niech p bedzie ustalong liczba pierwszg nieparzystg i niech M = {1,2,..., p—1}. Wyznaczyé

Pan Michal Adamaszek, autor wielu
znakomitych zadan — teraz juz Weteran
do kwadratu: trzykro¢ trzy razy
czterdziesci cztery!

liczbe funkcji f: M — M takich, ze dla kazdego « € M liczba zf(f(x)) — 1 dzieli si¢ przez p.

886. W tréjkacie ostrokatnym o bokach dlugosci a, b, ¢ katy wewnetrzne przy przeciwleglych
wierzchotkach maja miary (odpowiednio) a, 3, 7. Wykazaé, ze warto$é ilorazu

a cosa+ b cosf+ ¢ cosy
a+b+c

wyraza si¢ przez dlugosci promieni okregéw opisanego i wpisanego. Wyjasnié, czy uzyskany wzor jest
stuszny réwniez dla tréjkatow rozwartokatnych.

885. Kazdy element x € M ma w zbiorze M dokladnie jeden
element odwrotny (mod p), ktéry bedziemy oznaczaé x~1; tj. taki,
zexzxl=1 (mod p). Dany w zadaniu warunek przepisujemy jako
réwnanie

1) ffa)=a""
(notacja ,oszczedna”: f o f = ff). Gdy funkcja f spelnia réwnanie (1),
wowcezas ffff(z) = z, skad wniosek, ze f jest bijekcja zbioru M
na M — czyli jest permutacjg zbioru M — ktéry wobec tego rozpada
sie na roztaczne cykle tej permutacji. Skoro f fff jest identycznoscia,
dlugosé cyklu moze wynosi¢ jedynie 1, 2 lub 4.

dla wszystkich x € M

Gdy z wchodzi do cyklu dlugosci 1 lub 2, to ff(z) = z, wiec
zgodnie z (1) x = 1, co oznacza, ze * = 1 lub x = p—1.
Dzialanie funkcji f w obrebie zbioru {1, p—1} moze mie¢ jedna
z dwbch postaci:

(2) [1—1, p—1~p—1] lub
Pozostala cze$é zbioru M, czyli zbiér L = {2,...,p—2} musi
byé juz suma cykli dhugosci 4. Tak wiec p = 3 (mod 4); dla
p =1 (mod 4) nie istnieje ani jedna funkcja f o badanej
wlasnosci.

[1—p-1—1].

Dalej przyjmijmy, ze p = 4n + 3 (dla pewnego n € N); wiec L to
suma n cykli diugosci 4.

7 kazdej pary {z,z~ '} wybierzmy jeden element — np. mniejsza
liczbe. Wybrane elementy utworza, zbiér (mocy 2n), ktéry
nazwiemy K (przykladowo, dla p = 11 zbiér K = {2,3,5,7}).
Kazdy 4-cykl zawiera dwa elementy a,b € K oraz ich odwrotnosci;
przy tym dzialanie f w takiej czwoérce ma jedna z dwéch postaci:

B) [a—b=at=btsallublamsbtaa b al.

Mozliwe rozbicia zbioru L na n dopuszczalnych czwérek
odpowiadaja rozbiciom K na n par {a,b}. Jest (2n — 1)!!

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do korica miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez
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takich rozbié. [Uzasadnienie: bierzemy najmniejsza liczbe

a € K ilaczymy ja w par¢ z dowolnym innym elementem b € K
(2n — 1 mozliwosci); bierzemy najmniejsza liczbe rézng od a, b

i laczymy ja w pare z dowolnym niewykorzystanym elementem
(2n — 3 mozliwosci) itd.]. Uzyskana warto$¢ mnozymy przez 2"
(by uwzglednié¢ swobode wyboru jednej z opcji (3) w kazdej

z n czworek). To daje liczbe dopuszczalnych permutacji w obrebie
zbioru L. Jeszcze jedno pomnozenie przez 2 (uwzgledniajace
wybér (2) w zbiorze {1,p—1}) daje ostateczny wynik: liczba
funkcji f, o jakie pyta zadanie, wynosi 0, gdy p ma postaé 4k + 1,
oraz 2"t (2n — N, gdy p = 4n + 3.

886. Gdy tréjkat ABC jest ostrokatny, srodek O okregu
opisanego lezy wewnatrz niego. Odleglosci punktu O od
bokéw a, b, ¢ oznaczmy przez dq, dp, de. W tréojkacie OBC
(réwnoramiennym) d, = Rcos a jest wysokoscia, a jego pole
wynosi %ada. Analogicznie wyrazaja sie pola tréjkatéw OC A
i OAB; suma tych trzech pdl to pole tréjkata ABC, wyrazajace
si¢ tez jako iloczyn %(a +b+c)r (Rir to promienie okregéw
opisanego i wpisanego). Zatem

%aRcosa + %bRcosB + %CRCOS’}/ = %(a +b+o)r,
czyli

acosa+ bcos B + ccosy _r
a+b+c "R’

Ten wzér jest nadal stuszny, gdy tréjkat ABC jest rozwartokatny;
np. a > 90°. Wtedy cos a < 0, odleglosé d, réwna jest nie
Rcos a, lecz —R cos o ale tez tréjkat OBC lezy na zewnatrz
tréjkata ABC i jego pole nalezy odjaé¢ od sumy pdl tréjkatéw
OCA, OAB, obliczajac pole ABC. Minusy si¢ redukuja, wynik
r/R pozostaje w mocy. [Mozna bylo od razu na starcie okresli¢ dq
jako odleglo$¢ opatrzona znakiem (signed distance), wtedy
rozwazanie przypadkéw staje sie zbedne].

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



@Prosto z nieba: Nieunikniona kolizja?

Przez wiele lat astronomowie uwazali, ze Droga Mleczna
zderzy sie ze swoja galaktyka sasiadka — Andromeda.
Symulacje na podstawie nowych danych wykazuja
jednak, ze prawdopodobienstwo wystapienia tej

kolizji to tylko 50%, przynajmniej w ciggu nastepnych
10 miliardéw lat. Co si¢ zmienito?

Nasza galaktyczna ,,dzielnica” Wszechswiata zwana jest
Grupa Lokalna. Znajduja sie w niej dwie duze galaktyki
spiralne: nasza Droga Mleczna i galaktyka Andromedy
(zwana tez M31) oraz okolo 100 znanych mniejszych
galaktyk.

W Grupie Lokalnej jest prawdopodobnie wiele matych galaktyk, ktére
nie zostaly jeszcze odkryte.

Dotychczasowe badania Grupy Lokalnej sugerowaly, ze
nasza Galaktyka i Andromeda sg na kursie kolizyjnym.
Zderzenie dwoch galaktyk miatoby nastapi¢ za okoto

4 miliardy lat, a kolejne zderzenia w odstepach

2 miliardéw lat dalyby poczatek nowej, duzej galaktyce
eliptycznej (powstalej z potaczenia Andromedy i Drogi
Mlecznej) pelnej gwiazd rozproszonych na nowych
orbitach. Ziemia, Stonice i pozostale planety naszego
Ukladu Stonecznego przetrwalyby zderzenie, ale caly
Uktad Stoneczny znalaztby sie na obrzezach nowo
powstalej galaktyki eliptyczne;j.

Te badania maja jednak juz kilka dobrych dekad.
W miedzyczasie poszerzyla si¢ nasza wiedza na
temat mas, orbit oraz doktadnych predkosci galaktyk
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Droga Mleczna (MW) i Andromeda (M31)
bez innych galaktyk
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Widok z géry
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Droga Mleczna (MW) i Andromeda (M31)
bez innych galaktyk

Mozliwe orbity ruchu Drogi Mlecznej
(MW) i Andromedy (M31). Kolorowe linie 400
pokazuja rézne mozliwe trajektorie ruchu
galaktyk w ciggu najblizszych

10 miliardéw lat lub do momentu
zderzenia, jezeli nastapi ono wczeéniej.
Na rysunkach po lewej stronie trajektorie
ruchu bez uwzglednienia wpltywu innych
galaktyk Grupy Lokalnej, po prawej

z uwzglednieniem wplywu galaktyk M33
i Wielkiego Obtoku Magellana. Wykresy
w gérnym panelu pokazuja widok

»z géry”, a wykresy na dole widok ,,od
boku”. Rysunek pochodzi

z arXiv:2408.00064.
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Artykul oparty na publikacji: Till Sawala,
Jehanne Delhomelle, Alis J. Deason et al.,
»Apocalypse When? No Certainty of

a Milky Way — Andromeda Collision”,
arXiv:2408.00064.
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Widok z boku

nalezacych do Grupy Lokalnej. Wykonalismy tez

nowe obserwacje z wykorzystaniem europejskiej sondy
kosmicznej Gaia oraz Kosmicznego Teleskopu Hubble’a.
Naukowcy na podstawie nowych badan zoptymalizowali
i poprawili symulacje szacujace prawdopodobienstwo
zderzenia Drogi Mlecznej z Andromeda. Wzieli tez

pod uwage, wczedniej zaniedbywany, mozliwy wplyw
innych galaktyk Grupy Lokalnej na kurs kolizyjny
Andromedy i Drogi Mlecznej. Okazalo sie, ze byt to
strzal w dziesigtke. Odkryto bowiem, ze w szczegdlnosci
dwie pobliskie galaktyki — satelity (M33 i Wielka
Mglawica Magellana) moga mieé kolosalny wplyw na to,
czy do zderzenia w ogdle dojdzie! Uwzglednienie tylko
tych dwoch galaktyk zmniejszyto prawdopodobienstwo
zderzenia Drogi Mlecznej i Andromedy w ciggu
najblizszych 10 miliardéw lat do blisko 50% — w polowie
scenariuszy do zderzenia nie doszlo.

Oczywiscie autorzy publikacji prezentujacej wyniki
badan sg ostrozni i twierdza, ze modele i symulacje
muszg by¢ jeszcze udoskonalone, aby mozna byto
dokladnie ustali¢, jakie beda trajektorie ruchu galaktyk,
a w konsekwencji, z jakim prawdopodobienstwem
Andromeda zderzy sie z nasza Galaktyka. Moga nam
pomée nadchodzace obserwacje z sondy Gaia, ktére
dostarcza informacji o ruchach wlasciwych i masie
galaktyk Grupy Lokalnej. Okazalto sig, ze nieunikniona
katastrofa wcale taka nieunikniona nie jest.

Droga Mleczna (MW) i Andromeda (M31)
z uwglednieniem galaktyki M33
i Wielkiego Obtoku Magellana

Widok z géry
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Droga Mleczna (MW) i Andromeda (M31)
z uwglednieniem galaktyki M33
i Wielkiego Obtoku Magellana
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Anna DURKALEC

Zaktad Astrofizyki, Departament Badann Podstawowych, Narodowe Centrum Badan Jadrowych



/Niebo w styczniu

Od poczatku roku dzien wydluza sie zaré6wno o $wicie, jak i o zmierzchu. Jednak
tempo wydluzania dnia zwieksza si¢ wyraznie dopiero okolo 20 stycznia, gdy
Stonice przekroczy réwnoleznik —20° deklinacji w drodze na péinoc. Od tego
momentu na naszych szeroko$ciach geograficznych dnia przybywa o ponad

2 godziny na miesiac.

Styczen zacznie sie dobrg widocznoscig Ksiezyca i planet na wieczornym niebie.
Na poczatku roku ekliptyka przyjmuje korzystne nachylenie do widnokregu po
zachodzie Stonica i zbliza sie do horyzontu nad ranem. Srebrny Glob przeszedl
przez noéw jeszcze w grudniu, wedrujac przy tym pod ekliptyka, i od drugiego
dnia miesiaca jego sierp ozdobi niebo po zmierzchu, na ktérym po zachodniej
stronie widoczne sg planety Wenus i Saturn.

Druga planeta od Storica przez caly miesiac przejdzie od gwiazdozbioru Koziorozca
przez Wodnika do Ryb, osiagajac 10 stycznia maksymalna elongacje wschodnia,
wynoszaca 47°. W tym czasie jasnos¢ Wenus zwiekszy sie do —4,5"™, a srednica jej
tarczy przekroczy 32" przy fazie zmniejszajacej si¢ do 37%. Po drodze, 18 stycznia,
Wenus minie Saturna, do ktérego zblizy sie na 2°. Planeta wyraZnie poprawi swoje
warunki obserwacyjne, wznoszac sie o zmierzchu na ponad 30°. 3 stycznia 2° na

potudnie od Wenus przejdzie Ksiezyc w fazie 16%.

Ostatnia z widocznych golym okiem planet zbliza

sie do marcowej koniunkcji ze Stonicem i swojej
réwnonocy. W styczniu Saturn swieci blaskiem +1,1™,
prezentujac tarcze o $rednicy 16”. Jego pierScienie
staja sie coraz wezsze i coraz trudniej je dostrzec przez
teleskop, szczegollnie przy maltych powiekszeniach.

7 i 23 stycznia na tarczy planety pojawi sie cien Tytana,
jej najwiekszego ksiezyca, co da sie dostrzec nawet
przez niewielkie teleskopy. 4 stycznia Saturn zblizy

si¢ na mniej niz 30’ do gwiazdy 7. wielkosci 85 Aqr,
ktoéra moze przypominaé jeden z jego ksiezycéw, ale
warto pamietaé, ze nawet Tytan Swieci o prawie 2™
stabiej. Tego samego dnia dojdzie do zakrycia obu ciat
niebieskich przez Ksiezyc w fazie 25%. Saturn zniknie
za ciemnym brzegiem ksiezycowej tarczy okolo godziny
18:40 i pojawi sie po jej jasnej stronie godzine pdzniej.

6 stycznia Ksiezyc przejdzie przez 1 kwadre, a 4 dni
pézniej dotrze do gwiazdozbioru Byka, zwiekszajac
faze do 80%. Noc z 9 na 10 stycznia Srebrny Glob
zacznie jakies 5° od Plejad, by okolo godziny 3

zakryé ich poludniowo-wschodnia czes¢ z gwiazda
Merope. Niestety do zakryé¢ dojdzie nisko nad
widnokregiem. Nastepnej nocy Srebrny Glob minie
Jowisza w odlegtodci 5°. Planeta powoli stabnie, do
konica miesiaca zmniejszajac blask do —2,4™ a $rednice
tarczy do 44",

13 stycznia przed pdélnoca naszego czasu naturalny
satelita Ziemi osiggnie pelnie, zajmujac pozycje

niecale 4° od Polluksa, najjasniejszej gwiazdy

Blizniat, a o godzinie 5:30 zblizy si¢ na 0,5° do Marsa.
Czerwona Planeta 12 stycznia przejdzie najblizej Ziemi
(96 mln km), by 4 dni p6Zniej znalezé sie w opozycji do
Storica. 23 stycznia Mars zblizy si¢ na 2° do Polluksa.

Jak zawsze zimowe opozycje Marsa, mimo tego, ze
planeta wznosi si¢ wysoko na niebie, naleza do tych
niekorzystnych, i w tym sezonie $rednica jego tarczy
nie przekroczy 15”. Réwniez jego jasno$¢ nie zrobi
duzego wrazenia, osiagnie maksymalnie —1,4™, czyli
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poréwnywalnie z Syriuszem. Oczywiscie przy tej
jasnosci planeta nadal wyprzedzi pod tym wzgledem
wszystkie pozostale naturalne ciala niebieskie w swoim
sasiedztwie, poza Ksiezycem, ale zaréwno jej Srednica
katowa, jak i jasnos¢ nie zachwyca tych, ktorzy
pamietaja wyglad jej tarczy podczas tzw. Wielkich
Opozycji w 2018 czy 2003 roku. Niestety dla nas wtedy
planeta przechodzi przez opozycje latem i wedruje
nisko nad widnokregiem. Jest to jedna z tych rzeczy,
ktorych szczerze mozemy zazdrosci¢ mieszkancom
polkuli poludniowej naszej planety, majacych Marsa
wysoko na niebie podczas jego najwiekszych opozycji.

Ksiezyc powedruje dalej i 16 stycznia wzejdzie 2°

od Regulusa w Lwie, a 5 dni p6Zniej rano, majac
tarcze oswietlong w polowie, pokaze sie 0,5° od

Spiki w Pannie. Styczniowy néw przypada 29. dnia
miesigca. Do tego czasu 25 stycznia o$wietlona w 20%
tarcza Ksiezyca zajmie pozycje okoto 3° od Antaresa,
najjasniejszej gwiazdy Skorpiona.

Jak co roku na poczatku stycznia promieniuja meteory
z roju Kwadrantydow. Ich radiant potozony jest na
pdélnoc od Wolarza, a zatem nigdy u nas nie zachodzi.
Kwadrantydy najlepiej obserwowa¢ rano, gdy ich
radiant wznosi sie na ponad 60°. Sa to meteory

o Sredniej predkosci, zderzaja sie z nasza atmosfera

z predkoscia 41 km/s. W okolicach maksimum
aktywnosci mozna spodziewaé sie nawet 80 zjawisk na
godzing.

4 lutego przewidywane jest maksimum aktywnosci
dlugookresowej gwiazdy zmiennej R Leo. Moze ona
osiagnaé blask nawet 4+4,4™ jest wtedy dostrzegalna
golym okiem. R Leo znajduje sie jakie$ 5° od Regulusa,
niedaleko gwiazd 6. wielkoéci 18 i 19 Leonis, z ktérymi
mozna porownywaé jej blask. Ma tez wyraznie widoczna
wisniowa barwe. Latwo ja zatem zidentyfikowaé przez
lornetke. Pod koniec stycznia gwiazda goéruje okoto
godziny 1 na wysokosci 50°.

Ariel MAJCHER



Rozwigzania zadan ze strony 6

i Rozwiagzanie zadania M 1804.
Odpowiedz: Jedyna mozliwa wartoscia jest 0.

Niech i-ty tréjmian ma postaé f;(x) = az? + bx + ¢; dla
1=1,2,...,2025. Wtedy

fo(z1) = ax? + bxy + o = (ax? + bxy +¢1) + (ca — 1)

=C2 — (1,
gdzie w ostatniej réwnoéci skorzystaliSmy z tego, ze
fi1(z1) = 0. Podobnie otrzymujemy réwnosci f3(x2) =
-5 f2025(®2024) = C2025 — C2024 Oraz f1(22025) =
€1 — C2025. Dodajac otrzymane rownoéci, dostajemy, ze
Ja(x1) + f3(w2) + ... + fao25(w2024) + f1(T2025)
= (02—01)+...+(01 —02025) =O

C3 —Cg, ..

& Rozwigzanie zadania M 1805.
Odpowiedz: n = 15.

Podstawiajac © = 1, y = n, otrzymujemy, ze n = 2F — 1
dla pewnej liczby catkowitej dodatniej k. Niech teraz

n = ab, gdzie a > b > 2, i niech a + b = 2! dla pewnej liczby
catkowitej dodatniej t. Gdyby a = b = 2!"1, to ab = 22(= 1),
a to jest sprzecznos$¢ — mamy zatem a > b. Oczywiscie
zachodzi k > t. Ponadto

k4ot =ab+a+b+1=(a+1)(b+1),
ok — ot —ab—a—b+1=(a—1)b-1).

Mnozac te réwnoéci, otrzymujemy, ze liczba
(a—1)(a+1)(b—1)(b+ 1) jest podzielna przez 22¢.

Zauwazmy jednak, ze dwdjka wystepuje w pierwszej
potedze w rozkladzie na czynniki pierwsze jednej

z liczb b — 1 lub b+ 1, a w rozktadzie drugiej z tych

liczb w potedze nie wigkszej niz t — 1. Tak samo jest

z liczbami a — 1 i a 4+ 1. Zatem podzielnos¢ liczby
(a—1)(a+1)(b—1)(b+ 1) przez 22! jest mozliwa tylko
wtedy, gdy 2! dzieli jedna z liczb b — 11 b+ 1 oraz jedna
z liczb @ — 11 a + 1. Poniewaz a < b < 2%, wigc b=2!"1 —1
ia=2"1+1.

Wtedy jednak k = 2t — 2 i w szczegdlnoéci 28 — 1 jest
podzielne przez 3. Mozemy zatem zalozy¢, ze w naszym
rozumowaniu wybralismy b = 3. Wtedy a = 5, zatem n = 15
jest jedyna liczba spelniajaca warunki zadania.

& Rozwigzanie zadania M 1806.

Opiszmy okrag na (mn)-kacie foremnym i zatézmy, ze
dlugosé kazdego tuku pomiedzy sasiednimi wierzchotkami
jest rowna 1. Niech Aq, Ao, ..., A,, oznaczaja czerwone
wierzcholtki, a By, Bs, ..., B, wierzcholki niebieskie.
Rozwazmy mn tukéw postaci A;B;, ktére skierowane

sg ,od” A; ,do” B; w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazowek zegara. Kazdy taki tuk moze mieé¢ dtugosé
rowng jednej z liczb 1,2,...,mn — 1. Z zasady szufladkowej
Dirichleta wynika, ze istniejg dwa rézne tuki, A;, Bj,

i A;,Bj,, o tej samej diugosci. Latwo zauwazy¢, ze wtedy
odcinki A;, A;, i Bj, Bj, maja zadang wiasnos¢.
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‘:& Rozwigzanie zadania F 1111.

Niech D oznacza Srednice Stonica, d $rednice Ziemi,

Ts temperature bezwzgledna powierzchni Storica,

a Tz = 273 K temperature powierzchni Ziemi (0°C).
Stonice wypromieniowuje energie proporcjonalnie do swej
powierzchni, 4mD?/4, i do czwartej potegi temperatury,
T4, a Ziemia, w odleglosci R, absorbuje czgi¢ tej

energii réwna stosunkowi powierzchni jej ,tarczy”,

7d? /4, do powierzchni sfery o promieniu R (47 R?)

i wypromieniowuje proporcjonalnie do Ty i catkowitej

jej powierzchni, 4wd? /4 — wspo6lezynnik proporcjonalnosci
jest ten sam, co w przypadku Slonca. Katowa $rednica
Slofica réwna 0,5° oznacza, ze D/R ~ w/360. Otrzymujemy
rownanie:

&2 1 D2\ _, 2\,
(5) (7 ) () e ()

skad wynika, ze

Ts\* R2 360

S) =16 = | =162 ,

TZ D2 m

TS ~ 21, 4TZ

Po podstawieniu Tz = 273 K otrzymujemy 7Ts ~ 5840 K.
Astronomowie przyjmuja Ts = 5772 K, a wiec nasze
przyblizenie jest nadspodziewanie dobre. Dzigki efektowi
cieplarnianemu srednia temperatura powierzchni Ziemi jest

nieco wyzsza od przyjetej w rozwiazaniu i wynosi okoto
14,76°C.

czyli

i Rozwigzanie zadania F 1112.

Podczas odpompowywania gazu nalezy wykonywaé
powolne ruchy tloka pompy, aby zapewnié¢ warunki,

w ktérych gaz bedzie podlegal przemianie izotermiczne;j.
Po wykonaniu jednego ruchu tloka cisnienie zmniejszy sie

od p; do pi41:
R v
Pi4+1 = Pi Vo)

Zmniejszenie ci$nienia od pg do p bedzie wigc wymagato
z=m2 /1n v
P V4w
ruchow ttoka. W ogélnym przypadku x nie bedzie liczba
catkowita, ale wypadnie pomiedzy dwoma wartosciami
catkowitymi: n < x < n+ 1. Przyjmijmy x =n +¢
z 0 < ¢ < 1. Mamy wéwczas:

v o\? v o\
p:pn<v+v> = Pn+1 <V+’U) .

Mozemy zakonczy¢ pompowanie z cisSnieniem rownym py,
lub p,+1. Oszacujmy, jaki popelnimy blad, przyjmujac
kazda z tych wartosci:

Ay =pn—p=pn <1‘ <v‘iv)q) ~bn (1_ (1_ viv)q)

~ qu
Sy
Analogicznie dla A_ =p — pu11:
(I—qp
A_~p,——.
Py +v

Najlepsza ocena popelnionego bledu bedzie wiec:

2= 255 o (o)~ ()
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Uepez op DIMOZENSA\

Dla jakich n istnieje...?
Barttomiej BZDEGA

Zajmiemy sie tu zadaniami, w ktérych nalezy wyznaczyé¢ wszystkie liczby
naturalne n, dla ktérych istnieje pewien zadany obiekt. Trzeba pamietaé, ze
rozwiazanie takiego zadania sklada si¢ z dwoch czesci:

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

e w przypadku tych n, dla ktérych dany obiekt istnieje, wystarczy podaé jego
konstrukeje albo (co sie zdarza w trudniejszych zadaniach) udowodnié jego
istnienie metodami po$rednimi, takimi jak na przyklad zasada szufladkowa;

e dla tych n, dla ktérych nie istnieje dany obiekt, trzeba przeprowadzi¢ dowod
jego nieistnienia, najcze$ciej metoda nie wprost — przez zalozenie istnienia
i doprowadzenie do sprzecznosci.

Zwykle jedna z tych dwu czesci jest latwiejsza. Pozwala to postawi¢ odpowiednia
hipoteze, co czesto utatwia rozwiazanie trudniejszej czesci, poniewaz wiemy juz,
co chcemy wykazad.

Jako przyklad rozwiazemy nastepujace zadanie z VII Wielkopolskiej Ligi
Matematyczne;j.

Przyktad. Nazwijmy grubym prostokat o bokach x i y spelniajacych warunek
%x < y < 2x. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktoérych z kafelkéw
o wymiarach 1 x 1,1 x 2,...,1 x n mozna ulozyé gruby prostokat (kazdy

z kafelkéw musi by¢ uzyty dokladnie jeden raz).

Rozwigzanie. Pole takiego prostokata jest réwne %n(n + 1), dodatkowo jeden

z bokéw ma dlugo$é co najmniej n. W takim razie drugi bok ma dlugoéé¢ co
najwyzej L%(n +1)], co jest réwne %n dla n parzystych. Ale wowczas otrzymany
prostokat nie jest gruby. UdowodniliSmy zatem, ze dla parzystych n taki
prostokat nie istnieje.

W przypadku nieparzystych n mozem;
SkOII)ISt}I‘/lII)OW&é grurlz)y p};ogcok@t, tak jal}i (n-1)/2 ‘ (n+1)/2
na rysunku obok. = ‘
2 ‘ n—2
1 ‘ n—1
n

Widoczny tu motyw parzystosci czesto pojawia sie w tego typu zadaniach.
Zadania

1. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 4, dla ktérych istnieje n-kat, ktérego
kazdy kat wewetrzny ma 90° lub 270°.

2. Dla jakich liczb catkowitych dodatnich n zbiér {1,2,3,...,2n} mozna rozbié
na dwa rozlaczne n-elementowe podzbiory o jednakowych sumach?

3. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktorych istnieje n-$cian wypuktly,
ktérego wszystkie Sciany sa przystajacymi trojkatami.

4. Niech n bedzie liczba nieparzysta. Z "= L niebieskich prostopadloécianéw
o wymiarach 1 x 1 x 2 i jednego zielonego o wymiarach 1 x 1 x 1 chcemy
zbudowaé sze$cian o krawedzi n, ale érodek powstalego szedcianu ma lezeé
w Srodku zielonego klocka. Wyznaczy¢ wszystkie n, dla ktorych jest to
mozliwe.

5. Znalez¢ wszystkie catkowite dodatnie n, dla ktérych istnieje ciag
(xo,1,...,2,) 0 nastepujacych wlasnosciach: zg =0, z1 + 22+ ...+ 2, =0
oraz |zg| = |zr—1 + 1| dla kazdego k = 1,2,...,n. (LII OM, zmodyfikowane)

6. Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n o nastepujacej wlasnosci:

z n prostokatéw o wymiarach 1 X n,2 X n,...,n X n mozna utozy¢ kwadrat.
(LXXV OM)

Problem otwarty

7. Na plaszczyznie znaduje sie n punktéw czerwonych, n zielonych i n niebieskich.
Kazda prosta przechodzi albo przez co najwyzej jeden z tych punktow, albo
przez dwa punkty jednakowego koloru, albo przez trzy punkty réznych
koloréw. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci n. (Problem autorski,
czedciowe rozwiazanie w Matematycznym Kalendarzu Adwentowym 2021).
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»Naukowcy odkryli, ze kazdy przyjaciel przedtuza nasze zycie o 1,23 roku!”, ,,Z badari wynika, Ze jedzenie czekolady wplywa na
poglady polityczne!” - tego typu hasta przedostaja sie czasem do tzw. masowych mediéw. I dobrze, ze sie przedostaja, wszak
czesto stoi za nimi solidna praca ludzi nauki, w ktérych glos powinni$my sie wstuchiwacd. Interpretacja takich stwierdzen nie
jest jednak zupelnie oczywista i aby je dobrze zrozumieé, warto znal podstawowe narzedzia statystyki matematycznej
pozwalajace na ich formulowanie. Chetnym do poszerzenia wiedzy w tym zakresie serdecznie polecamy podrecznik
.Statystyka matematyczna” Przemyslawa Grzegorzewskiego, ktéry w Swietny sposob laczy Scistosé i precyzje
matematycznego opisu podstawowych technik statystycznych z przedstawianiem intuicji i motywacji stojacych za
wprowadzanym formalizmem. Z pewnoscia jego lektura bedzie wartosciowa zaréwno dla tych, ktérzy dopiero zapoznaja sie ze
statystyka, jak i dla korzystajacych z niej praktykéw, ktérzy chcieliby poznac¢ matematyczne umocowanie stosowanych metod.
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Wielu ludzi zdaje sie sadzié, ze matematyk musi by¢ sprawny w liczeniu, co niekoniecznie jest prawda. Niewatpliwie jednak znaczna
cze$¢ zastosowan matematyki ostatecznie koriczy sie obliczeniem jakichs wielkosci. O tym, jak te obliczenia przeprowadza¢ madrze

i efektywnie, traktuje wspdlny dzial matematyki i informatyki, jakim jest analiza numeryczna. A tym wszystkim, ktérzy odczuwaja
potrzebe zglebienia jej tajnikéw, goraco rekomendujemy ksiazke ,,Metody numeryczne” Piotra Krzyzanowskiego. Mozna si¢

z niej dowiedzied, jak (czesto z pozoru proste) pytania matematyczne prowadza do nietrywialnych obliczeniowych trudnosci, do
ktérych rozwiazania zaprzegane sa bardzo eleganckie twierdzenia i rozumowania. Kazdy rozdzial, oprécz doglebnego, a jednoczesénie
przyjaznego czytelnikowi, przedstawienia teorii, zawiera krétkie podsumowanie oraz wiele umiejetnie dobranych zadadi. Co bardzo
wazne, znajdziemy w nim tez cze$¢ ,,SprawdZmy to w praktyce”, w ktérej omawiana technika jest pokazywana ,w dzialaniu” na
przykladzie rzeczywistego zastosowania. Calos¢ zostala niewatpliwie starannie przemyslana - to wprost doskonaly materiat do nauki!
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