ow W ukiadzie

75 tysiecy neuron
wzrokowym

8 tysigcy nurunﬁw pro]ekc]i
wzrokowej taczacyc‘n uktad wzrokowy
7 mozgiem centralnym

Zrodto: FlyWire.ai
lyWire.ai, wyrenderowat dr Philipp Schlegel
e

& Rekonstrukeja wszystkich
140 tysiecy neuronow
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Macierza nazywamy tabliczke wypelniong
2 1

liczbami, np. 1 3

Regula dla mnozenia jest nastepujaca:
aby dosta¢ element na pozycji (2, ),
mnozymy skalarnie i-ty wiersz A z j-ta
kolumng B. Uwaga: mnozenie nie musi
by¢é przemienne:

(5 ) (5= (o )
G o6 )-=6"9)

W algebrze liniowej macierz A
interpretujemy jako odwzorowanie
liniowe z R? w R?, ktére przeksztalca
wektor (z,y) w wektor

(a1 + a12y, az1x + az2y). Wtedy
zdefiniowane tutaj mnozenie macierzy
odpowiada skladaniu odpowiadajacych
im odwzorowan.

Dla milo$nikéw tekstéw zawierajacych
madre slowa: oznacza to, ze macierze
2 na 2 tworza pierscien z jedynkaq.

W Swiecie macierzy jest tak jak

i w naszym: kamery skierowane sg tylko
w kierunku nielicznego grona
celebrytow. ..

Korzystajac z symetrii A, wzér na
Qa(x,y) mozna zapisaé oszczedniej jako
allzf + 2a127172 + a22w§, ale wzoér
przywolany w tekscie czytelniej wskazuje
na zwigzek z formag dwuliniowq:

a1121y1 + a12z1Y2 + a2122y1 + a22T2y2.

O znanych i lubianych nieré6wnosciach
(w niecodziennych okolicznosciach)

Stawomir DINEW*

»Szok! Piosenkarz X zmienil fryzure. Musisz to zobaczy¢!”. \Mamy to!

Aktorka Y sfotografowana bez makijazu. Wyglada niesamowicie!”. Tego typu
tytuly coraz czesciej spotykamy w Internecie. Okazuje sie, ze zwiekszaja

one tak zwana klikalnosé. Pokazuja takze nasze zainteresowanie zmianami,
choéby i powierzchownymi. W tym tekscie, idac za moda, wprowadzimy pewna
modyfikacje do klasycznych nieréwnosci matematycznych i przeanalizujemy, co
z niej wynika.

Czytelnik obeznany z literatura nieréwnosciows z pewnoscia zauwazyl, ze

gros tychze wynikéw zaczyna sie mniej wiecej tak: Niech x1,...,z, bedq
dodatnimi. .. Ot6z wszelkie nieréwnosci pomiedzy $rednimi (oraz wiele, wiele
innych) zachodza wylacznie dla liczb nieujemnych. No wlasnie. ..

W tym tekscie anonsowana modyfikacja bedzie polega¢ na zamianie liczb
dodatnich na pewna klase macierzy — ograniczymy sie tylko do macierzy
wymiaru 2 na 2. Ale jak poréwnaé dwie macierze? — zapyta pewnie Czytelnik.
Po kolei.

Zacznijmy od podstawowych operacji i wlasnosci. Majac dwie macierze:
A= (gt ak2)oraz B = (lg; 2;2), mozna je dodaé (badZ odjaé¢) komdrka po
komdrce, czyli symbolicznie:

aiy £ bu

a12 + b1
A +B:= .
<a21 + bo1 >

a2z £ bao
Mnozenie jest nieco trudniejsze. Stosowny wzér wyglada nastepujaco:
A.B— (anbn + ai2ba1  anbiz + 012b22) .
a21b11 + azaba1  az1biz + azebaa
A nie lepiej wymnazacé komdrka po komdrce? — zapyta Czytelnik. Ot6z takie,
a nie inne reguly gry narzuca nam dzial matematyki o nazwie algebra liniowa.

Mamy juz trzy z czterech podstawowych dzialan arytmetycznych. Co
z dzieleniem? Tak samo jak w przypadku liczb, nie zawsze da sie je wykonac.
Warunkiem koniecznym i wystarczajacym istnienia macierzy odwrotnej
do macierzy A = (k! g12) jest, by wyznacznik macierzy A, dany wzorem
det A := ay1a00 — a12a99, byl niezerowy. Wtedy
a12>
a1l

- 1 a22
A7t =
det A (azl
(mnozenie macierzy przez liczbe wykonujemy, mnozac kazda komoérke przez te
liczbe).

Jak latwo zauwazyé¢, AA™' = A71A = (} ) =: I. Macierz I odgrywa w naszym
Swiecie role jedynki, pomnozenie przez nia (z kazdej strony) nic nie zmienia.

No dobrze, ale poki co mamy samg algebre. Gdzie tu nieréwnosci? Aby przejéé
juz do meritum, bedziemy rozpatrywa¢ wylacznie macierze symetryczne, czyli
takie A, dla ktérych a1o = aso;.

Definicja: Mowimy, ze symetryczna macierz A jest dodatnio okreslona
(i piszemy A > 0), jezeli a1 + ag2 > 0 oraz det A > 0.

Moéwimy, Ze macierz jest nieujemnie okreslona (i piszemy A > 0), gdy w powyzszej
definicji nieréwnosci ostre > zamienimy na nieostre >. Ogdlniej mamy A > B,
gdy A— B >0,oraz A> B,gdy A— B > 0.

Inny (réwnowazny) sposéb zdefiniowania nieréwnosci A > 0 wykorzystuje tzw.
formy kwadratowe: A > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy forma kwadratowa zwigzana
z A, czyli przeksztalcenie R? — R dane wzorem

2 .
R 3 (21, 22) — a112121 + 12T1%2 + G21T2%1 + GooXax2 =: Qa(z1,22) € R



Jak Czytelnik zapewne zauwazyl,
dodatnia okreslono$é jest niezwykle
podobna do wtasnosci iloczynu
skalarnego. Mozna wigc powiedzieé, ze
A > 0, o ile A zadaje uogélniony iloczyn
skalarny na R2. Sprawdzenie
réwnowaznosci definicji A > 0
pozostawiamy Czytelnikowi.

Ogdlniej, dla funkcji f o wartosciach
rzeczywistych macierz f(A) definiujemy
wzorem znajdujacym sie w tekscie obok,
o ile tylko Ay oraz As naleza do
dziedziny f.

spetia dla kazdego (z1,22) € R? nieréwno$é Q4 (z1,z2) = 0. Jezeli ponadto
réwnosé zachodzi tylko dla (x1,z2) = (0,0), to A > 0. Latwo stad wywnioskowad,
ze suma dodatnio okreslonych macierzy jest dodatnia.

W praktyce przydatny jest nastepujacy standardowy zestaw faktéw z algebry
liniowej, ktory Czytelnik Zaciekawiony moze potraktowaé jako ambitne zadanie:

Zestaw faktow

1. Dla dowolnej macierzy symetrycznej A wymiaru 2 na 2 istnieje kat « € [0, 27)
oraz takie liczby Ay, As, Zze A ma przedstawienie

cosa —sina A0 cosa  Sina
A=, . .
sina  cosa 0 A, —sina cosa
Ta groznie wygladajaca formutka mowi nam, ze A jest diagonalna
z doktadnoscia do obrotu.

2. Zachodzi A > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy we wzorze powyzej Ay, A > 0.
Podobnie A > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A, A2 > 0.

3. Dla dowolnego wielomianu p(z) zachodzi

(4) = cosa —sina\ (p(4;1) 0 cosa  sina
P = \sina cosa 0 p(Ay)) \—sina cosa)’

przy czym warto$é p(A) definiujemy, wstawiajac macierz A w miejsce
zmiennej z i zwyczajne mnozenie zamieniajac na mnozenie macierzy. Uff, dos¢
juz definicji! Przejdzmy do czego$ konkretnego. Zastanéwmy sie, wzorujac sie
na liczbach, czy dla dowolnej macierzy symetrycznej 2 na 2 zachodzi A2 > 0.
Mozna to sprawdzié¢ z definicji (Czytelnik zechce potraktowaé to jako kolejne
¢éwiczenie) lub skorzystaé z podanych faktéw. Mianowicie, biorac rozklad A
podany powyzej, otrzymujemy

A2 — <cosa —sina) <A% 0 ) < CoS @ sina)
~ \sina  cosa 0 A3)\-sina cosa)’
Skoro wiec wyrazy na przekatnej macierzy posrodku sa nieujemne jako kwadraty,
to mamy A% > 0.

A jak bedzie z eA? Czy zawsze zachodzi e > 07 TAK, z tego samego powodu!
A czy In(A) >0, 01ile A— (3 9) > 0?7 OdpowiedZ znowu jest pozytywna, ale po
drodze trzeba skorzystaé z rownosci zachodzacej dla kazdego kata «

cosa —sina 1 0 cosae sina) (1 0
(Sina cos o ) (O 1) (— sin a cosa) n (O 1)'
Wyglada na to, ze péttorej strony dotychczasowych modyfikacji doprowadzito
tylko do znanych nam z analizy nieréwnosci. Troche to nudne. .. ale nie
poddajemy sie! Wezmy na warsztat odpowiednik znanej liczbowej nieréwnosci
A2 > B? oile A> B > 0. Czy jest ona prawdziwa? Otéz. .. NIE! Wezmy
A= (12025), B= (3 2024) Wtedy

(11 s o [ 2 202
A_B_(l 1)20’ ale A= B _<2026 4050)20’

bo 2 - 4050 — 20262 jest (bardzo) ujemne.

Oznacza to, ze A — A? nie jest funkcja monotonicznie rosnaca dla macierzy

nieujemnie okre§lonych. A jak to wyglada dla innych poteg? Czedciowej

odpowiedzi na to pytanie dostarcza nieré6wnosé¢ Lownera—Heinza:
Ype(0,1], A>B>0 = AP > BP.

Nier6wnos$é Lownera—Heinza nie posiada (znanego mi) krétkiego i jednoczesnie

elementarnego dowodu. Gléwna trudnos¢ wynika oczywiscie z tego, ze kat a

dla A i odpowiedni kat dla B nie muszg by¢ tozsame.

Przejdzmy wreszcie do deseru, czyli do klasycznych nieréwnosci pomiedzy
grednimi. Czy na przyklad dla A, B > 0 zachodzi

1(A+B)</3(42+B%) ?
Policzmy:

1(A*+B*) - (3(A+B))*=3(4+B*-~AB-BA)=1(A-B)*>0
i nieréwno$¢ Lownera-Heinza dla p = 1 da nam (pozytywna) odpowiedz.

2



Warto tez zastanowi¢ sie nad sytuacja
jednowymiarowa: jaka jest najmniejsza
warto$é funkcji f(z) = az? + b(1 — )? dla
dodatnich a oraz b?

Dla przyktadu: iloczyn

(2@ =69

nie jest symetryczny.

A jak bedzie z nieréwnoscia pomiedzy $rednia arytmetyczng a érednig
harmoniczna? Pytamy o nieréwno$é

VAB>0, 2A4'+B ) '<i(A+D).
Okazuje sig, ze rowniez i ta nieréwnosé jest prawdziwa. Aby to wykazaé,
potrzebujemy nastepujacego wzoru:

Qa-14p-1-1(21,22) = min {Qa (w1, 22) + QB (y1,12) },
gdzie minimum brane jest po wszystkich mozliwych wektorach (z1,z2), (y1,y2)
spelniajacych (x1,z2) + (y1,¥2) = (21, 22). Uzbrojeni w te tajemna wiedze
zauwazmy, ze wystarczy pokazaé nierownosé

V (21,22), Qaa—14B-1)-1(21,22) < Qratp) (21, 22).

Ale rozkladajac (21, 22) jako sume 3 (21, 22) + 2 (21, 22), dostaniemy

Qua—14B-1)-1(21,22) < Qal21,22) + Qp(21,22) = QarB(21, 22),
co konczy dowdd.

Na koniec ciekawostka (a wlasciwie to ploteczka): znana nam celebrytka
w krainie nieréwnosci — $rednia geometryczna — jest niezwykle kaprys$na
w naszym nowym $wiecie. Problem polega na tym, ze iloczyn AB dwd6ch
symetrycznych macierzy wcale symetryczny byé¢ nie musi.

Problem ten mozna rozwiazaé¢ na rézne sposoby, dostajac rézne Srednie
geometryczne. Jednym ze sposobéw jest wziecie

InA+InB
p -5 )

Da nam to macierz symetryczng (dlaczego?), niestety z pewnymi
mankamentami. Okazuje sie, ze najlepszym wyborem (dla A, B > 0) jest srednia
AﬁB — A1/2(A71/23A71/2)1/2A1/2'

Ten wzdr, uczciwie piszac, nie wyglada elegancko — na pocieszenie warto
wspomnieé, ze dla trzech czy wiecej macierzy ich érednia geometryczna wyglada

uz uz rzej. . . rak ur nadrabia innymi walorami, np. z V/
duzo, duzo gorze Za to brak urody nadrabia alorami, achod
jakze oczekiwane nieréwnosci:

247"+ B ) ' < AIB< $(A+ B).
Informacje o tym i o wielu innych wynikach dotyczacych analizy na macierzach

Czytelnik znajdzie w ksigzce F. Hiai, D. Petz: Introduction to Matriz Analysis
and Applications. Zycze milej dalszej lektury!

i Z.adania

Rys. 1

mieszanina h
P
Rys. 2

Rozwigzania na str. |24

Przygotowat Dominik BUREK

M 1822. Rozstrzygnad, jaka jest najwieksza mozliwa liczba roztacznych
pentomino w ksztalcie plusa (rys. 1), ktére mozna polozyé na szachownicy 8 x 8
tak, by boki pentomino byly rownolegte do bokéw szachownicy.

M 1823. Udowodnié, ze dowolny wielokat wypukly mozna podzieli¢ na trapezy
réwnoramienne.

M 1824. Dany jest ciag (an)n>1 zdefiniowany przez warunki a; = 1 oraz
Qop = Ay 1 AG2p+1 = ap + apy1 dla n > 1. Udowodnié, ze kazda liczba wymierna
dodatnia wystepuje doktadnie raz w ciagu ( dn

An 41 )n}l'
Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1123. W naczyniu o ksztalcie $cietego stozka (rys. 2) poczatkowo znajduje sie
jednorodna mieszanina dwéch cieczy o réznych gestosciach. Po pewnym czasie
ciecze rozdzielaja sie i lzejsza (o mniejszej gestoscei) zbiera sie¢ w gornej czesci
naczynia. Czy w wyniku tego procesu zmienia si¢ ciSnienie na dno naczynia?
Przyjmujemy, ze catkowita objetosé cieczy przed i po ich rozdzieleniu pozostaje
niezmieniona. Przyspieszenie ziemskie wynosi g.

F 1124. Oszacuj, jakiej érednio energii, €, potrzeba do ,wyrwania” pojedynczej
czasteczki z powierzchni (cieklej) wody. Cieplo parowania wody wynosi

L = 2257 J/g, masa atomowa wodoru pug = 1 g, masa atomowa tlenu uo = 16 g,
a stala Avogadro: N = 6,022 - 1023,

3



*Uniwersytet Cambridge

Wspélczesna biologia pelna jest -omdw
(czyli szczegdlowych baz danych):
genoméw, proteoméw, reguloméw etc.

Rekonstrukeja struktury 3D neuronu (tzw.

mesh) wraz z fragmentem obrazu
z mikroskopu elektronowego

Metoda segmentacji struktur 3D
neuronéw zostala zaproponowana w pracy
Michata Januszewskiego i in.
“High-precision automated reconstruction
of neurons with flood-filling networks”.
(Nature methods, 2018)

Jak stworzy¢ mape mézgu?
Dominik KRZEMINSKI*

W pazdzierniku ubieglego roku na lokladce magazynu Nature pojawita sie mucha.
Nie dla wszystkich moze to byé oczywiste, bo widzimy tam cos$, co wyglada jak
platanina niezliczonej ilosci kolorowych kabli; na czarnym tle przypomina raczej
wizualizacje zderzenia cial niebieskich, a nie organ tego niepozornego owada.
Tytul oglaszal zakoriczenie ambitnego projektu, ktéry pozwolit skonturowac
kompletna mape mézgu muszki owocowki z gatunku Drosophila melanogaster.
Dlaczego owad, ktérego z utrapieniem odganiamy od naszych jablek i bananéw,
zastuzyl na wyréznienie w prestizowym magazynie naukowym?

Wyjaénienie rozpoczniemy od banalnego stwierdzenia, ze aby nie zgubi¢ sie

w obcym miescie, dobrze jest mie¢ mape. Aby trafi¢ pod konkretny adres,
najlepiej, jesli mapa ta jest dobrze oznaczona. Analogicznie neuronaukowcy,
chcac zrozumieé szczegbdlowe dziatanie mézgu, potrzebuja dokladnej mapy

jego struktur. Typowy neuron w ludzkim moézgu ma okoto 12 mikrometréow
$rednicy, a komorek tych jest okolo 86 miliardéw, sprawa zatem nie jest prosta.
Tym bardziej, ze do tej pory jedyna kompletna mapa ukladu nerwowego
organizmu zywego pochodzita z malego robaczka C. elegans, ktéry ma dokladnie
302 neurony. Przeskok ilociowy wydaje sie zatem ogromny.

Naukowcy zainteresowali sie wiec wspomniana Drosophilg. Chociaz muszek
owocowek nie lubimy w naszej kuchni, okazuja si¢ one bardzo przydatne

w laboratorium biologicznym, szczegdlnie w badaniach genetycznych. Ich mdzg
liczy okolo 140000 neuronéw, co czyni problem istotnie trudnym, lecz nie
niemozliwym do zaatakowania przy uzyciu wspolczesnej technologii. Zrzeszeni
w konsorcjum badacze z oérodkéw Cambridge, Harvard, Princeton i Centrum
Badan Janelia zakasali rekawy i rozpoczeli intensywne prace w celu stworzenia,
przy wspdélpracy z kilkoma firmami, szczegétowej mapy neuronéw oraz ich
potlaczen; tak zwanego konektomu.

Wréémy do metafory mapy. Aby stworzy¢ od zera mape geograficzna, warto
zaczalé od topografii terenu, na przyklad zdjeé¢ satelitarnych. Zamiast satelity do
obrazowania neuronéw bedziemy potrzebowaé¢ mikroskopu elektronowego, dzigki
ktéremu mozemy uzyskaé obrazy o wysokiej rozdzielczosci. Dzialo elektronowe
wytwarza strumien ujemnie natladowanych czastek, ktore sa przyspieszane

i skupiane w waska wiazke. Dodatkowe soczewki magnetyczne skupiaja wiazke
elektronéw na prébee tkanki biologicznej. Na podstawie stopnia penetracji
elektronéw przez tkanke mozna stworzy¢ obraz organelli komoérkowych. Tkanke
trzeba wczeéniej odpowiednio przygotowaé: czesto przy uzyciu laseréw, ktére
precyzyjnie tna ja na ultracienkie fragmenty (o grubosci okoto 60 nanometréw).
Po przeskanowaniu roztacznych fragmentéw tkanek konieczna jest ich ponowna
integracja, czyli polaczenie w tréjwymiarowa strukture (czasem wymaga to
dodatkowego przeksztalcania obrazéw, np. skalowania czy $ciskania).

W kolejnym kroku na zdjeciach satelitarnych warto zaznaczy¢ poszczegdlne
obiekty, takie jak ulice, rzeki, budynki, tereny zielone. W przypadku konektomu
jestesmy gléwnie zainteresowani ksztaltem neuronéw oraz potaczeniami

miedzy nimi. Do efektywnej analizy olbrzymiego zbioru danych niezbedne sa
narzedzia sztucznej inteligencji, ktére pomagaja w szybkiej segmentacji struktur
neuronowych z obrazéw mikroskopowych poprzez identyfikacje granic tkanek

i rekonstrukcje tréojwymiarowych morfologii, tzw. ,szkieletow”. W szczegdlnosci
pomocny w tym procesie jest algorytm wypelniania konturowego (ang.
flood-filling) wspomagany przez konwolucyjne sieci neuronowe. Ta unikalna
architektura umozliwia sieciom neuronowym iteracyjne rozszerzanie
poszczegblnych fragmentow tkanek biologicznych w jednolite trojwymiarowe
obiekty. Inne algorytmy, réwniez oparte na sieciach konwolucyjnych, pozwalaja
w szybki i dokladny spos6b wykry¢ synapsy, czyli polaczenia pomiedzy
neuronami (biologicznymi), oraz zwiazane z nimi neuroprzekazniki (chemiczne
transmitery kontrolujace przesylanie informacji).
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https://www.nature.com/nature/volumes/634/issues/8032
https://www.biorxiv.org/content/biorxiv/early/2017/10/09/200675.full.pdf
https://www.biorxiv.org/content/biorxiv/early/2017/10/09/200675.full.pdf

Obrys mézgu muszki owocoéwki

z zaznaczong rekonstrukcjg neuronu
wewnetrznego plata wzrokowego. Zrzut
ekranu z narzedzia Codex dostepnego na
flywire.ai

Aby film nagrany w standardzie 4K
zajmowal jeden zettabajt, musialby trwac
okolo 10 milionéw lat.

lakie jest
Zyci

W ostatnim etapie konstrukcji mapy wszystkie rozpoznane obiekty warto
opisa¢ lub innymi stowy zaanotowaé, tzn. nanies¢ poszczegdlne nazwy ulic,
parkéw, rzek. W neuronauce anotacje zapewniaja niezbedny kontekst do
interpretacji wzorcéw potaczen neuronalnych. Znajomosé typu komorki

i neuroprzekaznika neuronu pomaga badaczom zrozumieé¢ jego role w obwodach
neuronowych i funkcjonowaniu moézgu. Ogromna wiekszo$¢ anotacji, obejmujaca
okoto 100 tysiecy neuronéw, byta wykonywana manualnie przez mala grupe
ekspertow. Do opisu pozostalej czeéci neurondéw wykorzystano wlasciwosci
symetrii oraz modularnosci mézgu — struktury analogiczne do zaanotowanych
wczesniej latwiej bylo opisa¢ na podstawie dotychczasowej pracy. Przy
wykrywaniu tych podobienistw w budowie uzywano algorytméw dopasowywania
grafow, wyszukujacych takie przyporzadkowanie ich wierzchotkéw, ktére
optymalizuje zgodnoéé¢ krawedzi miedzy nimi. W tym przypadku wierzchotki
reprezentowaly neurony z dwoch obszaréw moézgu, a krawedzie okreslane

byly na podstawie liczby polaczen synaptycznych. Tak sformulowane zadanie
okazuje sie analogiczne do jednego z podstawowych probleméw optymalizacji
kombinatorycznej: problemu przypisania kwadratowego. Mimo ze jest to problem
NP-trudny, istnieja jednak efektywne rozwiazania przyblizone dla obu zagadnien,
ktoérych zastosowanie utatwilo prace ekspertom.

W rezultacie, poprzez kombinacje narzedzi biologicznych, informatycznych
oraz matematycznych, z sukcesem ukonczono projekt FlyWire, o ktérym
pisano w Nature, czyli najwieksza i najdoktadniejsza do tej pory mape mozgu.
Skrupulatnie zaanotowano 139 255 neuronéw organizmu zenskiego muszki
owocéwki, tworzacych razem ponad 50 milionéw potaczen synaptycznych.
Zestaw danych FlyWire zawiera dwa kluczowe zasoby: morfologie wszystkich
neuronéw i wykres sieciowy pokazujacy, w jaki sposéb tacza sie one ze soba.
Co najwazniejsze, projekt jest otwarto-zrodlowy, tzn. kazdy moze zobaczy¢
rezultat pracy naukowcoéw na stronie flywire.ail

Mapa ta przyda sie¢ w zrozumieniu funkcji struktur mézgowych u muszki
owocoéwki, z ktorych czesé ma odpowiedniki w moézgu ludzkim, a wypracowane
techniki obrazowania i anotacji pomoga przy tworzeniu map moézgu innych,
bardziej rozwinietych organizmoéw. Ostatecznym celem jest zbudowanie mapy
ludzkiego mézgu, do ktérej przechowania (przy precyzji takiej jak FlyWire),
jak si¢ szacuje, potrzeba bedzie zettabajtéw (przedrostek zetta oznacza 10%%)
pamieci!

Masowe mikrowymieranie

Pamietacie ,,Zaginiony swiat” Arthura Conana Doyle’a, o wyprawie grupy
naukowcow do plaskowyzu, na ktérym przetrwaly gatunki sprzed milionéw lat,
w tym dinozaury i ludzie pierwotni? Fikcja. A gdybym powiedziala, Ze jest takie
miejsce na Ziemi, gdzie zyja relikty z czaséw kredy?

W centralnej czeéci pustyni Chihuahua w Meksyku znajduje sie rezerwat Cuatro
Cienegas, co po hiszpansku oznacza ,cztery bagna”. Teren wyniesiony na 750 m
nad poziom morza otoczony jest wysokimi gérami. Z obrazu uzyskanego okiem
satelity z szaroburego tla wybija sie turkusowa wstazka. To oaza, miejsce
wielkiej réznorodnoéci biologicznej, z dtuga lista gatunkéw endemicznych.
Zrédla, strumienie, jeziorka, wysychajace okresowo laguny tworzg bezdoplywowy
system. Woda w nim jest wymagajaca dla zycia: uboga w chlorek sodu (NaCl),
ma w zasadzie niewykrywalne stezenia fosforanéw, jest za to bogata w magnez,
wapn, weglany i siarczany. W takiej wodzie nie rozwijaja sig¢ glony ani rosliny
wyzsze. W tych ekstremalnych warunkach podstawa sieci pokarmowej sa
mikroorganizmy.
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Ekstremalne warunki zycia przyciagaja badaczy. W pismie PNAS z 2005 roku
grupa meksykanskich uczonych opisuje wyniki badan przeprowadzonych na

10 probkach wody i 3 prébkach osadéw dennych z Cuatro Cienegas. Naukowcy
czesSciowo zastosowali masowg analize DNA z prébek wody, cze$é pobranych
ze $rodowiska mikroorganizméw udato im sie tez wyhodowa¢ w laboratorium.
Mieszane metody biologii molekularnej i klasycznej hodowli pozwolity
naukowcom sprawdzi¢ pokrewienstwo mikroorganizméw z Cuatro Cienegas

z tymi zyjacymi w innych rejonach Ziemi. Potwierdzilo sie, ze ubogie wody
kryja wyjatkowo duze bogactwo gatunkéw bakterii. Zdecydowanie zaskakujace
bylo to, ze ponad 50% z nich okazalo si¢ spokrewnione z bakteriami morskimi.
Tymczasem dolina, gdzie znajduje sie rezerwat, jest oddalona o 750 m w pionie
i ponad 850 km w poziomie od najblizszego morza.

Naukowcy postawili wiec hipoteze, ze w czasie
tworzenia si¢ warstw skal w mezozoiku woda morska
zostala uwieziona w ich wnetrzu i po wypietrzeniu

sie kontynentu, stosunkowo niedawno, w miare
postepujacych proceséw krasowych, wydostala sie na
powierzchnie. Zmiany te rozpoczely sie kilkadziesiat
milionéw lat temu, w czasach, kiedy po ladach
maszerowaly dinozaury. Uwig¢zione mikroorganizmy
musiaty dostosowaé sie do zmian zachodzacych

w wodzie: rozpuszczania sie niektérych mineratow

i zmniejszania sie stezenia soli. Hipoteze podtrzymuja
wyniki kolejnych prac, migdzy innymi publikacji

z PNAS z 2008 roku. Autorzy zsekwencjonowali i opisali
genom jednego z wolno zyjacych gatunkéw bakterii

w wodach Cuatro Cienegas, Bacillus coahuilensis.
Sekwencja jednoznacznie wskazuje na pokrewienstwo

z morskimi gatunkami Bacillus, odkryto jednak

szereg niezbednych dla przetrwania modyfikacji. Dla
przyktadu genom B. coahuilensis w poréwnaniu do
innych gatunkéw Bacillus okazal sie bardzo maty.
Poniewaz czasteczki DNA zawieraja duzo fosforu,

w Srodowisku, gdzie go brakuje, redukcja genomu

jest korzystna. Dodatkowo odkryto geny, ktére
pozwalaja zamieni¢ glowny skladnik bton komoérkowych,
fosfolipidy, w ich odpowiednik zawierajacy zamiast
fosforu siarke. Geny te nie sa jednak typowe dla
Bacillus, bakterie musialy je uzyskac¢ od sinic na drodze
tak zwanego poziomego transferu genéw, czyli procesu,
w ktérym mikroorganizmy, nawet réznych gatunkéw,
przekazuja sobie fragmenty DNA.

Turkusowe jeziorka na $rodku meksykanskiej pustyni
kryja wiele tajemnic. Unikatowe w skali Ziemi
gigantyczne zbiorowiska komérek réznych gatunkdw
wchodza ze soba w interakcje. To relikt epoki schytku
kredy, po ktérym nastapilo piate w historii Ziemi
wielkie wymieranie gatunkéw. Tymczasem spokédj
badajacych je mikrobiologéw od wielu lat jest naruszany
z powodu zachodzacych obecnie lawinowych zmian
Srodowiska.

W maju 2025 roku biolodzy — specjalisci od ochrony
gatunkéw zebrali sie w Scripps Institution of
Oceanography w San Diego, by oméwié¢ plan utworzenia
grupy do spraw mikroorganizméw w ramach Komisji
Ochrony Gatunkéw Miedzynarodowej Unii Ochrony
Przyrody (IUCN). IUCN odpowiada za prowadzenie
czerwonej listy gatunkdéw zagrozonych wyginieciem,
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$ledzacej ryzyko wyginiecia zwierzat, roslin i grzybéw (ale
tylko tych, ktére mozna zobaczyé gotym okiem). Dotad
nikt na serio nie zajmowatl sie losem mikroorganizméw.

Jeden ze wspélorganizatoréw spotkania, Kent
Redford, opowiada redaktorowi z magazynu ,,Science”
o zagrozeniach miejsc cennych ze wzgledu na
mikroorganizmy, takich jak gorace zrédla czy kominy
hydrotermalne na dnach oceanéw. Takze o rezerwacie
Cuatro Cienegas, ktorego egzystencja narazona jest
przez wielkoobszarowa uprawe lucerny w sasiednich
dolinach. Woda do podlewania pobierana jest z miejsc,
ktére zasilaja mokradtla, a rezerwat zaczyna wysychad.
Rzad Meksyku nie wspélpracuje. ,,Chcemy ocali¢ to
miejsce, poniewaz odzwierciedla historie zycia na
Ziemi, odmienna od znanej z innych czesci $wiata.
Organizmy tam zyjace moga by¢ spokrewnione z tymi,
ktore skolonizowalty lad”.

Pracujacy w tej samej grupie Jack Gilbert szacuje,

ze na Ziemi zyje 103! bakterii, wiruséw, archeonéw,
protistéw i grzybdéw. ,Produkuja one wigkszos$¢ tlenu na
$wiecie, kolonizujg nasze jelita, sa Zrodlem informacji

o poczatkach zycia na Ziemi, powoduja choroby i lecza
je, wytwarzaja wino i ser oraz pomagaja roslinom rosnac.
Dzieki bioinzynierii umozliwiaja tworzenie nowych lekow,
wykrywanie toksyn, zmniejszanie zapotrzebowania na
nawozy i poprawianie plonéw”. Musimy je chronié.

Wstepnym dzialaniem grupy byloby stworzenie

listy szczegdlnie cennych mikrobiologicznie miejsc,
podobnie do juz istniejacej czerwonej listy ekosysteméw.
Zalozenia tego dzialania naukowcy chca przedstawié

w pazdzierniku 2025 roku na najblizszym Swiatowym
Kongresie IUCN.

Kiedy wybratam na studiach specjalizacje

z mikrobiologii, mdéj kolega ukut przesmiewke: ,Kto

to jest mikrobiolog? Bardzo maty biolog”. Faktycznie
»,malosé” tego zawodu nieraz mi dokuczata. Wigkszos¢
ludzi albo nie wierzy, ze bakterie istnieja, albo uznaje
wszystkie mikroorganizmy za cos, czego trzeba sie
pozby¢ za wszelka cene. A chroni¢?! Jak ustrzec przed
wyginieciem cos, czego nie wida¢? — Nigdy nie wiadomo,
czy wiladnie gdzie$s obok nie ginie ostatnia z bakterii X —
A jednak trzeba... Poniewaz przy obecnym tempie
zaniku naturalnych siedlisk te mikrotragedie moga sie
staé sprawg catkiem makro.

Marta FIKUS-KRYNSKA



at Otwarty 5°: Napoleon, Thébault, Barlotti i wielokaty foremne

Barttomiej PAWLIK*

Jednym z twierdzen niemajacych zadnego
udokumentowanego zwiazku z Napoleonem Bonaparte
jest tzw. twierdzenie Napoleona:

-

-7
/

Srodki tréjkgtéw réwnobocznych
zbudowanych na zewngtrz bokéw
danego trojkata sg
wierzcholkams trojkgta
rownobocznego. N /

Pierwszy znany zapis tego twierdzenia pojawil sie
$mierci francuskiego cesarza — w 1826 roku przd
matematyk William Rutheford, jednak nie powot
zrédto.

kilka lat po

awil je angielski

al si¢ na zadne

Zaréwno w powyzszym twierdzeniu, jak i w calym
tekscie, za $rodek wielokata foremnego uznajemy punkt
rownoodlegly od wszystkich jego wierzchotkdw.

Twierdzenie Napoleona niejednokrotnie byto
przytaczane na tamach Delty — wspominajg o nim
Joanna Jaszutiska w |ASy i w|A{Z oraz Barttomiej
Bzdega w Ay, Tym razem przyjrzymy sie jednemu
z mozliwych kierunkéw uogdélnien tego twierdzenia:
na zewnatrz bokéw n-kata bedziemy budowaé n-katy
foremne.

Czy prawda jest, ze laczac érodki kwadratéw
budowanych na zewnatrz bokéw dowolnego czworokata,
otrzymamy kwadrat? Okazuje sig, ze niekoniecznie:
wystarczy rozpatrzy¢ dowolny trapez prostokatny

o réznych podstawach:

Czy mozna zatem sformulowaé interesujace nas
uogélnienie twierdzenia Napoleona dla czworokatéw?
Z pomoca przychodzi nam Victor Thébault, zyjacy
w pierwszej polowie XX wieku matematyk francuski,
znany przede wszystkim ze sformulowania setek
oryginalnych probleméw z zakresu teorii liczb

i geometrii (publikowanych przewaznie w American
Mathematical Monthly). Thébault jest autorem
nastepujacego spostrzezenia:

*Politechnika Slaska

Srodki kwadratéw zbudowanych na zewngtrz bokdéw
danego rownolegtoboku sq wierzchotkami kwadratu.

Obserwacja Thébaulta nie daje pelnego obrazu sytuacji
dla figur z czterema bokami. Czy istniejg czworokaty
niebedace réwnolegtobokami, majace rozpatrywang
wlasnosé? Okazuje sie, ze nie — potraktujemy ten

fakt jako wniosek z duzo ogdlniejszego twierdzenia
Napoleona—Barlottiego:

Srodki n-kqtéw foremnych zbudowanych na
zewngtrz bokéow n-kgta F sq wierzchotkami
n-kgta foremnego wtedy i tylko wtedy, gdy F jest
afinicznym obrazem n-kqta foremnego.

\.______4

Przeksztalcenie afiniczne to, z grubsza, przeksztalcenie zachowujace
réwnoleglosé prostych oraz proporcje miedzy diugosciami odcinkéw
na bokach réwnoleglych. Przykladowo afinicznym obrazem kwadratu
moze by¢ jedynie réwnoleglobok.

Na koniec dodajmy, ze oczywiscie nie jest to

jedyne mozliwe uogdlnienie twierdzenia Napoleona.
Mozna na przyklad, jak Jha-Savaran czy Dao Than
Oai, budowa¢ tréjkaty réwnoboczne na bokach
sze$ciokatéw (ktore w zdegenerowanym przypadku
staja sie trojkatami, dajac twierdzenie Napoleona).
Szczegolnie pieknym uogolnieniem jest twierdzenie
Petra—Douglassa—Neumanna. Jednak sg to zagadnienia
na zupeltnie inng opowiesé. . .

Znakomity material dotyczacy twierdzenia

Petra—Douglassa—Neumanna mozna zobaczy¢ na youtube’owym
kanale Mathologer: |Petr’s muracle: Why was it lost for 100 years?


https://deltami.edu.pl/2009/05/liczby-zespolone-w-geometrii/
https://deltami.edu.pl/2015/12/o-obrotach/
https://deltami.edu.pl/2019/09/w-poszukiwaniu-trojkata-rownobocznego/
https://www.youtube.com/watch?v=WLAW5yz5O3E

Dlaczego elektrony nie spadajg na jadra atomowe?

Czyli o zwigzku fizyki kwantowej z analizg funkcjonalng

Bartlomiej BAK, Norbert MOKRZANSKI

Dlaczego elektrony nie spadajg na jedra atomowe? — to
pytanie byto jednym z wazniejszych zagadnien fizyki
XX wieku. Jak wiadomo, elektrony maja tadunek
ujemny, za$ jadra atomowe (dzigki protonom) tadunek
dodatni, wiec zgodnie z prawem Coulomba bardzo
chetnie sie przyciagaja, a jednak nie tacza sie i nie
tworza (w bardzo spektakularny sposéb) neutronéw.
Jedna z préb odpowiedzi na pytanie, dlaczego tak sie
dzieje, byl zaproponowany przez Ernesta Rutherforda,
a udoskonalony i rozpowszechniony przez Nielsa Bohra
ymodel planetarny”, wedlug ktorego elektrony krazyty
wokét jadra niczym planety wokél Stonca. Niestety

ta propozycja byla wadliwa z nastepujacego powodu:
ladunek, okrazajac jadro, podlega sile dosrodkowej,

a wiec porusza si¢ z przyspieszeniem, co zgodnie

z prawem Larmora oznacza, ze musi promieniowac, tzn.

przerabiaé energie na fotony. Co najciekawsze, Niels
Bohr byl w pelni swiadom tego problemu, poniewaz
Joseph Larmor opublikowal swoj wzér wigzacy emisje
promieniowania z przyspieszeniem tadunku pod

koniec XIX wieku, a wigc kilkanadcie lat wczesnie;j.
Aby rozwigzac ten problem, Bohr dodal nastepujacy
postulat: owszem, przyspieszane elektrony promieniuja,
ale wokol jadra atomowego istnieja ,,specjalne”

orbity, na ktérych elektron pozostaje stabilny i nie

Doktoranci na Wydziale Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego

promieniuje, natomiast gdy zmienia te orbite, to musi
albo wypromieniowaé¢ energie réwng réznicy energii
odpowiadajacym orbitom (gdy przechodzi z wyzszej
orbity na nizsza), albo zaabsorbowaé energie réwna
wspomnianej réznicy (gdy przechodzi z nizszej orbity
na wyzsza). Tym sposobem zostalo upieczonych kilka
pieczeni na jednym ogniu. Po pierwsze, domknieto
model planetarny atomu, uwzgledniajac istnienie
jedynie okredlonych, stabilnych orbit elektronéw —

co zreszta Bohr juz wczeéniej przeczuwal. Po drugie,

w pewnym sensie udato sie pogodzié¢ ten model

z opisanym przez Einsteina efektem fotoelektrycznym,
ktory dotyczyl przekazywania energii elektronom
poprzez o$wietlanie ich $wiatlem. Wszystko pigknie

i tadnie, ale czy powyzsze obserwacje i zalozenia daja
sie wlozy¢ w jakie§ matematyczne ramy i czy mozliwe
jest uzyskanie tych samych rezultatow ,na papierze”?
Byl to do$¢ powazny problem, ktory udato sie rozwiazac
za pomoca nowo powstalej gatezi fizyki: mechaniki
kwantowej, ktérej formalizm jest Scisle zwiazany

z réwniez Swiezo upieczonag analizg funkcjonalna — warto
wspomnieé, ze jednym z ojcéw tej ostatniej byl wybitny
polski matematyk Stefan Banach. Co wiecej, rozwdj
mechaniki kwantowej byt motywacja do rozwoju wielu
aspektéw analizy funkcjonalnej, np. teorii operatoréw.

Rozwigzanie réwnania Schrodingera dla
atomu wodoru znajduje si¢ w kazdym
podreczniku wprowadzajacym do
mechaniki kwantowej, np. R.L. Liboff,
Wstep do Mechaniki Kwantowej,
Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa
1987.

Jednostka ,,eV” oznacza ,elektronowolt”,
czyli wartos$é energii, jaka uzyskalby
pojedynczy elektron przyspieszony
napieciem jednego wolta.

Zjawisko ,wyrywania” elektronéw

z atoméw nazywa si¢ ,elektryzowaniem”
lub ,,jonizacja”. Uwalnianie elektronéw

z sieci krystalicznej poprzez Swiecenie,
czyli de facto dostarczanie energii za
pomoca fotonéw, to wlasnie wspomniany
wezesniej efekt fotoelektryczny.

Dla wyjaénienia, jak caly ten problem wyglada z teoretycznego punktu
widzenia, trzeba pare stéw napisa¢ o samej mechanice kwantowej. Ot6z

w mikroswiecie bardzo trudno jest méwié np. o potozeniu, dlatego uzywa

sie pojecia prawdopodobienstwa znalezienia danej czastki w danym miejscu.
Informacja o prawdopodobienstwie zakodowana jest w tzw. funkcji falowej.
Wtasciwa funkcje opisujaca dany uklad fizyczny znajduje sie, rozwiazujac
réwnanie Schrodingera. Niestety nie jest to wcale takie proste, niemniej

w przypadku atomu wodoru, ktérego jadro jest po prostu protonem, daje si¢ ten
problem rozwiazaé $cisle. Znalezione w ten sposéb rozwigzania (funkcje falowe)
numerowane sa liczbami naturalnymi i odpowiadajg pewnym wyrdznionym
(dyskretnym) poziomom energetycznym. Funkcje te opisuja wiec co§ w rodzaju
wyr6znionych orbit (zwanych orbitalami). Na tym mozna by skoriczy¢ caly
wywdd, ale okazuje sie, Zze sprawa jest o wiele ciekawsza. Przede wszystkim
dlatego, ze tylko dla atomu wodoru réwnanie Schrodingera daje sie analitycznie
rozwiazaé, gdyz dolozenie dodatkowych protonéw i elektronéw (by opisaé choéby
atom helu, ktéry ma dwa protony i dwa elektrony) diametralnie komplikuje
cala sytuacje, zatem trzeba sprobowaé ugryzé ten problem inaczej. Jak juz
bylo wspomniane, w przypadku atomu wodoru mamy dopuszczalne orbity

i odpowiadajace im energie, a doktadniej, im nizsza orbita, tym nizsza energia.
Warto wspomnie¢, ze wartos¢ tych energii jest ujemna, co odpowiada za

fakt ,zwiazania” elektronu z jadrem. Pierwszej orbicie odpowiada energia

E; = —13,6 eV, natomiast n-tej orbicie odpowiada energia E,, = E1/n?. Czyli
w miare wzrostu n energia zbliza sie do zera. Oznacza to, ze gdyby elektronowi
bedacemu na pierwszej orbicie dostarczy¢ energie +13,6eV (lub wicksza), to
stalby si¢ swobodny (lub ,ucieklby”) i pozostaloby samo jadro. Z punktu
widzenia problemu stabilno$ci atoméw najistotniejszy jest fakt istnienia
skoriczonej minimalnej energii £, nazywanej energig stanu podstawowego.
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Czytelnikéw zainteresowanych
matematycznymi niuansami tego
problemu zach¢camy do zapoznania si¢
z dodatkowymi materialami, ktére
udostepniamy na stronie deltami.edu.pl
Opisane sg tam pewne dodatkowe
szczegbly, ktore pozwola na wicksze
uscislenie naszych rozwazan.

Operator A dziala na funkcje¢ falowa

i w wyniku zwraca réwniez funkcje falowa.

Warto$é oczekiwana operatora A na
funkcji 9 jest zdefiniowana jako:

(A)y = /EAzp dedydz.

R3

Dla zaspokojenia ciekawosci Czytelnika

2
Dociekliwego dodamy, ze T' = — zhmA,
gdzie A oznacza laplasjan, h to
zredukowana stala Plancka, zas§ m jest

stalg o wymiarze masy.

Rzecz jasna znalezienie konkretnej
warto$ci infimum zdefiniowanego w (4)
to problem znacznie trudniejszy niz
wykazanie jego istnienia. Znajdowanie
tego typu infiméw to wazny temat
badawczy wspolczesnej analizy
funkcjonalnej.

Bardziej konkretnie, mozna sprawdzié, ze

(Hyy = [, (£ 192 + V[¢l?) dzdydz.

To wyrazenie dla ,dostatecznie
porzadnych” (czyli spelniajacych pewne
warunki) potencjaléw jest dobrze
okreslone dla funkcji ¢ nalezacej do
przestrzeni Sobolewa H'(R?)

Wtasnie ten aspekt jest kluczowy w opisie bardziej skomplikowanych ukladdow,
gdy niemozliwe jest Sciste wyznaczenie rozwiazania, natomiast daje sie
stwierdzi¢, ze energia nie moze by¢ mniejsza od pewnej skonczonej wartosci.
Istnienie takiego ograniczenia gwarantuje istnienie stanu podstawowego, co
nierozerwalnie wigze sie z tym, ze elektrony nie moga zej$é¢ nizej i spasé na jadro
atomowe.

Dalsza czeé¢ tego artykulu bedzie poswiecona matematycznemu sformutowaniu
problemu stabilnosci materii i szczegdlnie polecamy ja osobom znajacym
podstawy mechaniki kwantowej i analizy matematycznej, aczkolwiek osoby
niewtajemniczone réwniez zachecamy do zapoznania sie z tym zagadnieniem.

W mechanice kwantowej stan ukladu jest opisany wspomniana wcze$niej funkcja
falowa ¢ = ¥(z,y, z) (w dalszej czedci bedziemy pomijaé zapis argumentéw)

o wartosciach w liczbach zespolonych. Kwadrat modutu tej funkcji jest
rozkladem prawdopodobienstwa znalezienia elektronu. Calka z tego rozkladu
po calej przestrzeni musi by¢ rowna jeden, stad zadanie, aby funkcja falowa
spelniata réwnanie:

1/2

o ol = | [ 1ol dsagaz| =1,

R3
||| nazywamy normg funkcji ¢, przestrzenn wszystkich funkcji o skoriczonej
normie oznaczamy L?(R?). Nadmienimy tutaj, ze taka norma jest szczegdlnym
przypadkiem normy ||¢||,, w ktérej to funkcja ¢ jest calkowana z potega p,
a z wyniku wyciagany jest pierwiastek p-tego stopnia, dla p niekoniecznie
réwnego 2. Lada chwila zobaczymy, ze takie normy dla odpowiednio wybranych
wartosci p beda bardzo uzyteczne.

Przestrzen wszystkich funkcji o skonczonej normie to zbiér wszystkich
mozliwych stanéw uktadu kwantowego. W mechanice kwantowej méwimy

o operatorach na tej przestrzeni i ich wartoéciach oczekiwanych. Mierzalnym
wielko$ciom fizycznym w rozpatrywanym ukladzie (obserwablom) odpowiadaja
tzw. operatory hermitowskie na tej przestrzeni. Bez wnikania w szczegoty,

do naszych rozwazan wystarczy wiedzieé, ze warto$¢ oczekiwana operatora
hermitowskiego jest zawsze liczba rzeczywista (pomimo tego, ze funkcje

falowe maja wartosci zespolone). Warto$é oczekiwang mozemy uwazaé za
uéredniona warto$¢ wielu pomiaréw tej samej wielkoSci w tym samym stanie
ukladu. Szczegdlnie bedzie nas interesowata wartos¢ srednia energii, czyli
warto$¢ oczekiwana operatora energii H zwanego hamiltonianem. Najbardziej
powszechna jego postacia jest

(2) H=T+V,

gdzie T jest energia kinetyczna, z kolei V' jest energia potencjalna. W przypadku
atomu wodoru jest to potencjat Coulomba:

(3) V= . )
gdzie r = \/2? + y? + 22, za$ a to dodatnia stala o jednostce [J - m].

r
Mozemy teraz matematycznie sformulowaé problem stabilno$ci materii: pytamy,
czy energia, zdefiniowana jako warto$é oczekiwana hamiltonianu w stanie
(oznaczana jako (H),), jest ograniczona z dolu. Réwnowaznie mozemy zapytac,
czy posiada skonczone infimum, zwane tez kresem dolnym:

(4) Ey = lIdl)f<H>w > —00.

Okazuje sig, ze odpowiedZ na to pytanie, a nawet na nieco ogdlniejsze (tzn. dla

szerszej klasy potencjaléw niz potencjal Coulomba (3))), jest twierdzaca i mozna
ja uzasadni¢ juz za pomoca kilku narzedzi prezentowanych podczas niektérych

kursow z analizy matematycznej, co pokazemy ponizej.

Zgodnie ze wzorem (2) mozemy rozdzieli¢ wartos¢ oczekiwang (H), na czesé
kinetyczna i potencjalna jako

(5)
9

(H)yp = (T)y + (V)y.


https://deltami.edu.pl

‘W wymiarze d = 3 nieréwnosé¢ Sobolewa
glosi, ze ||[V|l2 = C|l¢]le dla pewnej
statej C' > 0.

Nieré6wnos$é Holdera méwi nam, ze

1£glls < I1/15llglly dla p i ¢ spelniajacych
1/p+1/q = 1. Tutaj wybieramy p = 3/2
iqg=3.

Dla potencjatu Coulomba rozktad (9)

o zadanych wtlasnosciach dostajemy,
biorac dostatecznie maly wycinek
przestrzeni wokét zera. Dla ogdlnego
potencjalu mozemy odwotaé si¢ do
twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej.

Faktem jest, Zze energia kinetyczna jest nieujemna, co oznacza, ze gtéwna
przeszkoda w rozwiazaniu problemu dotyczy energii potencjalnej. Analiza
upraszcza sie jeszcze bardziej, poniewaz kazdy potencjal mozemy rozdzieli¢ na
czed¢ dodatnia Vi i ujemna V_ w nastepujacy sposob:

(6) V= Vi 4 (V)

gdzie V. i V_ sa funkcjami nieujemnymi. Nie bedzie wielkim zaskoczeniem
stwierdzenie, ze energia pochodzaca od V, jest nieujemna, co oznacza, ze

zasadnicza cze$¢ problemu ogranicza sie do badania wartosci oczekiwanej
odpowiadajacej czesci ujemnej potencjatu (V_)y.

Jak juz bylo wspomniane, energia kinetyczna jest nieujemna, jednak mozemy
uzyska¢ bardzo specyficzne i uzyteczne jej oszacowanie, wykorzystujac
nierownosé¢ Sobolewa. W efekcie dostajemy oszacowanie

(7) (T)y = cll¥ll3,

gdzie ¢ > 0 jest pewna stala, zas ||¢||¢ znowu oznacza norme funkcji ¢, lecz
inna niz poprzednio rozwazana norma [[t||2. Musimy wiec znalezé sposéb, zeby
oszacowaé warto$¢ oczekiwang ujemnej czesci potencjatu tak, aby réwniez

i w tym oszacowaniu pojawila sie norma ||¢||¢. Z pomoca przychodzi nam
nierownos¢ Holdera. Dzigki niej otrzymujemy oszacowanie

(8) (Vo)u < IV-llapallv 1,

a wiec oszacowanie z taka norma funkcji ¢, jaka chcieliSmy. Aby wykorzystaé
powyzsza nieréwnos¢, musimy jednak wiedzie¢, ze norma [|V_|[5/5 jest skoiiczona,
co nie jest prawda dla wielu potencjatéw. Co gorsza, nie jest to prawda dla
wspomnianego przez nas potencjalu Coulomba (3)), wiec powyzsze rozwazania
nie pozwalaja uzasadni¢ stabilnos$ci nawet atomu wodoru. Musimy wiec dziataé
sprytniej.

Remedium na te bolaczke okazuje si¢ nastepujaca sztuczka, ktora, co ciekawe,
pozwoli znaczaco zredukowaé zalozenie o funkcji V_. Zalézmy mianowicie, ze
funkcja V_ moze by¢ przedstawiona jako suma:

(9) Vo=Vi+Vs,

gdzie Vi ma skonczong norme [|Vi||3/2, a funkcja V5 jest ograniczona przez
pewny stata M > 0. Potencjal Coulomba (3)) daje sie przedstawié w powyzszej
postaci, co mozna sprawdzié¢, biorac V; jako czesé tego potencjatu lezaca

w otoczeniu zera, a jako V5 dopelnienie tej czesci. Co wiecej, powyzszy

rozktad funkcji V_ mozna wykona¢ tak, ze norma ||Vi||3/, bedzie tak mata,

jak tylko chcemy. Odbedzie si¢ to kosztem oszacowania stalej ograniczajacej
funkcje Vs, lecz dla naszego problemu nie bedzie to stanowilo przeszkody w jego
rozwigzaniu. W ostatecznym rozrachunku, biorac norme ||Vi||3/2 mniejsza niz
stala ¢ w oszacowaniu energii kinetycznej, otrzymujemy nieréwnosc:

(10) (H)y 2 (T)y = (Vo) = (e = [Vallsy2) [19llg — M > =M,

a zatem Fy > —M. Tym sposobem dowdd stabilno$ci materii zostal zakonczony.

Warto nadmienié, ze z matematycznego punktu widzenia istnienie skoriczonego
infimum Ej wcale nie implikuje istnienia konkretnej funkcji falowej zwigzanej
z ta energia! Moze okazaé sie, ze jest cala rodzina rozwiazan, dla ktérych
wystepuje ta sama energia (stan zdegenerowany), lub ze takie rozwiazanie

w ogdle nie istnieje, a znalezione infimum pelni role wartosci graniczne;j.

Powyzsze rachunki dotyczyty dosé prostych modeli materii, jak choé¢by atomu
wodoru. Pozostaje pytanie, czy mozna procedure badania stabilno$ci materii
uogdblni¢ do bardziej skomplikowanych uktadéw, jak atomy inne niz wodér
(gdzie trzeba uwzglednié¢ odpychanie si¢ elektronéw), krysztaly (gdzie pojawia
sie wiecej jader atomowych), a nawet materii relatywistycznej (gdzie energia
ma bardziej skomplikowang formule). Okazuje sig, ze jest to mozliwe, niemniej
trzeba wprowadzi¢ bardziej egzotyczne narzedzia matematyczne i bardziej zawite
nieréwnoéci, o czym autorzy maja nadzieje opowiedzie¢ w niedalekiej przysztosci.
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Nagrody stopnia pierwszego

Magdalena Pudetko (36) — V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie

Mateusz Wawrzyniak (36) — Akademickie LO Politechniki
Wroctawskiej we Wroctawiu

Nagrody stopnia drugiego

Stanistaw Lada (30) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Antoni Mazur (30) - V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie

Mateusz Miernik (30) — LO im. $w. Jadwigi Krélowej

w Kielcach

Aleksander Misterski (30) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Wiktor Proé (30) — I LO im. Stanistawa Staszica w Lublinie
Jakub Swicarz (30) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Michat Wolny (30) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Igor Grauer (29) — XXXIIT LO Dwujezycznego im. Mikotaja
Kopernika w Warszawie

Jakub Pieczonka (29) — III LO z Oddziatami Dwujezycznymi
im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

Robert Rosczak (29) — I LO im. Mikolaja Kopernika w Lodzi

Nagrody stopnia trzeciego

Maksymilian Czyzewski (26) — XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie

Julian Zbigniew Kuryllowicz-KazZmierczak (26) —
Niepubliczna Szkota Podstawowa Verum et Bonum w Poznaniu
Antoni Euczak (26) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Lucja Lyziak (26) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Antoni Nowosielski (26) — III LO z Oddziatami Dwujezycznymi
im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

Patryk Rosé6t (26) — IIT LO im. Adama Mickiewicza w Tarnowie
Barttomiej Tomas (26) — VIII LO z Oddzialami
Dwujezycznymi im. Marii Sktodowskiej-Curie w Katowicach
Jan Dorosinski (24) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Michat Fronczek (24) — II LO im. Stanistawa Staszica

w Tarnowskich Gérach

Jakub Hawryluk (24) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Krzysztof Karwik (24) — III LO z Oddzialami Dwujezycznymi
im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

Michal Kazmierczak (24) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Daria Lobas (24) — LO Nr XIV im. Polonii Belgijskiej we
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Wyniki
Olimpiad
2024 /2025

LXXVI Olimpiada Matematyczna o

W zawodach stopnia pierwszego wzigto udziat 1883 uczniéw, do zawodéw stopnia
drugiego zakwalifikowano 732 uczniéw, a do zawodéw stopnia trzeciego — 183.

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej na posiedzeniu w dniu 4 kwietnia br.
postanowil przyznac¢ 59 tytutéw laureata oraz nagrody pierwszego, drugiego, trzeciego
i czwartego stopnia. Otrzymali je nastepujacy zawodnicy (w nawiasie podano liczbe
uzyskanych punktéw na 36 mozliwych):

Wroctawiu

Stanistaw Mocny (24) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Tadeusz Rylski (24) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Borys Wawrzynéw (24) — IV LO z Oddzialami Dwujezycznymi
im. Stanistawa Staszica w Sosnowcu

Milena Jaroszewicz (23) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Jan Micyk (23) — VIII LO z Oddzialami Dwujezycznymi

im. Marii Sktodowskiej-Curie w Katowicach

Jakub Wasilewski (23) — VIII LO z Oddziatami Dwujezycznymi
im. Marii Sklodowskiej-Curie w Katowicach

Stanistaw Kozlowski (22) — IT LO im. ksieznej Anny

z Sapiehow Jabtonowskiej w Bialymstoku

Antoni Wagner (22) — XIII LO w Szczecinie

Nagrody stopnia czwartego

Tomasz Banaszczyk (20) — I LO im. Bolestawa Chrobrego
w Piotrkowie Trybunalskim

Wojciech Malinowski (20) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Mitosz Ptlatek (20) — V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie

Szymon Urban (20) — Zespdt Szk6t Ponadpodstawowych
w Kleszczowie

Rafal Zebrun (20) — Akademickie LO Politechniki Wroctawskiej
we Wroctawiu

Kazimierz Chomicz (19) — I LO im. Bolestawa Chrobrego
w Piotrkowie Trybunalskim

Karol Szczygiel (19) — III LO im. Bohater6w Westerplatte
w Gdansku

Wiktoria Bazan (18) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Piotr Dybich (18) — V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie

Jakub Gaj (18) — Akademickie LO Politechniki Wroctawskiej
we Wroctawiu

Wiktoria Gasior (18) — I LO im. Mikotaja Kopernika

w Gdansku

Jakub Graczykowski (18) — VI LO im. Jana i Jedrzeja
Sniadeckich w Bydgoszczy

Wojciech Kisala (18) — IV LO im. Mikotaja Kopernika

w Rzeszowie

Marek Konieczny (18) — uczen klasy ésmej Szkoly
Podstawowej Stowarzyszenia Rodzin Katolickich Archidiecezji
Katowickiej w Chorzowie

Adam Kurzynski (18) — VIII LO im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu

Jakub Michal Kusz (18) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie



Igor Malinowski (18) — VIII LO z Oddziatami Dwujezycznymi
im. Marii Sktodowskiej-Curie w Katowicach

Mateusz Pawlata (18) — LO im. Marszatka Stanistawa
Matachowskiego w Ptocku

Tymoteusz Stepkowski (18) — Uniwersyteckie LO w Toruniu
Karol Synowiec (18) — V LO w Bielsku-Bialej

Kamil Szmurto (18) — V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie

Michal Wojkiewicz (18) — VIII LO im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu

Maciej Wrona (18) — CLV LO z Oddzialami Dwujezycznymi
Imienia Bohaterek Powstania Warszawskiego w Warszawie
Jan Zabkiewicz (18) — III LO z Oddzialami Dwujezycznymi
im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

Ignacy Kramarski (17) — VI LO im. Jana Kochanowskiego
w Radomiu

Mitosz Piekot (17) — Akademickie LO Politechniki
Wroctawskiej we Wroctawiu

Nagrode im. Andrzeja Makowskiego za najlepiej
zredagowane poprawne rozwigzanie zadania z finalu LXXVI OM
otrzymaly nastepujace osoby:

Grzegorz Kaczmarek — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie (za rozwiazanie zad. 1)

Rafal Zebrun — Akademickie LO Politechniki Wroclawskiej

we Wroctawiu (za rozwigzanie zad. 2)

Magdalena Pudetko — V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie (za rozwigzanie zad. 6)

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej dzigkuje wszystkim,
ktérzy pomagali finalistom w przygotowaniach do zawodoéw.
Komitet Gtéwny OM pragnie réwniez podzigkowaé: firmie
Wincent, mFundacji, Urzedowi Miasta Biatystok, Bankowi
PKO BP, Wojew6dztwu Podlaskiemu oraz II Liceum
Ogodlnoksztatcacemu im. Ksieznej Anny z Sapiehéw Jabtonowskiej
w Bialymstoku za pomoc w organizacji finatu oraz finansowanie
nagréd dla laureatow.

Pelng tres¢ komunikatu prasowego mozna odnalezé na stronie om.sem.edu.pl

Matematyczna : : = 2
yoematyezrd - XX Olimpiada Matematyczna Junioréow
S/-H--H--H-C

Oyt = W zawodach stopnia pierwszego wzieto udziat 7117 uczniéw z 1159 szkoét, do zawodow stopnia drugiego
g.-.- - 2 przystapito 1306 uczniow z 769 szkot, a do zawodow stopnia trzeciego — 150 uczniéw ze 126 szkét.

= :i: .t :i: o} Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej Junioréw na posiedzeniu w dniu 15 marca br. postanowit
Ol-- (L E przyzna¢ 56 osobom tytut laureata pierwszego, drugiego i trzeciego stopnia. Otrzymali je nastepujacy

www.omj.edu.pl

Laureaci I stopnia (30 punktéw)
Marek Marcin Konieczny,
Julian Zbigniew Kuryltowicz-KazZmierczak.

Laureaci II stopnia (19—29 punktéw)

Zuzanna Andruszkiewicz, Mateusz Bak, Dawid Natan
Bocigga, Zuzanna Urszula Czubinska, Aleksander Dembny,
Dominik Findeisen, Antoni Glinka, Benedykt Piotr
Kaczmarek, Karol Kaczmarek, Adam Kapka, Michal Marek
Kotodziejczyk, Antoni Jerzy Literski, Aleksandra Agata
Mazur, Szymon Michalik, Grzegorz Motylewski,

Patryk Niewczas, Krzysztof Ryszard Pietruszka, Adam Jakub
Rowinski, Krzysztof Rzonca, Piotr Stabicki, Artur Smolenski,
Mateusz Tomasz Sobanski, Rafal Sobolewski,

Viktoryia Viarenich, Krzysztof Tomasz Witkowski,

Michal Swictopetek Zabrocki.

Laureaci III stopnia (13—18 punktéw)

Szymon Balcerzak, Tymoteusz Barcicki, Mikotaj Kazimierz
Cichon, Ignacy Karol Gatek, Andrzej Karas,

Mikotaj Szymon Kasprowicz, Mateusz f.ukasz Kazmierczak,

LXVIII

OLIMPIADA \ =7’ §/
ASTRONOMICZNA

zawodnicy (w obrebie kazdej grupy laureatéw kolejnosé jest alfabetyczna):

Wojciech Leszek Klich, Maksymilian Kreciwilk,

Jakub Wtadystaw Kret, Dawid Lenczowski,

Maksymilian Les$niak, Oleksandra Lysakova,

Katarzyna Marewicz, Jan Szymon Mika, Tomasz Mitkowski,
Karol Minodzki, Adam Mroczkowski, Konstanty Opas,

Filip Pawicki, Filip Piaskowski, Mateusz Pszona,

Mateusz Michal Rybka, Jerzy Stowik, Lukasz Jézef Sulowski,
Michal Szczurek, Piotr Swiderski, Michal Pawel Waleron.

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej Junioréow
pragnie serdecznie podziekowaé nauczycielom finalistéw

i laureatéw tegorocznych zawodéw. Ponadto Komitet Gtoéwny
pragnie serdecznie podzickowaé¢ Fundacji mBanku, ktéra
ufundowata stypendia dla najlepszych laureatéw XX OMJ,

a takze Wydziatowi Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego oraz Politechnice Warszawskiej
za udostepnienie sal na przeprowadzenie zawodéw finatowych.

Pelng tres¢ komunikatu prasowego mozna odnalezé na stronie
omj.edu.pl

LXVIII Olimpiada Astronomiczna

Final 68. Olimpiady Astronomicznej odbyt sie w Planetarium — Slaskim Parku Nauki w Chorzowie.
Przez dwa dni od 14 marca 19 finalistéw rozwigzywato zadania teoretyczne, z analizy danych, a takze

zadania obserwacyjne przeprowadzane pod koputa Planetarium Slaskiego dysponujacego jednym
z najnowoczesniejszych systemow projekcyjnych na swiecie. Wyniki tych zmagan mtodych mitosnikéw

astronomii byly nastepujace:

I miejsce: Dawid Chudzik, uczenn XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie

IT miejsce: ex-aequo: Jasmina Nurkovié z XIII LO

w Szczecinie oraz Artur Ziétkowski z Uniwersyteckiego
Liceum Ogélnoksztatcacego w Toruniu

IV miejsce: ex-aequo: Kinga Wysocka z III LO im.
Marynarki Wojennej RP w Gdyni oraz Antoni Gazda

z I Liceum Ogdlnoksztalcacego z Oddziatami Dwujezycznymi
im. M. Kopernika w Krosnie

VI miejsce: Jakub Rakoca — Uniwersyteckie LO w Toruniu
VII miejsce: Adam Sienkiewicz — II LO im. Ksieznej Anny
z Sapiehéw Jabtonowskiej w Bialymstoku

VIII miejsce: Zofia Lamecka — III LO im. Marynarki
Wojennej RP w Gdyni

Pierwszych 5 Laureatow bedzie reprezentowaé¢ Polske podczas 18. Miedzynarodowej Olimpiady z Astronomii i Astrofizyki, ktéra

w tym roku odbedzie si¢ w Bombaju w Indiach.
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Olimpiada

Informatyczna
Juniorow

110 zawodniczek i zawodnikéw.

Laureaci I stopnia

Artur Smolenski, Krzysztof Tomasz Witkowski, Filip Pawicki,
Szymon Czestaw Krzywda, Marek Konieczny, Wiktor Gatner,
Konstanty Opas, Kyryl Leksiunin, Rafal Sobolewski,

Mitosz Popowicz.

Laureaci i laureatki II stopnia

Aliaksei Pauliuchenka, Tobiasz Szymanski,

Zuzanna Czubinska, Filip Brajczewski, Antoni Glinka,
Wojciech Klich, Szymon Warsinski, Michat Szarata,

Antoni Zakarczemny, Sebastian Czajka, Filip Ziajka,

Robert Borowski, Jan Pydych, Pawet Raszka, Jan Matafiejski,
Tymofii Hamaliia.

[ (] [ I d
XIX Olimpiada Informatyczna Junioréow
Finat XIX OIJ odbyt sie¢ w dniach 11-13 kwietnia 2025 roku w Warszawie. Wystartowato w nim
Zwyciezcami XIX OIJ zostali Artur Smolenski oraz Krzysztof Witkowski reprezentujacy SP

nr 221 w Warszawie. Obaj zawodnicy zdobyli komplet punktéw. Ponizej lista laureatéw (kolejnosé
wedlug zajetego miejsca). Lista wszystkich finalistéw jest dostepna na stronie o0ij.edu.pl.

Laureaci i laureatki III stopnia

Dominik Findeisen, Stanistaw Gozdalik, Artur Brzezinski,
Karol Kulczycki, Szymon Kondratek, Grzegorz Tabor,
Grzegorz Zdobylak, Volodymyr Osaulenko,

Sebastian Butyszko, Karol Kaczmarek, Kamil Winczaszek,
Aleksander Dembny, Ignacy Jaskowski, Jan Gonczaryk,
Mitosz Rakoczy, Tymon Ziétkowski, Magdalena Krzywicka,
Jakub Targowski, Karol Janicki, Wojciech Drozd,

Mateusz Sklad, Igor Zielinski, Mikotaj Elert, Mieszko Fus,
Karol Minodzki, Anna Oueiski, Pawel Biernacki,

Artur Chmielewski, Mikotaj Walis.

XXXII Olimpiada Informatyczna

W dniach 25-28 marca 2025 roku w Warszawie odbyty sie zawody III stopnia XXXII Olimpiady
Informatycznej. Zostato do nich zakwalifikowanych 104 zawodnikow i zawodniczek. W ciaggu dwoch
dni zawodow III stopnia zawodnicy rozwiazywali w sumie szeS¢ zadan programistycznych ocenianych

od 0 do 100 punktow.

Ceremonia zakonczenia XXXII Olimpiady Informatycznej odbyla sie 28 marca. Komitet Gtéwny

Olimpiada
Informatyczna

na stronie oi.edu.pl.

Laureaci I miejsca

1. Franciszek Szymula (442, V LO, Krakéw, kl. 3)
Jerzy Olkowski (409, XIV LO, Warszawa, kl. 4)
Michatl Piotr Wolny (407, XIV LO, Warszawa, kl. 2)
Artur Smolenski (356, SP nr 221, Warszawa, kl. 8)
Kacper Jonak (338, XIV LO, Warszawa, kl. 4)
Piotr Dybich (335, V LO, Krakéw, kl. 1)
Patryk Grabowski (331, XIV LO, Warszawa, kl. 3)
8. Stanistaw Lada (322, XIV LO, Warszawa, kl. 3)

Laureaci i laureatki II miejsca
9. Piotr Krzysztof Michalik (319, Katolickie LO,

Garwolin, k1. 4)

10. Jakub Marcin Kussowski (316, III LO, Gdynia, kl. 3)

11. Krzysztof Tomasz Witkowski (312, SP nr 221,
Warszawa, kl. 8)

12. Daria Lobas (309, LO nr XIV, Wroctaw, kl. 2)

13. Milena Jaroszewicz (295, XIV LO, Warszawa, kl. 4)

14. Marcin Rymkiewicz (289, XIV LO, Warszawa, kl. 4)

15. Paulina Zeleznik (284, LO nr XIV, Wroctaw, kl. 4)

16. Mateusz Wawrzyniak (265, Akademickie LO, Wroctaw,
kL. 4)

17. Tomasz Plywacz (262, XIV LO, Warszawa, kl. 4)

18. Wojciech Grzela (260, XIV LO, Warszawa, kl. 4)

19. Adam Maleszka (259, XIII LO, Szczecin, kl. 4)

20. Szymon Pilipczuk (258, XIV LO, Warszawa, kl. 1)

21. Franciszek Jurkowski (248, Technikum facznosci nr 14,
Krakoéw, kl. 5)

22. Michal Adam Roguz (240, I LO, L46dz, k1. 1)

23. Mateusz Jurach (234, LO nr XIV, Wroctaw, kl. 3)

24. Kamil Szmurlo (231, V LO, Krakéw, kl. 3)

Laureaci i laureatki IIT miejsca
25.—27. Jakub Biekionis (228, XIV LO, Warszawa, kl. 3)
Tymon Durlej (228, LO nr III, Wroctaw, k1. 2)
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przyznal tytuty laureata I, IT i III miejsca oraz wyréznionego finalisty zgodnie z ponizsza lista
(w nawiasach liczba zdobytych punktéw, szkota oraz klasa). Lista wszystkich finalistéw jest dostepna

Tymoteusz Stepkowski (228, Uniwersyteckie LO,
Torun, kl. 4)

28. Filip Dawidziuk (226, I LO, Bialystok, kl. 3)

29. Mikotlaj Kazimierczak (224, LO nr XIV, Wroctaw,
kl. 3)

30. Michal Olgierd Masny (222, XIV LO, Warszawa, kl. 3)

31. Sebastian Dominik Paszkowski (220, LO nr III,
Wroctaw, kl. 2)

32. Szymon Czestaw Krzywda (218, Publiczna SP nr 10,
Opole, kl. 8)

33. Marek Grabarski (215, XIV LO, Warszawa, k1. 3)

34. Jakub Wozniak (213, I LO, Swidnica, kl. 2)

35. Bartosz Olizarowski (206, LO nr XIV, Wroctaw, kl. 3)

36.-37. Tomasz Kosnikowski (202, LO nr XIV, Wroctaw,
kl. 3)
Antoni Pusz (202, XIV LO, Warszawa, kl. 3)

38. Jakub Maciej Zyto (201, XIV LO, Warszawa, kl. 2)

39. Maciej Aniol (200, V LO, Krakéw, kl. 4)

40. Magdalena Pawicka (198, LO nr XIV, Wroctaw, kl. 3)

41.-42. An Son Nguyen (197, XIV LO, Warszawa, kl. 3)
Magdalena Pudetko (197, V LO, Krakéw, kl. 4)

43. Michal Kazmierczak (195, XIV LO, Warszawa, kl. 4)

44. YTukasz Ganczarek (194, LO nr III, Wroctaw, kl. 3)

45. Krystian Szumlas (192, III LO, Gdynia, kl. 2)

46. Samuel Juszkiewicz (191, Technikum Lacznosci nr 14,
Krakéw, k1. 2)

47. Julian Ryszard Tasior (189, V LO, Krakéw, kl. 4)

48. Mateusz Wesolowski (187, XIV LO, Warszawa, kl. 4)

FinaliSci z wyréznieniem

Jan Sikora, Aleksander Olszewski, Samuel Mayj,

Franciszek Czaplewski, Szymon Szymanski,

Wojciech Jankowski, Mikotaj Zawistawski,

Piotr Dominik Gradziel, Jan Kosiorowski, Konrad Pajewski,

Witold Jozef Milewski, Karol Radek.


http://oij.edu.pl
http:/oi.edu.pl

OLIMPIADA
FIZYCZNA

LXXIV Olimpiada Fizyczna

Tak jak od wielu lat, w kwietniu zakonczyta sie kolejna Olimpiada Fizyczna. Byta to
juz 74. edycja, w przyszltym roku bedzie obchodzona okragta 75 rocznica jej narodzin.
Olimpiada to kuznia kolejnych pokolen zawodowych fizykéw, az trudno zliczy¢, ilu

fizykéw zaczeto od niej swojg kariere. Mam gleboka nadzieje, ze tak bedzie dalej i kolejni
olimpijczycy stang sie wkrétce wybitnymi naukowcami.

Tegoroczny final Olimpiady Fizycznej odbyt sie w dniach
12-15 kwietnia w Warszawie, uczestniczyto w nim 87 uczniéw
szkot Srednich.

Pierwszego dnia (sobota) uczestnicy rozwiazywali zadanie
do$wiadczalne, drugiego (niedziela) — trzy zadania
rachunkowe. Trzeciego dnia uczestnicy mieli wyklady ze
wspbélczesnych probleméw fizyki oraz, wieczorem, oméwienie
rozwigzan zadan olimpijskich. Ponadto program obejmowat
wizyte w Muzeum Historii Polski, zwiedzanie laboratoriow
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego oraz... gre

w kregle.

We wtorek, 15 kwietnia, w auli Wydziatu Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego ogloszona zastala lista finalistow i laureatéw.
Komitet Gtéwny Olimpiady Fizycznej przyznat 34 osobom
tytut laureata, pozostali uczestnicy finalu otrzymali tytut
finalisty. Dyplomy oraz nagrody rzeczowe i pieniezne
wreczyli: Joanna Mucha, wiceminister Edukacji Narodowej,
prof. Teresa Rzaca-Urban, Prezes Polskiego Towarzystwa
Fizycznego oraz prof. Andrzej Wysmolek, przewodniczacy
Komitetu Gléwnego Olimpiady Fizycznej.

Laureaci i finalici majg utatwiony wstep na wiele wyzszych
uczelni, rowniez uzyskuja najwyzsza ocene z fizyki na
maturze, bez koniecznoéci zdawania egzaminu z tego
przedmiotu.

Tradycyjnie zadania na finale Olimpiady byty trudne. Zadanie
doswiadczalne polegato na wyznaczeniu modutu Younga
przezroczystej folii poliestrowej. Na folii nadrukowane byty
ciemne paski, tak waskie, ze golym okiem nie dalo sig¢ ich
zobaczy¢. Zmiana dlugosci paska mierzonej folii byta tak
mala, ze nie mozna jej byto okresli¢ za pomoca linijki.
Wydluzenie folii pod wptywem danego ciezaru mozna byto
okresli¢, porownujac uktad cienkich paskéw na rozciagnietej
folii z takim samym ukladem paskéw na folii nierozciaggniete;j.
Naktadajac folie na siebie mozna zauwazy¢ tak zwane
prazki mory (zwane przez niektérych prazkami Moire),
tatwe do zmierzenia za pomoca linijki. Pomiar wydtuzenia
folii wymagal jeszcze wyznaczenia odlegtosci miedzy
ciemnymi nadrukowanymi na folii paskami. Mozna to byto
zrobi¢, naktadajac na siebie folie skrecone pod niewielkim
katem. Zadanie okazalo sie bardzo trafione — rozwiazania
dobrze zréznicowaly uczestnikéw. Zadania rachunkowe
dotyczyty kilku dziatéw fizyki. Pierwsze zadanie polegato na
zbadaniu ruchu stacji kosmicznej, ktéra w wyniku wybuchu
rozpadta sie na dwie czesci. Drugie zadanie dotyczyto efektu
Dopplera, w sytuacji dos¢ typowej w codziennym zyciu,

ale rzadko wystepujacej w zadaniach z fizyki; chodzi tu

o przejazd samochodu przez tory kolejowe. To zadanie
okazalo sie stosunkowo tatwe, wiekszos¢é uczestnikdw
Olimpiady podala poprawne rozwigzanie. Ostatnie zadanie
dotyczyto elektromagnetyzmu, polegato na wyznaczeniu sity
elektrodynamicznej dzialajacej na przewodnik w ksztalcie
fragmentu rury ze strony uzupelniajacego fragmentu tej rury;
przez oba fragmenty plynie prad elektryczny. Rozwiazanie
tego zadania wymagato niebanalnego pomystu. Zadanie
okazalo sie bardzo trudne i tylko kilku zawodnikéw podato
poprawne rozwigzanie.

Pelne teksty zadan i ich rozwiazania znajduja sie na stronie
Olimpiady: www.kgof .edu.pl.

Wszystkim laureatom i finalistom sktadamy serdeczne
gratulacje.

Laureaci pierwszych 10 miejsc wezma, udziat
w tegorocznych zawodach miedzynarodowych — pieé z nich
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w Miedzynarodowej Olimpiadzie Fizycznej w Paryzu,
a pozostaltych pieciu — w Europejskiej Olimpiadzie Fizycznej
w Sofii.

A oto lista laureatéw 74. Olimpiady Fizycznej, w kolejnosci
zajetych miejsc:

Mikotaj Litwin, IIT LO im. Unii Lubelskiej w Lublinie,
Lublin

Adam Gocel, Akademickie LO Politechniki Wroctawskiej,
Wroctaw

Borys Wawrzynéw, IV LO z oddzialami dwujezycznymi
im. S. Staszica, Sosnowiec

Bolko Wieleba, XXI LO im. Stanistawa Kostki, Lublin
Mitosz Jurczak, I LO im. Stefana Zeromskiego, Jelenia
Gora

Jan Dabrowski, XIII LO, Szczecin, Krzysztof Kopecki,
IT LO im. ptk. Leopolda Lisa-Kuli, Rzeszéw

Adam Wdéjcik, III LO im. Unii Lubelskiej w Lublinie,
Lublin

Jan Nowakowski, CXXII LO im. Ignacego Domeyki

w Warszawie, Warszawa

Sasha Matkowski, Akademickie LO Politechniki
Wroctawskiej, Wroctaw

Jakub Mitkowski, IIT LO im. Marynarki Wojennej RP
w Gdyni, Gdynia

Jakub Jagielski, I LO im. Ziemi Kujawskiej, Wioctawek
Bartlomiej Sandecki, Uniwersyteckie LO, Torun

Adam Sienkiewicz, II LO im. Anny z Sapiehéw
Jabtonowskiej w Bialymstoku, Biatystok

Jacek Winiarczyk, I LO im. Stanistawa Staszica, Lublin
Tymon Pitucha, Akademickie LO Politechniki Wroclawskiej
we Wroclawiu, Wroclaw

Adam Ben Saad, I LO z Oddziatami Dwujezycznymi
im. Mikotaja Kopernika w Kro$nie, Krosno

Michal Remisz, II LO z Oddziatami Dwujezycznymi

im. Andrzeja Frycza Modrzewskiego, Rybnik

Stanistaw Pisarski, V LO im. Augusta Witkowskiego,
Krakow

Piotr Sobczynski, VIII LO im. Marii Sktodowskiej-Curie
z Oddziatami Dwujezycznymi, Katowice

Sebastian Bednarek, XIV LO im. Stanistawa Staszica,
Warszawa

Mateusz Tokarski, Akademickie LO Politechniki
Wroctawskiej we Wroctawiu, Wroctaw

Natalia Sosna, V LO im. Augusta Witkowskiego, Krakéw
Rafal Mazur, II LO z Oddziatami Dwujezycznymi

im. Andrzeja Frycza Modrzewskiego, Rybnik

Stanistaw Piasecki, XIII LO, Szczecin

Maksymilian Stowik, V LO, Bielsko-Biata

Konrad Radziejewski, IV LO z oddziatami dwujezycznymi
im. S. Staszica, Sosnowiec

Michal Machlanski, ITI LO im. Adama Mickiewicza,
Wroctaw

Piotr Rybarz, Akademickie LO Politechniki Slaskiej

w Rybniku, Rybnik

Mateusz Nowicki, VIII LO im. A. Mickiewicza, Poznan
Michal Iwanicki, IX LO im. Klementyny Hoffmanowej,
Warszawa

Maciej Stepuch, V LO im. Ks. J6zefa Poniatowskiego,
Warszawa

Dominik Borowski, III LO im. Adama Mickiewicza,
Wroctaw

Mariusz Balkota, IX LO im. Klementyny Hoffmanowej,
Warszawa


http://www.kgof.edu.pl

ktualnosci (nie tylko) fizyczne

Powabny rozpad

Nie liczac odkrycia bozonu Higgsa, triumfalnie ogloszonego 13 lat temu, badania
prowadzone przy akceleratorze LHC w CERN zdaja si¢ nie zaprzataé zbytnio
uwagi opinii publicznej. Mozna wrecz odnies¢ wrazenie, ze wiesci o kazdej,
bardziej lub mniej powaznej, probie obalenia teorii wzglednosci Einsteina
rozchodzg sie w przestrzeni informacyjnej szybciej i bardziej skutecznie

niz do$wiadczalne zglebianie struktury Modelu Standardowego czastek
elementarnych.

Mozna to zreszta tlumaczy¢ pokutujacym wciaz w zbiorowej wyobrazni mitem
geniusza, samotnego naukowca, ktory dzieki niezwyklemu natezeniu pracy
umystowej doznaje iluminacji i w stanie tym potrafi pozarozumowo pojaé istote
rzeczywistodci i fundamentalne prawa nia rzadzace. Opisem doswiadczenia takiej
jasnosci rozpoczyna sie ,Iluminacja” Krzysztofa Zanussiego, niezwykly filmowy
esej o nauce i naukowcach. Od kiedy obejrzalem go po raz pierwszy, kilkadziesiat
lat temu, bylem przekonany, ze przeSmiewczy charakter tego wywodu powinien

by¢ oczywisty, przynajmniej dla kazdego widza z do$wiadczeniem badawczym.

Bozon Higgsa wyprodukowano, ogloszono to czcionks Comic Sans, strzelity
korki od szampana, wazne osoby otrzymaly nagrody, w tym Nagrode Nobla.
Tymeczasem zespoty doswiadczalne musialy czekaé na powazne docenienie
troche dluzej, ale wiosna tego roku Breakthrough Prize in Fundamental Physics
powedrowala nominalnie do ogétu naukowcéw pracujacych przy detektorach

w LHC. Jednak ze wzgledu na liczbe nagrodzonych i wysokos¢ nagrody

trudno byloby oczekiwaé, ze kazdy laureat odczulby jej obecnosé w portfelu.
Uradzono zatem, aby stosowne $rodki przeznaczy¢ na fundusz, w ramach
ktorego doktoranci z panstw cztonkowskich CERN mogliby przyjezdzac

do oérodka naukowego pod Genews i prowadzi¢ badania ,u zrédla”. Nie oznacza
to lepszego dostepu do danych, ten jest zapewniony protokotem znanym jako
WWW, chetnie wykorzystywanym w szczegdlnosci przez marudy utyskujace

na bezuzyteczno$é badan podstawowych. Zaleta pobytu w CERN jest bowiem
mozliwo$¢ pracy w innym srodowisku ekspertéw, prowadzenie ciekawych
rozméw z osobami spoza macierzystej instytucji i nawiazanie nowych kontaktow

badawczych.

I co dalej? Bozon Higgsa sie rozpada. Niektore sposoby
jego rozpadu mozna wzglednie tatwo wychwycic.
(Fizycy czastek elementarnych powiedzieliby ,kanaly”
zamiast ,,sposoby”, o ile uprzednio nie obraziliby sie

za zasugerowanie, ze ich praca jest wzglednie latwa).
Wiekszos¢ rozpadéw bozonu Higgsa wymyka sie jednak
detekcji. Kiedy méwimy, ze bozon Higgsa oddziatuje

z kwarkami v i d, z ktérych zbudowane sg protony

i neutrony, mamy na mysli dociekania posrednie, nie
ma bowiem, na przyklad, jakichkolwiek dowodow, ze
bozon Higgsa moze rozpadac sie na jedna z takich par
kwark-antykwark — i wedle obecnej wiedzy nigdy nie
zobaczymy tego w LHC. A co z ciezszymi kwarkami,
takimi jak kwark c, niekiedy dla lepszego efektu
okreslany jako powabny? Ostatecznie wedhug Modelu
Standardowego prawdopodobienstwo oddziatywania
bozonu Higgsa z podstawowymi sktadnikami materii
powinno by¢ jako$ proporcjonalne do masy tych
sktadnikéw.

Tutaj wiedci sa umiarkowanie optymistyczne. Chociaz
obecno$é¢ kwarkéw ¢ moze byé réwniez dowiedziona
jedynie posrednio, dzieki obecnosci wiazek czastek
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wytworzonych w oddziatywaniach tych kwarkéw, to
wiazki takie sa trudne do odréznienia od innych wiazek
powstajacych w zderzeniach protonéw. Jest jednak
postep, ktérego mozna byto dokonaé¢ dzieki rozwojowi
sztucznej inteligencji. Skoro algorytmy analizy obrazéw
potrafia rozpoznaé, kiedy do telefonu komérkowego
podchodzi jego wlasciciel, i odblokowaé wtedy ekran,
to nie powinno dziwi¢, ze udalo sie takze zmusic¢
komputery do identyfikacji oddzialywan z udziatem
kwarkéw c. Kiedy zatem bedziemy mogli powiedzie¢,
ze bozon Higgsa rozpada sie ,,powabnie”? Trudno snué¢
tu jakie$§ przypuszczenia, nie od rzeczy bedzie jednak
zauwazy¢, ze program badawczy zaplanowany na prawie
dwie dekady udalo sie wlasdnie zrealizowaé w trzy lata.

Przetomy i rewolucje, takze naukowe, generuja
zainteresowanie publicznoéci przekladajace sie na
wyswietlenia, udostepnienia i lajki, a w dalszej
perspektywie — takze na priorytetowe finansowanie.
Jednak wiele, a moze i wigkszos¢ warto$ciowych badan
lokuje si¢ gdzies na uboczu gltéwnego wrzasku.

Kraysztof TURZYNSKI



Tabliczka mnozenia

Andrzej DABROWSKI

Tablice trygonometryczne, logarytmiczne, astronomiczne czy tablice liczb

Inspiracja do napisania niniejszego
artykulu byta fascynujaca historia tablic
matematycznych przedstawiona w [1].
Zainteresowanym tablicami liczb losowych
polecam réwniez lekture [2].

losowych w czasach przedkomputerowych petnilty role swoistej konserwy,

w ktérej zakumulowano wysitek wielu rachmistrzéw. Kopciuszkiem w tym gronie
byta tabliczka mnozenia. Okazalo sig, ze w XX wieku stawne tablice przestaly
by¢ potrzebne, a tabliczke mnozenia czekala catkiem nowa i nieoczekiwana rola.

Tabliczka mnozenia. Kwadratowa tabliczka mnozenia — taka, jaka znamy,

1 2 ... 9|1
2 4 ... 18| 2
9 18 ... 8| 9
1 2 ... 9

zawiera wyniki mnozenia przez siebie liczb od 1 do 9. Dzieki jej zapamietaniu
(to ta konserwa rachunkowa, ktéra pozostaje w glowie na cale zycie) mozna
opanowa¢ mnozenie pisemne dwdch dowolnych liczb. I nie wydaje si¢, aby do
czego$ wiecej mozna bylo takiej tabliczki uzyc.

Bedziemy interesowaé si¢ tablicami T' = [¢;;]
o I wierszach i J kolumnach, sktadajacymi sie z liczb
rzeczywistych dodatnich. Powiemy, ze tablica T'
jest tabliczkqg mnozenia TM (w, k) o czynnikach:
wierszowym w = [wy, wa, ..., w;] i kolumnowym
k = [k‘l, kg, . 7]€J}, gdy

tij :wik‘j dla iZl,Z,...,I,jZ 1,2,...,J.
Nietrudno zauwazy¢, ze tablica

14 28 56 112 210 700 1400

T, =
! 13 26 52 104 195 650 1300

jest tabliczka mnozenia:

14 28 56 112 210 700 1400
13 26 52 104 195 650 1300
100 200 400 800 1500 5000 10000

0,14
0,13

Liczby w powyzszej tabliczce zostaly wybrane
nieprzypadkowo. Tabliczka mnozenia 7T okazuje sie
przyzwoitym przyblizeniem tabeli aktualnych rekordéw
Swiata kobiet i mezezyzn w biegach (wyrazonych

w sekundach):

To =

10,49 21,34 47,60 113,28 230,07 846,62 1741,03
9,58 19,19 43,03 100,91 206,00 755,36 1571,00
100 m 200m 400 m 800 m 1500 m 5000 m 10000 m

kobiety

mezczyzni

Zwiazek tablic T i TM(w, k) wygodnie jest przedstawié
w postaci reprezentacji resztowej T wzgledem
TM(w, k): -

R|w
k

T =

Elementy r;; tablicy resztowej R = R(w, k) wyznaczone
sa z warunku t;; = 7;;w;k;.

Reprezentacja resztowa T wzgledem 77 ma,
z doktadnoscia do 0,001, postaé

0,749 0,762 0,850 1,011 1,096 1,209 1,244 |0,14
0,737 0,738 0,828 0,970 1,056 1,162 1,208 | 0,13
100 200 400 800 1500 5000 10000
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Rzecz jasna, nie kazda tabela jest tabliczka
mnozenia. Z definicji wynika, ze dowolne dwa jej
wiersze musza by¢ proporcjonalne, czyli stosunek
odpowiadajacych wyrazéw tych wierszy musi by¢
staly (i réwny stosunkowi odpowiednich wyrazéw
czynnika kolumnowego). W takim wypadku méwimy
o jednorodnosci wierszy. Gdyby w tabeli rekordéw

w biegach Ty wystepowala jednorodnosé wierszy, to
wyniki mezczyzn bylyby proporcjonalne do wynikéw
kobiet. W rzeczywistosci wiersze sa prawie jednorodne.
Stosunek czasu mezczyzn do czasu kobiet jest niemal
rowny na wszystkich dystansach:

10,913 0,899 [ 0,904 [ 0,891 [ 0,895 | 0,892 | 0,902

1500 m 5000 m 10000 m

100 m 200 m 400 m 800 m

Tabeli rekordéw nie mozemy zatem przedstawié¢

jako tabliczki mnozenia. Jednorodno$¢ wierszy

jest jednoczes$nie warunkiem dostatecznym — jesli
wystepuje, jesteSmy w stanie dobra¢ czynniki wierszowy
i kolumnowy, by uzyska¢ dana tablice jako tabliczke
mnozenia. W analogiczny sposob mozemy zdefiniowaé
jednorodnos$é kolumn, ktéra rowniez jest warunkiem
koniecznym i dostatecznym do tego, by dana tablica
byla tabliczka mnozenia.

Przedstawimy teraz nieco bardziej skomplikowane
kryterium, ktéremu jednak bedziemy mogli nada¢
pewien statystyczny charakter. Oznaczmy:

tin +tig + .+ tig = tig,

bt +toj 4.+t =ty

I J
St
i=1 j=1
Mozna pokazac, ze tabela T jest tabliczka mnozenia
wtedy i tylko wtedy, gdy
tisty:
(1) tiy = =L
++
Warunek ten nazwiemy kryterium multiplikatywnym.
PrzesledZmy je na nastepujacym przykladzie.
Wylosowano 600 studentéw Uniwersytetu Delaware
i zanotowano ich kolor oczu i wloséw.

dla kazdego i, j.



W naszej tabeli t11 = 68, t14 = 108,
ty1 = 220, t4 4 = 592 oraz

68 108 220

592 592 592°

Liczba y jest $rednig (Srednig

De Morgana) zbioru liczb

{z1,z2,...,2,} wzgledem lacznego

i przemiennego dziatania ®, jesli
T1I®T2® ... BT, =y®Y®...®y (n razy).
Srednia geometryczna jest zatem Srednia
wzgledem mnozenia.

Dla logarytmicznej funkcji skalujacej

z(a, b) = log (max(%7 2))

= |log(a) — log(b)| .

OCzZY
WLOSY
brazowe niebieskie szare zielone
czarne 68 20 15 5
szatynowe 119 84 54 29
rude 26 17 14 14
blond 7 94 10 16

Gdyby to byla tabliczka mnozenia, to musialaby zachodzié¢ réwnosé (1)),

rownowazna rownosci

@) fr eyt
++ ++ U++

jest oszacowaniem prawdopodobienstwa wystapienia

dla kazdego i, j.

ti+
Lyt

. , t .
i-tego koloru wloséw,
Doty
. 5 tij . . . .
j-tego koloru oczu, zas - prawdopodobienistwa jednoczesnego wystapienia

ty
koloréw ¢ oraz j.

Zwrbéémy uwage, ze

oszacowaniem prawdopodobienistwa wystapienia

Warunek (2)) oznacza, ze prawdopodobienistwo jednoczesnego wystapienia
koloru wtoséw i oraz koloru oczu j jest iloczynem ich prawdopodobienstw.

W rachunku prawdopodobienstwa taki warunek oznaczalby niezaleznos$¢ koloru
oczu i wloséw. W tym przypadku warunek ten nie jest spelniony — nie mamy
zatem do czynienia z tabliczkag mnozenia.

Jak daleko od tabliczki mnozenia? Tabela rekordéw w biegach i tabela
koloru oczu i wloséw nie s tabliczkami mnozenia. Wszystkie symptomy
wskazuja jednak, ze tabela rekordéw jest bardzo podobna do jakiejs tabliczki
mnozenia — tabela koloréw nie wydaje sie podobna do zadnej. Jak to zmierzy¢?

Zréznicowanie z(T,U) tabel T'1 U o tych samych rozmiarach I x J zdefiniujemy
jako $rednie zréznicowanie z(t;;, u;;) ich elementéw. Naturalna érednia w tym
przypadku jest $rednia geometryczna. Wynika to z faktu, ze mnozenie jest
dzialaniem naturalnym dla tabliczek mnozenia, a srednia geometryczna g liczb
T1,...,Ty Spelnia xq - x9 - ...z, = g™

Samo za$ zréznicowanie z(a,b) dwoch liczb dodatnich a i b powinno spelniaé
warunki:

1. Symetria: z(a,b) = z(b, a);

2. Niezalezno$é od wyboru jednostek: dla kazdego s > 0, 2(a, b) = z(sa, sb);

3. Monotoniczno$é: funkcja f: [1,00) — R okre$lona wzorem f(a) = z(a, 1) jest
rosnaca.

Funkcje f z warunku 3 bedziemy nazywaé funkcjq skalujgcg. Latwo jest wykazad,
ze zréznicowanie z(a, b) wyraza si¢ wzorem

2(a,b) = f(max(Z, Z))

Oczywistym, najprostszym wyborem funkeji skalujacej f jest f(a) = a. Wtedy

z(a,b) = max(z, Z)

Liczba z(a, b) jest wéwczas wielkoscia korygujaca a tak, aby przez pomnozenie lub
podzielenie przez nia otrzymadé b. Wlasnie takie okreslenie zréznicowania z(a, b)
przyjmujemy w dalszej czesci tekstu.

Zréznicowanie z(T, TM(w, k) = ([T, [1; 2(t, w;k;))*17 mozna wyrazié poprzez
tabele resztowa

A1 TM (w, k) = =(Rw, k). ) = (T] T

)

)1/IJ

gdzie J jest tablica jedynek rozmiaru I x J, a z(r;;,1) = max(n-j,r;jl).
Zroznicowanie tablic Ty i Th z pierwszego przyktadu jest réwne

2(To, Ty) = 1/0,74971.0,76271 - ... - 1,208 ~ 1,19,

co oznacza, ze $rednia korekta elementéw 77, aby otrzymaé Ty, wynosi 19%.
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1

Metode przeksztaltcenia tabeli danych tak,
aby spelnita ten warunek, zwang
wygladzaniem medianowym (ang. median
polish), wykorzystal w analizie
statystycznej John Tukey (1915-2000).
Analiza ta prowadzona jest w jezyku
addytywnym, a nie multiplikatywnym,
jak w naszym przypadku.

Okazuje sie, ze w tym wypadku druga
reprezentacja jest optymalna.

Reprezentacja optymalna. Tabliczke mnozenia najbardziej podobna do danej
tabeli T' nazywamy optymalng reprezentacjq T.

Innymi stowy, reprezentacja optymalna tabeli T jest tabliczksg mnozenia
TM (wo, ko) spelniajaca warunek

Z(Ta TM(’IU(), kU)) < Z(Tv TM(’UJ, k))a
réwnowaznie

Z(R(’wo,ko),j) < Z(R(w’k)u7)7

dla dowolnych w i k. Liczbe Ind(T") g 2(T, TM(wo, ko)) nazywamy indeksem
tabeli T.

Tablica resztowa optymalnej reprezentacji T' jest najbardziej podobna do tablicy
jedynek J sposrod wszystkich reprezentacji T'.

Optymalna reprezentacja resztowa tabeli Ty rekordéw w biegach to

0,992 1,000 0,997 1,005 1,002 1,004 0,998 | 21,340
1,008 1,000 1,003 0,995 0,998 0,996 1,002 | 19,190
0,495 1,000 2,236 5,283 10,758 39,517 81,725

Indeks tabeli T jest réwny 1,0033. Rekordy kobiet i mezczyzn na wszystkich
dystansach sa praktycznie takie same z dokladnoscia do ,efektu plci”
21,34/19,19 ~ 1,1120. Efekt ten oznacza, ze kobiety maja dluzszy $rednio o 11%
czas biegu na kazdym dystansie.

Powstaje naturalne pytanie, jak rozpoznaé¢ optymalna reprezentacje danej tabeli?
Do sformulowania warunku koniecznego potrzebne jest pojecie mediany.

Mediana ciagu x = (21,2, ...,x,) jest liczba m o tej wlasnosci, Ze co najmniej
potowa elementéw x spelnia warunek x; < m i co najmniej potowa — warunek
x; 2 m. Gdy liczba n jest nieparzysta, to mediana jest wyznaczona jednoznacznie,
gdy parzysta — mozliwe warto$ci mediany tworzg przedzial domkniety.

Mozna pokazaé, ze dla dowolnego ciagu liczb dodatnich = = (21,22, ...,2,)
$rednia geometryczna {/[]"_; z(x;, m) osiaga warto$¢ minimalng tylko wtedy,

gdy m jest mediang zbioru. Obserwacja ta jest podstawa ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie. Warunkiem koniecznym na to, by tabliczka mnozenia T M (wo, ko)
byla optymalng reprezentacjg T, jest to, aby liczba 1 nalezala do mediany
kazdego wiersza i kazdej kolumny tabeli resztowej R(wo, ko).

Warunek ten nie jest dostateczny. Tabela

5 11
T=|15 4 3
10 2 4

ma dwie reprezentacje spelniajace warunek konieczny:

4/3 1 1 |1/4 1 1 11

1 1 3/4| 1| |1 4/3 1|3
=1y 3/4 3/212/3| |1 22

15 4 4 5 1

Zréznicowanie pierwszej reprezentacji T, rowne {/ %, jest wieksze od

zroznicowania {/ 29—4 drugiej reprezentacji. Tak wiec pierwsza nie jest
reprezentacja optymalna.
Warunek konieczny jest rowniez dostateczny, gdy T' lub jej transpozycja jest

rozmiaru 2 X n, 3 X 4, 4 x 4, 4 x 5 lub 4 x 6. Dla pozostalych rozmiaréw warunki
dostateczne sformutowal Johannes Kemperman [3].
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Warto$ci indeksu wigksze od 1,10 mozna

uzna¢ za umiarkowanie istotne, wigksze
od 1,16 za istotne, a wigksze od 1,22 za

bardzo istotne.

[1] Campbell-Kelly, M. (edytor) i inni,
The history of mathematical tables,
Oxford University Press, Oxford 2007.
Dabrowski, A., Przypadek — wrég czy
sojusznik?, Wiad. Mat. 56(2) 2020,

(2]

(3]

0,966 | 1,044

1,052 | 0,958 0,887
1,387
szare braz zielone niebieskie
Literatura

241-255.

Kemperman, J.H.B., Least absolute

ukjezs  ourezo

opni

puorq

value and median polish, Inequalities
in Statistics and Probability, IMS

Lecture Notes — Monograph Series,

vol. 5 (1964), 84-103.

Dla tabeli koloru oczu i wloséw tabela resztowa optymalnej reprezentacji ma
nastepujaca postac:

OCZY
WLOSY
brazowe niebieskie szare zielone
czarne 2,302 0,959 1,035 0,480
szatynowe 1,044 1,043 0,966 0,721
rude 0,958 0,887 1,052 1,463
blond 0,214 4,068 0,623 1,387

Jej indeks réwny 1,486 $wiadczy o bardzo wysokiej zaleznosci miedzy tymi
kolorami. Prominentnymi oznakami tej zalezno$ci sa pary wlosy blond-oczy
brazowe o wskazniku zréznicowania 0,214~! = 4,673 i wlosy blond-oczy
niebieskie o wskazniku 4,068.

Analiza statystyczna tabeli danych. Dane zapisane w tabeli opisuja
relacje pomiedzy zmiennymi w jej wierszach i w kolumnach. Jezeli tabela jest
tabliczka mnozenia, to w zaleznosci od sposobu zbierania danych mozliwe sa
dwie interpretacje tej relacji:

o Jesli wiersze odpowiadaja pewnym rozkladom prawdopodobienstwa
a kolumny — ich mozliwym do uzyskania warto$ciom (lub odwrotnie),
to wnioskujemy o réwnosci tych rozktadow;

o Jesli wiersze odpowiadaja mozliwym wartosciom jednej zmiennej, a kolumny —
drugiej, to wnioskujemy o ich niezaleznosci.

Gdy tabela danych istotnie r6zni sie od kazdej tabliczki mnozenia, to hipotezy
te powinny by¢ odrzucone. Aby to sie stalo, wystarczy, by tabela istotnie réznila
sie od jej optymalnej reprezentacji, czego miara jest indeks tabeli. Indeks ten
ma interpretacje statystyczna, podobnie jak wartodci zréznicowan z(r;;, 1) tabeli
resztowej. Ich istotnie duze wartoéci wskazuja na zwiazek miedzy poziomem 4
zmiennej wierszowej i poziomem j zmiennej kolumnowe;j.

Infografika. Tabele resztowa R mozna zabarwi¢ wedlug statystycznej istotnosci
jej elementow. Kolory zimne, od fioletowego do jasnoniebieskiego, oznaczaja
male reszty, a ciepte — od czerwonego do zbéttego — duze. Kolor szary odpowiada
nieistotnie rézniacej sie od 1 wartosci w tabeli R. Relacje taczace czynniki
wierszowe czy kolumnowe ujawnia algorytm klasyfikacji, ktéry porzadkuje
wiersze i kolumny tabeli R tak, aby sasiadami byly podobne wiersze/kolumny,
a istotno$¢ réznicy miedzy grupami mozna odczytaé z dlugosci gatezi dendrytu,
umieszczonego u gory i z lewej strony tabeli.

Przeanalizujmy w ten sposéb tabele dotyczaca koloru oczu/wloséw.

Przedstawiona na marginesie tabela szybko prowadzi nas do nastepujacych
wnioskow:

e Kolor wloséw tworzy dwie grupy: wlosy jasne (rude i blond) oraz ciemne
(czarne i szatyn).

e Kolor oczu tworzy dwie grupy (oczy niebieskie i zielone oraz brazowe i szare).

e Oczy niebieskie w spos6b bardzo istotny (r = 4,068) sa nadreprezentowane
wsrod blondynéw; z pozostalym kolorem wloséw nie sa istotnie powiazane.

e Wlosy czarne sa nadreprezentowane (r = 2,302) wéréd oséb o brazowym kolorze
oczu, a wyjatkowo rzadko (r = 0,48) wystepuja wéréd oséb o zielonych oczach.

e Wilosy jasne kojarza sie z oczami niebieskimi i zielonymi, a nie kojarza sie
z oczami czarnymi i brazowymi.

Wspomnijmy na koniec, ze te obserwacje znajduja czeSciowe biologiczne
wyttumaczenie. Kolory oczu i wloséw zaleza od typu melaniny. Ciemne wlosy
czesto kojarza sie z ciemnymi oczami w populacjach, w ktérych przewaza
eumelanina. Feomelanina odpowiada za jasny kolor oczu i wloséw.
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Klub 44 M
1-44

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
891 (WT =1,36) i 892 (WT = 2,14)

z numeru 12/2024

Krzysztof Zygan Lubin
Andrzej Kurach Ryjewo
Janusz Olszewski Warszawa,
Michal Warmuz Zywiec
Marcin Kasperski Warszawa
Andrzej Daniluk Warszawa
Grzegorz Wigczkowski

Marek Spychata Warszawa
Marian Lupiezowiec Gliwice
Krzysztof Kaminski Pabianice
Piotr Wisniewski Warszawa
Krzysztof Maziarz Londyn

43,39
43,21
40,67
40,04
39,14
37,89
36,58
35,24
34,85
34,36
33,97
33,32

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwigzania zadan z numeru 3/2025

Przypominamy tre$c¢ zadan:

897. Czworokat wypukly ABCD ma obwdd diugosci p oraz przekatne diugosci m i n. Punkt E jest
czwartym wierzchotkiem réwnolegtoboku ABCE. Udowodnié¢, ze DE < p —m — n.

898. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb naturalnych m,n > 1, dla ktérych wielomian

W(z) =a™ 4+ 2™ + 1 jest podzielny przez tréjmian T'(x) = z° + = + 1.

897. Na plaszczyznie zespolonej punkty A, B, C, D, E sa reprezentowane przez
liczby a,b, ¢, d, e (polozenie punktu 0 nie ma znaczenia). Mamy udowodnié¢
nieréwno$¢ p > m +n + DE,| czyli
(1) la—bl+b—cl+|c—d|+|d—a|>|a—c|+|b—d| +]|d— el
Przyjmijmy oznaczenia: a —b =2z, b —c=1y, c —d = z. Woéwczas
a—d=x+y+z a—e=y

(skorzystaliSmy z zalozenia, ze ABCE to réwnoleglobok);

e—d=(a—d)—(a—e)=xz+z.
Wprowadzamy te oznaczenia do (1) i dostajemy do udowodnienia nieréwnosé
(2) 2|+ [yl + 2| + |z +y + 2] = |z +y| + [y + 2| + |2 + 2.
Wobec jednorodnosci mozna przyjaé, ze  + y + z = 1 (ta suma nie moze by¢
zerowa, bo a # d). To sprowadza nieréwnosé (2) do postaci

ol + Iyl + 2] + 13 [1 = 2| + [1 2] + [1 - ]

Obie strony sa nieujemne. Podnoszac je do kwadratu, uzyskamy (do dowodu)
nieréwnos¢ rownowazna.:

B) Yl H2) eyl +2) el +1= Y (1w +2) |(1-2)(1-y)|

(symbol > oznacza sumowanie cykliczne w zmiennych x,y, z). Zauwazajac, ze
(1 -2)(1 —y) = zy + z, przeksztalcamy (3) do postaci kolejno réwnowaznych:

Sl +2) oyl +2) |2l +12) (1 —2Rex+ [*) +2>  |ay + 2;
22(\my|+|z|)+1 23—22Rex+22|xy+z|;
2> (lwyl+ |2 — loy + 2) = 2(1 = ) Rex),

Ostatnia nieréwno$¢ jest banalnie prawdziwa: lewa strona jest nieujemna,

a prawa jest réwna zeru, bo Yz = 1. To dowodzi stusznosci nieréwnosci we
wszystkich wezeséniejszych postaciach, wiec i tezy (1).

[Uwaga. Nieréwno$é (2) zachodzi dla kazdej tréjki liczb zespolonych, jak
pokazuje przeprowadzony rachunek. Kontekst geometryczny stuzy jako jej
interpretacja. Zbedne jest zalozenie wypuklosci czworokata; to moze by¢
dowolna linia tamana ABCD, nawet z fragmentami pokrywajacymi sie.
Proponujemy Czytelnikom, jako éwiczenie, rozpoznanie sytuacji, gdy (2) staje
sie réwnoscia.]

898. Tréjmian T rozklada sie na czynniki liniowe T'(z) = (x — o)(z — ), gdzie

a = —% + % 3i, 8= —% — % 3i. Zatem W dzieli sie przez T wtedy i tylko
wtedy, gdy dzieli sie przez (x — «) i (z — f8); réwnowaznie (tw. Bézout) — gdy
(4) W(a)=0, W(B)=0.

Istotne sa reszty z dzielenia m,n przez 3:

1 gdy m =0 (mod 3),
(5) o™ =qa gdy m=1 (mod 3), 1ipodobniea”, ™, 5"

B egdy m =2 (mod 3),
Jesli m dzieli sie przez 3, to W(a) = a™ +a” +1 =2+ a™ # 0, warunek (4)
nie jest spetniony; podobnie wykluczamy przypadek, w ktérym n dzieli sie
przez 3. Pozostaja m,n = 1,2 (mod 3). Latwo teraz ze wzoru (5) uzyskaé
ostateczna odpowiedz: warunek (4) (réwnowazny podzielnosci wielomianu W
przez T) jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy m = 1, n =2 (mod 3) lub
m=2, n=1 (mod 3).
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Klub 44 F Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Rozwiazania zadan z numeru 3/2025

Przypominamy tresé¢ zadan:
794. Z soczewki skupiajacej o ogniskowej f = 50 cm i §rednicy D = 5 cm wyci¢to sSrodkowy pasek
o szeroko$ci 5 mm, a pozostale czesci zlozono ze sobg (rys. 1). W odleglosci z = 75 cm od soczewki
umieszczono punktowe zrédlo swiatta monochromatycznego S. Korzystajac z przyblizenia malych
katéw, znalezé maksymalng liczbe prazkéw obrazu interferencyjnego, jaka moze powstaé na ekranie
Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F za soczewka. Dlugosé fali $wietlnej A =5 - 1077 m.
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
788 (WT = 2,37), 789 (WT = 1,99)
z numeru 12/2024

795. Izolowang metalowa, poczatkowo nienaladowana plytke oSwietlano w czasie 7 $wiattem
nadfioletowym. W wyniku tego z plytki wyleciata chmura elektronéw, ktérych predkosé poczatkowa
byta prostopadla do ptytki i miata wartosé vg. Catkowita liczba elektronéw, ktéore wyleciaty

Tomasz W}etecha (Tarn(’)/w) 18 -44+3,02 , jednostki powierzchni, wynosi n, elektron ma ladunek e i mase m. Znalezé grubo$é chmury h
Jacek Konieczny (Poznaii) 41,11 ;6 czasie t od zakoriczenia naswietlania (rys. 2).
Jan Zambrzycki (Bialystok) 4-31,23

Andrzej Nowogrodzki
(Chocianéw) 3-29,48

D Ia E D—a
xT
Rys. 1 Rys. 2
794. Soczewka z wycietym paskiem dzieli $wiatlo ze przeciecia promieni AS; i BSy. W odleglosci | od
zrodta S na dwie wiazki. Tam, gdzie wiazki przecinaja soczewki przekrdj tego obszaru jest najwickszy.

sie, mozemy obserwowaé prazki interferencyjne (rys. 3). W przyblizenin malych katéw w odleglosci L od

odcinka S7.S2 mozemy obserwowaé¢ N = |CD|/Ax
jasnych prazkow, gdzie Ax = AL/d jest szeroko$cia
prazka, a d to dtugo$¢ odcinka S7.55.

Gdy plaszczyzna obserwacji oddala sie od soczewki,
szerokos¢ prazkow maleje. Szerokos¢ obszaru przeciecia
wiazek ros$nie przed plaszczyzna CD, a nastepnie maleje
szybciej niz szerokos$é¢ prazka. Maksymalng liczbe
prazkow obserwujemy wiec w plaszczyznie CD.

Z podobienstwa tréjkatéw OCD i OF Fy:

a/QIf

Gorna czed¢ obcietej soczewki daje obraz S7 zrodta S |CD| =al/f, N = ald/fAL.
(promient AS] przecina réwnolegly do SA promien KO;  Z podobienstwa tréjkatéw S1S.C i AOC:
w punkcie M plaszczyzny ogniskowej). Obraz So I/L = (D —a)/2d.

zrodla w dolnej czesci soczewki lezy po drugiej stronie
osi uktadu i jest spdjny z S7. Obszar przeciecia
wiazek znajduje sie miedzy soczewka oraz punktem E N =a(D —a)/2f\ = 450.

Szukana maksymalna liczba prazkéw na ekranie:

795. Ptytka i chmura elektronéw tworza kondensator ptaski. Pole miedzy
okladkami ma natezenie E = % Na gérnej granicy chmury predkosé elektronéw

. .. . . i eE _ é*n s
wynosi vg, na dolnej ich przyspieszenie ma wartos¢ a = <> = ey Do chwili ¢

gorne elektrony przebeda droge hi = vo(7 4+ t), a dolne hy = vot — a—éz, stad
szukana grubo$¢ chmury:

Int? 2
hzhg—hl:’007'—|—l )

2m€0 ’
Po czasie ty = % dolne elektrony zaczna wracaé¢ na plytke, a gérne nie zmienia

swego ruchu, zatem dla czasu t > Qaﬂ grubo$é chmury h = v (t + 7).
Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach, czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.
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Prosto z nieba: Czy JWST wiasnie odkryt zycie na innej planecie?

Uscidlajac, gdy w tym artykule mowa jest
o zyciu, to mamy na mysli biologiczne
zycie podobne do tego, jakie znamy na
Ziemi — flore i/lub faune, ktéra mogta si¢
rozwinaé z podobnych zwigzkéw
chemicznych w sprzyjajacych warunkach,
zblizonych do tych, ktére istniejg na
Ziemi. OczywiScie naukowcy nie
wykluczaja mozliwodci istnienia zycia
opartego na zupelnie innych zwigzkach
chemicznych, ktére potencjalnie mogto si¢
rozwing¢ na innych planetach w zupelnie
innych warunkach. Problem w tym, ze nie
wiadomo, jak mieliby§my zaczaé
poszukiwania czego$, o czym nic nie
wiemy. Dlatego skupiamy si¢ jak na razie
na znanym i wiadomym.

K2-18b zostala odkryta z wykorzystaniem
Kosmicznego Teleskopu Kepplera

w 2015 roku. Znajduje si¢ okoto 124 lata
$wietlne od Ziemi (wigc nie mamy szans
na wizyte w najblizszym czasie). Krazy
wokél gwiazdy typu czerwonego karta —
zdecydowanie mniejszej i chtodniejszej
gwiazdy niz nasze Slonce, i okraza swoja
gwiazde w 33 dni, a wigc nie musimy
dtugo czekaé, aby ja obserwowaé, gdy
przechodzi na tle tarczy swojej gwiazdy.

6 7 8 9 10
Dtugosé fali (pm)

Obserwowane widmo $wiatta
przechodzacego przez atmosfer¢ planety
K2-18b (po usunieciu $wiatla gwiazdy).
Punkty oznaczaja obserwacje JWST,
natomiast linie to dopasowany model

(u géry linia prosta, na dole siarczek
dimetylu). Rysunek zaadaptowany

z publikacji Madhusudhan et al. (2025) —
dolny panel, i Taylor (2025) — gérny
panel.

O dopasowaniu modelu pisal Przemystaw
Biecek w|AJ,l

Na podstawie artykulu (1) Nikku
Madhusudhan et al., 2025, New
Constraints on DMS and DMDS in the
Atmosphere of K2-18b from JWST
MIRI, ApJL 983:L40 oraz artykulu

(2) Jake Taylor, 2025, Are there Spectral
Features in the MIRI/LRS Transmission
Spectrum of K2-18b?, arXiv:2504.15916.

Nie. Jeszcze nie. A przynajmniej nie na 100%. Wybaczcie rozczarowanie.

W polowie kwietnia Internet obiegla wiadomo$¢: ,,Naukowcy odkryli zycie na
planecie K2-18”. To niestety dos$¢ luzna interpretacja tego, co naprawde sie stalo.
A mianowicie grupa naukowcéw pod kierunkiem prof. Nikku Madhusudhana

z University of Cambridge opublikowala wyniki obserwacji atmosfery planety
K2-18b wykonanych za pomoca Kosmicznego Teleskopu Jamesa Webba (JWST).
Autorzy publikacji twierdza, ze zaobserwowali slaby sygnal obecnosci siarczku
dimetylu w atmosferze planety. Wynik ten jest niepewny, co sami autorzy
przyznaja, a do tego silnie kwestionowany przez wiele innych grup naukowych,
ktére z réwnym prawdopodobienistwem sa w stanie dopasowaé do obserwacji
prosta linie (niewykazujaca zadnego sygnaltu).

Jak to zwykle bywa, diabel thwi w szczegotach.

Siarczek dimetylu to jeden z tak zwanych biomarkeréw atmosferycznych.

Te zwiazki chemiczne moga by¢ wskaznikami zycia, poniewaz sa produkowane
wylacznie przez biologiczne formy zycia na Ziemi. Wykrycie ich w atmosferze
egzoplanety powinno teoretycznie oznaczaé, ze moze na niej istnie¢ zycie
podobne do tego na naszej planecie. Jednym z celéw misji Kosmicznego
Teleskopu Jamesa Webba jest poszukiwanie takich biomarkeréw. Zwlaszcza
na planetach, ktére znajduja sie w takiej odleglosci od rodzimej gwiazdy, by
temperatura byta odpowiednia do istnienia zycia.

Jedna z takich planet jest K2-18b. Byla ona obserwowana juz wczesniej przy
uzyciu Kosmicznego Teleskopu Hubble’a. Wéwczas potwierdzono istnienie
pary wodnej w jej atmosferze. K2-18b jest zatem calkiem dobrym celem do
poszukiwan zycia. Problem w tym, ze wciaz nie wiemy, jakiego typu jest to
planeta. Ma mase okolo 8 razy wigksza niz Ziemia, ale tylko 3 razy wigkszy
promieni. Plasuje si¢ wigc mniej wiecej w polowie pomiedzy rozmiarem Ziemi
a Neptuna — takich planet nie ma w naszym Ukladzie Stonecznym. Wciaz nie
potwierdzono, czy K2-18b to super-Ziemia, czy mini-Neptun. Jezeli ten drugi,
woéwczas jest to gazowa planeta, na ktérej nie ma powierzchni. Dlatego trudno
byloby méwi¢ o ,,zyciu podobnym do ziemskiego”.

Ale to nie jedyny problem. Wréémy do najnowszych obserwacji. Biomarkeréw (czy
ogolnie pierwiastkéw) w atmosferze poszukuje sie, obserwujac $wiatlo gwiazdy
przechodzace przez atmosfere planety poruszajacej sie na tle tarczy gwiazdy. Linie
absorpcyjne takiego $wiatla wskazuja na obecnos¢ okreslonych pierwiastkéw

w atmosferze planety. Kazdy pierwiastek absorbuje §wiatto w bardzo $cisle
okreslonych dlugosciach fali (np. linie absorpcyjne wodoru sa w innych miejscach
niz azotu). Dlatego gdy sygnal jest wystarczajaco silny, tatwo je zidentyfikowaé.
Do obserwowanego sygnatu dopasowuje sie model laboratoryjny i jakos¢ takiego
dopasowania (stopien tego, czy model odzwierciedla dane obserwacyjne, czy
nie) okresla nam prawdopodobienstwo wystapienia okreslonych pierwiastkéw

w atmosferze planety. Nie inaczej jest z biomarkerami takimi jak siarczek
dimetylu. Jednak kluczowe sa tu sformulowania ,,jako$¢ dopasowania modelu”

i ,wystarczajaco silny sygnal”, poniewaz w przypadku najnowszych obserwacji
K2-18b zaden z tych dwéch warunkéw nie jest spelniony.

W dolnej czesci rysunku na marginesie przestawione jest dopasowanie modelu
wykonane przez grupe naukowa, ktéra twierdzi, ze obserwacje wskazuja na
obecno$é siarczku dimetylu. W goérnej czesci rysunku dopasowanie wykonane
przez inna grupe naukowa, ktéra twierdzi, ze obserwacje jednoznacznie na nic
nie wskazuja, poniewaz mozna do nich dopasowaé linie prosta. Oczywiscie
naukowcy nie robig tego na oko. Metody statystyczne sa w stanie okresli¢
rodzaj dopasowania. Wspélezynniki dopasowania obu modeli (siarczek dimetylu
i zupelny brak sygnalu) sa prawie identyczne.

Niestety wiec, jak to zwykle bywa, pozostaje nam czekaé¢ na lepsze obserwacje,
ktére potwierdza lub obalg wnioski jednej (lub obu) z tych grup.

Anna DURKALEC

Zaklad Astrofizyki, Departament Badan Podstawowych, Narodowe Centrum Badan Jadrowych
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https://www.deltami.edu.pl/2023/07/skoro-wszystkie-modele-sa-bledne-to-ktore-sa-uzyteczne/
https://arxiv.org/abs/2504.15916

/Niebo w lipcu

Od poczatku drugiej potowy roku Stonce wedruje na potudnie, co skutkuje
zmniejszajaca sie dlugoscia dnia i rosnaca dtugoscia nocy. Storice chowa sie pod
horyzont coraz glebiej i noce staja sie coraz ciemniejsze, stad obszar widocznosci
oblokéw srebrzystych przesuwa sie systematycznie na pélnoc. Z drugiej strony
Stonice goruje coraz nizej, a zatem coraz bardziej na potudnie przesuwa sie
granica obszaru, z ktérego mozna prébowaé dostrzec tuk okotohoryzontalny. Pod
koniec miesigca oba zjawiska staja sie niemozliwe do zaobserwowania z terenu
Polski az do nastepnego sezonu, zaczynajacego sie¢ w maju przysztego roku.

W lipcu pogarsza sie nachylenie ekliptyki do wieczornego widnokregu, polepsza
si¢ za to jej nachylenie o swicie. Dlatego przebywajacy na wieczornym

niebie w pierwszej polowie miesiaca Ksiezyc jest widoczny stabo, a warunki
widocznosci dodatkowo pogarsza fakt, ze jego orbita kieruje go na poludnie od
ekliptyki, obnizajac o kilka kolejnych stopni potozenie na niebosktonie. Dlatego
do 11 dnia miesigca wysoko$¢ Ksiezyca na nocnym niebie nie przekroczy 10°.

2 lipca Srebrny Glob przejdzie przez I kwadre, zajmujac pozycje 6° na potludnie
od Porrimy, jednej z jasniejszych gwiazd Panny, by nastepnej doby zblizy¢ sie na

niecale 2° do Spiki, najjadniejszej gwiazdy w calej konstelacji.

Jeszcze stabiej widoczny jest Mars, ktéry w lipcu
wedruje jakie$ 12° pod Denebola w Lwie, Swiecac

7z jasnoscia +1,5™. Na poczatku miesigca okolto godziny
22:30 planeta zajmuje pozycje na wysokosci 10°,

potem jest juz tylko gorzej. Mars pozegna sie z nami
koniunkcja z Ksiezycem w fazie 17% 28 lipca, gdy

oba ciala przedziela na niebie 2°. Ze wzgledu na

niskie potozenie nad horyzontem i jasne tto nieba do
zaobserwowania planety niezbedna moze okazaé sie
lornetka.

7 lipca faza ksiezycowej tarczy przekroczy 90% i dotrze
ona juz do gwiazdozbioru Skorpiona, gdzie zakryje m.in.
gwiazde T Scorpii o jasnosci powyzej 3™. Zjawisko da
sie zaobserwowac¢ z malego obszaru Europy Srodkowej,
od krajow Beneluksu na zachodzie do pogranicza

Rosji z Bialorusia i krajami baltyckimi na wschodzie.
W Polsce gwiazda zniknie za ciemnym brzegiem
ksiezycowej tarczy okoto godziny 23:25 i pokaze sie
ponownie po jej drugiej stronie jakies 30 minut pdzniej.
W tym samym czasie w odleglosci 2° na pdélnocny
zachdd towarzystwa wspomnianej parze dotrzyma
Antares, najjasniejsza gwiazda Skorpiona.

Trzy dni p6zniej naturalny satelita Ziemi przejdzie
przez pelnie i przeniesie sie na niebo poranne, gdzie
odwiedzi kilka planet Ukladu Stonecznego. Pierwszymi
planetami jest para Saturn — Neptun. Jednak Ksiezyc
dotrze do niej dopiero 16 lipca w fazie 72%, zblizajac
sie¢ doni na 5°. Obie planety w zaczynajacym si¢ wlasnie
sezonie obserwacyjnym kresla petle na niebie blisko
siebie, szykujac si¢ do wrzesniowych opozycji. W lipcu
obie planety zmieniaja ruch z prostego na wsteczny
(Neptun piatego dnia miesiaca, Saturn za$ czternastego),
stad obie niewiele tylko przesuna sie wzgledem gwiazd
tta. Praktycznie przez caly lipiec Neptun znajduje sie
1° na poélnoc od Saturna, a zatem miesci sie razem

z nim w polu widzenia lornetki, a nawet teleskopu

z szerokokatnym okularem. W tym miesiacu Saturn
$wieci blaskiem +0,9™, przy $rednicy tarczy 18”.
Neptun jest o 7™ slabszy. Stosunek malej do wielkiej
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polosi pierscieni Saturna osiagga maksymalng wartosé
w tym roku: 0,06.

W nocy z 17 na 18 lipca Ksiezyc przejdzie przez
ostatnia kwadre w Rybach, a dwie kolejne noce pdzniej
zblizy si¢ do Plejad i planety Uran, przebywajacej
okolo 4° na potudnie od nich. Nad ranem Ksiezyc
zblizy sie do gromady gwiazd na 4°, a potem je zakryje,
niestety zdarzy si¢ to wczesnym popoludniem naszego
czasu. Uran $wieci blaskiem +5,8™ i w drugiej czesci
miesigca okoto godziny 2:30 wznosi sie ponad 15° nad
wschodnim widnokregiem.

21 lipca majaca faze zaledwie 18% tarcza Ksiezyca
utworzy rownoramienny tréjkat réwnoboczny

z Plejadami i Aldebaranem. Dobe pézniej, przy

fazie zmniejszonej do 10%, zblizy sie ona na nieco
ponad 1° do gwiazdy El Nath (p6inocny rég Byka)

i jednoczesnie 7° do Wenus. Niestety nie ma tu juz
kreslacej w zeszlym sezonie swoja petle w Byku planety
Jowisz, ktora przeniosta si¢ do Blizniat. Zamiast niej

w lipcu przez Byka wedruje planeta Wenus, ktora

4 dnia miesiagca przejdzie 2,5° na potudnie od Urana,
13 lipca wzejdzie zaledwie 0,5° od gwiazdy Ain (¢ Tau),
stanowiacej najbardziej na péinoc wysunieta jasna
gwiazde Hiad, 17 lipca przejdzie 1° na pdéinoc od
gromady otwartej NGC 1647, by 27 lipca przejé¢ 0,5°
od gwiazdy ¢ Tau, czyli potudniowego rogu Byka.
Przez caly miesiac Wenus $wieci blaskiem okoto —4™,
$rednica jej tarczy spadnie z 18" do 14", faza za$
urosnie z 65% do 75%.

Ksiezyc spotka sie z powracajacym na nocne niebo
Jowiszem 23 lipca. Nie jest to jednak zblizenie tatwe
do obserwacji, poniewaz okoto godziny 4 jego tarcza
w fazie jedynie 4% zdazy sie wznie$é na wysokosé 10°,
a $wiecacy blaskiem —1,9™ Jowisz znajdzie si¢ 5° pod
nig. 2° blizej i nieco na lewo od Jowisza pokaze si¢
Mebsuta (¢ Gem), $wiecaca blaskiem +3m.

Ariel MAJCHER



Rozwiagzania zadan ze strony 3

& Rozwigzanie zadania M 1822.

Odpowiedz: 8.

Zauwazmy, ze pentomino mogg zajaé jedynie 2 sposréd 8 pél

w dolnym rzedzie. Istotnie, kazde pentomino moze zajaé tylko
jedno pole w tym rzedzie, wigc gdyby zajmowaty one 3 pola

w dolnym rzedzie, to w rzedzie wyzej byloby zajetych 9 pdl —
sprzeczno$é.

Oznacza to, ze w sumie moga byé zajete co najwyzej 62 +4 -2 = 44
pola (62 wewnetrznych pél i po 2 na kazdej z czterech krawedzi).
Kazde pentomino zajmuje 5 pdl, czyli jest co najwyzej L%J =38
pentomino.

7 drugiej strony nietrudno narysowaé¢ 8 roztacznych pentomino na
szachownicy 8 x 8.

‘& Rozwigzanie zadania M 1823.

Kazdy wielokat mozemy podzieli¢ na tréjkaty, a kazdy tréjkat na
tréjkaty réwnoramienne (na przyklad opuszczajac wysokosé do
najdiuzszego boku tréjkata i potem laczac spodek tej wysokosci
ze $rodkami pozostatych dwéch bokéw). Zatem wystarczy
wskaza¢ podzial dowolnego tréjkata réownoramiennego ABC

(AB = AC) na trapezy réwnoramienne.

Nietrudno znalezé zagdany podzial w przypadku, gdy ABC jest
réwnoboczny. Wystarczy ze srodka trojkata poprowadzié trzy
péliproste réwnolegte do jego bokow.

Jesdli xBAC > 60°, to mozemy go z tatwoscia podzieli¢ na tréjkat
réwnoboczny i 4 trapezy réwnoramienne.

Jesli natomiast X BAC < 60°, to laczac wierzcholki tego
tréojkata z jego srodkiem okregu opisanego O, uzyskujemy trzy
tréjkaty, z ktérych dwa sg rozwartokatne réwnoramienne (dla
nich stosujemy podzial z poprzedniego akapitu) oraz tréjkat
réwnoramienny BOC (OB = OC) z katem przy wierzchotku O
réwnym 2XBAC. Dla tego tréjkata stosujemy wielokrotnie
procedure opisang w poprzednim lub niniejszym akapicie.

i Rozwigzanie zadania M 1824.

Udowodnimy najpierw, ze kazda liczba wymierna dodatnia
wystepuje w tym ciggu. Przypusémy, ze istnieja takie wzglednie
pierwsze liczby p i g, ze p/q nie ma w naszym ciagu. Wybierzmy
taka pare (p,q), ze p + ¢ jest mozliwe najmniejsze. Bez straty
ogdblnosci przyjmijmy, ze p > q (dowdéd w drugim przypadku

jest analogiczny). Rozwazmy pare (p — ¢, ¢). Ma ona mniejsza,
sume¢ wspdlrzednych niz (p, q), istnieje wigc takie n, ze an, =p — ¢
i ant1 = q. Woéwcezas agnt+1 = (p — q) + ¢ = p oraz asny2 = q.
Oznacza to, ze aan+1/a2n+2 = p/q, i otrzymujemy sprzecznosc.
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Przypusémy teraz, ze istnieje taka liczba wymierna, ktéra
wystepuje wiecej niz raz w tym ciagu. Wybierzmy taka liczbe
p/q, przy czym niech p + ¢ bedzie najmniejsze. Bez straty
ogdélnosci przyjmijmy, ze ¢ > p. Latwo sprawdzi¢, ze w ciggu
(an) wyrazy o nieparzystych indeksach sa wigksze od obu swoich
sgsiadow. Mozemy zatem przyjac: az, = p, aan4+1 = q oraz

a2m = P, azm+1 = q dla pewnych m,n > 1. Wéwczas a,, = p,
An4+1 = ¢ — P Oraz am = p, am+1 = q — p. Oznacza to, ze liczba
p/(q — p) réwniez wystepuje wielokrotnie w naszym ciggu oraz
p+ (¢ —p) < p+ g, co jest sprzeczne z wyborem pary (p, q).

i Rozwigzanie zadania F 1123.
Przyjmijmy, ze przed i po rozdzieleniu ciecze wypelniaja naczynie
do wysokosci h (objetosé pozostaje stata).

Po rozdzieleniu ciecz o wigkszej gestosci, p2, wypelnia dolng
cze$é naczynia do wysokosci ha, a nad nig powstaje warstwa
o grubosci hy cieczy o gestosci p1 < p2. Mamy oczywiscie
h1 + hg = h. Przyjmijmy, ze objetosci cieczy wynosza, odpowiednio,
V1 i Va. Gesto$é mieszaniny przed rozdzieleniem wynosi:
_ piVi+p2Va
Vi+Vs

a ci$nienie na dno:

pp = ghp.
Po rozdzieleniu cieczy ci$nienie na dno wynosi:

Pr = ghip1 + ghap2.
Po prostych obliczeniach otrzymujemy:
hVa — ha(V1 4 V2)
i+ Ve ’
Niech promien wewnetrznego przekroju naczynia na wysokoéci h
wynosi 7, na wysokosci powierzchni rozdzialu cieczy r1 > r,
a dna R > r1. Korzystajac ze wzoru na objetos¢ Scigtego stozka,
otrzymujemy:
hVa — ha(Vi 4 Va) = hha((Rr1 + 72 — Rr — r2) > 0,
a wiec podczas rozdzielania cieczy (frakcjonowania) maleje
ci$nienie na dno naczynia o ksztalcie Scigtego stozka. Opisany
proces ma miejsce np. podczas zbierania sie Smietanki na
powierzchni mleka.

Pp — Pk = g(p2 — p1)

i Rozwigzanie zadania F 1124.

Oderwanie pojedynczej czasteczki z powierzchni cieklej wody
wymaga zerwania jej wigzan ze wszystkimi czasteczkami
wypelniajacymi pélprzestrzen na i pod powierzchnia. To

polowa wigzan, jakie nalezaloby zerwacé, ,wyrywajac” czasteczke
z obszaru gleboko pod powierzchniag. Cieplo parowania to energia
potrzebna do zamienienia cieklej wody w gaz praktycznie
nieoddzialujacych czasteczek, czyli zerwania wszystkich

wigzan miedzy czasteczkami w calej objetosci wody. Poniewaz
kazde wigzanie laczy dwie czasteczki, to Srednio na jedna
czasteczke przypada pél energii zerwanego wigzania. Wniosek:
wyrwanie pojedynczej czasteczki z powierzchni wody wymaga

w przyblizeniu energii réwnej energii parowania przypadajacej
na jedna czasteczke. Masa molowa wody (H2O) wynosi

tw = (2-1416) g = 18 g. Otrzymujemy warto$é¢ poszukiwanej
energii jako:

L

Na

Liczbowo € = 6,75 - 10720 J/czasteczke ~ 0,42 eV /czasteczke.

£ =



w dwoch rodzajach.

Tertium non datur
Barttomiej BZDEGA

Ten odcinek poswiecony jest przedmiotom, ktére moga wystepowaé jedynie

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Przyktady sa liczne: liczba catkowita jest parzysta lub nieparzysta, niezerowa
liczba rzeczywista jest dodatnia lub ujemna, pomiedzy dwiema réznymi liczbami
rzeczywistymi jest nier6wnos¢ w lewa lub prawsa strone, gra bez remisu konczy
sie dla jednego z graczy wygrana lub przegrana, moneta ma orla i reszke, prosta

dzieli plaszczyzne na czesé ,lewa” i ,,prawa”, kazdy kij ma dwa korice, kazdy
medal ma dwie strony i tak dalej, i tak dalej.

Jedli mamy trzy przedmioty wystepujace w dwbch
rodzajach, to pewne dwa z nich s tego samego rodzaju.
Tu réwniez mozna mnozy¢ przykltady: wérdod trzech
liczb catkowitych znajduja sie dwie liczby tej samej
parzystosci, posréd trzech punktéw pomalowanych

na czarno lub bialo pewne dwa sa tego samego koloru,
w trzech rzutach moneta co najmniej dwa razy

Zadania

wypadnie to samo, poéréd trzech oséb pewne dwie sg tej
samej plci. . .

Powyzsze prawo mozna uogdlni¢. Gdy wezmiemy
nieparzysta liczbe przedmiotéw wystepujacych w dwdch
rodzajach, to jeden z rodzajéw dominuje — jest go wiecej
niz drugiego rodzaju (nie moze by¢ po tyle samo, bo
liczba przedmiotéw jest nieparzysta).

1. Kazda z liczb rzeczywistych a, b, ¢ jest wigksza od iloczynu dwoéch pozostatych.
Udowodnié¢, ze co najmniej jedna z tych liczb jest dodatnia.

84 5 2

Niech n > 2 bedzie liczba naturalna. W (2n + 1)-kacie foremnym pomalowano

na bezowo n + 2 wierzchotkdéw. Udowodnié, ze istnieje co najmniej n — 1 par

<
e
Q
&
o

réwnoramiennego.

niebieskie.

odcinkéw réwnoleglych o bezowych koricach.
. Kazdy punkt okregu zabarwiono na pomaranczowo lub rézowo. Udowodnié,
ze pewne trzy punkty jednakowego koloru sa wierzchotkami tréjkata

. Pie¢ wierzchotkéw dwudziestoscianu foremnego pomalowano na czerwono,
a pozostale siedem na zielono. Udowodnié, ze pewne trzy wierzchotki
czerwone wyznaczaja plaszczyzne prostopadla do prostej wyznaczonej przez
pewne dwa wierzchotki zielone.
5. Kazdy z wierzchotkéw 3n-kata foremnego, wpisanego w okrag w, pomalowano
na zotto lub na niebiesko. Udowodnié, ze mozna wskazaé n tukéw o dlugosci
% obwodu okregu w,

z ktorych kazdy ma oba konce zétte lub oba konce

6. Dowiesé, ze nie mozna przeciaé¢ wszystkich trzech bokéw tréjkata jedna
prosta (prosta przecina odcinek, jesli ma z nim dokladnie jeden punkt
wspdlny, rézny od jego koricow).

7. Kazdy wierzchotek dwudziesto$cianu foremnego jest brazowy lub fioletowy.
Krawedzie o koncach tego samego koloru pomalowano na seledynowo. Znalezé
najmniejszg mozliwa liczbe seledynowych krawedzi.

8. Danych jest szesé réznych liczb dodatnich: aq, by, c1, as, ba, ca.
Niech P; bedzie prostopadlo$cianem o wymiarach a; X b1 X ¢1, a Py —
prostopadloscianem o wymiarach ag X by X co. Wykazaé, ze w jednym z tych
prostopadlo$ciandéw mozna wydrazy¢ tunel, przez ktory przejdzie drugi

prostopadtoécian.
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