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Skad wiedzie¢, ze czegos$ nie ma?

Tomasz JANISZEWSKI

Zapewne kazdy Czytelnik ma konto w jakims systemie
badz serwisie internetowym. Czasem to systemy
automatycznie nadaja nam identyfikator (nazywany
tez loginem), innym razem mozemy wybraé¢ go
samodzielnie. Niezaleznie od metody identyfikator
musi by¢ unikatowy. Dlatego jesli samodzielnie
mozemy zaproponowaé swéj login, to system sprawdza
i informuje nas, czy jest on dostepny. Z perspektywy
uzytkownika to nic niezwyktego — zwykle sprawdzenie,
czy dany element figuruje w bazie. Co wiecej, wiemy, ze
elementy w tej bazie sg unikalne. Jednak choé proste
podejscie moze dziala¢ w malych zbiorach, w skali
globalnych sieci spotecznoéciowych problem staje sie
znacznie bardziej ztozony.

W 2019 roku Gmail obstugiwal ponad pottora miliarda
kont. W 2023 roku Facebook raportowal prawie

3 miliardy aktywnych uzytkownikéw miesigecznie. Gdy
pomyslimy, jak w takiej liczbie logindéw zapewnié

ich unikalno$¢, sprawa przestaje by¢ trywialna.
Sprébujmy oszacowaé, ile miejsca zajmuja takie dane.
Zakladajac, ze login sklada sie wylacznie ze znakéw
alfanumerycznych, a jego srednia dlugos¢ wynosi N, to
otrzymujemy 3 x 109 x N znakéw. Przy przechowywaniu
wszystkich identyfikatorow jako zwykle ciagi znakow
daje to okolo 3 x N GB danych.

Wiekszos¢ informatykdéw zna struktury danych, takie
jak drzewa czy tablice asocjacyjne, ktére umozliwiaja
wydajne zarzadzanie zbiorami — odpowiadajac na

Funkcja skrétu (inaczej funkcja
mieszajaca lub haszujaca) to funkcja,
ktéra dla zadanej wartosci
przyporzadkowuje jej jakas liczbe

z ograniczonego przedziatu — skrét. Na
przyklad cigg znakéw zamienia na liczbe
naturalng mniejszg od 100. Oczekujemy
przy tym, ze funkcja skrétu bedzie
zachowywala si¢ ,losowo” — drobna
zmiana wartosci wejSciowej powoduje
,niekontrolowang” zmiane¢ przypisanego
skrétu.

funkcji skrétu.

skrétu (f1,. ..

pytanie, czy dany element nalezy do zbioru, oraz
pozwalajac go dodawac i usuwaé. O ile takie struktury
optymalizuja koszt dostepu, to cena za to jest
zwiekszone zapotrzebowanie na pamigé.

W zarzadzaniu projektami czesto mowi sie o triadzie:
czas, zakres, koszt — z ktérych mozna zoptymalizowaé
tylko dwie wartosci jednoczesnie. W potocznym
rozumieniu: szybko, dobrze i tanio, ale nie mozemy
mie¢ wszystkiego na raz. Typowe struktury danych
najczesciej optymalizuja czas i koszt, zachowujac
staty zakres, czyli gwarancje, ze dane nie zostang
utracone. A co by bylo, gdybyémy zgodzili sie na
niewielki kompromis: pozwolili strukturze odpowiadac
na pytanie o obecnosé elementu z pewnym marginesem
niepewnosci? Innymi stowy, zaakceptowali odpowiedzi
w rodzaju: ,na pewno nie” albo ,byé¢ moze tak”.

W przypadku nazw uzytkownikéw takie podejscie jest
akceptowalne. Jesli system zasugeruje, ze login by¢
moze jest juz uzywany, uzytkownik po prostu wymysli
inny. Tak dlugo, jak poziom pewnosci bedzie wysoki,
nikt nie zauwazy roznicy.

Struktury, ktore optymalizuja czas i koszt, poswiecajac
zakres, nazywamy probabilistycznymi strukturami
danych. Jedna z nich jest filtr Blooma, zaprojektowany
w 1970 roku przez Burtona Blooma. Filtr ten
odpowiada na pytanie, czy element na pewno nie
znajduje si¢ w zbiorze.

Filtr Blooma wykorzystuje tablice bitéw i zestaw funkcji skrétu. Podstawowa
koncepcja przypomina tablice asocjacyjne, ale zamiast zapisywaé kazdy element
pod wskazanym indeksem i rozwiazywaé kolizje, filtr uzywa kilku réznych

Formalnie, filtr Blooma sklada si¢ z tablicy bitow o rozmiarze m oraz k funkcji
, fx), ktore zwracaja wartosci z zakresu [0, m — 1]. Na poczatku
wszystkie bity w tablicy sa ustawione na 0. Gdy dodajemy nowy element,
obliczamy jego skroty i ustawiamy bity na odpowiednich pozycjach w tablicy

na 1, tj. jesli fi(z) = j, to ustawiamy wartos¢ j-tego bitu na 1. Sprawdzanie
obecnosci elementu réwniez zaczynamy od obliczenia wartoéci wszystkich &
funkcji skrétu. Jesli choé jeden z odpowiadajacych im bitow ma wartosé 0,
mozemy z cala pewnoscia stwierdzié, ze elementu nie ma w zbiorze. Jedli
wszystkie wskazane bity sa ustawione na 1, nie mozemy by¢ pewni odpowiedzi —
element moze byé¢ obecny lub moze to by¢ wynik kolizji.

Zobaczmy przyklad dzialania filtru Blooma — do poczatkowo pustego zbioru
dodajemy kilka elementow.

element | f1 | fo | f3 filtr Blooma
0000000000000
Xyz 2 7 | 12 | 0010000100001
abc 7 4 0 1010100100001
foo 10 | 1 5 1110110100101
bar 12| 0 7 | 1110110100101

Jak widzimy, powyzszy algorytm jest bardzo prosty, a przy odpowiednim
doborze funkcji skrotu i parametréw réwniez efektywny w implementacji.
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Warto zauwazy¢, ze to pytanie ilosciowe,
a nie jako$ciowe. Nie wiemy, jakich
funkcji uzyé.

Pozwala takze zaoszczedzi¢ bardzo duzo pamieci, gdyz zamiast przechowywaé
pelne dane — utrzymujemy tylko tablice bitow. Ztozonos¢ dodawania

i sprawdzania, czy element nalezy do zbioru, to O(k), gdzie k jest liczba uzytych
funkcji skrotu. Warto zauwazy¢, ze rozmiar uzytej pamieci nie zalezy od samych
danych, a jedynie od zbioru wartosci funkeji skrétu [0,m — 1]. Jednak wraz ze
wzrostem liczby elementéw zbioru (n) rosnie liczba bitéw o wartosci 1, a wiec
roéwniez prawdopodobienstwo p odpowiedzi falszywie pozytywnej. Natomiast
nigdy nie pojawia si¢ falszywie negatywne.

Sprébujmy teraz oszacowaé, jak duza powinna by¢ tablica bitéw i ile

funkcji skrétu nalezy uzy¢, aby zapewni¢ odpowiednio wysoka precyzje,

czyli odpowiednio niskie prawdopodobienstwo p. Zalézmy, ze dodajemy

nowy element x do zbioru i obliczamy jego skréty. Dla pierwszej funkcji

skrétu fi, dowolnego innego elementu y ze zbioru oraz wybranej funkcji f;
prawdopodobienstwo, ze fi(z) = f;(y), wynosi %, gdzie m to rozmiar tablicy
bitéw. Oznacza to, ze z prawdopodobienstwem 1 — % bit fi(z) nie koliduje

z f;(y). Jesli w naszym zbiorze mamy n elementéw i dla kazdego obliczylismy

k funkcji skrétu, to z niezaleznosci wartosci funkcji skrétu otrzymujemy;,

ze z prawdopodobienistwem (1 — %)nk bit fi(z) nie koliduje z zadnym

z n elementéw zbioru, a wiec z prawdopodobienstwem 1 — (1 — %)nk bit f1(z)
byl juz wczesniej ustawiony na 1. Skoro uzywamy k niezaleznych funkcji skrotu,
to prawdopodobieristwo, ze wszystkie obliczone bity fi(z), fa(z),..., fr(x) sa juz
ustawione na 1, wynosi

(- (2

Zastandéwmy sie, czy mozemy w jaki$ latwy sposéb oszacowaé to
prawdopodobienistwo. Jako ze szukamy dobrej struktury danych dla bardzo
duzych zbioréw, mozemy rozpatrywaé przypadek graniczny, w ktérym m — oo.
Wytrawny Czytelnik na pewno widzi pewne podobienstwo miedzy wzorem
a jedna z fundamentalnych wlasnosci liczby e, a konkretnie

1 m
e = lim (1 — > .
m— 00 m

(2" () e e

. , —nk |1
mozemy oszacowaé p & (1 —e™m )~.

Zapisujac

Aby odpowiedzie¢ sobie na pytanie, ilu funkcji skrétu potrzebujemy,

nalezy zastanowicC sie, jakiego prawdopodobienstwa odpowiedzi falszywie

pozytywnej (p) oczekujemy, oraz oszacowaé liczbe elementéw w zbiorze (n)

i dostepny rozmiar tablicy (m), w ktérej zaimplementujemy filtr Blooma.

\1\7>I/'yznaczmy najpierw minimum funkcji p(k) dla ustalonej wartosci stosunku .
amy:

nk

p(k)~ (1 - e_ﬁ)k _ n (1—e=% )k _ okln (1—e= % )

nk

Wystarczy teraz przyréwnaé¢ do 0 pochodng wykladnika w wyrazeniu po prawej
stronie powyzszej réwnosci (tzn. logarytmu naturalnego z funkcji p(k)):

n —nk
m

—nk -_n —e
(kln(1—e)) =In(l—e ) 4 b2
1—em
Zamiast szuka¢ miejsca zerowego pochodnej dla dodatniego k, wygodniej jest
podstawi¢ ¢ = e%k, czylilng = _T”k Wtedy otrzymujemy do rozwigzania
réwnanie:
q
In(1—q) — Ing =0,
n(l—q) = 7= e

dla ¢ nalezacego do przedziatu (0, 1).

2



q

0 1

Poréwnanie funkcji ¢¢ oraz (1 — q)' 9

Rozwigzania na str.

Powyzsze rownanie mozemy przeksztalcié w nastepujacy sposéb:
(1-¢)In(l —¢) —¢qlng=0,
In((1 —¢)'™7) — In(¢?) = 0,

o(1505)

(1—g)t
T =1,
(1-g)7=¢"

Poniewaz funkcje ¢? oraz (1 — ¢q)'~9 sa symetryczne wzgledem punktu %,

otrzymujemy q = %, czyli e = %, co oznacza, ze p(k)’ =0 dla k= 2 In2.

Co wiecej, Czytelnik tatwo uzasadni widoczny na rysunku fakt, ze dla 0 < g < %
mamy ¢? < (1 —¢)' 77, zas dla § < ¢ < 1 zachodzi ¢ > (1 — ¢)' 7. Oznacza to,
ze dla ¢ < § (czyli k > 1In2) mamy p(k)’ > 0 i podobnie dla k < In2 mamy
p(k)" < 0. Stad wnioskujemy, ze dla k = 7 In 2 funkcja p osiaga swoje minimum.

Poniewaz jesteSmy w stanie uzalezni¢ optymalng liczbg funkcji skrétu k od 7%,
nic nie stoi na przeszkodzie, aby obliczy¢, jakiego rozmiaru tablicy potrzebujemy
do przechowania n elementéow z zadanym prawdopodobienstwem odpowiedzi
falszywie pozytywnej p:

p= (1 _e—ngan)%ln2 :2—%1112
o

m = —— 10, .
nz 83 ?

Dla naszego przyktadu, w ktérym Facebook sprawdza loginy n = 3 x 109
uzytkownikéw, jesli chcemy uzyskaé¢ p = 0,001, to potrzebujemy zaledwie
k = 10 funkcji oraz raptem m =~ 5GB danych.

Jak widaé¢ na powyzszym przykladzie, filtr Blooma pozwala znaczaco zmniejszy¢
zuzycie danych oraz utrzymac staly czas odpowiedzi, o ile jesteSmy w stanie
zaakceptowaé pewien margines btedu.

i Zadania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1837. W kwadracie K dany jest wielokat wypukly P o tej wlasnosci, ze
niezaleznie od tego, jak dwie kopie P umieécimy w K, zawsze maja one wspdlny
punkt. Udowodnié, ze dowolne trzy kopie P umieszczone w K majg réwniez
wspOlny punkt.

M 1838. Dana jest liczba catkowita n > 0 oraz liczby rzeczywiste a1, ag, ..., ay.
Udowodnié, ze istnieja takie liczby naturalne m, k € {1,2,...,n}, ze
m n
a3 | <lal.
i=1 i=m+1

M 1839. Niech w(n) oznacza liczbe réznych dzielnikéw pierwszych n. Dane
sg liczby catkowite dodatnie a, b, c. Udowodnié, Ze istnieje liczba calkowita
dodatnia n taka, ze w(an + ¢) = w(bn + ¢).

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1133. Jakie czynniki decyduja o wartosci predkoéci u, z jaka gazy sa
wyrzucane z dyszy pracujacego silnika rakietowego? Oszacuj wartosc¢ tej
predkosci.

F 1134. Jaka czes¢ poczatkowej masy rakiety, mg, musi stanowié paliwo,
zeby startujac w przestrzeni kosmicznej z dala od zrédet pola grawitacyjnego
(gwiazd i planet), rakieta osiagneta predkos$é réwng I predkosci kosmicznej,
tj. v1 ~ 8 km/s, jezeli predko$é wyrzucanych gazéw v = 4 km/s?
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Polujac na neutrina, czyli z pamietnika fizyka

Dzien trzeci

*Narodowe Centrum Badan Jadrowych,
Departament Badan Podstawowych,
Zaklad Fizyki Wielkich Energii

Pierwsza i druga cze$¢ pamietnika zostaly
opublikowane w Ag5 oraz Ags

zarejestrowane neutrina

1 Il Il I 1
05 1 15 2 25 3 35

energia (GeV)

Rys. 1. Mod znikania. Rozklad energii
neutrin mionowych. Na czerwono
zaznaczono rozklad neutrin mionowych,
jakiego spodziewaliby$my sie, gdyby nie
bylo oscylacji neutrin. Na niebiesko
przedstawiony jest zaobserwowany
rozklad neutrin mionowych — cze$¢ z nich
ulegla oscylacji i zmienita si¢ w neutrina
innego typu

zarejestrowane neutrina

02 04 06 08 1 12

energia (GeV)

Rys. 2. Mod pojawiania si¢. Rozklad
energii neutrin elektronowych. Na
czerwono zaznaczono rozktad neutrin,
jakiego spodziewaliby$my sie, gdyby nie
byto oscylacji neutrin. Na niebiesko
przedstawiony jest zaobserwowany
rozktad neutrin — w drodze pomiedzy
detektorami cze$¢ neutrin mionowych
zmienita si¢ w neutrina elektronowe

O oscylacjach neutrin pisal Wiktor
Matyszkiewicz w A;g.

Joanna ZALIPSKA*

Dzisiaj wazny dzien, zaczynamy kolejny run z wiazka neutrin z eksperymentu
T2K (runem fizycy nazywaja kolejny etap zbierania danych). Po drugiej stronie
wyspy w laboratorium J-PARC (Japan Proton Accelerator Research Complex),
w Tokai uruchamiaja akcelerator i dostrajaja wiazke. Najpierw uruchomiony
zostanie gléwny pierécien akceleratora, gdzie przyspiesza sie¢ protony. Beda

one krazy¢ w pierscieniu, az osiagna energie 30 GeV. Protony przyspieszane

sa w polu elektrycznym, natomiast pole magnetyczne zakrzywia ich tor lotu.
Protony wielokrotnie okrazaja pierscien akceleratora i przy kazdym obiegu

sa przyspieszane, uzyskujac coraz wiekszy ped. Nastepnie wigzka protonéw
wyprowadzana jest z akceleratora i kierowana na weglowa tarcze. Protony,
zderzajac si¢ z atomami tarczy, produkujg naladowane dodatnio i ujemnie
piony oraz kaony. Odpowiedni znak tadunku pionéw (dodatni albo ujemny)
mozna wybraé, sterujac polem magnetycznym. Jedli wybierzemy piony dodatnie,
to ostatecznie po odbiciu od tarczy dostaniemy wiazke neutrin mionowych
pochodzacych z rozpadu pionu, 7t — pt + v,. Natomiast jesli zostana wybrane
piony ujemne, to powstanie wigzka antyneutrin mionowych, 7= — p= + 7.

Jakie$ 280 metrow od wspomnianej tarczy weglowej znajduja sie tzw. bliskie
detektory. W ostatnich dniach panowala tam , goraca atmosfera” w zwiazku

ze zblizajacym sie rozpoczeciem zbierania danych. Wszystkie podzespotly
detektorow musialy zostaé¢ uruchomione i przej$é¢ kalibracje. Zadaniem bliskich
detektoréw jest mierzenie strumienia neutrin mionowych (lub antyneutrin
mionowych) blisko miejsca produkeji, zanim jeszcze zdaza zmienié swoja
tozsamos$é. Dostarczaja one waznych informacji o rodzajach/typach oddzialywan
neutrin mionowych z materia i pozwalaja je dobrze opisaé przez modele
teoretyczne.

Ja z kolei czekam na przybywajaca wiazke neutrin w odleglym o jakies 294 km
od J-PARC detektorze Super-Kamiokande, ktéry odgrywa role tzw. dalekiego
detektora. W czasie podrozy neutrin mionowych ubywa z wiazki, a za to pojawiaja
sie¢ w niej neutrina taonowe i elektronowe. Gdy juz uzyskamy dane z obu detektorow,
poréwnamy je i sprawdzimy dwie rzeczy. Po pierwsze, ile neutrin mionowych

z oryginalnej wiazki zniknelo po drodze (to jest tzw. mod znikania, rys. 1).
Sprawdzamy, czy neutrina mionowe znikaja z réwnym prawdopodobienstwem co
antyneutrina mionowe. Ta obserwacja pozwala nam na badanie tzw. symetrii CPT
(charge-parity-time, ladunek-parzysto$é-czas). Coz to jest? WyobraZzmy sobie, ze
klonujemy nasz Wszech$wiat i mozemy na jego klonie dokonywaé¢ pewnych operacji
i sprawdzad, jak wplywaja one na wyniki eksperymentéw. Operacja C to zamiana
wszystkich czastek na ich antyczastki. Przeksztalcenie P oznacza odbicie lustrzane
przestrzeni (ktére zamienia np. $rube prawoskretna na lewoskretna). Natomiast
T odwraca kierunek uplywu czasu — zamienia przesztosé z przyszloscia. Mowimy,
ze operacja jest symetria, jezeli nie wplywa na wyniki eksperymentéw. Wiadomo,
ze operacje C, P i T w ogdlnosci nie sa symetriami. Jednak zlozenie tych trzech
operacji, czyli CPT, wedlug naszej wspdlczesnej wiedzy powinno juz byé¢ symetria.
Oznacza to, ze jezeli w klonie naszego Wszech$wiata jednocze$nie zamienimy
wszystkie czastki na antyczastki, dokonamy odbicia lustrzanego przestrzeni

i zmienimy kierunek uplywu czasu na przeciwny, to wyniki wszystkich mozliwych
eksperymentéw powinny by¢ takie same jak w naszym Wszech$wiecie. Badajac
neutrina i antyneutrina mionowe, stwierdzilidémy, ze w eksperymentach takiego
typu jak nasz symetria CPT jest zachowana.

Po drugie, sprawdzamy, ile nowych neutrin elektronowych pojawilo sie w drodze
od bliskiego do dalekiego detektora, czyli badamy oscylacje neutrin (to jest
tzw. mod pojawiania sie, rys. 2). Okazuje sie bowiem, ze znaczna cze$é neutrin
mionowych zmienita swoja tozsamos$¢ na neutrina taonowe, a czesé na neutrina
elektronowe.
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https://deltami.edu.pl/2025/03/polujac-na-neutrina-czyli-z-pamietnika-fizyka-dzien-pierwszy/
https://deltami.edu.pl/2025/06/polujac-na-neutrina-czyli-z-pamietnika-fizyka-dzien-drugi/
https://www.deltami.edu.pl/media/articles/2024/10/delta-2024-10-oscylacje-neutrin.pdf

Hierarchia mas neutrin odnosi sie¢ do
kolejnosci trzech stanéw mas neutrin (v,
vs i vs). Istnieja dwie mozliwe hierarchie:
hierarchia normalna (NH,

m? > m3 > m3), w ktérej vs jest
nag‘ci@isz;, orag hierarchia odwrécona (IH,
m3z > mi > mj), w ktérej vz jest
najlzejsze. Obecnie nie wiemy, ile wazy
neutrino, natomiast w eksperymentach
oscylacyjnych wyznaczamy kwadraty
réznicy mas. Problem hierarchii mas do
dzisiaj nie jest rozwigzany. Wiemy jedynie
tyle, ze m? < mg

Ale jak to si¢ dzieje? Oscylacje neutrin sg konsekwencja tego, ze stany wlasne
zapachu neutrin nie sa tozsame z ich stanami masy. Troche to pogmatwane, wiec
zeby to wyttumaczy¢, postuze sie... kameleonami.
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Wyobrazmy sobie jasnopomaranczowego kameleona. Reprezentuje on neutrino
mionowe. Dla uproszczenia zalézmy, ze zbudowany jest z dwoch neutrin
o réznych masach, v; i v» (tak naprawde mamy 3 stany masy: vy, v i v3),
reprezentowanych przez czerwonego i z6ltego kameleona. Wszystkie kameleony
maja do pokonania pewng droge dlugosci L. Poniewaz kameleony czerwone
i z6lte maja inne masy, kameleony czerwone ida szybciej, a kameleony zdélte
idg wolniej. Po pewnym czasie do celu dotrze wiecej kameleonéw czerwonych
niz z6ttych. W rezultacie da nam to ciemnopomaranczowego kameleona
reprezentujacego neutrino elektronowe.

To zjawisko (oscylacji neutrin, a nie kameleonéw) pozwala nam badaé

symetrie CP, czyli odpowiedzie¢ na pytanie, czy prawdopodobienstwo przemiany
dla neutrin i anty-neutrin jest takie samo (P(v, — v.) = P(nu, — v.)). Pytanie
to obecnie nurtuje fizykéw czastek, poszukujemy proceséow, ktore sa inne

dla czastek i anty-czastek. Pierwsze dane z eksperymentu T2K wskazuja

na lamanie symetrii CP, jakkolwiek statystyka zebranych danych jest zbyt
niska, zeby wyciagnac¢ ostateczny wniosek. Sytuacja nie jest taka prosta,
poniewaz nie wiemy rowniez, czy trzecie neutrino jest lzejsze, czy tez ciezsze

od pozostalych (tzw. problem hierarchii mas). W zaleznosci od tego, z ktérym
scenariuszem mamy do czynienia, bedzie to nam modyfikowalo oscylacje neutrin
i antyneutrin. Na podstawie wynikéw tylko z T2K trudno jest rozwiklaé te
zagadke. W rozwigzaniu problemu moze poméc inny eksperyment: Nova,
prowadzony w Stanach Zjednoczonych, ktéry wysyla neutrina na dalsza
odleglo$é (az 810 km). Tutaj oddzialywanie z materia, przez ktéra podrézuja
neutrina, moze prowadzi¢ do rozwiklania problemu degeneracji hierarchii mas

i tamania CP.

Juz po mojej szychcie. Kolejna osoba przejeta dyzur przy eksperymencie T2K.
Teraz monitorowanie danych odbywa sie zdalnie z Europy. W miedzyczasie
kilkakrotnie wlaczano i wylaczano wiazke podczas jej dostrajania. Ale ruszyto.
Leca do nas neutrina.

Dzien czwarty

Kolejny dzien: Zbieramy dane z wiazki T2K wysytanej z odlegtego o 294 km
laboratorium. Na kazda wystang z akceleratora J-PARC paczke czastek czeka
detektor Super-Kamiokande. Jesli neutrino zaiskrzy w detektorze, to taki
przypadek sie odnotowuje. Ale oczywiscie w miedzyczasie nie przestajemy
prowadzi¢ normalnych obserwacji. Systemy wyzwalania dla rejestracji
zaréwno neutrin atmosferycznych, jak i tych pochodzacych ze Stonca wciaz
dziataja. W kazdej chwili detektor jest wiec gotowy na zarejestrowanie neutrin
z niespodziewanego wybuchu supernowej, gdyby takie mialo miejsce.

Zbliza sie konferencja Neutrino 2024 — najwazniejsza konferencja dla fizykéw
neutrin. Dzisiaj wieczorem wyshuchamy prébnej prezentacji najnowszych
wynikéw T2K i ich analizy.

Chcac odpowiedzieé¢ na palace pytania fizyki neutrin — takie jak symetria CP

i hierarchia mas neutrin — laczymy sily i przeprowadzamy zbiorcze analizy
danych z dwoch eksperymentow akceleratorowych, T2K i Nova, i jednoczeénie
analizujemy dane T2K i neutrin atmosferycznych w Super-Kamiokande. Kazdy
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z tych eksperymentéw jest czuly na inne efekty. Na przyklad nasz eksperyment
T2K jest lepszy w mierzeniu symetrii CP. Eksperyment Nova przesyla wiazke
neutrin na zdecydowanie wieksza odleglo$¢ i w zwiazku z tym jest w stanie lepiej
badaé wplyw materii (dostlownie Ziemi) na neutrina — a to daje nam wieksza
szanse na uzyskanie odpowiedzi, z ktéra hierarchia mas mamy do czynienia. Ale
nawet Nova nie moze si¢ rownac¢ z badaniami neutrin atmosferycznych, ktore
moga przenikac¢ do detektora z drugiej strony kuli ziemskiej po przejsciu przez
planete (12 742 km). Warto tez podkresli¢ fakt, ze polaczenie sil eksperymentéw
T2K i Nova zwieksza dwukrotnie statystyke zebranych danych, ktorych nie
mamy tak duzo, poniewaz neutrina bardzo rzadko oddzialuja z materia.

Dotychczasowe ustalenia nie daja jednak ostatecznych odpowiedzi. Pierwsze dwa
eksperymenty T2K i Nova sugeruja ztamana symetrie CP i odwrdcona hierarchie
mas. Badania neutrin atmosferycznych z kolei sugeruja normalng hierarchie mas.
Jakkolwiek statystyczna istotnosé tych wynikéw jest jeszcze niska. Potrzeba
wiecej danych, czyli wiecej zarejestrowanych przypadkéw neutrin w dalekim
detektorze.

Eksperymenty T2K, Nova, Super-Kamiokande nadal zbieraja dane, wiec
mozemy oczekiwaé¢ nowych wynikéw w niedalekiej przysztosci. Ponadto
budowane sa nowe eksperymenty: DUNE w Stanach Zjednoczonych oraz
Hyper-Kamiokande w Japonii. Wierzymy, ze pozwola nam na rozwiktanie
opisanych tu zagadek.

O dyfeomorficznym lepieniu pierniczkéw
Zofia GROCHULSKA*

Wyobrazmy sobie, ze bierzemy do reki nasza ulubiona foremke w ksztalcie
Muminka i wycinamy nig pierniczek. Muminek, jak wiemy, ma do$é obte
ksztalty (podobno ich autorka, Tove Jansson, podczas tworzenia rysunkéw

tych postaci inspirowala si¢ ksztaltem zasp $nieznych; finskie lasy zima zdaja
si¢ roi¢ od Muminkéw). Gdyby$my nie mieli odpowiednich foremek, a bardzo
chcieli mie¢ pierniczek w ksztalcie Muminka, mogliby$my wycia¢ szklanka kétko
i zdeformowacé je do ksztaltu tego sympatycznego bohatera dzieciecych opowiesci.
Innymi stowy, znalezliby$my funkcje f, ktéra przeksztalca koto (dwuwymiarowa
kule) na pewien obszar (dwuwymiarowego Muminka). Mozemy wykonaé to
przeksztalcenie na wiele sposobéw, ale na potrzeby naszej opowiesci lepiej bedzie

Dyfeomorfizm to przeksztatcenie o wielu cechach
pozadanych z punktu widzenia analizy matematycznej:
jest odwracalne (czyli istnieje przeksztalcenie odwrotne)
oraz zaréwno ono samo, jak i jego odwrotnosé sa
rozniczkowalne. PrzegryZzmy te definicje powoli, jakby to
byt ostatni pierniczek w tym roku. Zeby przeksztalcenie
bylo odwracalne, kazde dwa rézne punkty ciasta

musza zostaé przeksztalcone na dwa rézne punkty
(muminkowego) ciasta. Innymi stowy, nie wolno nam
skleja¢ ze soba kawalkéw ciasta. Wowczas bedziemy
mogli, po uformowaniu Muminka, wykonaé¢ ruchy
odwrotne do wczesniejszych i wréci¢ do pierwotnego
ksztaltu kota. Rézniczkowalnosé to troche trudniejsze
stowo, znane licealistom przygotowujacym si¢ do
matury rozszerzonej. Nie bedziemy tu przytaczac
definicji, sprébujemy natomiast opisac¢, jak wyglada
takie przeksztalcenie, ktére jest rézniczkowalne

(i ktérego odwrotnosé réwniez taka jest). Ot6z takie
przeksztalcenie wyglada troche jak Muminek — jest
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zamieni¢ koto w Muminka w sposéb dyfeomorficzny.

oble, pelne kraglosci, nie przyczynia si¢ do powstawania
kantéw ani szpiczastych elementéw (zaokragla,

choéby delikatnie, nawet muminkowe uszy!). Biorac

to wszystko pod uwage, mozemy stwierdzié, ze jesli
uformujemy Muminka z kétka poprzez rozcigganie
ciasta w odpowiednich miejscach, to deformacja

kota w Muminka bedzie dyfeomorfizmem. Co wiecej,

w podobny sposéb mozemy przeksztalci¢ koto na ksztalt
ptaskiej Matej Mi lub ptaskiego Ryjka.

Musimy uscislié¢ jeszcze pewna ceche dyfeomorfizmow.
Dyfeomorfizmy mozemy podzieli¢ na zachowujace
orientacje i odwracajace orientacje. Wyobrazmy sobie,
ze nasze ciastowe kotko z wierzchu pomalowane jest na
rézowo, a od spodu na niebiesko. Jesli przeksztalcimy
kotko dyfeomorficznie w Muminka tak, ze przod Muminka
bedzie rézowy, to bedzie to dyfeomorfizm zachowujacy
orientacje. Jesli natomiast nasz dyfeomorfizm wypluje
Muminka, ktérego przdd jest niebieski, oznacza to, ze



mieliSmy do czynienia z dyfeomorfizmem odwracajacym
orientacje. Zastanowcie sie, prosze, jaki dyfeomorfizm
wyobrazilidcie sobie, gdy w poprzednich akapitach
zamienialiScie kétko w Muminka? No wlasnie — od teraz
trzymajmy sie jedynie dyfeomorfizméw zachowujacych
orientacje.

Wyobrazmy sobie dwa identyczne, okragtawe

placki rozwalkowanego ciasta. Na jednym z nich
zaznaczamy szklanka trzy nieprzecinajace sie koétka,

a na drugim odciskamy foremka ksztalty Muminka,
Matej Mi i Ryjka (ktére si¢ réwniez nie przecinaja).
Wiemy, ze kazde kolejne kétko mozemy przeksztalcié
dyfeomorfizmem na odpowiedni ksztalt. A czy
znajdziemy dyfeomorfizmm przeksztalcajacy caly lewy
placek ciasta na prawy placek ciasta tak, aby wszystkie

trzy koétka zostaly jednoczesnie przeksztalcone na
odpowiadajace im ksztalty? Dorzué¢my do tego jeszcze
jeden warunek: szukamy takiego dyfeomorfizmu, ktéry
nie bedzie od nas wymagal ruszania ciasta w okolicy
brzegu naszego ciastowego placka.

Ci z nas, ktérzy nie maja pod reka rozwatkowanego
ciasta ani foremek do pierniczkéw, musza wytezyc
swoja wyobraznie: Czy na moim wyimaginowanym
stole uda sie tak porozciagaé to ciasto, zeby powstaty
trzy zadane ksztalty jednoczesnie? I to tak, zeby nie
rozciaga¢ ciasta przy brzegu? Czy udaloby sie to

na takim prawdziwym, kuchennym stole, na ktérym
wycinamy pierniczki z maki, masta i miodu? Nie wiem.
Ale na wyimaginowanym stole w mojej lub Twojej
glowie sie uda.

Sformutujmy to pytanie troche precyzyjniej, bo uzywajac Muminka, Malej Mi
i Ryjka, daleko nie zajedziemy. Nasz placek rozwaltkowanego ciasta symbolizuje
zbiér otwarty U (ktéry jest podzbiorem plaszezyzny); kétka to beda zbiory D;
(w naszym przykladzie i = 1,2, 3), a ksztalty Muminka, Matej Mi i Ryjka
oznaczymy D (i = 1,2,3). Zbiory D, sa parami rozlaczne, zbiory D} sa parami
rozlaczne, ale moze sie zdarzy¢ tak, ze jakis zbiér D; przetnie jaki$ zbior D;.
Niech F; bedzie dyfeomorfizmem przeksztalcajacym D; na D). Przypominam,
ze ustaliliémy juz, ze umiemy skonstruowaé kazdy z tych dyfeomorfizmow,
przeksztalcajacy jedno konkretne kétko na jeden konkretny ksztalt. Naszym
zadaniem jest znalezienie dyfeomorfizmu F' przeksztalcajacego U na U,

o nastepujacych wlasnosciach:

e F = F; na D; (czyli F pokrywa si¢ z juz znalezionymi dyfeomorfizmami F; na
kazdym z kétek D),

o F(x) =1z w okolicy brzegu U (czyli dyfeomorfizm F' nic nie zmienia na pewnym
cienkim pasku woké! brzegu placka U, zatem jest tam identycznosciq).

W znalezieniu powyzszego dyfeomorfizmu F' sg dwie trudnosci. Po pierwsze taki
dyfeomorfizm bedzie przediuzeniem kazdego z dyfeomorfizmoéw F;. Przedluzenie
dyfeomorfizmu F; oznacza nowy dyfeomorfizm, okreslony na troche wiekszym
kotku (niz to kétko, na ktérym okredlilismy F;), ktéry pokrywa sie z F; na
wyjéciowym kotku. Wracajac do naszej pierniczkowej metafory, powiemy, ze
chodzi o znalezienie deformacji, ktéra w doktadnie ten sam sposob rozciaga
ciasto w muminkowy ksztalt na wyjsciowym kétku oraz kontynuuje rozciaganie
tego ciasta poza granicami wyjéciowego kétka. Co wazne, chcemy kontynuowad
rozciaganie tego ciasta w sposéb dyfeomorficzny! Znajdowanie przediuzen
dyfeomorfizméw nie jest zadaniem latwym. Co wiecej, sa dyfeomorfizmy, ktérych
nie da sie przedluzy¢, cho¢bySmy nie wiem jak bardzo tupali nézka. Dlatego
tez bedziemy zakladaé¢, ze wszystkie nasze dyfeomorfizmy F; da sie rozszerzy¢
chociaz troszeczke (na odrobine wieksze kolo).

Ktos moéglby sie zasmiaé, ha ha, niezly profesjonalizm w tej branzy: zauwazacie,
zZe moze wystgpic jakis powaziny problem, wiec mowicie: zaloimy, Ze w naszym
wypadku tenze problem nie wystgpi! Nie ma sie co Smiaé¢ — takie myslenie jest

w matematyce na porzadku dziennym (nie nalezy jednak przyktadaé¢ go do,
chociazby, chodzenia samemu po zamarznietym jeziorze. Kruchej tafli lodu

nie interesuje to, ze zalozyliSémy, ze jest nie krucha, lecz gruba i wytrzymala).
Zreszta, to nie jest tak, ze dowodzimy nasze twierdzenie poprzez zalozenie tezy:
zakladamy jedynie, ze F; da sie troche przedluzy¢; wciaz pozostaje pytanie,

jak przedluzy¢ je bardziej niz troche. Wciaz pozostaje tez druga trudnosé,
ktora teraz opiszemy. Musimy znalezé sposéb, zeby poskleja¢ znalezione
przedluzenia w jeden dyfeomorfizm. To sklejanie jest o tyle trudne, ze musimy
wymysli¢, jak wyglada klej, ktérym sklejamy nasze dyfeomorfizmy. Brzmi to
do$é¢ dramatycznie, ale o co chodzi?

WyobraZmy sobie, ze mamy nasze (juz troche przedluzone) dyfeomorfizmy F;,
i widzimy (z lewej) jedynie te kawalki ciasta, na ktérych F; sa okreslone,
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Dyfeomorfizm F; przeksztalca D1 na D/;
szukamy jego przedluzenia, ktére jest
identycznos$cia na zaznaczonym na
kolorowo obszarze

Wystepujaca w dowodzie Palaisa
modyfikacja F; dyfeomorfizmu F; jest
przesunieciem na pewnej malej kulce
(zaznaczonej kolorem) wewnatrz swojej
dziedziny

oraz (z prawej) kawalki ciasta przeksztalcone przez poszczegdlne F;. Po obu
stronach widzimy tez cienkie brzegi naszych ciastowych plackow, ktorych
dyfeomorfizm F' ma nie ruszaé¢. Zaréwno po lewej, jak i po prawej stronie
spomiedzy kawalkéw ciasta wyziera kuchenny blat. Niestety do rozwiazania
naszego zadania nie wystarczy to, ze wezmiemy do reki troche ciasta i zakleimy
nim blat kuchenny po lewej i prawej stronie. Musimy znalez¢ dyfeomorfizm
okreslony na doklejonym ciescie po lewej stronie, ktory przeksztalca to ciasto
na doklejone ciasto po prawej stronie. Co wigcej, ten sklejajacy dyfeomorfizm
musi sie¢ pokrywaé z F; w okolicy brzegu kazdej z dziedzin F;. Mam nadzieje, ze
znalezienie tego sklejajacego dyfeomorfizmu nie wydaje sie latwym zadaniem

— bo nim nie jest! Chyba ze... Chyba ze F;(x) = x blisko brzegéw przedluzen
swoich dziedzin! W takiej sytuacji znalezienie sklejajacego dyfeomorfizmu jest
bajecznie proste: bedzie to dobrze nam juz znany dyfeomorfizm-leniuszek, ktéry
nic nie robi, czyli identycznosé.

Wracamy zatem do problemu numer jeden: przedluzania dyfeomorfizméw F;.
Chcemy przedluzy¢ kazdy z F; w taki sposéb, zeby to przedtuzenie spetniato
F;(x) = x poza pewnym malym otoczeniem swojej wyjsciowe]j dziedziny

(oraz swojego oryginalnego obrazu). Innymi slowy, chcemy, zeby F; bylo tam
identycznoscia. I to, na szczeécie dla naszej historii, da sie zrobié¢ — pokazat

to Richard Palais, amerykaniski matematyk, w swojej pracy z 1960 roku (dla
zainteresowanych podaje tytul: Extending diffeomorphisms). Konstrukcja
Palais jest jak zorza polarna: trzeba sie troche napracowaé, zeby ja zobaczy¢
(np. pojecha¢ w nocy rowerem poza miasto), jest piekna i gdy sie na nia patrzy,
nie ma sie pojecia, skad sie wzieta. Podkreslam, ze trzeba si¢ napracowaé tylko
troche, bo dowéd Palais moze by¢ zrozumialty dla zmotywowanego studenta
drugiego roku matematyki, jest to elementarna konstrukcja uzywajaca de facto
jedynie definicji dyfeomorfizmu i rézniczkowalnosci.

Wilaénie w elementarnosci tkwi piekno tego dowodu. A dlaczego jest tak
zaskakujaca? Palais konstruuje swoje przedluzenie w nastepujacy sposéb.
Najpierw modyfikuje dyfeomorfizm F;, nie zmieniajac jego wartosci przy brzegu
swojej dziedziny, tak zeby ten zmodyfikowany dyfeomorfizm byt zwyklym
przesunigciem na pewnym malym kétku wewnatrz dziedziny. To da sie zrobic,
prosze mi wierzy¢ (wtajemniczony Czytelnik moze zauwazy¢, ze tu wlasdnie
korzystamy z naszej umowy na dyfeomorfizmy zachowujace orientacje).
Uzywajac tej modyfikacji, Palais pokazuje, jak skonstruowaé zadane przez

nas przedluzenie, ktére jest identycznosSciag poza pewnym otoczeniem swojej
wyjséciowej dziedziny (i swojego oryginalnego obrazu). Powtérze to raz jeszcze,
dla tych, ktérym szczeki jeszcze nie opadly ze zdumienia: konstruujemy
przedtuzenie — co$, co intuicyjnie dotyczy wartosci przeksztalcenia przy brzegu
— za pomoca przeksztalcenia, ktére ma zadane przez nas wartosci wewnatrz
swojej dziedziny! Za pomoca tej sztuczki mozemy skonstruowaé¢ odpowiednie
przedluzenia dyfeomorfizméw Fj, ktore daja sie tatwo posklejaé. To sklejenie,
szukany dyfeomorfizm F', bedzie réwniez spelnialo warunek F(z) = x przy
brzegu U (czyli F' bedzie identycznoscia przy brzegu U). W ten sposéb udalo
nam sie odpowiedzie¢ na nasze jakze praktyczne pierniczkowe pytanie: jest to
teoretycznie mozliwe, zeby dyfeomorficznie porozciagaé rozwalkowane ciasto

w ten sposéb, zeby za jednym razem utworzy¢ z trzech kétek Muminka, Mata Mi
i Ryjkal

No dobrze, jeszcze zastanéwmy sie, po co to wszystko. Te dziwne
przeksztalcenia, to sklejanie. Mogtabym podaé ile$ przykladéw innych
matematycznych probleméw, w ktérych takie konstrukcje sie przydaja. Ale
chyba najuczciwiej byloby powiedzie¢, ze to po prostu troche jak z pierniczkami.
Pieke je, bo lubie je jesé. Wszystkich zaciekawionych (lub nieprzekonanych
moimi nieprecyzyjnymi argumentami) zachecam do lektury pracy Gluing
diffeomorphisms, bi-Lipschitz mappings and homeomorphisms, w ktérej

w doborowym towarzystwie Pawla Goldsteina (z Uniwersytetu Warszawskiego)
i Piotra Hajlasza (z Uniwersytetu w Pittsburghu) wyjasniamy zawilosci tej
konstrukcji i uzywamy jej do konstruowania innych pierniczkowych ekscesow.
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Rys. 1. Rysunek pogladowy sekwoi,
drzewa, ktére osiaga nawet 116 m
wysokosci (przy podstawie ludzie). Autor
ryciny: Robert van Pelt, dzigki
uprzejmosci autora [8]

Celem tego eksperymentu byto takze
ztamanie innego dogmatu — $wiatto
propagowalo si¢ przez prézni¢ bez
potrzeby medium.

Drzewo, jakie jest, kazdy widzi
Radost WASZKIEWICZ™ ¢ Jan TURCZYNOWICZS

Seminarium dendrologiczne

Znana biolozka z Matplanety, Hydrargia, specjalizujaca si¢ w badaniu

i klasyfikacji najwyzszych drzew swojej rodzimej planety, przybyla na Ziemie,
by wyglosi¢ prezentacje na seminarium dendrologicznym. Ku jej zaskoczeniu
okaz, ktéry po wielu latach poszukiwan udalto jej sie zaobserwowaé — mierzacy
az 76 cm — nie wzbudzil wsréd stuchaczy najmniejszego zainteresowania, nie
moéwiac juz o oczekiwanych okrzykach zachwytu. Oburzona reakcja publicznosci
Hydrargia zaczeta dopytywaé¢ znamienitych ziemskich dendrologéw o drzewa
rosnace na ich planecie, co zapoczatkowalo zywa dyskusje. Szybko okazalo sie,
ze jedyna istotna réznica miedzy flora obu planet jest ciecz, ktorej potrzebuja
drzewa do zycia: na Matplanecie to rte¢, a na Ziemi — woda. Zastanéwmy sie, co
jeszcze mogto wyniknaé z tej niezwyklej wymiany zdan. . .

Rys. 2. Tzw. eksperyment Torricelliego: maksymalna wysoko$é stupa cieczy w odwréconej rurze
wypelnionej rtecia odpowiada ci$nieniu atmosferycznemu. Rycina z ksigzki F. E. Comptona [2].
Ilustracja demonstracji z XVII wieku

Horror vacui

Starsi Czytelnicy bez trudu skojarza ,, 760 mm shupa rteci” z prognoza

pogody, a dokladniej z ci$nieniem atmosferycznym (mierzenie ci$nient

w mm Hg wciaz spotkamy np. w pomiarach ci$nienia tetniczego). Tylko co
ci$nienie atmosferyczne ma wspdélnego z rtecia? Odpowiedz na to pytanie

znal juz w 1647 roku kapucyn Valerianus Magnus [6], kt6ry przeprowadzil
nastepujaca demonstracje przed znamienita publicznoécig na Zamku Krélewskim
w Warszawie. Dluga, jednostronnie zamknieta rure catkowicie napetnil rtecia,
zatkal dlonia [sic!], obrécil otworem do dotu, zanurzyl w balii wypelnionej
rtecia i cofnal dlon spod otworu (por. rys. . Ku zdumieniu dworu nad rtecia
pojawila sie pusta przestrzen. Inaczej niz przewidywal Arystoteles, to nie
horror vacui — strach (natury) przed préznia — utrzymuje rteé¢ w odwréconym
naczyniu, tylko ciSnienie atmosferyczne wpycha ja do srodka, wiec tenze
whorror” mozna przezwyciezy¢ odpowiednio duza sitg ciezkosci, uzyskujac
préznie. Maksymalng wysoko$é stupa cieczy w takim uktadzie wyznaczono
eksperymentalnie w pierwszej polowie XVII wieku i — jesli wierzyé¢ Valerianusowi
Magnusowi — dokonano tego na dworze kréla Wladystawa IV jeszcze przed
Torricellim, ktéry z wyznaczenia cisnienia atmosferycznego zastynat.

Ta demonstracja postuzy nam za minimalny model (za poSrednictwem cieczy) atmosferyczne p,, a od strony
zachowania sie cieczy wewnatrz drzewa. Modelem rury, ku dotowi, naciska stup rteci, z ciSnieniem pgh,
bedzie catkowicie wypelniona, jednostronnie otwarta gdzie p = 13,5 g/cm?® jest gestoécia rteci, g = 9,81 m/s?
rura zatkana od strony lidci (gdzie zachodzi parowanie, przyspieszeniem grawitacyjnym, a h wysokoscia

o tym p6zniej), z dolnym koricem zanurzonym stupa rteci. Przeksztalcajac réwnanie i podstawiajac

w zbiorniku z ciecza. IloSciowo réwnowage w tym pa = 1000 hPa, otrzymujemy h = 76 cm. Jesli w rurze
eksperymencie mozna zrozumie¢, analizujac sity nie bylo powietrza, to nad stupem cieczy znajduja
dzialajace na maly fragment stupa cieczy blisko si¢ bardzo rozrzedzone pary rteci — w przyblizeniu
wylotu rury. Od strony powietrza, ku gérze, naciska préznia.
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Doswiadczenie z wyrownywaniem ci$nien pozwolito
badaczom zrozumie¢, dlaczego drzewa Matplanety

nie moga przekraczaé¢ wysokosci 76 cm — rteé splywa
ponizej, nie pozwalajac wyzszym partiom drzewa z niej
korzysta¢. Chwile po dojéciu do tego wniosku padlo
pytanie z sali, po ktérym zapadta glucha cisza.

Dlaczego drzewa na Ziemi moga by¢ wyzsze
niz 10 m?

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dla wody,
dla ktérej p = 1 g/cm?, otrzymujemy hpax ~ 10 m. Moze
sie wiec wydawaé, ze drzewa nie powinny rosnaé¢ na
wysokosé przekraczajaca 10 m — jest to maksymalna
wysokosé, na ktoéra mozna zassa¢ wode, obnizajac
ci$nienie gazu nad swobodna powierzchnia cieczy.
Whiosek, w zestawieniu z obserwacja przyrody za
oknem, a tym bardziej z najwyzsza sekwoja na $wiecie,
Hyperionem, mierzacym 116,07 m (rys. (1), wydaje sie
absurdalny.

Metoda przezwyciezenia tej granicy lezy w budowie
lici i obiegu wody w roslinie. Drzewa nieustannie
odparowuja wode przez tak zwane aparaty szparkowe
znajdujace sie na liéciach. Aby uwzglednié ten proces
w naszym modelu drzewa, mozemy przyjac, ze te
struktury stanowia gérne zakoniczenie rury w postaci
blony pélprzepuszczalnej.

Rosliny posiadajg tez inne struktury utatwiajace parowanie (np.
przetchlinki).

Proces ten powoduje ciagly przeplyw cieczy w kierunku
aparatéw szparkowych z predkoscia rzedu 0,1 mm/h.

Ciecze pod ujemnym ciSnieniem

Przedstawiony mechanizm prowadzi do zjawisk

wykraczajacych poza nasze codzienne intuicje o cieczach.

Zaltézmy znéw, ze woda wewnatrz drzewa porusza sie
ze stala predkoscia, a co za tym idzie, sily dzialajace na

jej maly wycinek, na danej wysokosci, sa w rownowadze.

Zeby to bylo mozliwe, potrzebny jest hydrostatyczny
(woda porusza sie na tyle wolno, ze wszelkie opory
ruchu mozemy pominaé) rozklad ci$nienia wewnatrz
stupa cieczy p(z) w zaleznosci od wysokosci od gleby, z,
dany przez:

(1) p(2) = pa — py=.

Zatem dla drzew wyzszych niz 10 m absolutne ciénienie
na czubku drzewa jest ujemne, a co za tym idzie, woda
jest rozciggana, a nie, jak zazwyczaj, Sciskana. To stan
materii bardziej kojarzony z cialem stalym (nie ma
przeciez problemu z wyciaganiem wody z glebokiej
studni wiadrem na napietym sznurku, podczas gdy przy
uzyciu zwyklej pompy moze to by¢ niemozliwe).

Wracajac do eksperymentu Magnusa—Torricellego —
kiedy sprobowano umiesci¢ rte¢ w stanie naprezenia,
w do$wiadczeniu spontanicznie pojawila sie
powierzchnia swobodna, i rte¢ odparowala, tworzac
babel rozrzedzonych par rteci na gérze zatkanej rury.
W przypadku wody rzeczywisto$¢ okazuje sie bardziej
zlozona — pomiary ciSnien w drzewach pozwalaja
uzyskiwaé wartosci az do —80 bar [7].
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W szkole uczymy sie, ze stan skupienia wody przy
danym ci$nieniu p i temperaturze T mozna odczytaé

z diagramu fazowego (rys. [3). Mozemy z niego
wywnioskowaé, ze jesli nalejemy do garnka wody

w temperaturze pokojowej T = 20°C, a nastepnie
obnizymy cisnienie do bardzo matej wartosci
(powiedzmy 0,02 atm), to cala woda zamieni si¢ w pare
wodna. Czy to znaczy, ze woda w drzewie zacznie wrzec
juz ponizej 10 metréow jego wysokosci? Odpowiedz
brzmi (jak to zwykle bywa z trudnymi pytaniami): to
skomplikowane. Przy wyznaczeniu diagramu fazowego
rozwaza sie uklad, w ktérym ciecz moze swobodnie
zamienia¢ si¢ w gaz — w przypadku garnka dzieje sig¢ to
na powierzchni styku gaz-ciecz.

Okazuje sig, ze ciecz, ktorej powoli zmniejszamy
cisnienie, moze znalezé si¢ w stanie metastabilnym,
innymi stowy woda jest ,przegrzana”, ale wciaz ciekla.
W domu latwiej (i bezpieczniej) zaobserwowaé taki stan
metastabilny ze wzgledu na przemiane z cieczy w cialo
stale — czasami wlozony do zamrazarki napéj potrafi
dlugo pozostawaé ciekly, az do momentu otworzenia,
kiedy gwaltownie zmienia sie w lodowa ,kasze”. Innym
przyktadem ,przechtodzenia” moga by¢ wielokrotnego
uzytku saszetki ogrzewajace.
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Rys. 3. Diagram fazowy wody

Parowanie przy niskich ci$nieniach

Taki stan metastabilny mozna osiagnaé tylko przy
pewnych warunkach. Aby moglo doj$é do parowania,
musi najpierw pojawié¢ si¢ protobabelek, czyli maty
pecherzyk pary, ktéry powstaje wskutek fluktuacji
termicznych. Niektére czasteczki cieczy maja chwilowo
wiecej energii i moga zainicjowaé jego powstanie.

Nastepnie taki protobabelek moze sie albo powigkszacé,
albo maleé, zaleznie od warunkéw, przy ktoérych
powstal. Decyduje o tym wartos¢ energii swobodnej
(dokladniej, przy zalozeniu przemian izotermicznych,
energii swobodnej Gibbsa), ktéra mozemy obliczy¢,
znajac liczbe czastek gazu N w babelku oraz jego
promien 7.

Bardziej skomplikowana matematycznie analiza uwzglednia réwniez
zmiany N.

Babelek bedzie miat powierzchnie A = 4712, objetosé
V = (4/3)7r3 oraz wewnetrzne (dodatnie) cignienie pi,.
Moze ono byé inne niz stale (potencjalnie ujemne)
ci$nienie cieczy na zewnatrz pext. Zmieniajac objetosé
od pewnej poczatkowej wartoéci Vy, zewnetrzne



ci$nienie wykonuje prace:
(2) Wext = pext(V - VO)
Z drugiej strony praca wykonana na parze (przyblizonej
przez gaz doskonaly) przy izotermicznym rozprezaniu
Wynosi:
v
(3) Win = —NkpT'In () ,
Vo
gdzie kp = 1,38 x 10723 J/K jest stala Boltzmanna.
Sumujac czlony z réwnan (2)—(3)), dochodzimy do
wniosku, ze gdy pext < 0, to oplaca sie zwieksza¢ V.
Babelek rosnie, ci$nienie p;, spada, i woda wyparuje.
Taki model nie uwzglednia wszystkich zjawisk
zachodzacych wewnatrz drzewa. Brakujacym elementem
jest napiecie powierzchniowe o wspétczynniku v, ktére
daje dodatkowy, dodatni, wktad do catkowitej pracy
’y(A - Ao):

(4) W = pese(V — Vo) — NE5TIn (50) (A Ay).

Wykres tego, jak energia swobodna zalezy od promienia
na rysunku 4.
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energia (E/N) [kgT)

promieri babelka (r) [nm]

Rys. 4. Zaleznos$¢é energii swobodnej na czasteczke pary od promienia
babelka przy zewnetrznym ci$nieniu pext = —200 bar. Dla babelkéw
zawierajgcych niewiele czgsteczek wykres ma ,,gérke”, ktorg trzeba
pokonaé, aby zainicjowaé parowanie

Energia uktadu pozwala nam przewidzieé, jak zachowa
sie babelek — jego promien bedzie si¢ zmieniaé tak,

aby poruszaé sie ,w dot” krzywej. Jedli jego promien
bedzie wigkszy od przypadajacego na maksimum,

r &~ 7 nm, babelek bedzie rosnac i cala ciecz wyparuje,
jednak kiedy promien bedzie mniejszy, babelek

zacznie maleé¢. Cho¢ jego energia bedzie wyzsza

niz ta stanu calkowitego wyparowania, osiggniecie

tego stanu wymaga najpierw pokonania bariery
energetycznej, czyli osiggniecia odpowiednio duzego
promienia poczatkowego. Na szczedliwy zbieg fluktuacji
termicznych, ktory przepchnie babelek przez bariere
energetyczna, mozna czeka¢ bardzo dlugo.

Taki stan ukladu nazywamy wlasnie stanem
metastabilnym. Mdowiac jezykiem technicznym: uktad
znajduje si¢ w lokalnym minimum energetycznym i aby
przejéé¢ do globalnego minimum, potrzebna jest znaczna
energia aktywacji, ktorej fluktuacje termiczne zazwyczaj
nie sa w stanie dostarczy¢. Innymi stowami mozna
powiedzieé¢, ze woda znajduje sie powyzej krzywej
spinodalnej (ang. spinodal curve) ciecz—para.

Od tego momentu bedziemy rozwazaé tylko sytuacje,

w ktorych pext < 0. Zgodnie z prawem Laplace’a napiecie
powierzchniowe powoduje réznice cisnien miedzy

para a woda, wynoszaca piap = 2v/r. Korzystajac
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z pV = NkpT, mozemy wyrazi¢ réznice cisnien
dzialajaca na Scianki babelka w funkcji r jako:

2y  NkpT
(5) Ap = Pext T+ -~ 2_.3 -
T gﬂ"f’

W ekstremum energii swobodnej (zaréwno

w maksimum, jak i minimum) babelek znajduje sie

w réwnowadze mechanicznej, zatem Ap = 0. Warunek
rownowagi prowadzi do réwnania trzeciego stopnia:

(6) AT Pexsr> + 81yr? — 3NkgT = 0.

O liczbie rzeczywistych rozwiazan réwnania ((6))
decyduje wyr6znik (szersze omoéwienie tej metody
znajdziemy w |,Po co nam A?” z numeru AS,). Mozemy
zbadac liczbe rzeczywistych rozwigzan. Dla ujemnych
Dext WSpOlczynnik wiodacy wielomianu (6) jest ujemny,
a wartos¢ wielomianu dla r = 0 tez jest ujemna, wiec na
pewno wystepuje jedno rozwiazanie dla r < 0, ktére nie
ma interpretacji fizycznej; w takim razie, gdy wystapia
trzy rozwiazania, to dwa dodatnie odpowiadaja za
maksimum i minimum z rysunku 4. Gdy A = 0, wykres
energii F(r) ma wyplaszczenie, a dla A < 0 nie ma
maksimum, i kazdy babelek wyparuje. Wyréznik
Wynosi:

(7) A = 487°NkpT (12877 — 8INkpTpZ,) ,

wigc warunek istnienia bariery energetycznej (A > 0)
mozna zwiezle wyrazié¢ jako:

(8) S8INkpTpZ,, < 128773

Jesli nawet najmniejszy mozliwy protobabelek (taki, dla
ktorego N = 1, czyli sklada si¢ z jednej czasteczki gazu)
bedzie wystarczajacy dla zainicjowania parowania, to
woda zacznie parowaé¢ w calej swojej objetosci.

W rzeczywistosci w przypadku tak malych protobabelkéw przyjete
uproszczenia — para to gaz idealny i napiecie powierzchniowe
niezalezne od krzywizny powierzchni — staja si¢ nieralistyczne. Na
szczedcie prawdziwe protobabelki sg wigksze niz N = 1 i w tym zakresie
przyjete uproszczenia sg dostatecznie dobre.

Podstawiajac do (8)) N = 1 i przeksztalcajac na ciénienie,
otrzymujemy oszacowanie peyxe > —6800 bar. Wedtug tego
rachunku woda powinna by¢ w stanie metastabilnym
nawet dla ogromnych ujemnych cisnien, uzytecznosé
tego rachunku mozemy zweryfikowaé¢ do$wiadczalnie
metoda zaproponowang przez Briggsa (1950) [4].

W jego laboratorium z ogromna predkoscia obracano
rur¢ wypelniona woda, tak aby sila od$rodkowa
rozrywajaca ciecz wytworzyla ujemne ci$nienie. Przy
odpowiednio duzej predkosci obrotowej (a co za tym
idzie, odpowiednio niskim, ujemnym ci$nieniu) blisko
osi obrotu woda parowata, co pozwalalo reszcie prébki
wystrzeli¢ na sensor z koncéwek wirujacej rury. W ten
sposob zbadano graniczne cidnienie, przy ktéorym

woda jest metastabilna. Dla T' = 285 K otrzymano

Pext & —270 baréw, a zatem woda stala sie niestabilna
duzo wezeséniej (o czynnik okoto 25) w poréwnaniu

do naiwnego rachunku. Prawdopodobnie wynika to

z faktu, ze babelki o wigkszej liczbie czasteczek réwniez
spontanicznie powstaja, a przeciez wigksze babelki

sa mniej stabilne (cf. rys. [4)). Dopasowujac liczbe
czasteczek w protobabelku (N ~ 730) oraz uwzgledniajac
zaleznos¢ napiecia powierzchniowego od temperatury,


https://www.deltami.edu.pl/media/articles/2022/06/delta-2022-06-po-co-nam.pdf
https://www.deltami.edu.pl/media/articles/2022/06/delta-2022-06-po-co-nam.pdf

100 / doglebnych odpowiedzi (i kolejnych trudnych
o giee probleméw) zapraszamy do lektury prac [3] oraz [1].
% Ciekla woda okazuje si¢ tak stabilna, ze jesli problemem
& byloby tylko pompowanie do géry, najwyzsze drzewo
: mogloby mie¢ wysoko$¢ nawet 2 km. Wartos¢ ciSnienia
krytycznego, mogloby sie wydawac, nie ma w takim
razie konsekwencji dla biologii — jednak w przypadku
mangrowcdéw takie ogromne ujemne ci$nienia sa
% 5 50 0 0 0 100 potrzebne do wciagania wody bez soli korzeniami
temperatura (7)) [°C] zanurzonymi w morzu (odwrécona osmoza), ale to juz
zupelnie inna historia.

ciecz — stan metastabilny

brak rownowagi

ujemne cisnienie (pey) [bar]

Rys. 5. Ekstremalne ujemne ci$nienia, przy ktérych woda pozostaje
w metastabilnym stanie cieklym. Poréwnanie do$wiadczen (wiréwka
— pelne punkty [], kawitacja akustyczna — puste punkty [5]) z teoria, Literatura
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O pewnej konkurencji, w ktérej parabola nie ma réwnych sobie
* Katedra Matematyki i Informatyki, Kata’l“zyna DOMA NSKA *

Uniwersytet Jana Diugosza
w Czgstochowie Czy dla kazdej siecznej do wykresu da sie znalezé réwnolegta do niej styczna?

Lub bardziej precyzyjnie, czy majac dana funkcje f i sieczna ¢ poprowadzona
przez punkty o odcietych z1 < 22, mozna tak dobraé¢ punkt xg € (21, x2), zeby

. ,  styczna do wykresu funkcji f w (xo, f(x0)) byla réwnolegta do £?

Tr2) 1+

Sieczng £, o ktérej tu mowa, jest prosta nachylona do osi Ox uktadu

fla) 1 wspolrzednych pod katem, ktoérego tangens — jak latwo dostrzec — jest rowny
ilorazowi % Tangens kata nachylenia stycznej w (zo, f(zo)) jest zadany

i — przez pochodna: f'(xg). Pytanie o prosta styczna réwnolegla do £ jest wiec
/ 1 To T2 pytaniem o istnienie xg € (21, 22) o wlasnosci

Rys. 1. Sieczna £ poprowadzona przez

pl}llnkty (z1, f(a:l)I)) 1p(:v:jf(w2)) (I;raz f’(ﬂfo) — M

poprowadzona przez (xo, f(zo)) styczna To — X1

swnolegla do ¢ (nie jedynal
réwnolegla do £ (nie jedynal) Jak powszechnie wiadomo, odpowiedZ na powyzsze pytanie (dla funkeji f

rézniczkowalnej w danym przedziale) przynosi klasyczne twierdzenie Lagrange’a
o wartosci $redniej. Odpowiedz jest pozytywna. Trzeba tylko nadmienié, ze
szukana styczna nie musi by¢ jedyna, a teza twierdzenia nie daje nam jawnego
wzoru na punkt xg, ktérego istnienie jest owa teza zapewnione.

Twierdzenie Lagrange’a dla trojmianéw. Latwo sprawdzié, ze specyficznie

\ / zachowuje sie pod tym wzgledem funkcja okreslona tréjmianem kwadratowym.
Istotnie, rozwazajac funkcje f: [z1,72] — R okreslong wzorem f(z) = az? + bz + ¢,
mamy
flae) = fla1) a(a3 — %) +b(wz — 1)

=a(zg+m1)+b oraz f'(r)=2ax+b,
To — X1 To —T1

dla wszelkich x € (21, x2). Pozwala to zauwazy¢, ze punktem z ,realizujacym”
(dodajmy, ze w przypadku a # 0 jedynym) poszukiwana styczna, réwnolegla

. 2 . . . .
g{yg. 2. Wykres Cf{“nkc_lldf(_“") = Jego do prostej ¢ przechodzacej przez punkty (z1, f(x1)) oraz (z2, f(x2)), jest
Wwie sieczne 1 odpowladajgce 1m styczne. , . . . . s .
W obu przypadkach punkt zo = Z1522 $rednia arytmetyczna liczb z; i 2. Przykladu moze tu dostarczy¢ funkcja

zadaje jedyng mozliwg styczng przyporzadkowujaca argumentowi x wartosé 2 (por. rys. 2).
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Redukcja rozwazan do przypadku

£(0) = f/(0) = 0 jest wygodna, ale nie jest
konieczna — zachecam Czytelnika do
przekonania sig, jak dalsze rozumowanie
przebiega bez tej redukcji.

Czytelnik tatwo zauwazy, ze po dodaniu
wiezéw f(x) = g(x) oraz h(z) = f'(x/2)
problem obok przybiera postaé
réwnania (E)).

A w druga strone? Naturalnym wydaje si¢ pytanie, dla jakich jeszcze funkcji
zachodzi taka prawidlowo$é, ze szukana styczna réwnolegla do zadanej siecznej
jest ta, ktora za odcieta punktu stycznosci ma $rednig arytmetyczna odcietych
punktéw, przez ktére poprowadzono sieczna.

Okazuje sie, ze tylko tréjmiany maja te wiadciwosé. Dokladniej, w klasie funkcji
rozniczkowalnych f: R — R réwnanie

) f(l’;_z(y) _f/<$;y) daz,yeR, z#y

spelniaja jedynie wielomiany stopnia co najwyzej 2.

Nie jest trudno to udowodnié. Wiemy juz, ze réwnanie (E) jest spelnione przez
trojmiany kwadratowe, mozna wiec bez straty ogdlnosci przyjaé, ze f(0) =0
oraz f'(0) = 0 (w przeciwnym przypadku odjeliby$my od f funkcje liniowa
£(0) + zf'(0)). Podstawiajac y = 0 w réwnaniu (E), otrzymuje sie
— f(0
fl) = 10) =f"(z/2) dlaz#0,
x
co dzigki zalozeniu f(0) = 0 oznacza réwnosé
f(z) =xf'(z/2) dla wszystkich = € R.

Podstawienie jej do (E) prowadzi do:

af'(x/2) —yf'(y/2) _ p(ty

x—y 2 )
Dla uproszczenia zapisu rozwazmy pomocniczo funkcje G(x) := f'(x/2). Zgodnie
z zalozeniem mamy G(0) = 0, a réwnanie wyzej daje nam
(E1) zG(z) —yGly) = (z —y)G(z +y) dlaz,yeR.
Podstawiajac y = —z, uzyskuje sie, ze funkcja G jest nieparzysta. Teraz wystarczy
w réwnaniu (E1) w miejsce y przyja¢ —y, zeby po wykorzystaniu nieparzystosci
otrzymaé
(E2) zG(z) —yGly) = (z+y)G(z —y) dlaz,yeR.
Réwnania (E1|) i (E2) prowadza do:
(z-y)G+y)=(z+y)Glx-y) dazyeR

Zauwazmy, ze wartoSci s = x + y oraz t = x — y mozemy wybra¢ dowolnie (biorac
=iy =21) awiec tG(s) = sG(t) dla wszystkich s,t € R, co oznacza, ze
G(z)/x jest funkcja stala.

DowiedliSmy w ten sposéb, ze dla pewnej stalej a € R zachodzi tozsamosé
G(z) = ax. Zgodnie z definicja G oznacza to f’'(z) = 2ax, co w polaczeniu
z warunkiem f(0) = 0 daje f(z) = az?, a wiec tréjmian kwadratowy.

Co dalej? Nieco wigcej trudu kosztuje uzyskanie opisu rozwiagzan réwnania
f(x) —9(y)
T —y
Zadanie jest duzo ogdélniejsze, ale jego rozwiazanie wymaga tylko nieco wiecej
trudu i jest bardzo podobne do rozwiazania réwnania (E). Okazuje sie, ze jesli
funkcje f,g,h: R — R spelniaja powyzsze rownanie, to istnieja takie liczby
a,b,c e R, ze

=h(z+y) dlaz,yeR, z#y.

f(x) =ax® +bx+c=g(xr) oraz h(xr)=azx+b.

W uzyskaniu opisu rozwigzari powyzszego réwnania Podstawiajac za (z,y) pary (21, 22), (22,23), (23,21),
kluczowym jest uzyskaé réwnosé f(z) = g(z) dla x #0.  otrzymujemy réwnosé f(x) = g(x) dla wszystkich x.
W tym celu zauwazmy, ze Do rozwiazania pozostaje réwnanie
_ f(x) = Fy)
T—y -
fy) —g(z) ktére rozwiazujemy. . . tak jak poprzednio! Okazuje
=———— daz # Y, sie, ze powiazanie prawej strony réwnania z pochodng

co w konsekwencji daje

f(z)—g(z) =g(y) — f(y)

funkcji f nie bylo w rozumowaniu konieczne i nadal
jestedSmy w stanie otrzymac¢ wzér okreslajacy
dla = # y. funkcje f 1 h.
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47. Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki im. Pawla Domanskiego

24 wrzesnia 2024, podczas odbywajacego si¢

w Warszawie IX Dnia Popularyzacji Matematyki,

mial miejsce final 47. Konkursu Uczniowskich Prac

z Matematyki im. Pawla Domanskiego. Na tegoroczny
Konkurs wplynelo 8 prac, z ktorych 5 dostalo sie

do finalu. Po wystuchaniu finatowych prezentacji

i dyskusji Jury w skladzie: Adam Gregosiewicz, Andrzej
Komisarski — przewodniczacy Jury, Zdzistaw Pogoda,
Fukasz Rajkowski, Daniel Strzelecki, postanowito
nagrodzi¢ wszystkie prace finalowe.

Zlote medale i nagrody w wysokosci po 1600 zlotych
otrzymali:

¢ Kazimierz Chomicz, uczen I LO im. Bolestawa
Chrobrego w Piotrkowie Trybunalskim, autor pracy
On the fourth power level of p-adic completions of
biquadratic number fields, napisanej pod opieka
Tomasza Kowalczyka;

o Franciszek Hansdorfer, uczen XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie, autor pracy Aproksymacje
p-adyczne, napisanej pod opieka Mariusza Skaltby;

e Mitosz Platek, uczen V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie, autor pracy |[Dowod
uogolnionego twierdzenia Sawayamy-Thébault’al,
napisanej pod opieka Dominika Burka.

Brazowy medal i nagrode w wysokosci 800 zlotych

otrzymal Grzegorz Lis, uczenn XX LO im. Leopolda

Staffa w Krakowie, autor pracy |Nietypowe transformacje

geometrycznel napisanej pod opieka Bronistawa Pabicha.

Wyréznienie i nagrode w wysokosci 400 ztotych

otrzymala Patrycja Lamparska, uczennica XXIV Liceum

Ogolnoksztalcace im. Marii Sktodowskiej-Curie w Lodzi,

autorka pracy Matematyka wyboru, napisanej pod

opieka Stanistawa Goldsteina.

Wszyscy tegoroczni ztoci medalisci byli juz nagrodzeni

podczas wczesniejszych edycji Konkursu. Kazimierz

Chomicz i Milosz Platek zdobyli odpowiednio brazowy

i zloty medal w 46. KUPzM, za$ Franciszek Hansdorfer,

brazowy medal w 45. KUPzM.

Tematyka prac Kazimierza Chomicza i Franciszka
Hansdorfera lezy na pograniczu algebry i teorii

liczb. Obie dotycza tzw. uzupelnien p-adycznych ciat
liczbowych. Sa to obiekty algebraiczne majace istotne
zwiazki z teoria liczb. Zbieznosé tematyki obu prac
jest przypadkowa, a uczniowie zajmowali si¢ nieco
innymi zagadnieniami. Kazimierz Chomicz badal, ile
co najmniej czwartych poteg elementéw uzupelnienia
p-adycznego dwukwadratowego rozszerzenia ciata
liczb wymiernych trzeba dodaé¢, by uzyska¢ sume —1.
Uzyskane przez niego wyniki stanowia zakonczona
sukcesem kontynuacje badan, ktoére utknety okoto

40 lat temu.

7Z kolei praca Franciszka Hansdorfera poruszata wiele
drobniejszych zagadnien, wsrod ktorych znalazta sie
miedzy innymi efektywna metoda wyznaczania w ciele
p-adycznym pierwiastkéw kwadratowych niektérych
liczb naturalnych, a takze uzycie liczb p-adycznych do
znajdowania kongruencji takich jak 74" + 643" 4 424" +
364" +37%" = —1 mod 43"+,
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Ze wzgledu na zlozono$¢ tematu nie opiszemy
szczegdlowo wynikéw obu prac. Dosé powiedzied,

ze istotna czes¢ finalowego wystapienia Kazimierza
Chomicza musiato zajaé¢ wyjadnienie poszczegolnych
stow wystepujacych w tytule jego pracy.

Mitosz Platek udowodnit tytutowe uogdlnienie
twierdzenia Sawayamy—Thébaulta, ktore stanowilo
nierozstrzygnieta przez okoto 10 lat hipoteze.
Twierdzenie to gtosi, ze w sytuacjach przedstawionych
na ponizszych rysunkach, jesli tréjkat ABC oraz
okrag o srodku O, sa ustalone, za$ punkt P porusza
sie po dowolnej prostej, wéwczas wszystkie uzyskane
polozenia prostej 0102 przechodza przez jeden punkt
(na rysunkach jest to punkt I’).

Praca Grzegorza Lisa podzielona jest na trzy czesci.
W pierwszej opisuje, jak mozna narysowaé wykres
funkcji nie w prostokatnym uktadzie wspolrzednym,
lecz w ukladzie krzywoliniowym, ktorego o$ odcietych
stanowi dowolna krzywa gladka. W drugiej czedci autor
uogolnia inwersje wzgledem okregu, definiujac inwersje
wzgledem dowolnej krzywej ograniczajacej obszar
wypukty, takiej jak elipsa, trojkat i inne wielokaty.

W ostatniej czedci rozwazane sa obroty wzgledem
elipsy i paraboli. R6znia sie one od zwyklych obrotéw
tym, ze obracajace sie punkty poruszaja sie nie po
okregach, lecz po elipsach lub parabolach. Wszystkie
przedstawione przeksztalcenia i konstrukcje opisane sa
wyprowadzonymi przez autora wzorami i zilustrowane
rysunkami pokazujacymi efekty ich dzialania, ktore
czesto sa zaskakujace.

Patrycja Lamparska podjeta sie opisa¢ matematyczne
podstawy réznego rodzaju gltosowan i wybordéw. Zalézmy,
ze w wyborach startuje pewna liczba kandydatow i kazdy
z wyborcéw ustawia ich w kolejnoéci od najlepszego do
najgorszego (dla réznych wyborcéw ta kolejnosé moze
by¢ rézna). Kto jest zwyciezca takiego glosowania? To
zalezy od przyjetej metody glosowania, czyli sposobu
wyznaczania zwyciezcy (lub zwyciezcow) w zaleznosci od
tego, jak kandydatéw uporzadkowali wyborcy. Autorka
podaje formalny opis tego zagadnienia, wskazuje naturalne
warunki, jakie powinny spelnia¢ metody glosowania,

i przedstawia kilka takich metod, ilustrujac ich dzialanie
przykladami. Wkladem wlasnym autorki jest opracowanie
i przedstawienie trzech nowych metod glosowania.

Andrzej KOMISARSKI
przewodniczacy Jury Konkursu
Finalowe prace wraz z wigksza iloscia informacji o konkursie,
w tym o nowej 48. edycji, mozna odnalez¢ na stronie
deltami.edu.pl| w zakladce Konkursy > Konkurs Prac Uczniowskich.


https://www.deltami.edu.pl/static/files/kupzm/2025/KazimierzChomicz-KUPzM2025.pdf
https://www.deltami.edu.pl/static/files/kupzm/2025/KazimierzChomicz-KUPzM2025.pdf
https://www.deltami.edu.pl/static/files/kupzm/2025/FranciszekHansdorfer-KUPzM2025.pdf
https://www.deltami.edu.pl/static/files/kupzm/2025/FranciszekHansdorfer-KUPzM2025.pdf
https://www.deltami.edu.pl/static/files/kupzm/2025/Mi%C5%82oszP%C5%82atek-KUPzM2025.pdf
https://www.deltami.edu.pl/static/files/kupzm/2025/Mi%C5%82oszP%C5%82atek-KUPzM2025.pdf
https://www.deltami.edu.pl/static/files/kupzm/2025/GrzegorzLis-KUPzM2025.pdf
https://www.deltami.edu.pl/static/files/kupzm/2025/GrzegorzLis-KUPzM2025.pdf
https://www.deltami.edu.pl/static/files/kupzm/2025/PatrycjaLamparska-KUPzM2025.pdf
https://deltami.edu.pl/

7 4 M Jaka suma?
Zycl

pokonanych na gtowie. .

Lubimy rekordy. Czekamy na wielkie zawody sportowe, robimy zaklady, czy
padnie nowy ,naj”. Zadza rekordéw jest tak wielka, ze te zapisywane w znanej
ksiedze nie raz zadziwiaja: najwicksza na $wiecie zupa, najwieksza liczba
gitarzystow grajacych ulubiony utwér muzyczny, najwicksza liczba schodéw

Zdjecia do$¢ szczegdlnego rekordzisty $wiata obiegly niedawno media. Swiat
dowiedzial si¢ o jego istnieniu, kiedy po poéttoragodzinnej walce zostat

»Mieszkal w Wisle sum wasaty,
znakomity matematyk.

Krzyczal wigc na cale skrzele:
»Do mnie, mlodzi przyjaciele!

W dni powszednie i w niedziele
Na zyczenie mnoze, dziele,
Odejmuje i dodaje

I pomytek nie uznaje!”

Kazdy mogl wiec przyjsé¢ do suma
I zapytaé: jaka suma?...”

nie doczekat si¢ jednak
na haku swoja zdobycz

— Jan Brzechwa, ,Sum”

wyciagniety z wody Zalewu Rybnickiego i zmierzony. Gigant, ktory mial 292 cm,

gratulacji, bo tak sie przyjeto, ze to wedkarz trzymajacy
zbiera oklaski.

Ryby nie maja twarzy stodziakow, nie maja mimiki i nie robia wiele dla uciechy
czlowieka, chyba ze jako trofeum. I jak wiadomo, glosu nie maja... Traktujemy
je wylacznie w kategoriach rekreacyjno-konsumpcyjnych. Rybnicki Sum mogt

zy¢ w Zalewie od poczatku jego powstania w 1971 roku. Wody Zalewu stuza do

chlodzenia elektrocieptowni, przez co zbiornik ten w ciagu roku dlugo utrzymuje
wysoka temperature (obecnie jest troche lepiej, bo cze$é starych piecéw na
wegiel zostala zamknieta). A w cieplej wodzie ryby rosna szybko. Wyobrazam
sobie, ze zlowienie takiego trofeum jest nie lada przezyciem, ale jednak dziwia
mnie pelne ekscytacji gratulacje, mimo ze ryba wroécita do wody. Przeciez tak
wyjatkowe zwierze zostalo wyciagniete po dlugiej szarpaninie ze $rodowiska,
obezwladnione, wyciagniete na brzeg, zmierzone i obfotografowane.

Od kilku lat, szczegdlnie w okolicach Swigt, stychaé
glosy, ze moze czas zmieni¢ nasz stosunek do ryb.
Zwlaszcza, ze wiele jeszcze o nich nie wiemy, a badania
naukowe na ich temat moga zadziwi¢ nawet akwarystow.
Okazuje sie na przyklad, ze ryby potrafia liczy¢.

Malo tego, potrafia takze dodawaé i odejmowaé. Jak

w wierszu Jana Brzechwy. Ale jak dogadac sie z ryba,
zeby wykazala sie taka umiejetnoscia?

Badacze z Instytutu Zoologii Uniwersytetu w Bonn

w pracy opublikowanej w 2022 roku uzyli metody, ktora
zastosowano wczeséniej do eksperymentéw na pszczolach.
Badania przeprowadzono na dwoéch gatunkach ryb:
stodkowodnych plaszczkach plamistych (otrygon motoro)
oraz pyszczakach z rodziny pielegnicowatych (otropheus
zebra). W akwariach ustawiono kilka przegrdd, przez co
ryby przeplywaty do kolejnych ,,pokoi”. W pierwszym
pokoju przedstawiano rybom plansze z okreélona

liczba obiektéw (np. kélek), w zakresie od 1 do 5.

W nastepnym pokoju ryby mialy do wyboru dwa
zakatki, w jednym pokazana byla plansza z jednym
kétkiem wiecej, a w drugim z jednym koétkiem mniej

niz na planszy z pierwszego pokoju.

Najpierw ryby przechodzily trening. Jesli ryba
widziala na pierwszej planszy kétka niebieskie, miata
wykonaé¢ dodawanie, zatem wybraé¢ zakatek z plansza
prezentujacag jedno kétko wiecej. Zobaczywszy kotka
z0lte, ryba miala odejmowac, czyli wybraé¢ zakatek

z plansza o liczbie kotek o jeden mniejszej. Za dobrze
wykonane dziatanie dostawala nagrode: co$ do zjedzenia.

Po treningu, w czasie ktérego ryby uczyly sie, co znaczy
dany kolor, przyszed! czas na testy. Czy ryby potrafia
zastosowa¢ wytrenowana umiejetno$¢ w innym niz
trenowane przypadki? W treningowej wersji celowo nigdy
nie uzyto planszy z trzema elementami. W zadaniach
eksperymentalnych ryby ogladaly w pierwszym pokoju
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plansze wlasnie z trzema kotkami. Okazalo sig, ze
zwierzeta stosuja wyéwiczone zasady. Co wiecej, majac
przy dodawaniu dostepnych 4 i 5 elementéw, czesciej
wybieraly 4, co oznacza, ze byly w stanie wykonywadé
dokladne dzialanie (o jeden wiecej), a nie wskazywaé
plansze po prostu z wigksza liczba kotek.

Wiele gatunkéw zwierzat nawet z odlegtych ewolucyjnie
grup ma pojecie o liczebnosci. W przypadku matych
liczb (r6znie dla réznych zwierzat, zwykle kilka, np. od 1
do 5) mézg zwierzat dziala precyzyjnie, rozréznia kazdy
element oddzielnie, faktycznie ,liczy”. Inny mechanizm
pojawia sie powyzej tej liczby, kiedy liczenie nazwaliby$my
raczej szacowaniem, przy czym im wiecej jest elementéw,
tym mniejsza ,,dokladno$é” szacowania — np. zwierzeta
zauwazaja duze zmiany liczebno$ci obiektow, np. 50 vs. 25,
a nie widza niewielkich zmian, np. 50 vs. 49.

Coraz wiecej grup zwierzat wchodzi do matematycznej
elity: oczywiscie ssaki, w tym nie tylko naczelne, ale
takze szczury i psy, oraz ptaki (papugi, kruki), ptazy

i gady, a takze nawet bezkregowce: mréwki i pszczoty.
W sumie jednak nie jest to dziwne. Umiejetnoscé liczenia
jest potrzebna do przezycia: przy szacowaniu szansy

na bycie zjedzonym (antylopy), przy poszukiwaniu
pokarmu, np. policzenie osobnikow w stadzie, ktére
warto zaatakowaé (wilki) albo liczenie punktéw
orientacyjnych w terenie, aby odnaleZé pokarm (pszczoly,
mréwki). Wazne tez jest orientowanie sig, jak liczna jest
grupa u zwierzat stadnych (ryby, ptaki, ssaki), a samice
potrafig zliczy¢, ile mlodych maja w miocie (ssaki).
Przypuszcza sig, ze umiejetnosé liczenia wyksztalcila sig
w procesie ewolucji kilkukrotnie.

Sum wasaty z Wisly w wierszyku nie miat lekko. Trafit
mu sie¢ zlosliwy klient, lin, ktéry dal mu trudne zadanie:
,»,Czy pan zdola w swym pojeciu odjac zero od dziesieciu?”.
Tego sum nie umial zrobié¢. Nie dziwig sig, pojecie zera



jako liczby nawet ludzie zaczeli stosowaé péZzno (w Europie
dopiero w XIII w.), a dzieci uswiadamiaja sobie, czym
zero jest, dopiero w wieku okoto 4-5 lat.

Pierwotnym pojeciem, za ktérym stoi liczba zero,

jest brak czegos, co jest dla wielu zwierzat dostepne.
Zwierzeta potrafia jednak wiecej. I tak wladnie
naukowcy dowodza, ze trenowane w dodawaniu

i odejmowaniu pszczoly wiedza, ze zero (brak) jest
mniejsze niz 1. U krukéw i malp badania aktywnosci
mozgu wykonywane przy zadaniach zwigzanych

z liczeniem wykazywaly, ze konkretne liczby aktywuja
konkretne neurony w jednym rejonie mézgu. Takze
liczba zero. Na razie jednak pojmowania zera nie udato
si¢ udowodni¢ u ryb.

Sprawiedliwe podziaty graféow

U Brzechwy wszystko konczy sie dobrze, jak to w bajce.
Cho¢ sum, nie mogac sprostaé¢ zadaniu, schudtl ze stresu,
zmienit si¢ w mata rybke, ,,opuscil wody stodkie i za
zone pojal szprotke”. Sum z Zalewu Rybnickiego by¢
moze posiadl sztuke dodawania zera, skoro urést prawie
do 3 metrow.

Marta FIKUS-KRYNSKA

“Cichlids and stingrays can add and subtract ‘one’ in the number
space from one to five”, Schluessel i wsp., Scientific reports 12
(2022)

“Numerical ordering of zero in honey bees”, Howard i wsp., Science
360 (2018)

“Behavioral and Neuronal Representation of Numerosity Zero in
the Crow”, Kirschhock i wsp., J. Neurosci 41 (2021)

Zblgn?,e’w L ONO; P&’(UBZ RZA ZE WSK] Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych, Politechnika Warszawska

Kazdy, kto ma rodzenstwo, w dziecinstwie doskonale
musial opanowaé sztuke dzielenia sie. Jak sprawiedliwie
podzieli¢ miedzy siebie kawalek ciasta? Dla
uproszczenia sytuacji, zalézmy najpierw, ze w podziale
uczestnicza dwie osoby: Alicja i Basia. Naturalnym
rozwigzaniem, czesto stosowanym w praktyce, jest
metoda ,,ja kroje, ty wybierasz”. Alicja kroi ciasto na
dwa kawalki, zag Basia wybiera swéj kawalek jako
pierwsza. Oczywiscie w interesie Alicji jest, aby kawalki
byly mozliwie réwne, czyli by wartos¢ mniejszego byta
jak najwicksza. Wtedy jesli Alicja dostanie kawalek,
ktéry jej nie zadowala, moze mieé¢ pretensje tylko do
siebie.

Co ciekawe, podejscie ,,ja kroje, ty wybierasz” jest
znane od bardzo dawna. Juz w Biblii, a dokladniej

w Ksiedze Rodzaju, mozemy znalezé¢ fragment o tym,
jak Abram i Lot podzielili miedzy siebie Ziemig
Obiecana, aby unikna¢ konfliktéw:

»,Kraj nie mogt utrzymac ich obu, bo zbyt liczne mieli
trzody; musieli wigc si¢ roztaczyé. A gdy wynikta
sprzeczka, (...) rzekl Abram do Lota: Niechaj nie
bedzie sporu miedzy nami, (... ) bo przeciez jestesmy
krewni. Wszak caly ten kraj stoi przed tobg otworem.
Odlgcz sie ode mnie! Jezeli pdjdziesz w lewo, ja
pojde w prawo, a jezeli ty pdjdziesz w prawo, ja —

w lewo. (...) Lot wybral sobie zatem cala te doline
Jordanu i wyruszyt ku wschodowi, i tak rozlaczyli
sie obaj. Abram pozostatl w ziemi Kanaan, Lot zas
zamieszkal w owej okolicy”. [Rdz 13, 6-12] (cytat

z Biblii Tysigclecia).

Co jednak zrobié, jedli w podziale uczestniczy wiecej
0s0b? Pytanie to w pierwszej polowie XX wieku zadal
Hugo Steinhaus swoim studentom, Stefanowi Banachowi
i Bronistawowi Knasterowi. Dalo to poczatek tak
zwanej teorii sprawiedliwych podzialow, ktora jest

dzi$ bogata dziedzina, lezaca na styku matematyki,
informatyki i ekonomii.
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Dobra podzielne i niepodzielne

Problem dzielenia ciasta jest stosunkowo tatwy, gdyz
ciasto ma nastepujaca przyjemna ceche (poza innymi
oczywistymi zaletami): mozna je podzieli¢/przekroi¢

w dowolnym miejscu. My zajmiemy si¢ problemem
trudniejszym, gdy musimy rozdzieli¢ dobra niepodzielne.
Wyobrazmy sobie, ze druzyna poszukiwaczy przygod,
po pokonaniu smoka, odkryta jego skarb, ktéry sktada
si¢ z wielu cennych przedmiotéw. Kazdy przedmiot sam
w sobie jest niepodzielny, czyli jedna osoba powinna

go wziaé w catosci. Dodatkowo kazdy z uczestnikow
wyprawy inaczej ceni poszczegolne przedmioty:
magiczny tuk ma niewielka wartosé¢ dla krasnoluda, ale
elfi tropiciel bedzie nim zdecydowanie zainteresowany.
Inne przykladowe scenariusze, gdzie mamy do czynienia
z podzialem zbioru niepodzielnych dobr, to podzial
majatku po rozwodzie lub podziat spadku.

Ciekawy przyklad scistego podejscia do sprawiedliwego podziatu
spadku zostat zilustrowany w ksiazce Cryptonomicon Neala
Stephensona, ktérg Czytelnikom polecamy.

Formalnie dany mamy pewien zbior przedmiotéw V'
oraz n 0s6b, zwanych zwyczajowo agentami. Ponadto
dla kazdego agenta dana jest jego funkcja uzytecznosci,
ktora kazdemu przedmiotowi przypisuje pewna
nieujemna warto$¢. Funkcje uzytecznosci i-tego agenta
bedziemy oznaczaé przez u;.

Niech P, (V) bedzie rodzing wszystkich podzialéw
zbioru V' pomiedzy n agentéw; nie zakladamy tutaj,

ze zbiory w tym podziale musza by¢ niepuste. Kazdy
taki podzial jest zatem ciagiem (P ..., P,), gdzie P; jest
podzbiorem V', ktéry dostanie agent numer i. W tym
artykule bedziemy zakladaé, ze kazda funkcja u; jest
addytywna, czyli wartoscia zbioru S C V| ozn. u;(S),
jest suma wartosci jego elementéw, czyli ) g u;. Przy
tym zalozeniu wartosS¢ uzyskana przez i-tego agenta

w podziale (P1, ..., P,) € Pp(V) wynosi ), cp ui(v).
Zwrbéémy uwage, ze zalozenie o addytywnosci nie
zawsze jest spelnione w rzeczywistych sytuacjach.



Naszym celem jest znalezienie takiego podziatu, aby
kazdy agent byl zadowolony z wartosci uzyskanych

przedmiotéw. Inaczej moéowiac, znalezienie podziatu,

ktory jest sprawiedliwy.

Co to jest ,sprawiedliwy podzial”?

Najbardziej naturalnym kryterium sprawiedliwo$ci
jest proporcjonalnosé: i-ty agent chciatby uzyskac
przedmioty o lacznej wartosci co najmniej u; (V') /n.
Nietrudno jednak przekonaé sie, ze proporcjonalne
podzialy nie zawsze istnieja. Na przyktad: jedli jeden
przedmiot istotnie przewyzsza wartoscia pozostale,
moze go dostaé tylko jeden agent, a pozostali odejda
w poczuciu krzywdy. Badano wiec wiele innych, mniej
restrykcyjnych, definicji sprawiedliwego podziatu,

w nadziei na znalezienie takiej, ktora z jednej strony
odzwierciedli intuicyjne poczucie sprawiedliwoéci,
za$ z drugiej strony, zagwarantuje istnienie
rozwiazania.

W niniejszym artykule zajmiemy si¢ stosunkowo nowym
kryterium sprawiedliwo$ci zaproponowanym przez
Budisha [3] w 2011 roku, ktére bardziej pasuje do
podziatéw zbioru niepodzielnych débr. Nazwijmy je
kryterium maksyminimalnego udziatu. Dalej bedziemy je
nazywaé¢ w skrécie kryterium mms.

Skrot mms pochodzi od anglojezycznej nazwy tego kryterium:
mazimin share.

Najpierw kazdy agent przeprowadza nastepujacy
eksperyment myélowy: co by bylo, gdyby$my mieli

podzieli¢ si¢ zgodnie z metoda ,,ja kroje, ty wybierasz?”.

Zatem kazdy agent rozwaza wszystkie podzialy V na
n czesci i wybiera taki, gdzie wartos¢ najgorszej czesci
(wedlug jego funkcji uzytecznosci) jest jak najwigksza.
Wartoéé ta bedzie oznaczana przez mms;, gdzie ¢ jest
numerem agenta. Formalnie mamy wigc

mms; = max min _ u, (P}).

(P1,....P)EPA (V) 5E{1,... .0}
Podzial, ktéry realizuje maksimum w wyrazeniu
powyzej, nazywamy mms-podziatem dla agenta 1.
Podzial, gdzie dla kazdego i agent i-ty uzyskuje
przedmioty o tacznej wartoéci co najmniej mms;,
bedziemy uznawac za sprawiedliwy. Formalnie podzial
(P, ..., P,) jest mms-sprawiedliwy, jesli dla kazdego i
zachodzi nier6wnosé u;(FP;) > mms;.

Intuicyjnie kazdy agent realistycznie (czy tez
pesymistycznie) ocenia to, na co moze liczy¢, zatem
mozna spodziewad sig, ze tak niewygérowane
oczekiwania uda sie zaspokoié.

Zwréémy uwage, ze kazdy agent, obliczajac swoja wartosé mms;,
przyjmuje pesymistyczny scenariusz, ze kazdy inny agent ceni
wszystkie przedmioty tak jak on sam. Moze si¢ wigc okazad, ze
istnieja podzialy, w ktérych kazdy agent dostaje zbiér o wartosci
znacznie przewyzszajacej jego oczekiwania. Ekstremalnym przyktadem
jest sytuacja z dwoma agentami i dwoma przedmiotami a i b, gdzie
agent 1 przypisuje wartosé¢ 1 przedmiotowi a i 0 przedmiotowi b,
natomiast agent 2 odwrotnie — wartos$¢ 1 przedmiotowi b i 0
przedmiotowi a. W takim przypadku warto$é¢ parametru mms;
wynosi 0 dla obu agentéw, a kazdy z nich moze otrzymaé przedmiot
o wartosci 1.
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Zauwazmy tez, ze jesli (Py,..., P,) jest mms-podziatlem

dla i-tego agenta, to

u; (V) = Z%‘(Pj) > Z mms; = n - mms;,
j=1 j=1

czyli w szczegblnosci mms; < u; (V) /n.
Istnienie mms-sprawiedliwych podziatéw

Czy tak zdefiniowane sprawiedliwe podzialy zawsze
istnieja? Odpowiedz na to pytanie nie jest oczywista,

o czym $wiadczy fakt, ze znalezienie tej odpowiedzi
zajeto az 3 lata od momentu zaproponowania kryterium
mms. Zanim te odpowiedZ zaprezentujemy, pokazmy
dwie proste obserwacje.

Po pierwsze, jesli w podziale wystepuje n = 2 agentéw,
mms-sprawiedliwy podzial zawsze istnieje. Istotnie,
rozwazmy nastepujacy protokol postepowania. Pierwszy
agent prezentuje swoj mms-podzial (P, Py). Drugi
agent wybiera zbiér P; (j € {1,2}) o wigkszej wartosci
wedlug funkcji ug (lub dowolny zbidr, jesli wartoéci obu
zbioréw sa réwne). Zauwazmy, ze warto$¢ ta wyniesie
co najmniej uz(V)/2 > mms,y, zatem drugi agent bedzie
zadowolony z uzyskanych przedmiotéw. Pierwszy agent
bierze zbior, ktéry pozostal — zauwazmy, ze on takze
bedzie zadowolony, gdyz warto$é¢ jego zbioru wynosi

co najmniej mineq 23 u1(Pj) = mms;.

Powyzsza obserwacje mozna nieco uogoélni¢ na sytuacje,
kiedy agentéw jest dowolnie wielu, ale wszyscy,

z wyjatkiem by¢ moze jednego (powiedzmy pierwszego),
maja te sama funkcje uzytecznosci i, co za tym idzie,
ten sam mms-podzial (Py, ..., P,). Agent pierwszy
wybiera ten zbiér P;, ktéry maksymalizuje wartosé
u1(P;), za$ kazdy z pozostatych agentéw bierze jeden

z pozostalych n — 1 zbioréw (kazdy agent inny zbidr).
Analogicznie do poprzedniego przypadku nietrudno
zweryfikowaé, ze przy takim podziale kazdy z agentow
odejdzie zadowolony.

Problem rozstrzygniecia, czy mms-sprawiedliwe
podzialy dla wiecej niz dwdch agentéow zawsze istnieja,
okazal sie znacznie trudniejszy. Ostatecznie sprawdzilta
si¢ tu maksyma wypowiedziana przez Noge Alona

(w kontekscie innej hipotezy, ktéra wydawala sie
oczywista, a okazala sig¢ nieprawdziwa: hipotezy
Hedetniemiego): czasami powodem, zZe co$ jest bardzo
trudne do pokazania, jest to, Ze jest to nieprawda.
Pierwszy przyklad zbioru débr i funkcji uzytecznosci,
dla ktérych nie istnieje mms-sprawiedliwy podzial,
zostal skontrowany przez Kurokawe, Procaccia

i Wanga [5]. Ponizej zaprezentujemy uproszczona
konstrukcje podana przez Feigego, Sapira i Taubera [4].

Rozwazmy zbiér przedmiotéw V = {1,...,9} i trzech

agentéw z nastepujacymi funkcjami uzytecznosci.
agent\ przedmiot ‘ 1 2 3 4 5 6 789
1 26 23 19 16 12 10 9 4 1
2 26 22 20 16 13 9 9 4 1
3 25 23 20 15 13 10 9 4 1



Zauwazmy, ze u1 (V) = ua(V) = uz(V) = 120. Rozwazmy
nastepujace trzy podzialy zbioru V na trzy podzbiory:
P =({1,6,8},{2,4,9},{3,5,7}),
P2 =({1,5,9},{2,6,7},{3,4,8}),
Ps =({1,4},{2,5,8},{3,6,7,9}).
Pomocna przy ich analizie moze by¢ tabelka,
gdzie w wierszu odpowiadajacym podziatowi P;
przedstawione sa wagi przedmiotow dla i-tego agenta.

|1 2 3 4 5 6 7 8 9
P, 126 23 19 16 12 10 9 4 1
Py |26 22 20 16 13 9 9 4 1
P; |25 23 20 15 13 10 9 4 1

Zauwazmy, ze dla kazdego ¢ kazdy zbiér w podziale P;
ma dla ¢-tego agenta wartosé¢ 40. Poniewaz jest to
dokladnie jedna trzecia wartosci calego zbioru V,
podzial P; jest mms-podzialem dla ¢-tego agenta,

czyli mms; = 40. Jednakze nietrudna, cho¢ dosé
zmudna, analiza przypadkdéw pozwala przekonaé sie,

ze w kazdym podziale (Py, P, P3) € P3(V) istnieje 4, dla
ktérego u;(P;) < 39. Pokazuje to, ze nie da si¢ podzieli¢
zbioru V' w taki sposéb, aby kazdy z trzech agentéw byt
zadowolony.

Powyzsza konstrukcja pokazuje, ze nie w kazdej sytuacji
mms-sprawiedliwy podzial istnieje. Rozwazmy jednak
podzial P = (Py, P2, P3), w ktérym

P, ={1,59}, P,={2,6,7}, P;=1{3,4,8}.
Pomocna moze okazaé sie ponizsza tabelka (w i-tym
wierszu pokazane sa odpowiednie wartosci funkeji u;).

|1 2 3 4 5 6 7 89
Py | 26 12 1
P, 22 9 9
Py 20 15 4

W tym podziale mamy u;(Py) = usz(P3) = 39

i ug(Py) = 40. Zatem pierwszy i trzeci agent, choé nie sa
w pelni zadowoleni, uzyskali prawie tyle, na ile liczyli.
Czy mozna co$ ciekawego powiedzie¢ o istnieniu takich
prawie mms-sprawiedliwych podzialéw? Wrocimy do tej
my$li p6ézZniej, a tymezasem zmienimy nieco temat.

Podzialy grafow

W dotychczas analizowanym przez nas problemie nie
wystepowaly zadne zwiazki miedzy przedmiotami ze
zbioru V', i dowolny zbiér przedmiotéw byt akceptowany
przez agentow, o ile tylko mial dla nich odpowiednio
duza wartosé. W praktycznych sytuacjach zwiazki
pomiedzy dobrami czesto maja znaczenie. Przyktadem
moze by¢ nastepujacy problem pojawiajacy sie

w rolnictwie. Przez wiele pokolen rolnicy dzielili swoje
pola na coraz mniejsze kawaltki miedzy swoje, czesto
bardzo liczne, potomstwo. W wyniku tego procesu,

po latach, pola zostaly podzielone na bardzo duzo
bardzo malych kawalkéw, a poszczegdlni wlasciciele
posiadaja gospodarstwa zlozone z wielu matych, czesto
odlegtych od siebie poletek. Taka sytuacja nie sprzyja
oczywiscie racjonalnej gospodarce rolnej. W zwiazku
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z tym dokonuje sie ponownego podzialu ziemi pomiedzy
dotychczasowych wtascicieli, czyli tzw. komasacji.

Dla rolnikéw istotna jest nie tylko wartosé pol, ktore

w wyniku tego podzialu otrzymuja, ale réwniez to, aby
kazdy z nich mial pole w jednym kawaltku.

Zatézmy wiec, ze zbidr dzielonych przedmiotéw V/

jest zbiorem wierzchotkéw pewnego spdjnego grafu G.
Kazdy z agentow ma funkcje uzytecznosci przypisujaca
warto$ci poszczegdlnym przedmiotom (dokladnie tak
jak wczesniej). Teraz jednak kazdy agent chcialby, aby
otrzymane przez niego przedmioty tworzyly spojny
podgraf grafu G. Warto$¢ mms; jest tez zdefiniowana
wzgledem podziatéw V' na n spdjnych czesci.

Zdefiniujmy ten problem formalnie. Mamy dany graf G
o zbiorze wierzchotkéw V oraz dla kazdego i € {1,...,n}
addytywna funkcje uzytecznodci u; : V- — R>q. Przez
Pn(G) oznaczmy rodzine wszystkich uporzadkowanych
podzialéw V', w ktérych kazdy zbiér podziatu indukuje
spojny podgraf G. Dla kazdego i definiujemy:

max min
(Py,...,Pp)EPL(G) je{1,...,n}

Znowu: mms; oznacza minimalng taczna wartosé
przedmiotéw, po otrzymaniu ktoérych agent numer 4
bedzie zadowolony. Podzial (Pi,...,P,) € Pn(G)
nazywamy mms-sprawiedliwym podziatem grafu G,

jedli kazdy agent jest zadowolony, czyli dla kazdego 4
zachodzi u;(P;) = mms;. Problem rozwazany

w poprzedniej sekcji jest wiec szczegdlnym przypadkiem
aktualnego, gdy G jest grafem pelnym. Nietrudno tez
zweryfikowaé, ze w aktualnie rozwazanym wariancie
nadal dziatla argumentacja dowodzaca istnienia
mms-sprawiedliwego podzialu w sytuacji, gdy wszyscy
agenci, z wyjatkiem by¢ moze jednego, maja identyczna
funkcje uzytecznosci. Prowadzi nas to do pytania: Dla
jakich graféw G mozemy zagwarantowadé istnienie
mms-sprawiedliwego podziatlu, niezaleznie od liczby
agentéw i ich funkcji uzytecznosei?

mms; =

Drzewa. Okazuje sie, ze przykladem rodziny graféw
o takiej wtasnosci sg drzewa, co zostalo udowodnione
przez Bouvereta i in. [2]. Naszkicujemy ten dowdd, ale
najpierw wprowadzmy oznaczenia. Niech T bedzie
drzewem o zbiorze wierzchotkéw V' i rozwazmy

n agentéw z funkcjami uzytecznosci u; : V- — Ry,

dla i € {1,...,n}. Wybierzmy dowolny wierzchotek

r € V, bedziemy traktowac¢ go jako korzen. Definiuje
to dla kazdej pary sasiadujacych wierzchotkéw

relacje rodzic—dziecko. Dla w € V przez V,, oznaczaé
bedziemy podzbior V skladajacy sie z wierzchotka w

i wszystkich jego potomkéw w drzewie T. Zauwazmy,
ze zbiér V,, indukuje poddrzewo T ukorzenione w w,
czyli w szczegdlnosci spojny podgraf T. Co wiecej, graf
uzyskany z T' przez usuniecie wierzchotkéw z V,, jest
spéjny (dokladniej, jest drzewem).

Dowdd istnienia mms-sprawiedliwego podziatu jest
indukcyjny po n. Jesli n = 1, czyli jest tylko jeden
agent, sytuacja jest jasna: zgarnia on caly zbior V.



Niech wiec n > 2 i przypu$émy, ze kazde drzewo ma
mms-sprawiedliwy podzial dla n — 1 agentow.

Zainicjujmy w = r. Nastepnie dla ¢ = 1,2, ... agent i-ty
sprawdza, czy u;(V,,) = mms;. Jedli nie, nic sie nie dzieje
i przechodzimy do kolejnego agenta. W przeciwnym
przypadku agent i-ty wskazuje wierzcholek w’ € V,,

o nastepujacych wlasnosciach:

1. u;(Vy) = mms; oraz

2. sposréd wszystkich wierzchotkéw spelniajacych
pierwsza wlasno$é w’ lezy w drzewie T najnizej,
czyli w najwiekszej odlegtosci od korzenia (remisy
rozstrzygamy dowolnie).

Wierzcholek w’ zastepuje wierzchotek w i przechodzimy
do kolejnego agenta.

Zauwazmy, ze w ciagu tej procedury na pewno ktorys
agent co$ wskaze, bo w szczegélnosci kazdy bylby
(bardzo) zadowolony, gdyby dostal zbiér V, = V|
rozpatrywany w pierwszym kroku. Teraz rozwazmy
wierzchotek zapisany jako w po ostatniej iteracji i niech
i bedzie numerem agenta, ktéry go wskazal.

Agent i dostaje zbior V,,, a dla pozostalych

n — 1 agentéw i drzewa indukowanego przez V \ V,,
otrzymujemy podzial z zalozenia indukcyjnego.
Dlaczego ten podzial zbioru V' jest mms-sprawiedliwy?
Agent i na pewno bedzie zadowolony, bo sam tak
zadeklarowal, wskazujac wierzchotek w. Z drugiej
strony dla kazdego j # i zbiér V, jest zawarty w jednym
z blokéw mms-podzialu agenta j (dlaczego?). Oznacza
to, ze agent j w swoim mms-podziale liczy sie z utrata
zbioru V,, (a nawet jego nadzbioru). Nietrudno pokazaé,
ze wynika z tego, ze dla kazdego agenta j # i najgorszy
zbiér w jego mms-podziale drzewa indukowanego

przez V \ V,, miedzy n — 1 agentéw ma wartos$é co
najmniej mms; (gdzie warto$¢ ta policzona jest dla
calego zbioru V i n agentéw). Zatem zbidr, przyznany
mu w wywolaniu indukcyjnym, spelni jego oczekiwania.

Cykle. Zacheceni sukcesem w przypadku drzew
spOjrzmy na inne grafy o prostej strukturze.
Naturalnym pierwszym kandydatem sa cykle. Okazuje
sie jednak, ze w tym wypadku mms-sprawiedliwe
podzialy moga nie istnie¢. Zaprezentujmy konstrukcje
Bouvereta i in. [2]. Tym razem mamy osiem
przedmiotéw ulozonych w cykl zgodnie z naturalnym
porzadkiem. Agentéw jest czworo, przy czym funkcje
uzytecznosci agentéw 1 i 2 sa réwne, podobnie
agentow 3 i 4. Zauwazmy, ze funkcje te sg ,,cyklicznie
przesuniete” wzgledem siebie.

agent\przedmiot |1 2 3 4 5 6 7 8
1i2 1 4 4 1 3 2 2 3
3i4 4 4 1 3 2 2 3 1

Rozwazmy dwa podziaty zbioru przedmiotow na cztery
spojne bloki, przedstawione ponizej:

podzial ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8
P1 1 4 4 1 3 2 2 3
Po 4 4 1 3 2 2 3 1
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Zauwazmy, ze w podziale P; kazdy agent dostaje jedna
czwarta tacznej wartosci wszystkich przedmiotéw
wedhug funkcji uzytecznosci u; = uo, a w podziale Py
kazdy agent dostaje jedna czwarta lacznej wartosci
wszystkich przedmiotéw wedlug funkcji uzytecznosci
us = uy4. Zatem podzial P; jest mms-podziatem dla
agentow 1 i 2, a podzial Py jest mms-podzialem dla
agentow 3 i 4. Dla kazdego @ warto$¢ mms; wynosi
wiec 5.

Przypusémy, ze w rozwazanym przypadku istnieje
mms-sprawiedliwy podzial P. W podziale tym

kazdy agent powinien dostaé¢ przedmioty, ktérym
przypisuje warto$é¢ co najmniej 5. Skoro wartosé
kazdego przedmiotu nie przekracza 4, w podziale P
kazdy agent dostaje co najmniej dwa (czyli doktadnie
dwa) przedmioty. Zatem P jest albo podziatem P, albo
podzialem Ps. Jest to sprzecznosé¢, gdyz podzial P; nie
jest zadowalajacy dla jednego sposrdd agentéw 3 i 4,

a podzial P nie jest zadowalajacy dla jednego sposrod
agentéw 11 2.

Zwréémy uwage, ze konstrukcja dla cyklu nie oznacza, ze jesli

graf G zawiera cykl o odmiu wierzcholkach, to nie istnieje dla

niego mms-sprawiedliwy podzial. Co prawda, ustawiajac wartosci
funkcji uzytecznosci dla wierzchotkéw spoza cyklu na 0, mozemy
zasygnalizowacé, ze nie majg one wartosci dla zadnego z agentéw, ale
te dodatkowe wierzchotki (i krawedzie) tworzg nowe polaczenia, przez
co rodzina rozwazanych podzialéw wierzchotkéw cyklu moze byé
wigksza.

Co dalej?

Wspomnieliémy wczesniej, ze w zaprezentowanym
przykladzie, gdzie nie istnieje mms-sprawiedliwy
podzial (dla grafu pelnego), kazdy agent ¢ otrzymuje
przedmioty o sumarycznej wartoéci prawie réwnej
swojej wartoéci mms;. Prowadzi to do nast¢pujacego
wariantu problemu. Niech G bedzie rodzing graféw.
Wyznacz najwieksza stala ag € [0,1] (zalezna

tylko od G), dla ktérej prawdziwe jest nastepujace
stwierdzenie: Jesli przedmioty sa wierzchotkami grafu
z rodziny G, to niezaleznie od liczby agentéow i ich
funkcji uzytecznosci istnieje podzial gwarantujacy
kazdemu agentowi ¢ przedmioty, ktorym przypisuje on
taczna warto$é co najmniej ag - mms;. Zaprezentowana
wczesniej konstrukcja pokazuje, ze jesli G jest rodzing
grafow pelnych, to ag < %. Okazuje sie, ze w tym
samym przypadku mamy ag > % + ﬁ, co pokazali
Akrami i Garg [I]. Tylko dla niewielu sposréd innych
klas graféw znane sa podobne oszacowania.
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at Otwarty 10°: Heron, Heron, po trzykro¢ Heron

Skoro o znaczkach mowa, nie sposéb przy
tej okazji nie wspomnieé, ze pewne
malzenstwo matematykéw z Krakowa
stynie m.in. z bardzo pokaznej kolekcji
znaczkéw pocztowych o tematyce
matematycznej.

Artykul zostal napisany dosé
nonszalancko — Baker podatl liste wzoréw,
nie dowodzac ani jednego z nich.

W kolekcji znajduje si¢ okolo trzydziestu
wzoréw z bledami.

BCL’/’I%O mlej PA WL[K Politechnika Slqska

Jedna z najbardziej ludzkich cech jest kolekcjonerstwo. Gromadzenie

i porzadkowanie przedmiotéw moze dawaé poczucie tadu w — bywa, ze dos¢
chaotycznej — codziennosci. Ludzie od niepamietnych czaséw kolekcjonuja
najrozmaitsze rzeczy: od znaczkow pocztowych po tosty z wizerunkami
Swietych.

Amerykanski podréznik i dziennikarz Marcus Baker, jeden z zalozycieli National
Geographic, w 1885 roku — kilka lat przed powstaniem tego popularnego
czasopisma — zastynal jako osobliwy kolekcjoner. W prestizowym Annals of
Mathematics opublikowal dwuczedciowy artykul pod tytulem A collection of
formule for the area of a plane triangle, zawierajacy 110 réznych wzoréw na
pole tréjkata (zliczajac je zgodnie z zasada moéwiaca, ze pole tréjkata wyrazone
przez polowe iloczynu dlugosci boku i opadajacej na niego wysokosci to jeden
wzér, a nie trzy!).

Mimo kilku btedéw kolekcja jest bardzo urokliwa. Zaczyna si¢ od trzech
wariantéw wzoru Herona — wersji z bokami (czyli tej najbardziej znanej), po
ktérej zaprezentowano warianty ze $rodkowymi i z wysoko$ciami. Mamy zatem

1. A= +/s(s—a)(s—b)(s —c),

gdzie a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw, a s oznacza poltowe obwodu. Nastepnie, jezeli
Mg, Mp 1 M to Srodkowe odpowiednich bokéw, a o to potowa ich sumy, to

2. A= g\/o(a —mg)(oc —my) (o —me).

Poprawno$é¢ tego wzoru mozna sprawdzié¢ na przyktad poprzez poréwnanie

z polem tréjkata o bokach mg,, my i m.. Istotnie, na rysunku na marginesie
punkty K, L i M sa srodkami odpowiednich bokéw tréjkata ABC, punkt N
to $rodek odcinka AM, za$ punkt D to odbicie symetryczne punktu M
wzgledem K. Boki tréjkata LBD przystaja do odpowiednich srodkowych
tréjkata ABC. Jednoczesnie pole LBD jest réwne polu NBD, a ono z kolei
jest réwne 3/4 pola tréjkata ABC'. Uzupelnienie szczegdléw tego rozumowania
pozostawiam Czytelnikowi.

Trzeci wzér Herona zostal przez Bakera zapisany w troche innym stylu:
1

1 1 1 1 1 1)1 1 1)(1 1 1y
VE+ R+ A+ A+ D E -+ DA - D)
Mozna go uzasadnié¢ poprzez zastosowanie we wzorze Herona podstawien typu

2A
ha - T

3. A=

Trzeci wzér w duchu dwoch poprzednich mozna wyrazi¢ nastepujaco: Jezeli
i, h%, i h% to odwrotnoéci wysokosci tréjkata, a % to potowa ich sumy, to pole
tréjkata wynosi:

1

A= .
1(1 _ 1\(1_ 1\(1_ 1
4\/%(5 “ )G w) G w)
Ze wzgledu na ograniczenia przestrzenne Kata Otwartego pominmy 106 formut
i przedstawmy ostatni okaz z listy Bakera:

110.A:%-N,
T

gdzie r i R to promienie okregéw, odpowiednio, wpisanego i opisanego, oraz
N to pole tréojkata, ktérego wierzchotkami sa punkty stycznosci okregu
wpisanego z bokami tréjkata.

Czytelnika Zaintrygowanego ta opowiescia zachecam do odnalezienia artykulu
Bakera i samodzielnego sprawdzenia, co sie kryje miedzy trzecim a sto
dziesiatym wzorem w tej osobliwej kolekcji.
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Nietypowy wzoér na pole Patryk RAGAN*

*V Liceum Ogdlnoksztaltcace
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie

NP

Czy wiedzieliscie, ze pole tréjkata prostokatnego mozna obliczy¢ ze wzoru

P = ab? Nie, nie zapomnieliSmy tutaj o dzieleniu przez 2. I nie, ani a, ani b

nie sa tu sztucznymi wielkosciami w stylu ,,dlugo$é boku podzielona przez v/2”.
Nie sa to réwniez zadne magiczne dtugodci, lecz po prostu odlegtoéci koncow
przeciwprostokatnej od punktu jej stycznosci z okregiem wpisanym. Na pierwszy
rzut oka wzor moze wydawaé si¢ podejrzanie prosty, jak sie jednak za chwile
okaze, kryje sie za nim elegancka, elementarna geometria.

Rozwazmy tréjkat prostokatny ABC o kacie prostym w wierzchotku C' i niech
a i b beda odleglosciami punktéw, odpowiednio, A i B od punktéw stycznosci
okregu wpisanego w tréjkat. Wybierzmy punkt D tak, by ACBD

byt prostokatem, ponadto przez srodek I okregu wpisanego poprowadzmy proste rownolegle do przyprostokatnych
tréjkata. Zaznaczone na rysunku pary tréjkatéw rézowych i zielonych sa przystajace (cecha kat-bok-kat). Z jednego
tréjkata rozowego, jednego zielonego i zakropkowanego pieciokata mozna ztozy¢ zaréwno prostokat KILD o polu ab,
jak i trojkat BAD, przystajacy do trojkata ABC'. Prawda, ze tadne?

Klub 44 F
[N

Czoltéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
798 (WT = 2,97), 799 (WT = 3,01)

z numeru 5/2025
Jacek Konieczny Poznan 41,41
Jan Zambrzycki  Bialystok 4-37,68
Ryszard Wozniak Krakéw 34,00

Andrzej Nowogrodzki

Chocianéw 3-32,28
Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 6—25,64
Krzysztof Zygan Lubin 22,09
Tomasz Wietecha Tarnéw 18 -20,06
Pawet Kubit Krakéw 19,62

Klub 44 M
1-44

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
901 (WT = 1,33) i 902 (WT = 1,90)
z numeru 5/2025

Krzysztof Maziarz Londyn 44,20
Jerzy Cisto Wroctaw 43,28
Szymon Kitowski 41,11
Andrzej Daniluk Warszawa 40,76
Barbara Mroczek 40,24
Krzysztof Kaminski Pabianice 38,09
Mikotaj Znamierowski 37,87
Marian Lupiezowiec Gliwice 37,09
Roksana Stowik 35,92
Michal Adamaszek Kopenhaga 34,49

Stanistaw Bednarek Lodz 34,43

Pan Krzysztof Maziarz: drugie okrazenie,
czekamy na dalsze!

Zadania z ﬁZykl nr 808, 809 Termin nadsylania rozwigzan: 28 11 2026

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

808. Pionowe naczynie zawiera dwie porcje gazu
w stanie rownowagi oddzielone od siebie i otaczajacej
przestrzeni dwoma jednakowymi cigzkimi tlokami.
W gérnej czedci naczynia znajduje sie tlen, w dolnej
hel. Na zewnatrz naczynia jest préznia, gaz nie
oddaje ciepta do otoczenia. Przewodnictwo cieplne
tloka rozdzielajacego naczynia jest bardzo male. A
Na poczatku objetoéci gazéw sa jednakowe, a odlegloéé

miedzy tlokami wynosi H. Hel jest wolno ogrzewany i jego objetos¢ roénie
dwukrotnie. Jaka bedzie odlegto$¢ miedzy tlokami po diugim czasie, gdy
osiggniety zostanie ponownie stan réwnowagi? Cieplo przekazywane do gérnej
czedci naczynia w czasie ogrzewania mozemy zaniedbac.

809. W ustalonym polozeniu obiektywu w aparacie fotograficznym glebia
ostrosci obejmuje zakres odleglosci przedmiotéw od di = 15 m do de = 30 m.
Po zmniejszeniu otworu przestony dolna granica glebi ostrosci osiagneta wartosé
d} = 10 m. Znalez¢ jej gérna granice.

Zadania z matematyki nr 911, 912
Redaguje Marcin E. KUCZMA

911. Dane sa liczby naturalne m (parzysta), n (nieparzysta); n > 3. Prostokat
o bokach dlugosci m,n, podzielony na mn pél (kwadratéw jednostkowych)
nalezy pokry¢ plytkami dwdch typéw L i N, nakrywajacymi (odpowiednio) trzy
oraz cztery pola: ptytka typu L to kwadrat 2 X 2 z usunietym jednym polem:;
plytka typu N to prostokat 3 X 2 z usunietymi dwoma przeciwlegltymi polami
naroznymi (dotykajacymi konicéw przekatnej prostokata 3 x 2). Plytki moga by¢
dowolnie obracane, ale nie moga na siebie nachodzié¢ ani wystawac¢ poza obreb
danego prostokata m x n. Wyznaczy¢ minimalna liczbe plytek typu L, jaka
moze by¢ uzyta w takim parkietazu.

912. W czworoécianie ABC' D krawedzie AB i C'D sa réwnej dlugosci, a prosta
przechodzaca przez $rodki tych krawedzi jest prostopadla do kazdej z nich.
Udowodni¢, ze dla kazdej liczby r > 0 istnieje taka sfera o promieniu r, ze dla
wszystkich punktéw P, lezacych na tej sferze, suma PA? + PB? 4+ PC? + PD?
ma jednakowa wartosc.

Zadanie 912 jest nieznacznie rozszerzong wersjq propozycji, jakq przystal pan
Mirostaw Matlega ze Skoczowa.
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Prosto z nieba: Slad dawnego zycia na Marsie?

Rys 1. Krater Jezero — miejsce ladowania

tazika Perseverance. Zrédlo:
ESA/DLR/FU-Berlin

Rys. 2. W lipcu 2024 roku z widocznego
na zdjeciu otworu zostala pobrana
prébka, w ktérej odnaleziono
biosygnatury. Zrédto: NASA /JPL-Caltech

Rys. 3. Pojemnik z prébka pozostawiony

na powierzchni Marsa. Zrédlo:
NASA/JPL-Caltech/MSSS

Rys. 4. Plamy na marsjanskiej skale.
Mogly one powstaé¢ w wyniku obecnosci
mikroorganizméw.

Zr6dto:NASA /JPL-Caltech

Napisane na podstawie Joel A. Hurowitz
“Redoz-driven mineral and organic
associations in Jezero Crater, Mars”,
Nature volume 645, pages 332—340
(2025).

Zespol NASA Perseverance oglosil 10 wrzesnia, ze we fragmentach marsjanskiej
skaly odkryto potencjalne §lady zycia istniejacego na Marsie miliardy lat temu.
Whyniki nie sa jednak rozstrzygajace. A dokladniej rzecz ujmujac, to testy, ktére
jesteSmy w stanie przeprowadzi¢ na Marsie za pomoca instrumentéw tazika
Preserverance, nie sg wystarczajaco doktadne. Aby ustalié, czy mineraly znalezione
w marsjanskiej skale, powstaly w wyniku dzialania mikroorganizméw, czy tez

w wyniku innych proceséw, prébki musza zostaé dostarczone na Ziemie w celu
przeprowadzenia dalszych analiz. To jednak raczej si¢ nie stanie w najblizszej
przysztosci.

Co wlasciwie odkryto?

Lazik Preserverence od 2021 roku przemierza krater Jezero (rys. 1), co jaki§ czas
wiercac otwory i zbierajac prébki podtoza. Prébki te sa wstepnie analizowane przez
instrumenty tazika, pakowane w pojemniki i pozostawiane na powierzchni Marsa

z zamiarem pozbierania ich i dostarczenia w przysztoséci do laboratoriéw naukowych
na Ziemi (rys. 2 i 3). Miejsce, w ktérym zbierane sg probki, nie jest przypadkowe.
Naukowcy sadza, ze krater Jezero byl kiedys zalany woda i stanowil starozytna
delte rzeki. Jest to idealne miejsce na poszukiwania zycia, ktore w przeszlosci mogto
istnie¢ na Marsie.

Wstepne analizy sktadu podloza wykazaly obecnoéé gliny i mutu, ktére na Ziemi
doskonale zachowuja $lady mikroflory. Sa one rowniez bogate w wegiel organiczny,
siarke, utlenione zelazo (rdza) i fosfor. Wszystkie te skladniki moga stanowié¢
bogate zrédlo energii dla mikroorganizméw. Jednak sam fakt istnienia zwiazkdéw
chemicznych przyjaznych zyciu mikroorganizméw jeszcze nie jest dowodem na ich
obecnosé. To tylko pierwsza czesé ukltadanki.

Naukowcéw zaintrygowalo co$ innego — liczne kolorowe plamy na skale (rys. 4),
ktore mogly zostaé pozostawione przez mikroorganizmy, wykorzystujace surowce
zawarte w skale, jako Zrédto energii. Plamy zawieraja slady dwéch mineratéw
bogatych w zelazo: wiwianitu i greigitu. Wivianit czesto wystepuje na Ziemi

w osadach, torfowiskach i wokél rozkladajacej sie materii organicznej. Z kolei greigit
jest wytwarzany przez niektére formy zycia mikrobiologicznego na Ziemi. Istnienie
tych materialéw w tym samym miejscu moze by¢ $ladem zycia mikrobiologicznego.

Ale zeby nie byto zbyt kolorowo. Mineraly te moga réwniez powstawaé w sposéb
abiotyczny, czyli bez udzialu organizméw zywych. Na przyklad poprzez
utrzymywanie sie wysokich temperatur i/lub dzialanie kwaséw. Badania pokazuja
jednak, ze skaly w okolicy probki nie nosza Sladéw dziatania zadnego z tych
elementow. Wiec bardziej prawdopodobne jest dzialanie mikroorganizméw zyjacych
w delcie 6wezesnej rzeki. Oczywiscie nie mozemy tego potwierdzi¢ z cata pewnoécia.

Jezeli jednak kiedykolwiek uda si¢ sprowadzi¢ probki na Ziemie, udowodnienie,
czy wiwianit i greigit z marsjanskiej skaty sa pochodzenia organicznego, jest
mozliwe z wykorzystaniem istniejacych technologii. Jak pisza autorzy publikacji
naukowej opisujacej wyniki badan: ,Ostatecznie dochodzimy do wniosku,

ze analiza probki (...) przy uzyciu wysokoczulych instrumentéw na Ziemi
umozliwi wykonanie pomiaréw niezbednych do okreélenia pochodzenia zawartych
w niej mineraléw i substancji organicznych”. Potencjalnie mamy wiec probke
skaly, dzigki ktérej potwierdzimy istnienie zycia na innej planecie. A byloby to
odkrycie o niewyobrazalnym wrecz znaczeniu. Fakt, ze rozwineto si¢ niezaleznie
na dwoch planetach tego samego ukladu stonecznego oznaczalby, ze istnienie
mikroorganizmoéw jest powszechne. Moze nawet udatoby nam sie ustalié¢, czy
mikroorganizmy Marsa réznia sie od Ziemskich?

Niestety znoéw pozostaje nam czekaé. Misja odzyskania i transportu prébek
marsjanskich skal na Ziemig jest planowana, ale nie ma jeszcze nawet przyblizonej
daty startu. Osobiscie mam nadziejg, ze jeszcze bedzie mi dane zobaczyé¢ dowdd,
jezeli nie na istnienie marsjan, to przynajmniej marsjanskich mikroorganizméw.

Anna DURKALEC

Zaktad Astrofizyki, Departament Badan Podstawowych,
Narodowe Centrum Badan Jadrowych
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/Niebo w grudniu

21 grudnia Slonice osiagnie najbardziej na poludnie wysuniety punkt ekliptyki
i zacznie sie astronomiczna zima oraz pélroczny okres, w ktérym kazdy kolejny
dzien jest dluzszy. Najwczesniejszy zachdéd Stonca nastapi jednak juz 13 dnia
miesigca, a jego najpozniejszy wschéd w Sylwestra.

Przez pierwsza polowe miesiaca rano nisko nad poludniowo-wschodnim
widnokregiem mozna prébowaé dostrzec planete Merkury, ktéra 8 grudnia
osiggnie maksymalna elongacje zachodnia, wynoszaca 21°. Poczatkowo

na godzine przed wschodem Stonca planeta osiagnie wysokos¢ 6°. Planety
wewnetrzne podczas widocznosci porannej daza do koniunkcji gérnej ze Stoncem,
stad zmniejsza sie wtedy ich Srednica katowa i roénie faza tarczy. W przypadku
Merkurego roénie tez jego jasno$é¢. Do potowy grudnia planeta pojasnieje

od +0,1™ do —0,5™, jej tarcza zmaleje do ponizej 6”, faza za$ przekroczy 82%.
W dniach 14 i 15 grudnia Merkury zblizy sie na mniej niz 1° do gwiazdy
Gralffias, najbardziej na péinoc wysunietej jasnej gwiazdy Skorpiona. Trzy dni
péZniej natomiast 14° na lewo od niego pokaze sie sierp Ksiezyca w fazie 7%.

Srebrny Glob rozswietli poczatek i koniec miesigca,
przechodzac w nocy z 4 na 5 grudnia przez pelnie.
Noc wcezesniej wejdzie on do gwiazdozbioru Byka,
ponownie zakrywajac Plejady. Tym razem cale zjawisko
da si¢ obserwowaé z Polski. Seria zakry¢ zacznie sig
okoto godziny 4:20 i potrwa az do okoto 6:15, przy
jasniejacym juz niebie, gdy do zachodu obu ciat
niebieskich pozostanie niewiele czasu. Dodatkowo
przez Polske przebiegnie potudniowa granica zakrycia
czesci gwiazd gromady (w tym jasnych Merope

i Atlas) i w niektérych miejscach naszego kraju
dojdzie do ich zakrycia brzegowego. Takie zakrycie jest
szczegoblnie atrakcyjne dla obserwatoréw, gdyz gwiazda
wtedy pojawia sie i znika, przechodzac za i miedzy
ksiezycowymi gorami.

Na poludnie od Plejad swoja petle na niebie kresli
planeta Uran, ktéra w trzeciej dekadzie listopada
przeszla przez opozycje wzgledem Slorica. Uran porusza
si¢ ruchem wstecznym i 7 grudnia przejdzie zaledwie 7’
na poludnie od gwiazdy 6. wielkosci 14 Tau, 22 grudnia
natomiast 15’ na poludnie od jasniejszej o 0,5™ gwiazdy
13 Tau. Sama planeta $wieci z jasnoscia +5,6™ i mozna
ja myli¢ ze wspomnianymi gwiazdami. Uran przecina
potudnik lokalny okoto godziny 22.

7 grudnia Ksiezyc wzejdzie w towarzystwie Kastora

i Polluksa, dwéch najjasniejszych gwiazd Blizniat oraz
Jowisza. Jego faza zmniejszy sie do tego momentu

do 88%. Najwieksza planeta Ukladu Stonecznego zbliza
sie do styczniowej opozycji i do konca miesiaca jej
blask uro$nie do —2,7™, érednica katowa za$ do 46”.
Przez caly miesiac Jowisz przesunie sie o 3° w kierunku
majacej jasnosé obserwowana +3,5™ gwiazdy Wasat

(6 Gem), zblizajac sie doni na 2,5°.

11 grudnia naturalny satelita Ziemi przejdzie przez
ostatnig kwadre, a noc wczedniej wzejdzie 5° od
Regulusa, najjasniejszej gwiazdy w Lwie. Do rana
odleglos¢ miedzy tymi cialami niebieskimi zmniejszy
sie do 1,5°, ale pozostang one nad widnokregiem prawie
do poludnia i od okoto 8:45 do godziny 9:20 dojdzie do
zakrycia Regulusa przez Ksiezyc. Powinno dac¢ sie je
dostrzec przez wigksze teleskopy.
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Na porannym niebie Srebrny Glob pozostanie az do
wspomnianego juz spotkania z Merkurym 17 grudnia,
by przejsé¢ przez néw 20 dnia miesiaca. W tym czasie
warto wspomnieé¢ o jego zblizeniu na 6° do Spiki,
najjaéniejszej gwiazdy Panny 14 grudnia, gdy nad
ranem faza jego tarczy spadnie do 28%.

W kolejnych dniach Ksiezyc rozgosci sie na niebie
wieczornym, gdzie 27 grudnia przejdzie przez

I kwadre i spotka sie z parg planet Saturn-Neptun.

Do konca miesiaca Saturn zmniejszy dystans do
Neptuna do 3,5°. Jednoczesnie jasnosé Saturna
spadnie do +1,1™, przy $rednicy tarczy 17”. Stosunek
matlej do wielkiej osi pierécieni planety w grudniu
wynosi 0,01, dlatego w mniejszym sprzecie sg one
trudno dostrzegalne. Neptun $wieci blaskiem +7,9™

i do jego zaobserwowania potrzebny jest teleskop. Obie
planety znajduja sie na pograniczu Wodnika i Ryb, tuz
na poéinoc od charakterystycznego uktadu gwiazd 5. i 6.
wielkosci 20, 24, 27, 29, 30 i 33 Psc, przypominajacego
ksztaltem mniejszy i stabszy Maty Wéz.

Ostatniego dnia miesigca dojdzie do ponownego
zakrycia Plejad przez Ksiezyc. Niestety tym razem
Europa ma mniej szczeécia i do zjawiska dojdzie po
poludniu naszego czasu. O zmierzchu tarcza Ksiezyca
w fazie 89% pokaze sie juz 1° na wschéd od tej
gromady gwiazd.

W grudniu, jak co roku, promieniuja dwa znaczace roje
meteorow: Geminidy, przechodzace przez maksimum
aktywnosci w okolicy 14 grudnia oraz Ursydy, ktorych
maksimum przypada 8 dni p6zniej. Radiant Geminidéw
znajduje sie kilka stopni na pétnocny zachdd od
Kastora, drugiej co do jasnosci gwiazdy Blizniat,

i goruje okoto pdélnocy na wysokoséci ponad 70°. Mozna
spodziewaé si¢ wyraznie ponad 100 zjawisk na godzing,
a Ksiezyc przeszkodzi dopiero nad samym ranem.
Radiant Ursydéw znajduje sie kilka stopni na zachod
od gwiazdy Kochab w Malej Niedzwiedzicy. Tutaj
zjawisk jest znacznie mniej, zaledwie okoto 10 na
godzine. Ksiezyc, tuz po nowiu, nie przeszkodzi w ich
obserwacjach.

Ariel MAJCHER



Rozwigzania zadan ze strony 3

ﬁ Rozwigzanie zadania M 1837.

Niech R bedzie dowolna kopia P umieszczona

w kwadracie K. Rozwazmy figure R’ bedaca obrazem figury
wypuktej R przy symetrii wzgledem srodka O kwadratu.
Wéwezas R’ znajduje sie wewnatrz K oraz zgodnie

z zalozeniem R i R’ maja punkt wspélny A. Obraz A’
punktu A przy symetrii wzgledem O réwniez znajduje sie
w przecieciu wielokatéw R i R'. Poniewaz punkt O lezy
na odcinku laczacym dwa punkty nalezace do wielokata
wypuktego R, sam tez do niego nalezy. PokazaliSmy, ze
dowolna kopia wielokata P umieszczona w kwadracie IC
zawiera punkt O, skad w prosty sposéb wynika teza.

ﬁ Rozwigzanie zadania M 1838.
Niech dlam =1,2,...,n—1

n

S ::zm:aif Z a;
i=1

i=m+1
i przyjmijmy S, = —So = > a;. Wtedy
i=1

Sm —_ 2am = Sm_l.

Rozpatrzmy ciag
Sny Sn—1, «-., S1, So.

Bez straty ogélnosci mozemy zalozyé, ze S, > 0. Wowczas
So < 0, mozemy zatem znalezé takie i > 1,2e S; > 0> S;_1.
Przypuéémy, ze S; = |Si| > |as| 1 —Si—1 = |Si—1| > |as.
Poniewaz S; — 2a; = S;—1, to —S; + 2a; > \ai|, wiec 2a; >
Si + |as| > 2]a;i|, co jest niemozliwe.

ﬁ Rozwigzanie zadania M 1839.
Zalbézmy przeciwnie, czyli
w(an +¢) < w(bn + c).

dla dowolnej liczby catkowitej n > 0. Dla ustalonej liczby
catkowitej k > 0, w powyzszej nieréwnosci, podstawiajac za n
liczby

akil, akin, akfgbz,
dostajemy ciag nieréwnosci

wla"+¢) <w@b+e) <. <wb® +e).
Wynika stad, ze w(b® 4 ¢) > k + 1. Poniewaz iloczyn k + 1
liczb pierwszych jest wigkszy niz k!, wiec
El<b +e<t" + < (b+0o)F.

k—2 k—1
’ ab ) b )

Jednakze
lim Vk! =400 (sprawdz to!),

n—-+oo

wiec Vk! dla duzych k przekracza b + ¢ — sprzecznoéé.
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i Rozwigzanie zadania F 1133.
W komorze silnika rakietowego nastepuje bardzo gwaltowne
spalanie paliwa. Gazowe produkty tego spalania wyplywaja
z duzg predkoécia przez dysze silnika. Predkosé u,
z jaka wylatuja z dyszy, odpowiada w przyblizeniu
sredniej predkosci czasteczek gazu — produktu spalania —
o temperaturze T panujacej w komorze silnika. Na
podstawie twierdzenia o ekwipartycji energii znamy Srednig
energie kinetyczna czasteczek gazu:

%mu2 = ng.
W powyzszym wzorze m oznacza mase czasteczki, a k stala
Boltzmanna. Otrzymujemy oszacowanie:

W . [3KT _ [3RT
=\ =

W ostatniej rownosci R oznacza uniwersalng stala

gazowa, R = 8,3145 J/(mol-K), a p molowa mase
produktéw spalania. Wynika stad, ze produkty spalania
powinny by¢ jak ,najlzejsze” (o malej warotsci p),

a temperatura 7' w komorze spalania powinna by¢ jak
najwyzsza. Maksymalna warto$¢ temperatury ograniczana
jest przez wytrzymalosé scianek silnika — zwykle niewielkie
kilka tysiecy kelwinéw. W silniku RS-25 napedzajacym
promy kosmiczne (Space-Shuttle) paliwem jest mieszanina
cieklego tlenu (O2) i wodoru (Hz). Produktem spalania jest
woda (H20) o molowej masie p = 18 g. W komorze silnika
(poza atmosfera) osiagana jest temperatura okoto 3250 K.
Wedlug naszego oszacowania u =~ 2,1 km/s. W rzeczywistosci
osiagana predkosé gazéw to okoto 4,4 km/s. Réznica wynika
gltéwnie z przemian stanu gazu zachodzacych w odpowiednio
uksztaltowanej dyszy silnika (tzw. dyszy Lavala) podczas
wyplywu gazu zwiekszajacych uzyskiwang predkosé.

i Rozwigzanie zadania F 1134.
Zgodnie z tzw. wzorem Ciotkowskiego predkosé rakiety
o masie poczatkowej mo wzrasta o Av, zgodnie ze wzorem:

Av = uln<m0),
mpg

w ktérym u oznacza predkosé gazéw wyrzucanych przez
silnik, a ms mase konicowg rakiety. Oznacza to, ze po
osiagnieciu I predkoéci kosmicznej, Av = v1, masa rakiety my

bedzie wynosita:
mys =moexp| —— |.
U

Stosunek masy zuzytego paliwa mo — my do masy
poczatkowej mo wyniesie wiec:

momle_exp<_vl)
mo u

Liczbowo, dla danych z tresci zadania, stosunek masy
paliwa do poczatkowej masy rakiety (mo —my)/mo ~ 0,865.
Podczas startu z powierzchni Ziemi, ze wzgledu na
konieczno$é¢ pokonania przyciagania ziemskiego i oporu
powietrza, stosunek ten byltby jeszcze blizszy jednosci.



Rozwazmy zbiér wszystkich n-wyrazowych nierosnacych
ciggéw liczb catkowitych nieujemnych o sumie wyrazoéw

Nierownos¢ Muirheada
Barttomiej BZDEGA

Tym razem o jednej z nieréwnosciowych ,armat” — nieréwnosci Muirheada. Niektére
uzywane tu pojecia i oznaczenia sa zaczerpnigte z poprzedniego kacika, wiec
zachecam Czytelnika do spojrzenia tam w pierwszej kolejnosci. Odcinek czesciowo
bazuje na pracy licencjackiej, ktora w 2016 roku pod moja opieka napisal Marek
Milwicz, a takze na artykule On uses and applications of Muirhead’s Inequality
(Parabola 58(3), 2022), w ktérym mozna znalezé jeszcze wigcej zadan z nieréwnoscia
Muirheada w roli gléwnej.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

warunek (a) < (¢) < (b), to méwimy, ze ciag (b) majoryzuje
ciag (a) bezposrednio, co oznaczamy (a) < (b).

réwnej s — oznaczamy go przez P(n,s). Na tym zbiorze

okre$lamy porzadek < w nastepujacy sposob:

(a)

Ze wzgledu na przynalezno$é obu ciagdéw do P(n, s)
zachodzi jeszcze réwnosé aj +as+. .
ktéra czesto jest dodawana do definicji tego porzadku.
W powyzszej sytuacji méwimy, ze ciag (b) majoryzuje

k k
20 = Y a<) bidak=12...,n-1
i=1 =1

.+an:b1+b2+. . +bn7

7 rysunku ponizej, z lewej strony, ilustrujacego ten
porzadek dla zbioru P(3,8), mozna wyczytaé miedzy
innymi, ze: (5,3,0) < (7,1,0) oraz (4,3,1) < (4,4,0).
Natomiast zaden z ciagdw, (4,4,0) ani (6,1,1), nie
majoryzuje drugiego — dlatego mamy tu tylko czesciowy
porzadek. Nadeszta pora na:

Nieré6wno$é Muirheada. Niech (a), (b) € P(n, s) oraz
(a) = (b). Wowezas

ciag (a). Jesli dodatkowo (a) # (b), to wéwezas piszemy

(a) < (b) (ciag (b) $cisle majoryzuje ciag (a)). Ponadto
jezeli (a) < (b) oraz nie istnieje ciag (c), ktory by spelnial

(8,0,0)

(7,1,0)

(6,2,0)

(6,1,1) (5,3,0)

(5,2,1) (4,4,0)

(4,3,1)

4,2,2)

(3,3,2)
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7xn) < Wbl,b2,~~7bn (‘rlaxQ» .. ,$n)

S xn > 0.

Wal,ag,...7an (1‘1, Z2,...

dla wszystkich z, o, ..

Cudowny dowdd tego twierdzenia nie miesci si¢ niestety w ciasnym kaciku, wiec
jedynie streszcze go w kilku krokach. Odtworzenie pelnego dowodu Czytelnik moze
potraktowaé jako ¢wiczenie duchowe. Zaktadamy, ze (a), (b) € P(n, s) dla ustalonych
n>2is>0.

(1) Dla (a) =< (b) istnieja ciagi (¢)™), (c)@), ..., (c)*® spelniajace warunek:
(a) = ()M < ()@ <...<(c)® = (b), wiec wystarczy ograniczyé dowéd do (a) <1 (b).

(2) Jesli (a) # (b), to a; # b; oraz a; # b; dla pewnych ¢ # j (czyli ciagi (a) i (b)
réznia sie w co najmniej dwéch miejscach). Jezeli (a) <1 (b), to ciagi (a), (b) réznia sie
w doktadnie dwoch miejscach.

(3) Dla liczb rzeczywistych =,y > 0 oraz liczb catkowitych dodatnich p > ¢ zachodzi
nieré6wnoéé xPyd + xiyP < xPHyd=! 4 g9~ 1yP+l Teraz wystarczy skorzystaé
z ostatniej czedci punktu (2).

Nieréwno$¢ Muirheada tatwo uogdélnié¢ na wyktadniki catkowite, a nawet wymierne.
W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze dodanie tej samej stalej do wszystkich wyrazéw
ciagow nie wplynie na hierarchie miedzy nimi, a tylko zmieni zbiér P, w ktérym je
poréwnujemy. Podobnie jest z mnozeniem wszystkich wyrazéw ciagdéw przez jakas
stata. Jedli mamy nieréwnoéé¢ z wyktadnikami catkowitymi, z ktérych najmniejszym
jest w < 0, to wystarczy obustronnie pomnozy¢ nieréwnosé przez (r1xs...x,) ", Jesli
wyktadniki nie sa catkowite, ale sa wymierne, to wystarczy dokonaé¢ podstawienia
z; = (@)W, w ktérym W oznacza najmniejsza wspélna wielokrotno$é mianownikéw
wszystkich wykladnikow w wyjsciowej nieréwnosci.
Zadania
Uwaga. Wszystkie poniisze nierownosci nalezy wykazaé dla x,y,z > 0.
(y+2)(z +2) (@ + ) > Suyz.
z 7
r+y+z< 4+
yiz + zim + achry > % (nieréwno$é Nesbitta).
3 o3 3 @ 423
1%+5+%y >3- o2 y2 422"
Nieréwnoéci miedzy $rednimi: harmoniczna, geometryczna, arytmetyczna,
i kwadratowa dla zmiennych x4, z9,...,z, > 0.
4 4 4 4 4 . .
yzléy;_-iz3) + ZZ’Z(Z;"_fzg) + Ty@;‘j{yg) > 1, przy zalozeniu xyz = yz + zx + zy (57 OM).
7. 23(y1+z) + y3(zl+z) + 23(;+y) > %, przy zalozeniu xyz = 1 (IMO 1995).
8. Czy ktérakolwiek z nieréwnosci: [5 2 1] > [4 4 0] lub przeciwna, jest prawdziwa dla
wszystkich x,y, z > 07

A A
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W konkursie biorg udziat matematyczne, tworcze prace
napisane przez uczniow szkét ponadpodstawowych
oraz podstawowych w klasach 7-8.

Méwigc krotko: nalezy udowodnic cos,

czego jeszcze nikt inny nie udowodnit!

TERMIN ZGLASZANIA PRAC:

@@@@

rok zat. 1919
Regulamin konkursu, lista dotychczasowych laureatow,
p m niektore prace oraz wiele innych przydatnych informacji:

www.deltami.edu.pl/delta/redakcja/konkurs_prac_uczniowskich

deltami@mimuw.edu.pl
3 pelta.czasopismo
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