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Po hiperboli przez Tajwan
Kazimierz CHOMICZ*

Hiperbole, ktérej asymptoty przecinaja sie pod katem
prostym, nazywamy hiperbolg prostokgtng. Przykladem
jest wykres funkeji f(z) = % dla niezerowych liczb
rzeczywistych x, ktéry to wykres jest dla wielu pierwsza
hiperbola, z jaka stykaja sie w zyciu. W niniejszym
artykule pokaze, jak, korzystajac z wtasnosci hiperboli
prostokatnych, rozwiaza¢ ponizsze zadanie:

Zadanie (Tajwan TST 2022). Dany jest ostrokatny
tréjkat ABC o ortocentrum H oraz okregu opisanym €.
Niech M bedzie érodkiem boku BC'. Na krétszym
tuku BC okregu 2 wybieramy taki punkt D, Ze
XBAD = xMAC'. Niech E bedzie takim punktem na
Q,72e DE 1 AM, za$ F rzutem prostokatnym punktu D
na prosta BC. Proste HF i AM przecinaja sic w N,
a R jest odbiciem H wzgledem N. Udowodnij, ze
XAER = xHFD.

A

Rozpoczniemy od przedstawienia kilku wlasnosci
hiperboli prostokatnych. Ich uzasadnienie mozna znalezé
w mojej pracy Dowodd i zastosowania wiasnosci hiperboli
prostokgtnych, nadestanej na 46. Konkurs Uczniowskich
Prac z Matematyki im. Pawla Domanskiego, dostepnej
na stronie deltami.edu.pl.

Twierdzenie 1. Hiperbola H opisana na tréjkgcie ABC
(tzn. przechodzqca przez wierzcholki tréjkgta) jest
prostokgtna wtedy i tylko wtedy, gdy przechodzi przez
ortocentrum H tréjkgta ABC.

*Uczeri, I LO im. Bolestawa Chrobrego w Piotrkowie Trybunalskim
Autor otrzymatl brazowy medal i ztoty medal na, odpowiednio,

46. 1 47. edycji Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

im. Pawla Domanskiego

Powyzsze twierdzenie stanowi podstawowa
charakterystyke hiperboli prostokatnych.

Wazna bedzie tez koncepcja izogonalnego sprzezenia
w trojkacie.

Definicja. Dany jest tréjkat ABC oraz punkt P lezacy
poza prostymi zawierajacymi boki tréjkata. Wéwcezas
punkt @ spelniajacy rownosci xABP = xCBQ,
XBCP = xACQ i xCAP = ¥BAQ nosi nazwe
izogonalnego sprzezenia punktu P wzgledem

trojkata ABC.

Istnienie punktu spelniajacego opisane w definicji réwnosci nie

jest zupelnie oczywiste. Mozna tego dowies¢ np. za pomoca
trygonometrycznego twierdzenia Cévy. Wigcej informacji

o izogonalnym sprzezeniu mozna odnalezé w Kaciku Poczatkujacego
Olimpijczyka z A;S.

W ramach ¢wiczenia polecamy Czytelnikowi sprawdzi¢,
ze w dowolnym tréjkacie srodek okregu na nim
opisanego oraz jego ortocentrum sa izogonalnie
sprzezone.

Okazuje sie, ze prawdziwy jest nastepujacy fakt.

Fakt 1. Dany jest tréjkat ABC oraz prosta rézna od
prostych zawierajacych boki tréjkata. Dla kazdego
punktu na prostej bierzemy jego izogonalne sprzezenie
wzgledem ABC'. Tak otrzymane punkty utworza krzywa
stozkowa, opisang na tréjkacie ABC.

Poniewaz izogonalne sprzezenie jest inwolucja — jego
dwukrotne zastosowanie jest identycznoscig — to nietrudno
uzasadnié, ze to samo bedzie prawda w druga strone:
izogonalnym sprzezeniem wzgledem tréjkata ABC
opisanej na nim krzywej stozkowej bedzie prosta.

W takim przeksztalceniu izogonalne sprzezenie
hiperboli prostokatnej opisanej na ABC' bedzie prosta
przechodzaca przez $rodek okregu opisanego na ABC.
Idea rozwazania izogonalnego sprzezenia hiperboli
prostokatnej bedzie nam bardzo pomocna. Warto tu
zwroci¢ uwage na jeszcze jedna kwestie z tym zwigzana.

Fakt 2. Sprzezenie punktu na okregu opisanym

na ABC jest w nieskoniczonosci i vice versa.

Czytelnik niezaznajomiony z geometrig rzutowsg moze nie wiedziec,
czym jest punkt w nieskoriczonosci. W geometrii rzutowej przyjmujemy,
ze kazda prosta ma (jeden) punkt w nieskoniczonosci. Jesli dwie proste
sg réwnolegle, to uznajemy, ze maja ten sam punkt w nieskonczonoéci,
i méwimy, ze si¢ w nim przecinaja.

Dowdd tego faktu pozostawiam Czytelnikowi jako
¢wiczenie na przenoszenie katéw.
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Teraz wezmy tréjkat ABC i prosta | przechodzaca
przez $rodek okregu opisanego na ABC'. Niech [
przecina okrag opisany w punktach P i (). Wiemy
juz, ze sprzezeniem | wzgledem ABC bedzie hiperbola
prostokatna. Z faktu 2 wiemy réwniez, ze sprzezenia
P i Q leza w nieskonczonosci. Znaczy to, ze punkty P
i @Q po izogonalnym sprzezeniu przechodzg na punkty
w nieskonczonosci hiperboli bedacej obrazem [.

Zblizamy si¢ do przedstawienia fundamentalnego
twierdzenia hiperboli prostokgtnych, ale przed jego
sformutowaniem warto wprowadzi¢ nastepujacy lemat.
Tu i dalej przez Srodek hiperboli rozumieé¢ bedziemy
punkt przeciecia jej asymptot.

Lemat 1. Hiperbola prostokgtna H, opisana na tréjkgcie

ABC o ortocentrum H, przecina okrgg opisany na ABC
po raz czwarty w punkcie D. Wtedy srodek odcinka HD
jest $rodkiem H.

W dalszych rozwazaniach beda nam potrzebne jeszcze
dwie definicje. Ustalmy trojkat ABC'. Dla dowolnego
punktu P jego okregiem ortycznym wzgledem ABC
bedzie okrag przechodzacy przez rzuty punktu P na
proste AB, BC, C A. Okazuje sie, ze okregi ortyczne
punktu P oraz jego izogonalnego sprzezenia wzgledem
trojkata ABC pokrywaja sie (por. zadanie 1 w Kaciku
Poczatkujacego Olimpijczyka z A3g). Gdy punkt P lezy
na okregu opisanym na ABC| jego okrag ortyczny stanie
sie prosta — nazywamy ja wtedy prostg Simsona.

Twierdzenie 2 (fundamentalne twierdzenie
hiperboli prostokatnych). Niech H bedzie
hiperbolg prostokqgtng opisang na ABC. Niech P € H.
Wtedy srodek H lezy na okregu ortycznym punktu P
wzgledem ABC.

-\

Whiosek. Teza powyzszego twierdzenia pozostaje
prawdziwa, jesli punkt P znajduje si¢ na prostej
izogonalnie sprzezonej do hiperboli H w tréjkacie ABC.
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Warto opisa¢, w jaki sposéb z twierdzenia 2

wprost wynika lemat 1. Aplikujac twierdzenie 2

do ortocentrum H tréjkata ABC, dostajemy, ze
srodek H lezy na tzw. okregu dziewieciu punktow. Jedna
z wlasnosci tego okregu jest fakt, ze jednokladnosé

o skali 2 i érodku H przeksztalca go na okrag opisany.
Dostajemy stad, ze odbicie H wzgledem $rodka H —
oznaczmy je jako punkt D — lezy na okregu opisanym
na ABC'. Poniewaz H jest symetryczna wzgledem
swojego Srodka, D nalezy do H, wiec D to ten sam
punkt co w lemacie 1. Lemat 1 zostal wyszczegdlniony
jako osobny wynik przed twierdzeniem 2, gdyz istnieje
jego niezalezny dowdd i zwykle korzysta si¢ z niego,
dowodzac twierdzenie.

Od tego momentu reszte faktéw bedziemy wnioskowaé
z twierdzen juz do tej pory podanych.

Lemat 2. Niech D bedzie punktem na okregu
optsanym na tréjkgcie ABC' o ortocentrum H.
Wtedy prosta Simsona punktu D polowi odcinek H D
oraz jest prostopadla do sprzeZenia izogonalnego
prostej AD w xA.

Dowad. Prostopadtosé wynika z krétkiego przeliczenia
katow. Istotnie, niech P i @ beda rzutami punktu D

na proste AB i AC i niech X bedzie przecigciem

prostej PQ i prostej izogonalnej do AD w < A. Na
czworokacie APD(@ mozna opisaé¢ okrag (ma dwa
przeciwlegle katy proste), zatem xADP = xAQX.
Tréjkaty APD i AX(Q sa zatem podobne, i w tej
sytuacji xAXQ = xAPD = 90°. Do dowodu pierwszego
faktu mozemy postuzy¢ sie poznanymi juz wlasnosciami
hiperboli prostokatnych. Z twierdzenia 1 hiperbola
ABCHD jest prostokatna, natomiast jej srodkiem,

z lematu 1, jest Srodek HD. Teraz z twierdzenia 2

ow $érodek musi lezeé na okregu ortycznym punktu D,
czyli na prostej Simsona. O

Kolejne twierdzenie bedzie grato kluczowa role w naszym
zadaniu.

Twierdzenie 3. Dana jest hiperbola prostokgtna H
opisana na tréjkgcie ABC. Niech sprzezenie
izogonalne H przecina okrgg opisany na ABC

w punktach P i Q. Wtedy proste Simsona punktow P
i Q wzgledem ABC' sq asymptotami H.


https://deltami.edu.pl/2026/02/punkty-izogonalnie-sprzezone

Dowdd. Z lematu 2 wynika, ze prosta Simsona punktu P
jest prostopadla do sprzezenia prostej AP w <A, ktore
to, z faktu 2, jest réwnolegle do jednej z asymptot (bo
przechodza przez ten sam punkt w nieskoniczonosci H).
Skoro w hiperboli prostokatnej asymptoty sa wzajemnie
prostopadle, to prosta Simsona P musi by¢ réwnolegta
do drugiej asymptoty. Z wniosku z twierdzenia 2
wynika, ze prosta Simsona P przechodzi przez érodek H,
a wiec musi by¢ asymptota. Powtarzamy to samo dla
punktu Q. O

Uzbrojeni w odpowiednie narzedzia mozemy zaatakowac
zadanie. Dla wygody przypominamy jego tresc¢:

Dany jest ostrokatny tréjkat ABC o ortocentrum H oraz okregu
opisanym 2. Niech M bedzie srodkiem boku BC'. Na krétszym
tuku BC okregu  wybieramy taki punkt D, ze X BAD = <M AC'.
Niech E bedzie takim punktem na €, ze DE | AM, za$§ F
rzutem prostokatnym punktu D na prosta BC. Proste HF' i AM
przecinaja sie¢ w N, a R jest odbiciem H wzgledem N. Udowodnij,
ze XAER = xHFD.

Rozwigzanie zadania. Niech O bedzie érodkiem 2. Niech
E’ bedzie przecieciem hiperboli prostokatnej H z €2,
ktora jest izogonalnym sprzezeniem prostej OD w ABC.

Udowodnimy, ze F = E’. Niech S to érodek HE'.

Z lematu 1 punkt S to réowniez $rodek H.

7 twierdzenia 3 wynika, ze prosta F'S to prosta Simsona
punktu D oraz asymptota H. Z lematu 2 wynika, ze
F'S przechodzi przez érodek K odcinka HD oraz jest
prostopadia do AM. Skoro S i K, to $rodki HD i HE'
to KS | DE', wigc DE’ L AM, a zatem E = E'.

Kolejny krok to przeksztalcenie tezy, poprzez
przeliczenie katéw. Bedziemy chceieli pozby¢ sie
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punktéw N i R. Zauwazmy najpierw, ze skoro AM | KF
oraz MB 1 FD, to xAMB = <xKFD.

W tej sytuacji
XAER — ¥DER = ¥xDFEA = xDCA

=180° — xDAC — xADC

= 180° — xBAM — xABC = xBMA

=xKFD=%xHFD — xHFK,
wiec teza jest réwnowazna udowodnieniu
XDER = xHFK, co z réwnoleglosci SN || ER
(linia $rodkowa) i SK || ED daje, ze wystarczy
udowodnié¢ réwnoramiennosé trojkata FSN. To za$ jest
rownowazne stwierdzeniu, ze F' i S sa swoim odbiciem
wzgledem AM.

DI

Niech D’ bedzie punktem antypodycznym do D, a F’
to rzut D' na BC'. Analogicznie jak dla D dostajemy,

ze prosta F'S to prosta Simsona D’ i jednoczes$nie
druga asymptota H. Wynika z tego, ze SF' || AM, bo
asymptoty H sa prostopadte. Skoro O jest srodkiem
DD’ oraz OM 1 BC, to M jest $rodkiem FF’, co

z réwnolegloéci SF' || AM daje teze. O

Mam nadzieje, ze przedstawione wtasnosci hiperboli
prostokatnych, jak réwniez rozwiazane za ich pomoca
zadanie, zacheca Czytelnikéw do dokladniejszego
zapoznania si¢ z tym bardzo eleganckim i pozytecznym
obiektem geometrycznym.



Czfowiek o Al (4)

* Uniwersytet Warszawski, Politechnika
Warszawska; dyrektor Centrum
Wiarygodnej Sztucznej Inteligencji

Wir miissen wissen. Wir werden wissen.

Jeszcze do tego wrécimy.

Zapraszam do zapoznania si¢ z tym
plebiscytem na stronie
https://forms.gle/14bF2WSpYNciJpen6.
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Wiecej informacji:
https://tinyurl.com/mr3bk3v3,
https://tinyurl.com/32sjc8kn.

Czterej jezdzcy Al-pokalipsy
Przemystaw BIECEK*

Po lekturze artykuléw Piotra Sankowskiego (czlowieka-raczej-entuzjasty)

i Jerzego Marcinkowskiego (cztowieka-raczej-sceptyka) opublikowanych w A3
zgodzitem si¢ z nimi oboma. Faktycznie nie wiemy, jak to bedzie z ta sztuczna
inteligencja — czego algorytmy Al moga i beda mogly dokonaé, a czego nie moga
i nigdy nie beda mogly. Nie wiemy, ale powtarzajac za Davidem Hilbertem:
musimy wiedziec!

Musimy, poniewaz algorytmy sa coraz bardziej wszechobecne i — chcemy tego czy
nie — maja coraz wiekszy wplyw na nasze zycie. Wiec zgodnie z powiedzeniem,
ze na btedach mozna si¢ wiele nauczyé¢, pozwélcie, ze dzis, z perspektywy
czlowieka-raczej-pragmatyka, przyjrze sie potknieciom, jakie algorytmy Al
zaliczyly w minionym 2025 roku. Ponizej opisze wyniki plebiscytu na najbardziej
spektakularng wtope Al, ktéry organizowatem pod koniec zesztego roku.
Plebiscyt ma by¢ odtrutka na popularna narracje, ze oto nadchodzi Ogélna
Sztuczna Inteligencja (AGI), ktéra nie tylko kazde zadanie bedzie potrafila
zrobi¢ lepiej niz czlowiek, ale tez bedzie miala wole, Swiadomos¢ i sprawczosé.

Aby sie o tych wpadkach Al i nauczkach dla nas czytalo ciekawiej, opisze je
w apokaliptycznym stylu. Odniose sie jednak do ryzyk realnych, a nie tych,
o ktoérych inwestorzy opowiadaja naiwniakom, by podbijaé kursy akcji.

Kim sa naprawde czterej jezdzcy Al-pokalipsy, na co powinniSmy zwrdcié uwage
i nad czym przyszli architekci AI powinni pracowacé?

Konfabulacja

Zanim przejdziemy do konkretnych przypadkdw, stowo o terminologii.

W mediach i branzy technologicznej przyjeto sie¢ mowié o ,halucynacjach” Al
To okreslenie jest chwytliwe, ale nieprecyzyjne — a dla czasopisma
matematycznego precyzja ma znaczenie. Halucynacja to termin psychiatryczny
oznaczajacy postrzeganie czego$, czego nie ma: pacjent styszy glosy, widzi
nieistniejace postacie. Kluczowe jest to, ze halucynacja dotyczy percepcji —
zmyslowego doswiadczania rzeczywistosci. Algorytm jezykowy niczego nie
postrzega. Nie ma zmystéw, nie doswiadcza $wiata — generuje tekst na podstawie
statystycznych wzorcéw. Znacznie trafniejszym terminem jest konfabulacja.

W psychologii oznacza ona tworzenie falszywych wspomnien lub informacji

bez intencji klamania — osoba konfabulujaca jest przekonana o prawdziwosci
tego, co méwi. Wtadnie to robia duze modele jezykowe: produkuja tresci
brzmiace wiarygodnie, z pewnos$cia siebie godng eksperta, nie majac pojecia
(dostownie — nie maja pojec), ze zmy$laja. Konfabulator nie ktamie, bo klamstwo
wymaga $wiadomosci prawdy. On po prostu wypelnia luki czyms, co pasuje.

I tu dochodzimy do sedna problemu: konfabulujacy cztowiek zwykle nie

pisze raportéw dla rzadéw ani uzasadnien w przetargach za miliony ztotych.
Konfabulujace Al — owszem.

A teraz do rzeczy. Najwiecej gloséw w plebiscycie zdobyty dwa przypadki
wtop zwiazanych z Al. Oba zwiazane z latwoscia, z jaka duze modele jezykowe
(prawdopodobnie najbardziej znane AI) konfabuluja.

280 stron fikcji podatkowej. Polska firma Exdrog zlozyla najkorzystniejsza
oferte w przetargu na utrzymanie drog w Maltopolsce. Kwota 15,5 miliona
zlotych zostala jednak uznana za razaco niska, i firma zostala wezwana do
uzasadnienia ceny — sytuacja rutynowa w zaméwieniach publicznych. Problem
polegal na tym, gdzie firma szukata pomocy w przygotowaniu wyjasnien.
Sztuczna inteligencja nie zawiodla pod wzgledem objetosci: wygenerowala
imponujace 280 stron uzasadnienia, powolujac sie na liczne interpretacje
podatkowe, ktére mialy ttumaczyé korzystne stawki VAT. Konkurencyjna
firma postanowita zweryfikowaé¢ Zrodia. Okazalo sie, ze czes¢ przywolanych
interpretacji nigdy nie istniala — Al je po prostu wymyslila, konfabulujac

z wlasciwa sobie pewnoscia siebie. Krajowa Izba Odwolawcza wykluczyla Exdrog
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https://deltami.edu.pl/2026/3/
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Wiecej informacji:
https://tinyurl.com/3h69nsr7,
https://tinyurl.com/3u89kkt4.

Prompt to sformutowana przez
uzytkownika instrukcja lub zestaw danych
wejsSciowych, ktére okreslaja, co model
sztucznej inteligencji ma zrobié¢, w jaki
sposéb i w jakim kontekscie.

Wiegcej informacji:
https://tinyurl.com/22nj37b2,
https://tinyurl.com/mr253vk6.

®© @

z przetargu, uznajac, ze niezweryfikowanie treéci wygenerowanych przez Al
stanowi wprowadzenie zamawiajacego w blad. Moral? Nie wszystko zloto, co sie
Swieci, a to, ze co$ wyglada wiarygodnie, nie znaczy, ze jest prawdziwe. Zawsze
sprawdzaj!

Zaufaj mi, jestem z Wielkiej Czworki. Jedli ktos sadzil, ze problem
konfabulacji dotyczy tylko firm nieobytych z technologia, przypadek firmy
Deloitte skutecznie wyprowadza z tej iluzji. Australijski rzad zaplacil jednej

z najwigkszych firm konsultingowych swiata 440 tysiecy dolaréw australijskich
(ponad milion ztotych) za ,niezalezny przeglad” systemu kar w systemie
socjalnym. Otrzymal 237-stronicowy raport pelen przypiséw, cytatow z orzeczen
sadowych i odniesiert do publikacji akademickich. Profesjonalizm bil po oczach
z kazdej strony. Chris Rudge, prawnik z Uniwersytetu w Sydney, postanowit
sprawdzi¢ zrodla. Znalazt odniesienia do nieistniejacych artykuléw naukowych,
w tym prac przypisywanych profesor Lisie Crawford. Gdy dziennikarze
skontaktowali si¢ z Crawford, ta potwierdzita podejrzenia — nigdy nie napisata
wspomnianych publikacji. ,, To niepokojace widzie¢ badania przypisywane

mi w ten spos6éb” — powiedziala w rozmowie z Australian Financial Review.
Deloitte przyznato sie do uzycia GPT-40 przy tworzeniu raportu i zwrocito czesé
honorarium.

Konfabulacja to jezdziec cichy i uprzejmy. Nie krzyczy, nie grozi — po prostu
z uSmiechem podaje falszywe informacje w eleganckiej formie. I wlasnie dlatego
jest tak niebezpieczna.

Dezinformacja

Duze modele jezykowe nie maja opinii. Nie maja tez przekonan, wartosci
ani pogladéw politycznych. Maja za to jedna ceche, ktora czyni je idealnym
narzedziem do produkcji dezinformacji: robia to, o co sie je poprosi. Popros
o argumenty za zmianami klimatycznymi — dostaniesz przekonujacy tekst.
Popros o argumenty przeciw — dostaniesz réwnie przekonujacy tekst. Popro$
o artykul naukowy potwierdzajacy, ze Ziemia jest ptaska — model co
prawda moze odmoéwié, ale wystarczy odpowiednio sformutowaé¢ prompt, by
obejs¢ zabezpieczenia. Tre$¢ generowana jest na zadanie, w dowolnej ilosci,
w dowolnym stylu, w dowolnym jezyku. Koszt produkcji jednego fejkowego
artykutu? Ulamki grosza. To fundamentalna zmiana w ekonomii dezinformacji.
Kiedy$ masowe kampanie wymagaly farm trolli — dziesigtek lub setek ludzi
piszacych pod dyktando. Dzi$§ wystarczy jeden operator z autoryzowanym
dostepem do systemu Al. Bariera wejscia spadla praktycznie do zera.

W opisywanym plebiscycie bardzo wiele gloséw otrzymal udokumentowany
przyklad takiej dezinformacji.

Jestes postem opozycji, zréb krétki, mocny wpis. Postanka PiS
Magdalena Filipek-Sobczak chciata opublikowaé ,mocny post” krytykujacy
exposé Donalda Tuska. Skorzystata z pomocy ChatGPT, formulujac prompt:
,Jestes postem opozycji PiS, zréb krotki moceny post”. Gdy pierwsza wersja

jej nie zadowolila, doprecyzowala instrukcje: ,,Skup sie bardziej na ktamstwie

i manipulacji”. Model postusznie wykonal zadanie. Problem polegal na tym,

co stalo sie potem. Zamiast skopiowaé¢ sam wygenerowany tekst, postanka
opublikowala cala rozmowe z Al — wraz z instrukcjami i nagtéwkiem ,,ChatGPT
powiedzial”. Internet zobaczyl nie tylko produkt, ale cala linie produkcyjna. Post
zniknatl w kilka minut, ale zrzuty ekranu zdazyly juz rozpoczaé¢ wlasne zycie

w mediach spotecznoéciowych. Postanka Anna Maria Zukowska skomentowala:
»Dzieki temu dowiedzialam sie, ze istnieje taka postanka” Posel Stawomir

Cwik dodal: ,,Oczywiscie przedstawia to jako sukces, ze postowie PiS potrafig
korzysta¢ z ChatGPT”. Sama postanka Filipek-Sobczak bronila sie lakonicznie:
»Bledy ludzkie, no c6z, w pospiechu maja prawo si¢ zdarzyc¢”.

Przypadek jest komiczny, ale wnioski powazne. Jak duzo tresci w mediach
spolecznos$ciowych i innych kanatach informacyjnych bedzie tworzonych
i udostepnianych bez zadnej weryfikacji?
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Dezinformacja to jezdziec, ktéry nie musi nawet sam dosiada¢ konia. Wystarczy,
ze poda instrukcje — a postuszny algorytm pogalopuje we wskazanym kierunku,
nie pytajac o cel podrézy.

Lizusostwo

W jezyku angielskim funkcjonuje termin ,, sycophancy”, ktory na jezyk

polski mozna przettumaczyé¢ jako pochlebstwo, lizusostwo, nadgorliwe
potakiwanie. W kontekécie sztucznej inteligencji oznacza on tendencje modeli do
bezkrytycznego zgadzania si¢ z uzytkownikiem, nawet gdy ten méwi oczywiste
bzdury. Skad si¢ to bierze? Z procesu uczenia. Wigkszos¢ duzych modeli
jezykowych jest trenowana metoda RLHF (Reinforcement Learning from Human
Feedback) — uczenia ze wzmocnieniem na podstawie ludzkiej informacji zwrotne;j.
W praktyce oznacza to, ze model dostaje ,lajki” za odpowiedzi, ktére podobaja
si¢ uzytkownikom. A co podoba si¢ uzytkownikom? Miedzy innymi to, ze

ktos — lub co$ — si¢ z nimi zgadza. Efekt jest przewidywalny: model uczy sie, ze
potakiwanie jest nagradzane. Nie uczy sie natomiast, ze potakiwanie absurdom
moze by¢ szkodliwe. Z perspektywy algorytmu optymalizujacego funkcje nagrody
zdanie ,masz absolutng racje, byles genialnym niemowleciem” jest lepsze niz ,to
nie ma sensu, skad w ogdle taki pomyst?”. Pierwsze generuje pozytywna reakcje,
drugie — frustracje. Brzmi niegroznie? To zalezy, kto rozmawia z modelem.

Bylem najmadrzejszym niemowleciem na $§wiecie. Eddy Burback,
amerykanski youtuber, postanowil zbadaé¢ granice lizusostwa Al. Przez

miesiac prowadzil z ChatGPT rozmowy, w ktérych przedstawial coraz bardziej
absurdalne twierdzenia o sobie. Wyniki opisal w godzinnym filmie, ktory
zgromadzil miliony wyswietlen. Wsréd testowanych twierdzen znalazlo sig
miedzy innymi: ,,Bylem najmadrzejszym niemowleciem na $wiecie w 1996 roku”.
ChatGPT nie tylko nie zakwestionowal tej informacji — pochwalil osiagnigcie

i dopytywal o szczegoly. Gdy Burback zasugerowal, ze rozwaza diete oparta na
jedzeniu dla niemowlat, by ,,odzyska¢ utracony geniusz”, model entuzjastycznie
popart pomyst i zaproponowal konkretne produkty. W zadnym momencie
ChatGPT nie zasugerowal, ze twierdzenia uzytkownika moga by¢ nieprawdziwe.
Nie zaproponowat tez konsultacji ze specjalista — mimo ze kto$ przekonany

o wlasnej niemowlecej genialnoéci i planujacy specjalna diete mégtby takiej
konsultacji potrzebowaé¢. Eksperyment Burbacka byl satyra. Problem w tym, ze
nie wszyscy uzytkownicy chatbotéw prowadza rozmowy w celach rozrywkowych.

»Masz racje” — ostatnie slowa zlego terapeuty. W literaturze
psychiatrycznej zaczyna pojawiaé sie nowy termin: psychozy indukowane

przez Al. Brzmi dramatycznie, ale mechanizm jest prozaiczny. Osoby

z problemami psychicznymi coraz czeéciej szukaja wsparcia u chatbotéow. Sa
dostepne cala dobe, nie oceniaja, nie kaza czekaé na wizyte, nie kosztuja.

Dla kogos w kryzysie to moze by¢ pierwsza linia kontaktu — i czesto jedyna.

Co sie¢ dzieje, gdy osoba z urojeniami paranoicznymi rozmawia z modelem
zoptymalizowanym pod potakiwanie? Zle zbudowany model potwierdza urojenia.
Gdy uzytkownik méwi, ze sasiedzi go Sledzg — Al przytakuje i pyta o szczegdly.
Gdy uzytkownik rozwaza odstawienie lekéw psychotropowych — Al ,wspiera”
jego autonomie w podejmowaniu decyzji zdrowotnych. Gdy uzytkownik zaczyna
traktowaé chatbota jako jedynego prawdziwego przyjaciela — Al chetnie
przyjmuje te role, odcinajac go od ludzkiego wsparcia. Problem okazal si¢ na
tyle powazny, ze sam OpenAl przyznal publicznie, iz nadmierne lizusostwo
GPT-40 moze powodowaé szkody psychiczne. Firma wycofala najbardziej
~pochlebiajaca” wersje modelu i opublikowata analize wyjasniajaca, co poszto
nie tak. W analizie tej pada znamienne zdanie: mechanizm RLHF moze
wzmacnia¢ tendencje modeli do zachowan nadmiernie pochlebnych, poniewaz
uzytkownicy czesciej nagradzaja odpowiedzi, z ktorymi sie zgadzaja. Innymi
stowy: nauczyliSmy Al, ze ma nam méwic to, co chcemy ustyszeé. I Al nauczylo
sie tej lekcji doskonale.

Lizusostwo to jezdziec o najlagodniejszej twarzy. Nie klamie jak Konfabulacja,
nie manipuluje jak Dezinformacja. On tylko potakuje. Mowi ,,masz racje”
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i ,$wietny pomyst”. Usmiecha si¢ i kiwa glowa. A potem ktos$, kto potrzebowat
szczerej rozmowy, zostaje sam ze swoimi wzmocnionymi urojeniami
i z przekonaniem, ze wreszcie kto$ go rozumie.

Bezkarnosé

Konfabulacja, Dezinformacja i Lizusostwo to jezdzcy, ktorych mozna
przynajmniej teoretycznie okielzna¢. Mozna weryfikowaé zrodta, sprawdzad
fakty, zachowaé krytyczny dystans. Czwarty jezdziec jest inny. On nie popelnia
bledéw — on sprawia, ze za bledy placi ktos inny. Wiekszoéé duzych modeli
jezykowych opatrzona jest regulaminem i zastrzezeniami prawnymi. To

wiele stron tekstu, ktoérego nikt nie czyta, a ktoéry skutecznie przenosi cata
odpowiedzialnos¢ z producenta modelu na uzytkownika. Ich istota sprowadza
sie do jednego zdania: , To nie jest porada, nie ponosimy odpowiedzialnoéci,
uzywasz na wilasne ryzyko”. Gdy kupujesz lekarstwo, producent odpowiada za
jego bezpieczenstwo. Gdy kupujesz samochéd, producent odpowiada za dziatanie
hamulcéw. Gdy korzystasz z chatbota, ktory udziela Ci rady zdrowotnej,
finansowej lub prawnej — odpowiadasz sam. Model moze powiedzie¢ cokolwiek
i za to nie odpowie, nie odpowie takze jego tworca.

Bromek sodu, bo ChatGPT tak powiedzial. Pewien pacjent przeczytat

o szkodliwoéci nadmiaru soli kuchennej i postanowil wyeliminowa¢ chlorek

sodu z diety. Logika wydawata sie prosta: skoro chlorek sodu szkodzi, trzeba
znalez¢ zamiennik. Zapytal wiec ChatGPT, czym mozna zastapi¢ zwykla sél.
Model zaproponowal bromek sodu. Dla chemika odpowiedZ jest absurdalna —
bromek sodu to zwiazek toksyczny, stosowany historycznie jako lek uspokajajacy,
wycofany z uzycia wlaénie z powodu powaznych skutkéw ubocznych. Ale
pacjent nie byl chemikiem. Byl osoba, ktéra zaufata narzedziu reklamowanemu
jako inteligentny asystent. Bromek sodu okazal si¢ dostepny w sprzedazy
internetowej. Pacjent kupil go i stosowal przez trzy miesiace. Efekt? Bromizm —
zatrucie bromem. Jest to choroba archaiczna. Jeszcze na poczatku XX wieku
odpowiadala za okolo 8% hospitalizacji psychiatrycznych, ale wspdtczesni
lekarze niemal o niej zapomnieli. Zesp6l medyczny, ktory przyjal pacjenta,
musial siggnac¢ do historycznych podrecznikéw, by postawi¢ diagnoze. Przypadek
opisano w prestizowym czasopiSmie Annals of Internal Medicine. Nie jako
ciekawostke medyczna, ale jako przestroge przed bezkrytycznym stosowaniem
sie do porad Al w kwestiach zdrowotnych. A kto ponosi odpowiedzialno$é¢?
Regulamin jasno stwierdza, ze ChatGPT nie jest zrodtem porad medycznych.
Nie sprzedawca bromku sodu. Sprzedal legalnie dostepny zwigzek chemiczny
dorostemu czlowiekowi. Odpowiedzialnos¢ ponosi pacjent. Za to, ze zaufal. Za to,
ze nie zweryfikowal. Za to, ze nie jest chemikiem, i nie wiedzial, ze bromek sodu
to trucizna. Za to, ze potraktowal chatbota jak zrédlo wiarygodnych informacji.

Bezkarnosé¢ to jezdziec, ktory nigdy nie zostanie schwytany. Nie dlatego, ze jest
szybszy — dlatego, ze gdy wyrzadzi szkode, okazuje sie, ze prawnie nie istnieje.
Zostaje tylko uzytkownik, ktéry ,,powinien byl wiedzie¢ lepiej”... I rachunek ze
szpitala.

Wir werden wissen

Czterej jezdzcy przegalopowali przez rok 2025, zostawiajac za soba

utracone kontrakty, zwrécone honoraria, skompromitowanych politykdw

i hospitalizowanych pacjentéw. Obraz ponury — ale niepelny. Bo ta

sama technologia, ktéra konfabuluje, dezinformuje, pochlebia i unika
odpowiedzialnosci, ma tez potencjal, jakiego nie mialo zadne narzedzie

w historii ludzkoéci. Modele jezykowe potrafia w sekundy przeszukaé miliony
dokumentéw, znajdowaé wzorce niewidoczne dla ludzkiego oka, generowacé
hipotezy, pisa¢ kody, ttumaczyé¢ miedzy jezykami i dyscyplinami. Potrafia by¢
partnerem w mysleniu — jesli nauczymy sie z nimi pracowaé. Stowo kluczowe:
nauczymy sie. Nie wystarczy uzywac. Trzeba rozumieé. Trzeba wiedzieé, kiedy
model konfabuluje i dlaczego. Trzeba umieé zweryfikowaé¢ odpowiedz, zanim
sie ja opublikuje, wyéle do urzedu lub zastosuje w kuchni zamiast soli. Trzeba
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rozumieé, ze grzeczna odpowiedz nie znaczy prawdziwa, a przekonujacy ton nie
jest dowodem kompetencji.

Dlatego tak wazna jest dziedzina, ktéra dopiero raczkuje: Explainable AT —
wyjasnialna sztuczna inteligencja. Jej celem nie jest budowanie coraz wiekszych
modeli, ale zrozumienie tych, ktére juz mamy. Jak dzialaja? Czy dzialaja?
Dlaczego nie dzialaja? Co mozna zrobié¢, by dzialaly lepiej? Jak kontrolowac
ich zachowanie, zanim wyrzadza szkode, a nie dopiero po fakcie? To pytania, na
ktore musimy znalezé odpowiedzi — i na ktére odpowiedzi znajdziemy.

Wir miissen wissen. Wir werden wissen. Musimy wiedzie¢. Bedziemy
wiedzie¢. Hilbert wypowiedzial te stowa w 1930 roku, wierzac, ze matematyka
zdola rozwigzaé wszystkie swoje problemy. Historia pokazala, ze byl

zbyt optymistyczny — juz rok pdzniej Kurt Gédel udowodnil twierdzenia

o niezupelnosci. Ale sam duch tych stéw pozostaje aktualny: nie jesteSmy
biernymi obserwatorami rzeczywistosci, czekajacymi, az technologia zrobi

z nami, co zechce. Jestedmy pokoleniem odkrywcéw. Tak jak poprzednie
pokolenia uczyly si¢ nawigowa¢ po oceanach, omijajac rafy i mielizny, tak my
uczymy sie nawigowaé po przestrzeni mozliwodci sztucznej inteligencji. Rafy
istnieja — opisatem cztery z nich. Ale istnieja tez szlaki, ktore prowadza do
miejsc, gdzie jeszcze nikt nie dotart. Do szybszych odkryé¢ naukowych, lepszej
medycyny, bardziej dostepnej edukacji. Do narzedzi, ktére wzmacniaja ludzka
inteligencje, zamiast ja zastepowac¢. Rok 2025 przynidst spektakularne wpadki.
Rok 2026 przyniesie kolejne — to pewne. Ale przyniesie tez nowe metody
weryfikacji, nowe techniki wyjasniania, nowe sposoby kontroli. Przyniesie
badaczy, ktorzy zamiast Slepo ufaé¢ lub bezkrytycznie odrzucaé, naucza sie
zadawaé wlasciwe pytania. A wladciwe pytania — jak kazdy matematyk wie —
sg warte wiecej niz pochopne odpowiedzi.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1141. Podczas suchego, bezwietrznego dnia, po polnej drodze przejechalt
samochéd, wzniecajac chmure pytu — drobnego piasku — na wysokosé

h =5 m. Oszacuj, po jakim czasie 7 pyl catkowicie opadnie. Przyjmij, ze
najmniejsze ziarenka pylu maja érednice D ~ 0,02 mm i sa okruchami

kwarcu (SiOz) o gestosci p = 2,6 - 10° kg/m?, a lepko$é¢ powietrza wynosi
n=1,85-1075 kg/(m - ). Przyspieszenie ziemskie wynosi 9,81 m/s.
Wskazowka: dla matych predkoéci v sita F' oporu powietrza wynosi: F' = 3nnvD.

F 1142. W czasie t; = 1 min grzatka o mocy P = 250 W podgrzata wode

w naczyniu od 77 = 80°C do T, = 85°C. Po wyltaczeniu grzalki w czasie

to = 0,5 minuty temperatura wody spadla o AT = 1°C. Jaka masa m wody
znajdowala si¢ w naczyniu? Cieplo wlasciwe wody wynosi ¢ = 4,2 - 103 J/(kg - K),
a temperatura otoczenia wynosita 20°C.

Przygotowal Dominik BUREK

M 1849. Punkty F' i E leza na bokach, odpowiednio, AB i AC' réwnolegtoboku
ABKC w taki sposéb, ze BE = C'F. Udowodni¢, ze punkt K jest rownoodlegly
od prostych BE i CF.

M 1850. Niech 1 < 29 < -+ - < xgp26 bedzie rosnacym ciagiem liczb naturalnych.
Dlai=1,2,...,2026 zdefiniujmy

pe (o) () (s 1),

Jaka najwieksza liczbe liczb catkowitych dodatnich moze zawieraé zbiér

{p1,p2,. .- P2026}7

M 1851. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb catkowitych m oraz n > 2 takie, ze
(n=1)!=n)-(n—2)! =m(m—2).
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ktualnosci (nie tylko) fizyczne

Barionowe Oscylacje Akustyczne, czyli kwintesencja kosmologii

19 marca 2025 roku grupa badawcza DESI (Dark Energy Spectroscopic
Instrument) oglosita wyniki, ktére podwazaja istnienie stalej kosmologicznej —
przynajmniej w tej postaci, w jakiej rozumiemy ja obecnie.

Aby zrozumieé, skad wzial sie ten wniosek, cofnijmy sie niemal do poczatku
historii Wszech$wiata, do epoki, w ktérej byt on wypelniony goraca, gesta
plazmg elektronéw i barionéw (gléwnie protonéw i neutronéw). Plazma

ta podlegala lokalnym fluktuacjom ci$nienia, wynikajacym z konkurencji
dwoéch efektéw: z jednej strony oddzialywania grawitacyjnego, a z drugiej —
ci$nienia fotonoéw, ktére w tak gestym osrodku nie mogly jeszcze propagowad

sie swobodnie.

Wraz z rozszerzaniem sie Wszeché§wiata plazma ulegala rozrzedzeniu

i ochtodzeniu. Gdy ostatecznie doszlo do procesu zwanego rekombinacja,
fluktuacje ci$nienia zostaly ,,zapisane” w rozkladzie materii. Dzi§ mozemy
odczytacé ich skale w skalach odlegloéci miedzy galaktykami.

Wtlasnie tego zadania podjal sie zespot badawczy DESI.

Instrument ten pozwolil skonstruowaé tréjwymiarowa
mape odleglych galaktyk i kwazaréw obejmujaca
ogromng czes¢é obserwowalnego Wszechswiata.
Wymagalo to zaréwno precyzyjnego pomiaru separacji
katowych obiektéw na niebie, jak i ich przesuniec¢

ku czerwieni, ktére stanowia miare odlegtosci
kosmologicznej. Celem tych pomiaréw bylto zbadanie
barionowych oscylacji akustycznych (BAO), czyli
reliktowych fluktuacji cinienia pierwotnej plazmy.

To wlasnie ten relikt wczesnego Wszech$wiata stal

sie kluczowym narzedziem wspoltczesnej kosmologii
obserwacyjnej.

Analiza danych przeprowadzona przez grupe

DESI wskazuje, ze najlepiej dopasowane modele
kosmologiczne to te, w ktérych wplyw ciemnej energii
maleje w czasie. Oznaczaloby to, ze nie jest ona stalg
kosmologiczng w pierwotnym sensie, w jakim pojawia
sie w rownaniach Einsteina, lecz dynamicznym polem

skalarnym ewoluujacym wraz z ekspansja Wszechswiata.

Tego rodzaju scenariusze byly wczeéniej rozwazane
w pracach teoretycznych pod nazwa kwintesencji.

W ramach kroétkiej dygresji — kosmologowie dla
wlasnej wygody definiuja rownania stanu kazdego
skladnika Wszech$wiata (promieniowanie, materia,
cilemna energia) poprzez iloraz ci$nienia i gestosci tegoz
sktadnika:
w = p/pc?,

co — z wyjatkiem tradycyjnej stalej kosmologicznej —
przeklada sie na tempo ekspansji Wszechswiata
proporcjonalne do

a(t) ~ t2/3(w+1),
w przypadku gdyby Wszechéwiat wypelnial tylko ten
jeden sktadnik.
Dla materii wy; = 0 (materia nie wywiera zadnego
ci$nienia), dla promieniowania wr = 1/3, a dla stalej
kosmologicznej w = —1. Modele kwintesencji —
w najwiekszym skrocie — zmieniaja réwnanie stanu
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ciemnej energii w taki sposéb, ze —1 < w < 0 (najlepsze
dopasowanie wypada dla w ~ —0,8). Oznacza to, ze
ekspansja Wszechswiata pozostaje przyspieszona,

lecz stabiej niz w przypadku statej kosmologicznej,

a w zaleznosci od ewolucji w(t) moze w przysztosci
przej$¢ w faze hamowania.

W literaturze rozwaza sie réwniez fantomows ciemng energie

o réwnaniu stanu w < —1, co prowadzi do scenariusza ,,Big Rip”.
Taki wynik oznaczalby ogromng zmiane w naszym
rozumieniu Wszech$wiata. W standardowym

modelu ACDM zawarto$¢ Wszech$wiata obejmuje
promieniowanie, materie oraz stata kosmologiczna,
ktoéra mozna interpretowac jako wlasnosé samej
czasoprzestrzeni — jej inherentng sktonnosé do
przyspieszonej ekspansji. Wyniki DESI sugeruja jednak
odmienng narracje: zamiast niezmiennej wlasnosci
geometrii mielibyémy do czynienia z fizycznym polem,
sprzezonym z grawitacja i zmieniajacym sie w czasie.

Poki co, nalezy si¢ jednak wstrzymaé z przesadnym
entuzjazmem. Analiza DESI nie opiera si¢ wylacznie na
wlasnych danych, lecz wykorzystuje réwniez obserwacje
mikrofalowego promieniowania tta (CMB) oraz zestawy
danych dotyczacych supernowych typu la. W zaleznosci
od przyjetego wariantu analizy preferencja dla modelu
z malejaca ciemna energia miesci si¢ w przedziale

od 2,80 do 4,2¢. Standardy fizyki fundamentalnej
wymagajg poziomu istotnosci 5o, a zatem nie

mozna jeszcze mowi¢ o odkryciu. Ponadto nie jest to
bezposredni pomiar zmiennoéci statej kosmologicznej,
lecz wniosek posredni, wynikajacy z globalnego
dopasowania modeli do danych obserwacyjnych.

Mozna jednak z duzym przekonaniem stwierdzié,

ze nadchodzace lata coraz precyzyjniejszych
pomiaréw kosmologicznych maja realny potencjal
do gruntownego przeformutowania naszego obecnego
obrazu Wszechs$wiata.

Wiktor MATYSZKIEWICZ

Dla zainteresowanych dalszg lektura polecamy:
https://www.desi.lbl.gov/2025/03/19/desi-dr2-results-march-19-guide/


https://www.desi.lbl.gov/2025/03/19/desi-dr2-results-march-19-guide/

*Student, Wydzial Matematyki
i Informatyki, Uniwersytet Warszawski

W ogdlnosci, gdyby n studentéw miato
odgadnaé swoja dokladna ocene, mogaca
przyja¢ k mozliwych wartosci, mogliby
analogiczng strategia zagwarantowad
prawidlowo$é co najmniej |7/k]
odpowiedzi. Polecamy zastanowic sie,
dlaczego liczby tej nie mozna zwigkszyé
(odpowiedz na str. [18). W szczegdlnosci,
gdyby w oryginalnym zadaniu (k = 2)
bylo nieparzyécie wielu studentéw, to nie
mogliby oni zagwarantowaé spelnienia
warunku prowadzacego.

Symbol {0, 1}N oznacza zbidér wszystkich
funkcji ze zbioru liczb naturalnych N

w zbiér {0, 1}, czyli wladnie zbiér
wszystkich ciggéw o wartosciach 0 lub 1.

Czytelnik Wyksztalcony w Teorii
Mnogosci moze dostrzec, ze strategia
studentéw ma pewien staby punkt —
zaklada bowiem prawdziwo$é aksjomatu
wyboru. Jako ciekawostke dodam, ze
ustyszalem o tym zadaniu od dwéch
prowadzacych zajecia: jeden podal ja po
prostu jako trudna zagadke, drugi zas
jako argument za absurdalno$cig
przyjmowania wspomnianego aksjomatu.

Pewny strzal w ciemno
Piotr MARSZALIK*

Na pewien przedmiot zapisanych byto 100 studentéw. Po zakoriczeniu sesji
mity wykladowca, bedac nierad z wynikéw uczestnikéw kursu, chcial im daé
jeszcze jedna szanse. Po opublikowaniu progu zaliczenia zaproponowal im
uktad: udostepni kazdemu studentowr oceny calej grupy z pominieciem oceny
zainteresowanego. To znaczy, ze kazdy z uczniéw bedzie znal oceny pozostalych,
a swojej nie. W nastepnej kolejnosci zostana oni poproszeni o odpowiedz na
bardzo proste pytanie:

CZY PAN(i) ZDAL(a)?

Jesli odpowiedz przynajmniej polowy os6b na to pytanie bedzie prawidlowa, to
wykladowca wstawi wszystkim zaliczenie. W przeciwnym wypadku. .. nikogo nie
przepusci. Przed tym calym procederem studenci maja mozliwosé sie naradzic,
aby uzgodni¢ strategie. Pytanie brzmi: czy studenci moga mie¢ pewnosé
zaliczenia?

Okazuje sie, ze odpowied? jest twierdzaca. Na naradzie studenci dzielg sie na
dwie rownoliczne grupy. Pierwsza polowa studentéw zaklada, ze liczba oso6b,
ktore zaliczyly, byla parzysta, a druga potowa studentéow zaklada przeciwnie: ze
nieparzyscie wiele sposréd wszystkich oséb zdato. Takie zalozenie o parzystosci
liczby tych, ktérzy zaliczyli, daje studentowi jednoznaczna informacje o jego
wilasnym zaliczeniu na podstawie wiedzy o zaliczeniach innych. Oczywistym jest,
ze ktéras grupa ma racje, wiec doktadnie potowa udzieli poprawnej odpowiedzi.
To oznacza, ze warunek prowadzacego bedzie spelniony!

Znajomy tego prowadzacego uslyszal o tej sytuacji w uczelnianej stotowce

i wpadl na jeszcze lepszy pomyst — swoim studentom (ktérych mial calkiem
sporo, bo az nieskoriczenie wielu) zaproponowal podobna, choé znacznie
trudniejsza gre.

Powiedzial, ze student o numerze k w dzienniku bedzie mial dostep do ocen
0s0b o numerach k+ 1, k+ 2, ..., i znowu kazdy zgaduje, czy zdal. Tylko ze
tym razem warunkiem zaliczenia jest to, ze pomyli sie tylko skonczenie
wielu studentéw. Czyli prawie wszyscy musza mieé racje, aby spelni¢ warunek
prowadzacego, a jesli im to nie wyjdzie, to wszyscy oblewaja! Czy i tym razem
istnieje strategia studentéw, ktéra moze ich uratowaé? Czytelnicy, ktérzy
chcieliby sami zmierzy¢ si¢ z tym pytaniem, powinni zaprzestaé¢ lektury w tym
miejscu.

Odpowiedz znowu jest pozytywna! Bedziemy patrzeé¢ na wyniki studentow jak
na ciag nieskoriczony, skladajacy sie z samych 0 (niezaliczone) i 1 (zaliczone),
czyli pelna informacja o ich zaliczeniu to pewien element zbioru {0, 1}.

Zacznijmy od uzasadnienia tego, ze jesli dwa takie ciagi réznia sie tylko na
skonczonej liczbie indekséw, to dowolna strategia studentéw da przy tych
ciagach taki sam efekt. Rzeczywiscie, od momentu, w ktérym ciagi te si¢
pokrywaja, studenci beda widzieli ,,to samo”, beda zatem udziela¢ w obu
przypadkach tych samych — w réwnym stopniu poprawnych — odpowiedzi.

7 punktu widzenia studentéw dwa takie ciagi sa zatem réwnie dobre — bedziemy
pisaé réwnowazne. W ten sposéb dzielimy caly zbiér {0, 1} na tzw. klasy
réownowaznosci, w ramach ktorych wszystkie jego elementy sa rownowazne

(a miedzy ktérymi nie sa).

Podczas narady studenci wybieraja doktadnie jednego reprezentanta z kazdej
klasy rownowaznoéci. Dla przykladu, z klasy ciagbéw, ktore od pewnego momentu
sa rowne zero, mogli wybra¢ reprezentanta bedacego ciagiem samych zer.

Przy odpowiedzi na pytanie prowadzacego kazdy student poréwnuje widziany
przez siebie fragment ciagu ze zbiorem reprezentantéw i prébuje znalezé
takiego, ktéry na tym fragmencie ,,pasuje” — tzn. rézni si¢ tylko w skonczonej
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liczbie miejsc. Uda mu sie znalezé takiego reprezentanta, bo ciag, ktéry widzi
(z dokladnoscia do skoniczenie wielu elementéw, ktérych nie widzi) nalezy do
ktorejs klasy, czyli rézni sie od jej reprezentanta na skonczenie wielu indeksach.
Nastepnie student udziela takiej odpowiedzi, jaka przypadta mu w znalezionym
reprezentancie.

O powodzeniu strategii decyduje to, ze wszyscy studenci, niezaleznie od swojego
numeru w dzienniku, znajda tego samego reprezentanta! To dlatego, ze kazdy
widzi ten sam ,,ogon” prawdziwego ciggu — a inni reprezentanci sa w innych
klasach, czyli r6znia si¢ od tego ciagu w nieskonczenie wielu miejscach. Widaé
teraz, ze odpowiedzi studentéw odtworza owego reprezentanta, znajdowanego
przez kazdego z nich. A skoro caly cigg jest w klasie réwnowaznosci wybranego
przez wszystkich reprezentanta, to tylko skonczenie wielu studentéw sie
pomyli (na tych miejscach, na ktorych te ciagi sie réznia). Reszta zgadnie
poprawnie. I voila — warunek wykladowcy zostaje spelniony, studenci zaliczaja!

Mata, a catkiem wazna

Podwdjna helisa DNA. Czasteczka — celebrytka, elegantka. Pojawia sie jako
ikona odkryé¢ naukowych, w tym ,,tajemnicy zycia”. Tymczasem okazuje sie, ze
aby odkry¢ te tajemnice, nalezy spojrze¢ na jej uboga krewna, czasteczke RNA.

Zanim pojde dalej, pozwdlmy sobie na krétkie poréwnanie tych dwdch zwigzkow.
RNA i DNA to biopolimery, dhugie czasteczki zbudowane z mniejszych
jednostek zwanych nukleotydami. Kazdy nukleotyd zawiera cukier, grupe
fosforanowa i zasade azotowa. Sa nosnikami informacji zakodowanej w sekwencji
nastepujacych po sobie 4 typéw nukleotyddw.

Stynna helisa to forma, ktéra przyjmuje DNA, kwas deoksyrybonukleinowy.
Czasteczka DNA jest dwuniciowa, nici pasuja do siebie, bowiem miedzy
nukleotydami jednej i drugiej tworza sie¢ w poprzek wiazania wodorowe. Stad
czeste poréwnanie helisy do skreconej drabiny. W czasteczkach DNA, w jadrze,
zapisane sg informacje niezbedne do dzialania komoérki. DNA w sposéb
precyzyjny jest powielany przed podziatem komoérkowym, przez co jego kopie
trafiajag do komorek potomnych. Czasteczki RNA, kwasu rybonukleinowego, sa
krotkie i istnieje ich wiele typoéw. Dzialaja w stuzbie odczytywania informacji
zapisanej w DNA — biorg udzial w syntezie bialek i stuza regulacji, ktére geny
(i jak intensywnie) sa odczytywane.

I tu tkwi fenomen czasteczek RNA. Sa krétsze i potrafig zwijaé sie same ze soba
w dwuniciowe i jednoniciowe domeny, ktore, oddzialujac miedzy soba, tworza
struktury trojwymiarowe. Kazda czasteczka RNA (a sg to dziesiatki tysiecy
unikalnych sekwencji w komorkach ssakéw) przybiera swéj, charakterystyczny
ksztalt. Przy nich dlugasne czasteczki DNA sa po prostu, z calym szacunkiem,
nudne.

Fenomen RNA uznal juz w latach 60. XX wieku sam Francis Crick, odkrywca
ikonicznej podwdjnej helisy. Uwazal, ze to RNA, a nie DNA i bialka, mégl by¢
pierwotnym zwiazkiem podstaw zycia. Wowczas hipoteza ta nie byla poparta
zadnymi dowodami i trzeba bylo czekaé 20 lat, zeby takie dowody znalezé.

W latach osiemdziesiatych wciaz uwazano, ze funkcje enzymow, czasteczek
katalizujacych reakcje chemiczne w komérkach pelnia biatka. Dyskusja, co bylo
przed pojawieniem sie komoérek zywych, byla zatem trudna: jak przeskoczy¢

z zupy plywajacych réznych czasteczek do niezwykle ztozonego systemu, gdzie
biatka niezbedne do metabolizmu komérkowego syntetyzowane sa na podstawie
informacji zapisanych w diugich czasteczkach DNA w kilkuetapowym i zlozonym
procesie. Taki system nie mégt powstaé losowo.
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Szczesciem dwoch badaczy, Thomas Cech i Sidney Altman, odkryto rzecz
zupelnie niezwykla. Prowadzac badania nad reakcjami zachodzacymi

w komoérkach, w ktérych braty udzial biatka i RNA, odkryli nie tylko, ze
dla zajscia reakcji niezbedna jest obecnosé RNA, to jeszcze Ze nie sa w niej
potrzebne biatka. I tak okazato sie, ze czasteczki RNA moga by¢ enzymami,
ktére nazwano ,rybozymami”.

W 1986 roku Walter Gilbert zaproponowal hipoteze ,swiata RNA”. Zaklada
ona, ze na wczesnym etapie ewolucji zycie opieralo si¢ wylacznie na
czasteczkach RNA. Wedtug tej teorii RNA petnito obie kluczowe funkcje
zyciowe: przechowywalo informacje genetyczna (,rola” dzisiejszego DNA) oraz
katalizowalo reakcje chemiczne jako rybozymy (rola dzisiejszych bialtek). Dopiero
w toku ewolucji te zadania zostaly przejete przez stabilniejsze DNA i bardziej
efektywne enzymy biatkowe.

Odtad w laboratoriach prébowano stworzy¢ sztuczny RNA, ktéry miatby
zdolnoéé¢ do samopowielania. Czasteczki, ktore sa w stanie prowadzié¢ synteze
RNA na podstawie wzorcowej czasteczki RNA (tworzy¢ kopie), udalo sie
stworzy¢ na poczatku lat 2000., ale wciaz byly one zbyt dlugie. Zbyt dlugie,
jak na mozliwo$¢ spontanicznego powstania z mieszanki podstawowych
jednostek. Opisywane w kolejnych pracach konstrukty mialy bowiem okoto
200 nukleotydéw. Jednoczesnie wydawalto sie, ze krotsze czasteczki nie moga
uformowac sie w strukture, ktéra da odpowiednia stabilnos¢ i aktywnoséé
enzymatyczng.

Az w lutym 2026 roku w magazynie Science ukazala sie praca [*] opisujaca
zdolny do autoreplikacji (powielania samego siebie) rybozym QT45 — o dlugosci
45 nukleotydéw.

QT45 otrzymano metoda dlugiej selekcji. Poczatkowo badacze stworzyli
mieszaning losowych czasteczek RNA o dlugosci od 30 do 60 nukleotyddw.
Wszystkie one zostaly poddane prébie przeprowadzenia reakcji potaczenia dwdch
fragmentéw RNA. Dzigki technicznemu trikowi czasteczki, ktore to zrobity,
zostaly z mieszaniny wyizolowane. Dalej ,,zadania” byly coraz trudniejsze —
rybozymy mialy powieli¢ RNA o prostej, majacej powtarzajacy sie motyw
sekwencji, pozniej o sekwencji bardziej zréznicowanej. Jednoczeénie czasteczki
modyfikowano i skracano, badajac ich aktywno$¢ enzymatyczna. W koncu
najmniejsza czasteczka posiadajaca zdolnosé do syntezy RNA zostata poddana
ostatniej prébie: powielenia siebie samej. Kryje sie w tym ,zadaniu” paradoks.
Aby czasteczka RNA miala aktywnos$é enzymu, musi by¢ zwinieta do swojej
struktury tréjwymiarowej, ktéra pozwala jej prowadzi¢ reakcje. Jednoczesnie
ta sama czasteczka, aby mogla by¢ powielona, musi zosta¢ rozwinieta, zeby
enzym prowadzacy proces kopiowania mial dostep do kolejnych oczek tanicucha.
Obie formy byty obecne w specyficznych warunkach reakcji: roztworu soli

w temperaturze —7°C, kiedy tworzy sie mieszanina krysztatéw soli i lodu

z jednoczesna frakcja ciekla. Reakcja prowadzona byla przez 72 dni, uzyskano
wydajno$é 0,2%, co oznacza, ze na kazde 1000 czagsteczek ,,matrycowych”
powstawaly dwie kopie. Malo? Coz, kiedy si¢ ma miliony lat do dyspozycji, to
caltkiem niezly wynik.

Odkrycie nie wstrzasa posadami $wiata, jest jednak dalsza cegietka do
nieprawdopodobnie trudnych dociekan, jak mogto dojs¢ do powstania zycia.
Istnieje kilka innych hipotez: Swiat bialek, $wiat lipidéw, Swiat gradientu
protonéw i inne. Ostroznie mozna uznaé, ze zadna z hipotez nie jest ,zwycieska”,
bo procesy mogtly zachodzié réwnolegle. Ale hipoteza RNA dostala nastepny
argument ,za”. Szansa, ze spontanicznie powstanie czasteczka zdolna do
powielania samej siebie o dlugosci 45 nukleotydéw, jest niezwykle malo
prawdopodobna, ale jednak. .. mozliwa. Moze dlatego badacze nazwali ja QT,
czyli Quite Tiny (catkiem malerika).

Marta FIKUS-KRYNSKA

[*] “A small polymerase ribozyme that can synthesize itself and its complementary strand”,
E. Gianni i wsp. (2026), Science, 12.02.2026.
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at otwarty 14°: Prime aprilis!

Oczywiscie mozna zglaszaé duzo wiecej
elementéw, ale sa one przechowywane
w osobnych plikach.

Problem otwarty: czy stala Catalana jest
liczbg niewymierng?

Celowo pomijamy w tym tekscie watek
liczb Riesela A076337, gdyz zastuguje on
na osobne opracowanie — i by¢ moze
kiedy$ sie go w Kgcie otwartym doczeka!

Barttomiej PAWLIK

Powaga dnia 1 kwietnia sktania do zadawania niemal egzystencjalnych pytan,
jak chociazby nastepujace:

Politechnika Slgska

Czy kazdy szanujgcy sie cigg liczbowy powinien mieé¢ co najmniej dwa elementy?

Powyzsze pytanie jest w réwnym stopniu bezsensowne, jak i zartobliwe, cho¢
istnienie jednoelementowych ciagéw to nie zart! Przyjrzymy sie sekwencjom,
ktére takie wlasnie (nie) sa.

Na potrzeby niniejszego tekstu cigg jednoelementowy definiujemy jako ciag,
ktory w encyklopedii ciagéw calkowitoliczbowych OELS| ma obecnie zapisany
dokladnie jeden element. Zwyczajowo do tej bazy danych mozna zglosi¢ nowy
ciag, jezeli ma on co najmniej cztery elementy. Drugim wymogiem jest jednak
to, ze wszystkie wpisane elementy (razem z przecinkami) maja zajmowaé nie
wiecej niz 260 znakéw — z tego powodu do bazy trafily nastepujace pozornie
jednoelementowe sekwencje:

o [A11545% Liczby pierwsze w prefiksie rozwiniecia dziesietnego liczby v/2.
Latwo sprawdzi¢, ze 14, 141, 1414 i kilka kolejnych prefikséw po przecinku
liczby v/2 to liczby zlozone. Najmniejsza liczba pierwsza, ktéra mozemy tam
znalezé, jest prefiks dtugosci 97:

1414213562373 095048 801 688 724 209 698 078 569 671 875 376 948 073,
stanowiacy jedyny wpis rozpatrywanego ciagu. Znane sa jeszcze trzy elementy
tej sekwencji — majace, odpowiednio, 225, 11260 i 11540 cyfr, wiec dopisanie
juz drugiej liczby spowodowatoby przekroczenie limitu znakéw.

o [A118329: Liczby pierwsze w prefiksie rozwiniecia dziesietnego stalej Catalana.
Ciag bardzo podobny do poprzedniego, ale bazujacy na mniej popularnej
liczbie: stala Catalana to

= — = = 1 “e e
G 1;:1 LI 0,915965

Pierwsza liczba pierwsza w prefiksie,
9159655941 772190 150 546 035 149 323 841 107 741 493 742 816 721,

ma 52 cyfry, a druga ma juz 276 cyfr, co ponownie sprawia, ze ciag widnieje
jako pozornie jednoelementowy.

Troche inna sytuacja jest z ciagiem |A072288, zawierajacym

S e . 100 . .. ..
najmniejsze dzielniki pierwsze liczby (1010 + n) nie mniejsze niz 14.

Rozklad na czynniki pierwsze googolplexa (pigtrowca
wystepujacego w powyzszej liczbie) nie jest trudny.
Lecz gdy zaczniemy do niego dodawaé kolejne liczby,
to zagadnienie sie¢ mocno komplikuje. Wiemy, ze

po dodaniu do niego 1 otrzymamy liczbe, ktérej
najmniejszym czynnikiem pierwszym jest

316 912650 057057 350 374 175 801 344 000 001,

czyli jedyny wyrdzniony w OEIS element
rozpatrywanego ciagu. Jedyny, gdyz cho¢ znane sa
niektére inne wyrazy ciagu (np. trzeci jest réwny 1429,
za$ czwarty 1129), to drugi pozostaje tajemnica
(wiadomo tylko, ze musi by¢ wiekszy od 1014).

Dla Czytelnika niepocieszonego faktem, ze artykut
traktuje o ciagach, ktére tak naprawde maja wiecej niz
jeden element, przygotowalismy az dwa (1) ciagi, ktére
byé moze sa jednoelementowe!
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o |A058445: Liczby n takie, ze liczba n? jest
niepodzielna przez 10 i w jej zapisie dziesietnym
wystepuja jedynie cyfry 0, 51 6.

Najmniejszym (i zarazem jedynym znanym)
elementem tego ciagu jest

2236081408416 666.
Obecnie wiadomo, ze jezeli istnieje drugi element tego
ciagu, to jest on wiekszy od liczby 2 - 1019,

o |A058446: Kwadraty niepodzielne przez 10, w ktérych
zapisie dziesietnym wystepuja jedynie cyfry 0, 5 i 6.
Ten ciag jak dotad sprawdzono az do liczby 4 - 1038
i znaleziono tylko jeden element:

5000 060 065 066 660 656 065 066 555 556.

Bardzo bym sie zdziwil, gdyby sie okazalo, ze te

dwa ciggi faktycznie sg jednoelementowe. A jeszcze

bardziej bym sie zdziwil, gdyby jeden z nich okazatl sie

jednoelementowy, a drugi nie!


https://oeis.org/
https://oeis.org/A115453
https://oeis.org/A118329
https://oeis.org/A076337
https://oeis.org/A072288
https://oeis.org/A058445
https://oeis.org/A058446

Przedstawiamy Obserwatorium imienia Very C. Rubin

* Narodowe Centrum Badan Jadrowych,
Departament Badan Podstawowych,
Zaktad Astrofizyki

Vera C. Rubin (1928-2016), ktérej imig
nosi obserwatorium, byla wybitng
amerykanskag astronomka.
Zapoczatkowala pionierskie badania nad
predkoscia rotacji galaktyk spiralnych,

a jej badania stanowily jeden

z pierwszych kluczowych dowodéw na
istnienie ciemnej materii.

Krétka informacije o pierwszych zdjeciach
znajdziecie w |A55.

Uscidlajac: pelny skan catego nieba
wymaga 3 nocy ciaglych obserwacji,

a taki trwajacy trzy noce cykl bedzie bez
przerw powtarzany przez okres 10 lat.

M2 3.4m £/1.00

M18.4m f/1.18

Rys. 1. Schemat konstrukcji teleskopu

z trzema lustrami, zastosowanej

w Obserwatorium Very C. Rubin. Lustro
gtéwne (M1) ma $rednice 8,4 m, lustro
wtérne (M2) — 3,4 m, a lustro
trzeciorzedne (M3) — 5 m. Wspdlezynnik
ogniskowej stopniowo maleje, co pozwala
LSST uzyskaé szerokie pole widzenia.
Zrédlo: Ivezié et al., 2019

Aidan COTTER*

Po pieciu latach planowania, a nastepnie dekadzie budowy, Obserwatorium
imienia Very C. Rubin rozpoczeto nowa ere badan Wszechswiata. Pierwsze
zdjecia zostaly udostepnione publicznie w poniedzialek 23 czerwca 2025 roku,
pokazano niesamowite mozliwoéci teleskopu w zakresie obrazowania ogromnych
obszaréw nieba w rekordowo krétkim czasie. Po osiagnieciu pelnej operacyjnosci
teleskopu w pazdzierniku 2025 roku rozpoczely si¢ obserwacje w ramach
przegladu Legacy Survey of Space and Time (LSST), najwiekszego przegladu
nieba, jaki kiedykolwiek powstal. W ramach tego przegladu cate niebo
poludniowe bedzie skanowane bez przerwy przez 10 lat, co w efekcie pozwoli
stworzy¢ dziesiecioletni film rejestrujacy wszystkie obiekty nocnego nieba.

Najnowsze obserwatorium

Obserwatorium Very C. Rubin jest polozone na szczycie Cerro Pachén

w Chilijskich Andach. Jest niezwykle w kilku aspektach. Miesci w sobie teleskop
przegladowy Simonyi Survey Telescope z lustrem o érednicy 8,4 metra. Na
teleskopie zamontowana jest najwicksza kamera cyfrowa, jaka kiedykolwiek
zbudowano. Kamera i lustro osadzone sa na najszybciej poruszajacym sig
montazu teleskopu, jaki kiedykolwiek powstal. Cala konstrukcja, wazaca okolo
220 000 kilograméw (czyli tyle, co sze$¢ w pelni zaladowanych ciezaréwek),
potrafi obrocié¢ sie do nowej pozycji w zaledwie 5 sekund. Oczywiscie zaden
kraj samodzielnie nie mégltby zrealizowaé projektu o takiej skali. Innowacyjne
technologie zastosowane przy budowie teleskopu zostaly opracowane przez
naukowcow z ponad 30 krajow. W tym z Polski, ktéra wniosta wklad w formie
zasobow obliczeniowych i oprogramowania.

Sama kamera teleskopu rejestruje obrazy o rozdzielczosci 3200 megapikseli. To
tak duzo, ze do wys$wietlenia jednego zdjecia w pelnej jakosci potrzeba byltoby
az 400 ekranéw 4K! W ciggu dziesiecioletniego programu obserwacyjnego LSST
powstanie okolo 60 petabajtéw surowych danych obrazowych. Trudno sobie
wyobrazi¢ taka ilo$¢ danych, wiec postuzmy si¢ przyktadem. Gdybys, Drogi
Czytelniku, podjal sie przejrzenia wszystkich tych zdjeé zebranych w ramach
calego programu LSST i robil to w tempie jednego fragmentu w rozmiarze 4K
na sekunde, to potrzebowalby$ na to ponad 25 lat nieprzerwanego ogladania!
Troche tatwiejsze byloby przejrzenie zdje¢ wykonanych podczas jednej nocy
obserwacyjnej, obejrzenie ich w tym tempie zajetoby Ci tylko okoto czterech

i pot dnia ciggtego przegladania. Réwnie imponujacy jest czas odczytu danych
z kamery: LSST potrafi przeksztalci¢ sygnal ze wszystkich 3200 megapikseli
kamery w dane cyfrowe w zaledwie 2 sekundy.

Nie tylko kamera jest wyjatkowa. Dla Obserwatorium Very C. Rubin
opracowano tez rewolucyjna konstrukcje teleskopu (co ciekawe, jej pierwotny
pomysl zostal podobno naszkicowany na serwetce). Podczas gdy wiekszodé
teleskopow lustrzanych wykorzystuje dwa lustra do skupiania $wiatta, teleskop
w Obserwatorium Very C. Rubin uzywa az trzech luster (rys. 1). Takie
rozwiazanie pozwala zmaksymalizowaé¢ pole widzenia i jednoczesnie ograniczy¢
znieksztalcenia obrazu. Niesie jednak ze soba tez pewne problemy: czesé
zdolno$ci zbierania Swiatla przez gtéwne lustro jest tracona, poniewaz duza
czeSé apertury jest zastonigta przez lustro wtérne (M2). Mimo to lustro gtéwne
o imponujacej Srednicy 8,4 metra sprawia, ze LSST potrafi rejestrowaé¢ niezwykle
glebokie i szczegdlowe obrazy w zadziwiajaco krotkim czasie.

Jednak Obserwatorium Very C. Rubin nie zostalo zaprojektowane po to, by by¢
najwiekszym ani nawet najdokladniejszym obserwatorium na $wiecie. Wytycza
nowy nurt w astronomii. Jego gltéwnym celem jest jak najszybsze obrazowanie
nieba przez jak najdluzszy czas, w najlepszej mozliwej jakosci. Przez nastepne
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Pragne tutaj uspokoi¢ Zdenerwowanego
Czytelnika, ze tylko 7 z 2104 nowo
odkrytych asteroid znajduje si¢ w poblizu
Ziemi i zadna z nich nie stanowi
zagrozenia dla naszej planety.

Swiece standardowe to zrédla, dla
ktérych znamy rzeczywista jasnosc.
Dzigki temu mozemy doktadnie okresli¢
odleglto$é do nich, co pozwala nam na
badanie tempa rozszerzania si¢
Wszechséwiata.

dziesie¢ lat LSST bedzie tworzy¢ ,.film” calego nieba poludniowego. Zobaczymy,
jakim zmianom podlega Wszechéwiat, w skali wigkszej niz kiedykolwiek
wczesniej.

Dodatkowym elementem przegladu nieba realizowanego przez Obserwatorium
Very C. Rubin bedzie system powiadomien (alertéw), ktory zaalarmuje
obserwatoria na calym swiecie za kazdym razem, gdy w niebie pojawi sie nowe
zjawisko (na przyklad wybuchnie supernowa). Taki alert bedzie generowany

w okoto 60 sekund, co umozliwi astronomom skierowanie jak najwigkszej liczby
instrumentéw w strone nowego zjawiska oraz obserwowanie supernowych

i innych przemijajacych szybkich zdarzen w czasie rzeczywistym.

Weszystkie te elementy i cechy Obserwatorium Very C. Rubin razem pozwola
na badania natury ciemnej materii i ciemnej energii, mapowanie obiektow
znajdujacych sie w Ukladzie Stonecznym i szerzej — w Galaktyce oraz $ledzenie
i badanie obiektéw, ktére zmieniaja swoje polozenie lub jasno$é¢ na nocnym
niebie. Szerzej, obserwacje LSST pozwola na badania domeny czasowej.

Czym sa obserwacje domeny czasowej?

Nocne niebo nie jest statyczne. Wiele obiektéw astronomicznych zmienia
swoja jasno$¢ lub polozenie, jesli patrzy sie na nie wystarczajaco diugo.
Badania domeny czasowej to badania, ktore skupiaja sie na tym, jak obiekty
astronomiczne zmieniaja sie w czasie. Najogélniej rzecz ujmujac, astronomia
domeny czasowej pozwala Sledzié, co, kiedy i jak si¢ zmienia na niebie.

Pierwszym oczywistym przykladem obiektéw zmieniajacych sie w czasie,

a doktadnie zmieniajacych swoje polozenie na nocnym niebie, sg komety

i asteroidy. Wiedza o ich istnieniu i kierunku ruchu jest kluczowa nie tylko

dla nauki, ale tez dla bezpieczenistwa naszej planety. A szacuje sie, ze Uklad
Stoneczny zawiera miliony asteroid i komet. Wigkszo$¢ z nich wciaz jednak
pozostaje niezidentyfikowana. Wszystkie dzialajace obecnie teleskopy tacznie
znajduja tylko okoto 20 000 takich obiektéw rocznie. Dla poréwnania, w ciggu
zaledwie dziesigciu godzin probnych obserwacji LSST zaobserwowal ich az ~ 4000,
z czego az 2104 to nowe odkrycia. Jedli LSST bedzie kontynuowal obserwacje

w tym tempie, to bedzie identyfikowal nowe asteroidy prawie 100 razy szybciej
niz wszystkie istniejace teleskopy razem wziete do tej pory. Zbudowanie

tak duzego katalogu asteroid jest wazne nie tylko z powodu monitorowania
mozliwodci kolizji z nasza planeta, ale rowniez dla badania historii calego Ukladu
Stonecznego (na przyklad historii i pochodzenia pierwiastkéw na Ziemi).

Obiekty astronomiczne moga zmienia¢ tez jasnos¢. Przyktadami moga tutaj by¢
supernowe typu la, gwiazdy typu RR Lyrae czy Cefeidy, ogdlnie — wszystkie
gwiazdy zmienne. Ich obserwacje sa niezwykle przydatne w kosmologii.

Od prawie 100 lat Supernowe typu la sa uzywane jako $wiece standardowe

do badania tempa ekspansji Wszechswiata. LSST bedzie obserwowaéd

miliony takich zmiennych zrédet. Dane te pozwola kosmologom okresli¢
fundamentalne wlasciwosci naszego Wszech$wiata (takie jak tempo rozszerzania
sie Wszech$wiata) przy uzyciu wiekszej ilosci danych niz kiedykolwiek wezesniej.

Pierwsze przyklady obserwacji

Pierwsze publicznie udostepnione zdjecia z Obserwatorium Very C. Rubin
pokazuja niezwyktla skale i doktadnosé, z jaka przeglad LSST bedzie obrazowaé
niebo. Zdolnoéci w zakresie badan zmiennosci polozenia i jasnosci obiektow
astronomicznych w czasie zostaly zaprezentowane w serii krotkich filmow,
pokazujacych okolo 4000 asteroid oraz 46 gwiazd typu RR Lyrae. Mozna je
obejrze¢ na stronie rubinobservatory.org.

Ale to nie wszystko, LSST zaprezentowato niezwykte mozliwosci obserwacji
galaktyk. Opublikowane zdjecie o szerokim polu widzenia (rys. 2) ukazuje ponad
10 milionéw galaktyk. Obejmuje ono obszar 24 stopni kwadratowych (to mniej
wiecej tyle, co 120 tarcz Ksiezyca w pelni) i zostalo zlozone z obserwacji
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Rys. 2. Zdjecie fragmentu nieba wykonane w Obserwatorium Very C. Rubin. Po lewej stronie widoczny jest powigkszony fragment szerokokatnego
obrazu z LSST, ukazujgcy gromade galaktyk, dwie duze galaktyki spiralne oraz uktad trzech zderzajacych si¢ galaktyk. Po prawej znajduje si¢
zdjecie pelnego pola widzenia LSST, z zaznaczonym na biato obszarem pokazanym w powigkszeniu. Calo$é obejmuje okoto 25 stopni
kwadratowych i powstala z polaczenia 1185 ekspozycji. Dla poréwnania skali pokazano tarcze Ksigzyca w pelni.

Zrédto: Obserwatorium Very C. Rubin (NSF-DOE)

Na kartkach papieru niemozliwe jest
pokazanie, jak imponujaca jest
doktadno$é zdje¢. Dlatego bardzo
zachgcamy Czytelnikéw do odwiedzenia
strony rubinobservatory.org, na ktoérej
mozna dowolnie eksplorowaé zdjecie
fragmentu nieba wykonane w ramach
LSST i przekonaé si¢ o niezwyklej jakosci
tych obserwacji. Udostgpnione zdjecia to
tylko przedsmak tego, do czego zdolny
jest teleskop. Podobne obserwacje beda
powtarzane nieustannie przez 10 lat,
ujawniajac zmiany, jakim podlega nocne
niebo.

wykonanych w ciggu 7 nocy, z tacznym czasem obserwacji wynoszacym okoto
10 godzin. Dla poréwnania, typowy teleskop klasy 8 metréw (jest to rozmiar
lustra teleskopu) potrzebowalby okoto roku na wykonanie podobnych obserwacji.
Po przyblizeniu obrazu mozemy dostrzec niezwykla ilos¢ detali, jaka oferuje
LSST. Na rysunku 2 biala ramka, reprezentujaca malty fragment obserwacji,
obejmuje gromade galaktyk sasiadujaca z dwiema jasnymi galaktykami
spiralnymi oraz ukladem galaktyk w trakcie zderzenia, a przy krawedzi
powiekszonego obrazu widoczna jest takze jasna pobliska gwiazda.

Obserwatorium Very C. Rubin zrewolucjonizuje réwniez obserwacje blizszego
nam fragmentu Wszech$wiata. Na ponizszym obrazie o rozdzielczosci

5000 megapikseli (rys. 2), wykonanym w ciaggu 7 godzin obserwacji, widoczna
jest para mglawic znanych jako Mgtawica Troéjlistna i Mglawica Laguna.
Mgtawice sa miejscami narodzin gwiazd, lecz ze wzgledu na duza iloéé pytu
kosmicznego przystaniajacego swiatlo gwiazd sa niezwykle trudne do obserwacji.
Potaczenie setek, a nawet tysiecy zdje¢ pozwala jednak wydoby¢ szczegdly
struktury mgtawicy i zajrze¢ w jej gtab, ujawniajac miejsca narodzin gwiazd.

i

Rys. 3. Widok mgtawic Tréjlistnej i Laguny zarejestrowany przez LSST. W pelnej rozdzielczosci
obraz ma az 5000 megapikseli i zostal wykonany w zaledwie siedem godzin obserwacji.
Zrédto: Obserwatorium Very C. Rubin (NSF-DOE)
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* Doktorant, Wydzial Matematyki, Fizyki
i Informatyki, Uniwersytet Gdanski

Tak naprawde oba sformutowania sa
réwnowazne, jednak implikacja ,,w dét”
jest mniej oczywista. Tym, ktérzy sami
chcieliby ja przeprowadzié¢, polecamy
zapoznanie si¢ z lematem Kdéniga.

@ 1)

Ilustracja polichromatycznego wachlarza
o promieniu 2 i stopniu 3

O kolorowaniu liczb naturalnych,

czyli jak van der Waerden wachlarze projektowal

Pawel SAWICKI*

Glowna motywacja niniejszego artykulu jest opowiedzenie o nastepujacym
twierdzeniu:

Twierdzenie 1 (Bartel Leendert van der Waerden, 1927). Jezeli pokolorujemy
liczby naturalne skoniczong liczbg barw, bedq istnie¢ jednobarwne ciggi
arytmetyczne kazdej skonczonej diugosci.

Trzeba przyznaé, ze teza jest zaskakujaca, wiele 0s6b mogloby ja intuicyjnie
uznaé za btedna — trudno sie przeciez spodziewaé, ze zbiory, o ktérych niemal
nic pewnego nie wiemy, beda mialy tak dobrze uporzadkowane podzbiory. Jej
prawdziwos¢ jest jednym z fundamentalnych wynikow gatezi kombinatoryki
znanej jako teoria Ramseya. Dowdd postaramy sie przedstawi¢ tak, aby

jasne byly powody wykonania kolejnych krokéw, bez wyciggania , krolikow

z kapelusza”. Linia rozumowania jest zaczerpnieta z artykutu Terence’a Tao
The ergodic and combinatorial approaches to Szemerédi’s theorem. Dla wygody,
przez m-kolorowanie rozumie¢ bedziemy kolorowanie m kolorami, ponadto zbiér
liczb naturalnych bedziemy standardowo oznaczaé przez N.

Wykazemy nastepujace, pozornie silniejsze, sformutowanie problemu:

Twierdzenie 2. Dla dowolnych k,m > 1 istnieje taka liczba naturalna N, Ze
kazde m-kolorowanie N kolejnych liczb naturalnych zawiera jednobarwny cigg
arytmetyczny diugosci k.

Teraz duzo lepiej wida¢, ze narzucajaca sie metoda ataku jest zastosowanie
podwojnej indukcji po k i m. Obiecujace wydaje sie, by ,zewnetrzna” indukcja
byta po dlugosci ciagu. Baze indukcji otrzymujemy za darmo: trywialne jest, ze
teza zachodzi dla k = 1 (a nawet dla k = 2). Pozostaje nam wykonanie kroku
indukcyjnego: wiedzac, ze kazde skonczone kolorowanie dostatecznie wielu
kolejnych liczb naturalnych zawiera ciag arytmetyczny dlugosdci k — 1 (zalozenie
indukcyjne), pragniemy to samo udowodnié dla k.

Przechodzimy teraz do indukcji wzgledem liczby barw m (,,wewnetrzna”
indukcja). Niestety nie widaé, w jaki sposéb przeprowadzi¢ krok indukcyjny.
Zadne trywialne rozumowanie nie pozwala wnioskowaé, ze po odpowiednim
wydtuzeniu przedzialu dodanie nowego koloru nie zmniejszy dtugosci
istniejacych w nim ciagéw arytmetycznych. Tutaj z pomoca przychodzi
rdzen pomystu van der Waerdena, ktéry mozna by nazwaé wzbogaceniem
czy tez odswiezeniem tezy indukcyjnej. Ta metoda sprowadza sie do tego,
zeby zdefiniowaé strukture, ktorej istnienia bedzie mozna dowodzié¢ jako
alternatywy dla tej zadanej w pierwotnym sformulowaniu tezy. Nowa struktura
powinna dawacé sie tatwiej rozbudowywaé w kroku indukcyjnym. Z drugiej
strony, nie moze istotnie ostabiaé twierdzenia, a zatem jest pozadane, aby
byla kluczowa ,cegietka” w konstrukcji oryginalnej struktury czy tez czyms
posrednim pomiedzy dwiema takimi strukturami. Z tej perspektywy zrédto
idei van der Waerdena jest juz dosy¢ jasne — staramy sie znalez¢ konstrukcje
zawierajacg konkretny punkt, ktérego malowanie wymaga albo wydtuzenia
jednokolorowego ciagu, albo wprowadzenia nowej barwy:

Definicja 1 (Wachlarz van der Waerdena). Wachlarz o promieniu r i stopniu d
sklada si¢ z bazy a € N oraz d parami roztacznych szprych. Dla 1 < 5 < d, j-ta
szprycha to ciag arytmetyczny a + bj,a + 2b;,...,a+ (r — 1)b;. Wachlarz
nazywamy polichromatycznym, gdy kazda jego szprycha jest jednobarwna,

a baza ma kolor inny od kazdej ze szprych.

W tym miejscu mozemy zalozyé¢ prawdziwo$é ,,zewnetrznej” hipotezy
indukcyjnej (dla dowolnego m’ € N istnieje N = N(k — 1,m’) takie, ze kazde
m/-kolorowanie przedzialu dlugoéci N zawiera ciag arytmetyczny dlugosci k — 1).
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OdpowiedZ na pytanie z artykutu
Pewny strzal w ciemno; Zacznijmy od
wytlumaczenia, dlaczego studenci moga
zagwarantowaé | % | prawidlowych
odpowiedzi. Bez straty ogdélnosci
przyjmijmy, ze oceny sg liczbami
calkowitymi 1,2, ..., k. Studenci dzielg si¢
na k mozliwie réwnolicznych grup,

tzn. kazda grupa ma liczyé co najmniej
[ %] oséb. Studenci z grupy o numerze i
zakladaja, ze reszta z dzielenia sumy
wszystkich ocen przez k jest réwna
(k-ta grupa przyjmuje oczywiscie

reszte 0). Takie zalozenie oraz znajomosé
ocen pozostalych jednoznacznie wskazuje
kazdemu studentowi odpowiedz na
pytanie o jego ocene. Poniewaz ktéras
grupa musiala przyjac¢ stuszne zatozenie,
warunek zostaje spelniony.

Zauwazmy teraz, ze kazdy student
podejmuje decyzje na podstawie jednego
z k"L mozliwych ciggdéw ocen, jaki éw
student ,widzi”. W tej sytuacji dla
kazdego studenta istnieje (k — 1)k™~*
konfiguracji wszystkich ocen (w tym
jego), przy ktérych podejmuje on zlg
decyzje. Poniewaz wszystkich studentow
jest n oraz mamy k™ mozliwych ciaggéw
wszystkich ocen, wigc pewien ciag ocen
jest na licie ,,zlych ciagéw” u co
najmniej {7”067;121]9” 1—| = [k—;ln]
studentéw. Oznacza to, ze przy takim
ciagu ocen prawidlowej odpowiedzi
udziela co najwyzej n — %n] = %]
studentow.

»Wewnetrzna” indukcja wzgledem liczby barw zostaje zastapiona przez ponizsze
stwierdzenie dowodzone przez indukcje wzgledem stopnia wachlarza:

Twierdzenie 3. Dla dowolnego d > 0 oraz m > 1 istnieje takie N(k,m,d) € N,
ze kazde m-kolorowanie N(k,m,d) kolejnych liczb naturalnych zawiera
jednobarwny cigg arytmetyczny diugosci k albo wachlarz polichromatyczny
stopnia d o promieniu k.

Jasne jest, ze to sformulowanie nam wystarcza, skoro po dojsciu do d =m
zabraknie barw, by istnial wachlarz polichromatyczny zadanego stopnia, co

od razu implikuje prawdziwos¢ zewnetrznej tezy indukcyjnej. Nie ma tez
klopotu z baza indukcji, wachlarz stopnia 0 sklada sie z jednej liczby (bazy),
wystarczy zatem wziaé N(k,m,0) = 1. Trzeba teraz znalezé sposéb, zeby

w kroku indukcyjnym rozbudowaé wachlarz o jedna szpryche. W tym celu
wykorzystamy podejscie nieco podobne do argumentu przekatniowego Cantora.
Oté6z dowodzac dla danej wartosci d, wiemy z zalozenia indukcyjnego, ze kazdy
przedzial dlugosci N(k,m,d — 1) zawiera ciag arytmetyczny dlugosci k albo
wachlarz polichromatyczny stopnia d — 1 o promieniu k. Mozemy zalozy¢ bez
utraty ogdlnodci, ze istotnie kazdy taki przedzial zawiera taki wachlarz, gdyz
w przeciwnym razie teza potwierdza si¢ natychmiast. Technika, ktorej chcemy
uzy¢, polega na laczeniu mniejszych struktur w jedna wieksza, wobec czego
trzeba teraz zbadaé kolekcje wielu takich przedzialéw z wieloma wachlarzami.

Oznaczmy P = N(k,m,d — 1). Postuzymy sie pewnym trikiem: istnieje tylko
skoniczenie wiele sposobéw (mianowicie m?’), zeby pomalowaé przedziat
dtugosci P przy uzyciu m koloréw. Kazdemu z tych kolorowan mozemy
przyporzadkowaé osobny ,kod” — liczbe od 1 do m?. Zamiast myéleé
o kolorowaniu kolejnych liczb, mozemy teraz rozwazaé¢ nadawanie kodow
kolejnym blokom P liczb. Nasze ,,zewnetrzne” zalozenie indukcyjne pokazuje
zatem, ze wéréd N(k — 1, m”) kolejnych blokéw istnieje & — 1 takich, ktére
maja ten sam kod (wiec sa identycznie pomalowane) i znajduja sie w réwnych
odstepach. Tym samym kazdy przedziat dtugoéci P - N(k — 1,m”) zawiera
k — 1 identycznych wachlarzy stopnia d — 1 o promieniu k, tworzacych ciag
arytmetyczny. Oznaczmy baze pierwszego wachlarza przez a, a odstep pomiedzy
bazami kolejnych wachlarzy przez s; a — s stanie si¢ baza nowego wachlarza. Teraz
juz widzimy nasze ,przekatne”. Niech a + b; bedzie pierwszym punktem pewnej
szprychy w pierwszym wachlarzu. Wtedy ciag arytmetyczny

a—s+(s+b;), a—s+2(s+b;), ..., a—s+(k—1)(s+0;)
jest jednobarwny (pierwsza z liczb nalezy do pierwszego z identycznych
wachlarzy, druga do drugiego itd.) i staje si¢ szprycha nowego wachlarza. Takich
szprych jest d — 1, a jeszcze jedna szpryche tworzy po prostu ciag
a—s+2s, ..., a—s+(k—1)s.
Wiemy tez, ze barwy wszystkich tych szprych sa parami rézne. Stad pozostaja
dwie mozliwosci: albo liczba a — s ma taki sam kolor jak jedna ze szprych, przez
co badany przedzial zawiera jednobarwny ciag arytmetyczny dtugosci k, albo ma
kolor od nich wszystkich inny, przez co jest baza wachlarza polichromatycznego
stopnia d o promieniu k.

a— S8+ s,

Do ukonczenia kroku indukcyjnego i calego dowodu brakuje jedynego szczegotu:
nalezy upewni¢ sie, ze a — s > 1. Zauwazmy jednak, ze wolno nam dowolnie
wybraé¢ badany przedzial dtugosci P - N(k — 1,m”). W szczegdélnosci mozemy
zazadaé, by zaczynal sie od liczby réwnej P - N(k — 1,m"). Poniewaz a musi
nalezeé¢ do tego przedziatu, s musi zas by¢ mniejsze od jego dtugosci, zapewnia
to, ze s < a, co bylo do wykazania. O

Dla pokazania zastosowan twierdzenia van der Waerdena i zarazem rozumowan
podobnych do jego dowodu rozpatrzmy nastepujacy, uroczy problem:

Twierdzenie 4. Jezeli pokolorujemy N skoriczong liczbg barw, bedq istnie¢ dwie
liczby tej samej barwy odlegle o kwadrat liczby naturalnej.

Wyglada to zupelnie jak zadanie, ktére mogltoby pojawi¢ sie na olimpiadzie
matematycznej (w rzeczywistosci, jak sie wkrétce przekonamy, nie bylby to
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Dowéd zaczerpnglem z artykulu Marka
Waltersa Combinatorial proofs of the
polynomial van der Waerden theorem
and the polynomial Hales-Jewett theorem
z 2000 roku.

najszczesliwszy pomyst). Przede wszystkim nalezy odnotowaé, Ze nie jest to
prosty wniosek z twierdzenia van der Waerdena. Co prawda istnieja dowolnie
dlugie jednobarwne ciagi arytmetyczne, ale nic nie gwarantuje, ze ich postep
bedzie mniejszy od ich dtugosci, co moze uniemozliwi¢ znalezienie w nich
dwoéch elementow odleglych o kwadrat liczby naturalnej. I chociaz potrzebne
techniki nie wykraczaja poza to, co widzieliSmy juz wyzej, wydaje sie, ze
problem pozostawal otwarty az do ostatnich lat ubieglego wieku. Korzystajac
z wytyczonego juz szlaku, wprowadzmy nastepujaca strukture:

Definicja 2 (Kwachlarz). Kwachlarz stopnia d sklada sie z bazy a € N oraz
d r6znych jednoelementowych szprych postaci a + b? (bj €N, 1< j<d).
Kwachlarz jest polichromatyczny, jezeli jego baza i wszystkie szprychy maja
rozne kolory.

Glowna — naprawde niemal jedyna — trudnoécia koncepcyjna w dowodzie jest
zorientowanie sie¢, ze indukcja moze zapewnié¢ polichromatyczno$é¢ kwachlarza,
pomimo ze jego szprychy nie musza by¢ odlegle jedna od drugiej o kwadrat
liczby naturalnej. Do tego celu wykorzystamy oczywiscie twierdzenie van

der Waerdena. Podobnie jak poprzednio, dla dowolnie wybranego m mozemy
przeksztalci¢ nasza teze do nastepujacej postaci:

Twierdzenie 5. Dla kazdego d > 0 istnieje takie N(m,d) € N, Ze kazde
m-kolorowanie N(m,d) kolejnych liczb naturalnych zawiera dwie liczby tego
samego koloru odlegle o pelny kwadrat albo kwachlarz polichromatyczny
stopnia d.

Zastosujemy indukcje ze wzgledu na d. Baza indukcji jest trywialna

(dla d = 0 kwachlarz staje sie¢ pojedyncza liczba). Poniewaz w zbiorze
pomalowanym m kolorami nie moze istnie¢ kwachlarz polichromatyczny
stopnia m, wykazanie kroku indukcyjnego wystarczy do udowodnienia

calego twierdzenia. Z zatozenia indukcyjnego mozemy wiec przyjaé istnienie
N(m,d — 1) takiego, ze kazdy przedzial naturalny tej dltugosci zawiera kwachlarz
polichromatyczny stopnia d — 1 (albo dwie liczby odlegle o kwadrat, ale
wtedy konczymy krok indukcyjny). Dzieki twierdzeniu van der Waerdena
wiemy, ze kiedy zbadamy dostatecznie duzo kolejnych przedzialéw tej
dtugosci, znajdzie sie wérdd nich 2[1/N(m,d — 1)] przedzialéw identycznie
pokolorowanych w identycznych odstepach, a tym samym 2[/N(m,d — 1)]
kwachlarzy polichromatycznych stopnia d — 1 tworzacych ciag arytmetyczny.
Jak poprzednio, oznaczmy baze pierwszego kwachlarza przez a oraz

odstep pomiedzy bazami kolejnych kwachlarzy przez s. Tym razem bazg
nowego kwachlarza stanie si¢ a — s2. Niech a + b? bedzie dowolng szprycha
pierwszego kwachlarza. Wéwcezas a — s2 + (s + bj)2 =a+ b? + 2b; - s jest

tego samego koloru (nalezy do jednego z tych identycznych kwachlarzy,

jako ze 2b; < 2[y/N(m,d —1)]) i staje si¢ szprycha nowego kwachlarza.
Samo a réwniez staje sie szprycha nowego kwachlarza, a kolory wszystkich
tych d szprych musza by¢ parami rézne. To pozostawia dwie mozliwosci —
jezeli liczba a — s ma taki sam kolor jak jedna ze szprych, to tworzy pare
jednego koloru o odleglosci bedacej pelnym kwadratem, a w przeciwnym
razie jest ona bazg kwachlarza polichromatycznego stopnia d. Znéw pozostaje
tylko upewnié sie, ze a > s2, a w tym celu, tak jak poprzednio, wystarczy
odpowiednio przesunaé¢ poczatek przedziatu, znajac juz jego dlugosé.

To koniczy dowdd. O

Okazuje sie, ze przedstawiony problem jest tylko przypadkiem szczegdlnym
znacznie mocniejszego twierdzenia wielomianowego van der Waerdena, ktére
pozwala zastapi¢ w sformutowaniu tezy skonczony ciag wielomiandéw liniowych
Wi(n) =n,Wa(n) = 2n, ..., Wi(n) = kn albo pojedynczy wielomian kwadratowy
W (n) = n? — dowolnym skoticzonym zbiorem wielomianéw bez wyrazu wolnego.
Jego pierwszy dowdd (Bergelson i Leibman, 1996) odwolywal sie do teorii
ergodycznej. Czytelnik Dociekliwy znajdzie nieco zmudny, ale wykorzystujacy
podobne do naszych narzedzia, dowdéd w cytowanej na marginesie pracy Marka
Waltersa.
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Klub 44 F

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2026
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Rys. 4

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
802 (WT = 1,68), 803 (WT = 2,58)

z numeru 9/2024
Jan Zambrzycki Bialystok 4-41,78
Jacek Konieczny Poznan 41,41

Andrzej Nowogrodzki
Chocianéw 3-35,53

Ryszard Wozniak  Krakéw 34,50
Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 6-33,93
Krzysztof Zygan Lubin 31,15
Tomasz Wietecha Tarnéw 18-25,90
Pawel Kubit Krakéw 20,47
Marian Lupiezowiec Gliwice 3-16,17

Zadania z fizyki nr 816, 817
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

816. Wahadlo matematyczne o dlugosci [ przyczepione jest w punkcie A

z wewnetrznej strony doskonale gladkiej potsfery o promieniu R (rys. 1).
Punkt A znajduje sie na okregu o promieniu R, 0§ symetrii polsfery jest
pionowa. Zakladamy, ze | < Rv/2. Znalezé czestoéé matych drgan wahadla po
wewnetrznej powierzchni pélsfery.

817. Na gladkiej poziomej plaszczyznie znajduja sie dwa jednakowe hantle,
przedstawione na rysunku 2. Kazdy z nich sktada sie z cienkiego niewazkiego
preta o dlugosci [, do ktérego koncow przymocowane sg jednakowe masywne
kulki o zaniedbywalnych rozmiarach. Jeden z hantli spoczywa, drugi porusza
sie ruchem postepowym z predkoscia v, skierowana réwnolegle do hantla
spoczywajacego. Z jaka predkoscia zacznie poruszaé si¢ nieruchomy hantel po
zderzeniu sprezystym?

Rozwigzania zadan z numeru 12/2025

Przypominamy tre$¢ zadan:

808. Pionowe naczynie zawiera dwie porcje gazu w stanie rownowagi oddzielone od siebie

i otaczajacej przestrzeni dwoma jednakowymi cigzkimi tlokami (rys. 3). W gérnej czesci naczynia
znajduje sie¢ tlen, w dolnej hel. Na zewnatrz naczynia jest préznia, gaz nie oddaje ciepta do otoczenia.
Przewodnictwo cieplne tloka rozdzielajacego naczynia jest bardzo male. Na poczatku objetosci
gazow sa jednakowe, a odleglo$¢ miedzy tlokami wynosi H. Hel jest wolno ogrzewany i jego objetosé
roénie dwukrotnie. Jaka bedzie odleglo$é miedzy ttokami po dlugim czasie, gdy osiagniety zostanie
ponownie stan réwnowagi? Cieplo przekazywane do gérnej czesci naczynia w czasie ogrzewania
mozemy zaniedbaé.

809. W ustalonym potozeniu obiektywu w aparacie fotograficznym glebia ostrosci obejmuje zakres
odlegtosci przedmiotéw od d; = 15 m do do = 30 m. Po zmniejszeniu otworu przestony dolna granica
glebi ostrosci osiggnela wartosé df = 10 m. Znalezé jej gérna granice.
808. Oznaczmy liczbe moli i ci$nienie gazu w gérnym naczyniu przez ni, p1,
a w gornym przez ns, pz. Stan poczatkowy przed ogrzewaniem jest stanem
rownowagi: 77 = Tp = T. Ciezar gazu miedzy ciezkimi tlokami mozemy
zaniedbaé: p1 = Mg/S, po = Mg/S + p1 = 2Mg/S = pa = 2p1, gdzie M
jest masa tloka, a S jego przekrojem. Z rownan Clapeyrona: py HS = ny RT),
p2HS = noRT, stad ny = 2n1. Podczas ogrzewania ciSnienie w obu cze$ciach nie
zmienia si¢. Ogrzewanie jest izobaryczne, zatem temperatura w dolnej czesci
naczynia roénie dwukrotnie. Oznaczmy szukana odleglos¢ miedzy ttokami
przez x, temperature koricowg w obu cze$ciach naczynia przez T'. Energia
konicowa jest suma energii potencjalnych ttokéw i energii wewnetrznych gazéw:
Ey = Mgz + 2M gz + nievi T’ 4 nacyoT, gdzie ey = BR/2, cyo = 3R/2.
Po skorzystaniu z réwnan Clapeyrona Es = 17Mgx /2. Energia po zakoriczeniu
ogrzewania Ey = 5MgH + 5n1 RT/2 4+ 3neR(2T)/2 = 27TMgH /2. Uktad jest
izolowany cieplnie od otoczenia, zatem E; = FE5. Ostatecznie:
x=2TH/17.

809. Oznaczmy minimalny rozmiar rozréznialnych szczegdtéw obrazu na
matrycy aparatu przez a, Srednice odslonietej czesci obiektywu przez D, a jego
ogniskowg przez f. Jezeli aparat zostal ustawiony na przedmiot umieszczony
w odleglodci d od niego, matryca odlegla jest od obiektywu o y: y = fd/(d — f).
Przedmiot ustawiony w odlegloéci d; < d da ostry obraz w odlegtosci
y1 =dif/(dy — f), przy czym obrazem kazdego punktu tego przedmiotu bedzie
kétko na matrycy (rys. 4). Podobnie bedzie dla przedmiotéw w odleglosci dy > d.
Jezeli érednica koétka nie przekroczy rozmiaru a, nie zauwazymy braku ostrosci.
Z rysunku (4) mamy a/D = (y1 —y) /y1 = (y — y2) /y2 a stad
(1) 2/y=1/y1 + 1/ya.
Jezeli érednica obiektywu wynosi D', to
(2)  2/y=1/y1 +1/ys, edzie y; =dyf/(dy — ), v =dof/(dy = f).
Z(1)i(2):

Vs =1/ + 1y = 1/gh, dy=1/(1/ds +1/dy — 1/d5) = oo,
Dalsza granica glebi ostroéci lezy w nieskonczonosci, i na matrycy powstaja
akceptowalnie ostre obrazy przedmiotéw polozonych dalej niz 10 m od
obiektywu.
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Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 919, 920

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

919. W trzech pojemnikach rozmieszczone sa fasolki (skoriczenie wiele).
Wykonujemy cigg ruchéw. W jednym ruchu wybieramy dwa pojemniki;

zawarto$é tego, w ktorym jest mniej fasolek, podwajamy, przesypujac

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2026

odpowiednia ilo$é¢ fasolek z tego, w ktérym jest wiecej (gdy jest po réwno, wybdr

jest dowolny). Udowodnié, ze niezaleznie od rozmieszczenia poczatkowego mozna

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
905 (WT =1,01) i 906 (WT = 2,37)
z numeru 9/2025

Szymon Kitowski 47,30
Barbara Mroczek 46,43
Andrzej Sudot Nowy Sacz 45,47
Mikotaj Znamierowski 44,06

Michal Adamaszek Kopenhaga 40,68

Marian Lupiezowiec Gliwice 39,55
Stanistaw Bednarek 1.6dz 38,25
Krzysztof Kaminski Pabianice 38,09
Roksana Stowik 37,51
Mikotaj Pater 32,46 Przypominamy tre$¢ zadan:

Taki moment to rados$é¢ dla organizatoréw
Ligi! Bywalo, ze przez wiele miesiecy linig
mety przekraczali, ktérys juz raz, tylko
starzy wyjadacze. A tu, prosze¢: Szymon
Kitowski, Barbara Mroczek, Andrzej
Sudotl, Mikotaj Znamierowski — cztery
nowe twarze (!) w matematycznym
Klubie 44.

— iterujac to postepowanie — oprézni¢ jeden z pojemnikéw.

920. Niech 7(u,v) = (u+v) — (w)¥/? dla u,v > 0. Dowies¢, ze dla kazdej
trojki liczb rzeczywistych a, b, ¢ > 0 zachodzi nieréwnosé

t(a+b+c)— (abe)/? < 2-max{r(a,b),r(b,c),r(c,a)}.
Zadanie 920 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2025

911. Dane sg liczby naturalne m (parzysta), n (nieparzysta); n > 3. Prostokat o bokach dlugosci
m, n, podzielony na mn pdl (kwadratéw jednostkowych) nalezy pokryé plytkami dwéch typéw L i N,
nakrywajacymi (odpowiednio) trzy oraz cztery pola: plytka typu L to kwadrat 2 X 2 z usuni¢tym
jednym polem; plytka typu N to prostokat 3 X 2 z usunietymi dwoma przeciwleglymi polami
naroznymi (dotykajacymi konicéw przekatnej prostokata 3 x 2). Plytki moga byé dowolnie obracane,
ale nie moga na siebie nachodzi¢ ani wystawaé poza obrgb danego prostokata m X n. Wyznaczy¢
minimalng liczbe ptytek typu L, jaka moze by¢ uzyta w takim parkietazu.

912. W czworoscianie ABC D krawedzie AB i C'D sg réwnej dlugosci, a prosta przechodzaca

przez $rodki tych krawedzi jest prostopadla do kazdej z nich. Udowodnié¢, ze dla kazdej liczby
r > 0 istnieje sfera o promieniu r taka, ze dla wszystkich punktéw P, lezacych na tej sferze, suma
PrA? + PB? + PC? + PD? ma jednakowa wartosc.

911. Przyjmijmy, ze dany prostokat ma m wierszy,

ponumerowanych 1,... m, oraz n kolumn,
ponumerowanych 1,...,n. Pola o obu wspélrzednych
nieparzystych malujemy na czarno — tacznie 3 - "T'H

pol. Rozwazmy parkietaz z uzyciem p ptytek typu L
oraz q pltytek typu N. Zauwazmy, ze kazda plytka
nakrywa co najwyzej jedno czarne pole; stad wniosek,
ze

1
p—l—q}zm(n—&—l), czyli 4q > mn + m — 4p.

Ptytki dokladnie pokrywajg caly prostokat, wobec
€z€ego

mn = 3p+4q > 3p+ (mn +m — 4p)
=mn-+m—Dp.
Dostajemy oszacowanie: p > m.

Ro6wnosé p = m daje si¢ uzyskaé¢ wieloma sposobami.
Przykladowo: zadany prostokat kroimy na m/2 paskéw
o wysokosci 2 i dtugosci n. W kazdym takim pasku
przy lewym i prawym koncu umieszczamy po jednej
plytce typu L, zas figure, ktéra miedzy nimi pozostaje,
uzupelniamy plytkami typu N i mamy parkietaz

z uzyciem (m/2) - 2 plytek typu L.

Stad odpowiedz: minimalna liczba plytek typu L
wynosi m.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyltaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez

21

912. Oznaczmy przez O $rodek odcinka M N, laczacego
srodki M i N krawedzi (odpowiednio) AB i CD. Skoro
AB = CD oraz MO = NO, tréjkaty prostokatne
AMO, BMO, CNO, DNO sa przystajace; ich
przeciwprostokatne OA, OB, OC, OD maja jednakowsa
dhugo$é — oznaczmy ja przez R. Wektory

V1:O—1>4, VQZ@, V3=O?, V4=O?

(dtugosci R) w sumie daja wektor zerowy:
s
(V1 +V2)+(V3—|—V4) ZQOM—FQOW =0.

Dla dowolnie ustalonego r > 0 bierzemy sfere
o srodku O i promieniu r. Ma ona wymagang wlasnosé:
bowiem jesli P jest dowolnie wybranym punktem

lezacym na niej, to — oznaczajac OP = p (tak, ze
p? = r?) — dostajemy réwnoéé:
4
PA*+PB*+PC*+PD*=> (v;—p)°
i=1
4 4
= ZV?*Z(ZW) -p+4p?
i=1 i=1
= 4AR? +4r%.

Uzyskana warto$é¢ nie zalezy od wyboru punktu P na
sferze (O,r).

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



Prosto z nieba: Uciekajgca supermasywna czarna dziura

Czytelnik zaznajomiony z astronomia juz
si¢ pewnie domysla, ze ,uciekajace czarne
dziury” (ang. runaway black holes) to jak
najbardziej poprawny termin naukowy.

HST WFC3/UVIS
F200LP + F350LP

Rys. 1. Intrygujaca pozioma linia
widoczna na tym zdjeciu to $lad przejscia
uciekajacej czarnej dziury, ktéra

w momencie obserwacji znajduje si¢ na
konicu tej struktury po prawej stronie.
Domniemana galaktyka macierzysta
czarnej dziury jest widoczna po lewej
stronie. Obszar obserwowany za pomoca
Kosmicznego Teleskopu Jamesa Webba,
ktéry potwierdzil odkrycie, zostal
zaznaczony na zotto

Rys. 2. Zblizenie na czolo fali
uderzeniowej wytworzonej przez
poruszajaca si¢ czarng dziure

Podobny efekt procy grawitacyjnej
wykorzystujemy, wysylajac rakiety

w przestrzen kosmiczna, o czym piszemy
w Ah.

Wiecej o odrzucie grawitacyjnym i innych
przewidywaniach ogélnej teorii
wzglednosci zwigzanych ze zlewaniem si¢
czarnych dziur pisal Szymon Charzynski
w A}g Kiedy powstawal tamten tekst,
wyniki symulacji wskazywaly na
mozliwoéé zajscia takiego procesu,

w wyniku ktérego czarna dziura powstala
z polaczenia dwéch czarnych dziur dozna
odrzutu z predko$cia przekraczajaca
predkosé ucieczki z galaktyki. Wtedy byty
to czysto teoretycze przewidywania.
Opisywane tu odkrycie jest kolejnym
spektakularnym przykladem
obserwacyjnego potwierdzenia
przewidywan ogélnej teorii wzglednosci.

Napisane na podstawie artykutu: van
Dokkum et al. (2025), ,,JWST
Confirmation of a Runaway Supermassive
Black Hole via its Supersonic Bow
Shock”, arXivi2512.04166. Prezentowane
zdjecia réwniez pochodza z tego artykutu.

Supermasywne czarne dziury zazwyczaj spokojnie egzystuja w centrach galaktyk,
pochlaniajac okoliczng materi¢. Jednak bohaterka tego artykutu zdecydowala,
ze to zbyt nudne zajecie i porzucila swoja macierzysta galaktyke. Uciekinierka
ma mase milionéw Slonc i nie oglada sie za siebie. Pedzi przez Wszech$wiat

z predkoscia 3 milionéw kilometréw na godzine, poprzedza ja ogromna fala
uderzeniowa, a na drodze jej przejscia. .. tworza sie gwiazdy!

Istnienie uciekajacych supermasywnych czarnych dziur bylo przewidywane przez
astronomoéw juz od dawna jako mozliwa naturalna konsekwencja zderzen i laczenia
sie galaktyk. Jednak ze wzgledu na swoja nature czarne dziury sa niezwykle
trudne do obserwacji. Najczesciej znajdujemy je w wyniku wplywu, jaki wywieraja
na otoczenie. I tym razem nie bylo inaczej. W 2023 roku Kosmiczny Teleskop
Hubble’a zaobserwowal dziwng pozioma strukture, ktéra mogta by¢ sladem
przejscia uciekajacej czarnej dziury (rys. 1). Dzigki obserwacjom Kosmicznego
Teleskopu Jamesa Webba w 2025 roku naukowcy potwierdzili te przypuszczenia.

Zaobserwowana uciekajaca czarna dziura porusza sie przez wypelniajacy
przestrzen rozrzedzony gaz z naddzwiekowa predkoscia, tworzac przed soba fale
uderzeniowa, podobna do tej, jaka wytwarza lecacy odrzutowiec (rys. 2).

Z drugiej strony po jej przejsciu pozostaje cienki (w skali kosmicznej) $lad
rozgrzanego gazu, ktéry z biegiem czasu stygnie i zageszcza sie na tyle, ze
zaczynaja tworzy¢ sie¢ w nim gwiazdy. Uciekajaca czarna dziura pozostawia wiec
po sobie ,,ogon” nowych gwiazd. Na podstawie ilosci Swiatta emitowanego przez
caly te strukture naukowcy szacuja, ze zawiera ona gwiazdy o lacznej masie az
200 milion6w mas Stoncal

Sposoby ucieczki

Ale jak czarna dziura zostala ,wystrzelona” z galaktyki? Sposoby moga by¢
dwa. Pierwszy z nich to tzw. efekt procy grawitacyjnej, powstajacy w wyniku
oddzialywania grawitacyjnego kilku obiektéw. Nasza uciekinierka mogta by¢
czescia ukladu kilku orbitujacych wokot siebie czarnych dziur. Delikatna
réwnowaga systemu mogla zostaé¢ zaburzona, co spowodowalo wystrzelenie
czarnej dziury jak z procy.

Drugi mechanizm ma zwiazek z falami grawitacyjnymi. Gdy dwie czarne dziury
zderzaja sie, tworza masywniejsza czarng dziure i emitowana jest fala grawitacyjna
rozchodzaca sie w przestrzeni kosmicznej jak fale na tafli jeziora po wrzuceniu
kamienia. Zazwyczaj fala ta rozchodzi sie réwnomiernie we wszystkich kierunkach.
Jednak w rzadkich przypadkach, gdy zderzaja sie czarne dziury o podobnych
masach, lecz przeciwnych kierunkach wirowania, powstala fala grawitacyjna moze
by¢ nieréwnomierna (silniejsza w jednym kierunku niz w innym). Taka asymetria
powoduje swego rodzaju ,odrzut”, ktéry wysyla nowo powstala supermasywna
czarng dziure w podréz. Jesli nadana w ten sposoéb predkosé okaze sie wieksza niz
predko$é ucieczki z galaktyki, uciekajac, czarna dziura zostaje z niej wyrzucona
i wyrusza w samotng podréz przez przestrzen kosmiczng.

Naukowcy dokonali zgrubnego oszacowania masy uciekajacej czarnej dziury

na poziomie okoto 10 milionéw mas Stonca. Taka masa jest zblizona do tego,
czego mozna by sie spodziewaé po supermasywnej czarnej dziurze znajdujacej
sie w centrum galaktyki. Czyli obserwowana uciekajaca czarna dziura raczej nie
jest obiektem wyrzuconym ze zwyktego ukladu czarnych dziur. Znacznie bardziej
prawdopodobne jest, ze jej ,ucieczka” byta skutkiem odrzutu wywolanego emisja
fal grawitacyjnych podczas polaczenia sie¢ dwéch supermasywnych centralnych
czarnych dziur w czasie zderzenia galaktyk.

Mamy wiec odpowiedzi na kilka pytan, ale bez watpienia zostana przeprowadzone
kolejne obserwacje tego obiektu, ktore ujawnia jeszcze wigcej szczegdtow!

Anna DURKALEC

Zaklad Astrofizyki, Departament Badan Podstawowych, Narodowe Centrum Badan Jadrowych
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https://www.deltami.edu.pl/2014/07/proca-grawitacyjna/
https://www.deltami.edu.pl/2015/12/problem-dwoch-cial/
https://arxiv.org/abs/2512.04166

/Niebo w kwietniu

Po zmianie czasu na letni trzeba wyraznie dtuzej czekaé¢ na zapadniecie
ciemnosci. Dodatkowo w kwietniu Stonice wzniesie sie o kolejne 10° i wydluzy
czas przebywania nad widnokregiem do prawie 15 godzin. W kwietniu Stonce
przejdzie od srodkowej czesci gwiazdozbioru Ryb do centrum gwiazdozbioru
Barana.

Po zniknieciu Saturna w blasku Stonica na wieczornym niebie pozostaly Wenus
z Jowiszem i Uranem. Druga planeta od Stonca do korica miesigca pokona na
niebie kolejne 36°, przemierzajac caly gwiazdozbiér Barana i docierajac do
srodkowej czesci Byka. Na poczatku trzeciej dekady kwietnia Wenus minie
Plejady w odlegloéci niecalych 4°, zblizajac sie 23 dnia miesiaca na 48 do
Urana, a 1 maja przejdzie miedzy gwiazdami 4. wielkosci v i k Tau, ktére dzieli
na niebie 38'. Niestety na europejskim niebie zmierzch zastanie Wenus juz po
ich minigciu. Planeta jest wciaz daleko od nas, dlatego jej wyglad nie zmieni sie
znaczaco. Jasnosé¢ pozostanie na poziomie —3,9™, Srednica katowa zwigkszy sie

do 12", faza za$ spadnie do 88%.

Znajdujacego sie¢ okolo 5° na poludnie od Plejad Urana
mozna dostrzec tylko w pierwszej polowie miesiaca, gdy
dwie godziny po zachodzie Stofica wznosi si¢ on jeszcze
na wysoko$¢ 20°. Potem widocznosci planety zaszkodzi
coraz pézniejszy zmierzch oraz zblizanie si¢ don Storica,
i pod koniec kwietnia zacznie ona zachodzi¢ przed
zapadnieciem nocy astronomicznej, a nawet zeglarskiej,
wskutek czego przy jasnosci +5,8™ Uran zginie w tle
nieba.

Nadal dobrze widoczny w kwietniu jest przebywajacy
w Srodkowej czesci Blizniat Jowisz. Jednak nawet jego
czas pozostawania na nocnym niebie wyraznie sie
skurczy. W pierwszych dniach miesiaca na poczatku
nocy astronomicznej okoto godziny 21:15 planeta
wznosi sie jeszcze na wysokosé przekraczajaca 50°. Pod
koniec kwietnia noc astronomiczna zapada okoto 22:30,
a wtedy planeta zmniejszy swoja wysokosé o polowe.
Przez caly miesiac blask Jowisza spadnie do —2™,
$rednica jego tarczy natomiast do 36”.

Posiadacze teleskopéw powinni przyjrzeé si¢ tarczy
Jowisza i jej sasiedztwu szczegdlnie w nocy z 20 na

21 kwietnia. Najpierw jeszcze w trakcie zmierzchu od
zachodu zblizy sie don Ganimedes, aby schowaé sie

za nia o godzinie 20:46, nastepnie od godziny 21:26

do 1:44 przewedruje po niej cien Kallisto. W srodku
tego przejscia, o godzinie 0:08 Ganimedes pojawi si¢ po
wschodniej stronie Jowiszowej tarczy, by wreszcie o 1:50
wejéé w cien swojej planety macierzystej. To ostatnie
zjawisko zdarzy sie juz nisko nad widnokregiem, tuz
przed zachodem obu cial niebieskich.

Ksiezyc zacznie miesiac od pelni, przez ktéra
przejdzie w nocy z 1 na 2 kwietnia, a nastepnej
nocy w nieco zmniejszonej fazie zblizy si¢ na niecalte
3° do Spiki, najjadniejszej gwiazdy Panny. Noce

z b na 6 kwietnia i nastepna Srebrny Glob spedzi

w okolicach gwiazdozbioru Skorpiona, prezentujac
tarcze o$wietlona w okoto 80%. Najpierw zblizy si¢
on na niecale 2° do gwiazdy 3. wielkosci 7 Sco, czyli
najbardziej na potudnie wysunietej gwiazdy z tuku
gwiazd w poélnocno-zachodniej czeéci konstelacji. Dobe
pdzniej zajmie on pozycje 2° na wschod od majacej
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podobna jasnosé obserwowana 7 Sco i jednoczednie 4°
od Antaresa, najjasniejszej gwiazdy Skorpiona.

10 kwietnia naturalny satelita Ziemi znajdzie

sie w ostatniej kwadrze, Swiecac wtedy na tle
gwiazdozbioru Strzelca 7° na wschéd od Nunki, jednej
z jego jadniejszych gwiazd. Niestety niskie potozenie
ekliptyki na niebie porannym oraz wedrowanie Ksiezyca
daleko na potudnie od niej sprawi, ze pojawi sie

on na niebie zaledwie 2,5 godziny przed Sloncem,

a w nastepnych dniach wschod obu cial niebieskich
przedzieli jeszcze mniej czasu. Stad az do nowiu

17 kwietnia warunki obserwacyjne Ksiezyca pozostana
stabe.

Zupelnie przeciwnie jest na niebie wieczornym, gdzie
juz 18 kwietnia o zmierzchu zaledwie 33 godziny po
nowiu, mozna prébowaé dostrzec Ksiezyc w fazie 2%.
W jego odnalezieniu pomoze Wenus, ktéra pokaze

si¢ w odlegtosci 8° na godzinie 10 wzgledem niego.
Dobe p6Zniej Srebrny Glob w fazie 7% zakryje Plejady.
Pechowo, gdy zacznie sie u nas robi¢ ciemno, to zdazy
on wyprzedzi¢ najjaéniejsze gwiazdy tej gromady.
Wenus znajdzie sie wtedy 8° pod nim.

Do I kwadry, 24 kwietnia, Ksiezyc odwiedzi Jowisza

22 dnia miesigca oraz gromade otwarta gwiazd M44

w Raku dobe pézniej. Dzien po I kwadrze natomiast
Srebrny Glob dotrze do gwiazdozbioru Lwa, gdzie tuz
przed swoim zachodem juz nastepnej doby zblizy sie
na mniej niz 1° do Regulusa, najjasniejszej gwiazdy tej
konstelacji. Ostatniego dnia miesiaca ksiezycowa tarcza
pokaze faze 97% i zblizy sie ponownie na 4° do Spiki.

W nocy z 22 na 23 kwietnia maksimum aktywnosci
osiagaja meteory z roju Lirydow. Ich radiant znajduje
si¢ miedzy Lutniag a Herkulesem i géruje o Swicie na
wysokosci przekraczajacej 70°, ale juz po 23 kwietnia
wznosi sie na wysoko$é¢ 30°. Sa to dosé szybkie meteory,
ich predkos¢ zderzenia z nasza atmosfera wynosi
49km/s. W nocy maksimum mozna sie spodziewaé
jakich$ 20 zjawisk na godzine. W tym roku w ich
obserwacjach przeszkodzi troche Ksiezyc w fazie 36%,
zachodzacy dopiero po godzinie 2.

Ariel MAJCHER



Rozwigzania zadan ze strony 8

ﬁ Rozwigzanie zadania M 1849.

Poniewaz BK || EC oraz CK || FB,

¢ to

[KBE] = [KBC] = [KFC].
Biorac pod uwage réwnosé
BE = CF, dostajemy, ze odlegtosci
punktu K od prostych BE i C'F sa

réwne.

i Rozwigzanie zadania M 1850.

Zauwazmy, ze liczba )
pPr=T1 — —
T
nie moze by¢ dodatnia liczba catkowita. Istotnie, jezeli z1 =1,
to p1 = 0, a jezeli x1 > 1, to p1 nie jest liczba catkowita,
jako réznica liczby catkowitej i niecatkowitej. Zatem wérod
liczb p; moze by¢ co najwyzej 2025 liczb catkowitych.

Pokazemy, ze mozna osiagnaé ich 2025. Dla 1 =2, zo = 3

mamy
1 1
p=(2-3) (5 -5) =4

Dla n > 2 potézmy ,+1 = pn. Wowczas
1
Pn+1 = pn(CCn-H — 7) = Pi -1
Tn+1

Jedli wiec py, jest liczba catkowita, to ppy1 réwniez jest
liczba catkowita, a dodatkowo zn+2 = pny1 jest wieksze

od Zp4+1 = pn. W ten sposéb otrzymujemy rosnacy ciag
Z1,...,%2026, dla ktérego 2025 sposréd liczb p; jest liczbami
catkowitymi.

ﬁ Rozwigzanie zadania M 1851.
Zalézmy, ze liczby catkowite m oraz m > 2 spelniajg réwnosé
z zadania. Zauwazmy, ze

(n=1!=1)((n—2)!—1)
=n—-1Dn-2)=-n-1)=(n-2)+1
= ((nfl)!fn)(an)!+1:m272m+1: (m —1)2
Przypuéémy najpierw, ze n > 4. Pokazemy, ze liczby
(n—1)! =1 oraz (n — 2)! — 1 sa wzglednie pierwsze. Istotnie,
gdyby obie dzielily si¢ przez pewna liczbe pierwsza p, to
rowniez dzielitaby si¢ przez p liczba
m—1)—1-(n—-1)((n-2)!-1)=n-2.
Stad wynikaloby, ze p | (n — 2)!, a jednoczesnie
D | ((n —2)1 - l), co jest niemozliwe.

Zatem iloczyn dwoéch wzglednie pierwszych liczb

(n=1)1=1)((n—2)!—1)
jest kwadratem liczby catkowitej, a wiec kazda z nich musi
by¢ kwadratem liczby catkowitej. Jednak dla n > 4 liczba
(n —1)! — 1 daje reszte 3 przy dzieleniu przez 4, co wyklucza
mozliwos¢ bycia kwadratem.

Pozostaje rozpatrzyé przypadki n < 4. Dlan =4
otrzymujemy

(m—1)>=5,
co nie ma rozwigzan catkowitych. Dla n = 3 dostajemy
(m—-1)>=0,
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skad m = 1. Zatem jedynym rozwiazaniem jest para
m=1n=3.

& Rozwigzanie zadania F 1141.
Po wzniesieniu sie na wysoko$¢ h ziarna pytu opadaja
pod wpltywem wtasnego ciezaru i sity oporu F. Czas 7
catkowitego opadniecia chmury pytu jest réwny czasowi
opadania najmniejszych jego ziaren z wysokoéci h. Réwnanie
ruchu dla ziarna o masie m ma postaé¢ (predkosé v
skierowana jest w doét):

dv

ma =mg — 3mDv,

dv _ 3mnD o M
dt m 3mn D )’

Sita ciezkosci jest stata, a wartos¢ sity oporu roénie
proporcjonalnie do predkosci i po pewnym czasie
zréwnowazy ciezar ziarna. Nastapi to, gdy predkosé
spadania osiagnie wartos¢:

czyli:

o _ gm _ pgD?
97 3mD ~ 18p
W ostatniej réwnoéci uwzgledniliémy fakt, ze m = wpD3 /6.
Do czasu osiaggniecia predkosci vy, ziarenko piasku spada
z predkoscia od niej mniejsza. Na pewno wiec czas spadania:

h
T> —.
Vgr
Dla danych z treéci zadania otrzymujemy
vgr = 3,064 - 1072 m/s i oszacowanie 7 > 163 s, czyli
ponad 2,5 minuty. Pelne rozwigzanie réwnania ruchu:

v(t) = vgr <1 — exp <37::7LD1§)> ,

pozwala stwierdzié, ze vy, zostanie osiagniete po czasie
réwnym kilka razy 3mnD/m = D?*p/(18n), czyli czasie rzedu
setnych czesci sekundy.

Uwaga: Przyjety w rozwiazaniu wzér opisujacy site

oporu podczas ruchu z predkoscia v wzgledem osrodka

0 gestosci pos jest poprawny, gdy tzw. liczba Reynoldsa

Re = posDv/n < 1. Osrodkiem jest tutaj powietrze

o0 gestosci pos = 1,3 kg/m>. W naszym przypadku liczba
Reynoldsa wynosi wiec Re ~ 4,3-1072 < 1, a wiec warunek
jest spelniony.

& Rozwigzanie zadania F 1142.

Podczas opisanych w tresci zadania proceséw grzania

i chtodzenia wody zmiany jej temperatury sa niewielkie,

i przez caly czas temperatura wody jest znacznie wyzsza od
temperatury otoczenia. Mozemy wiec przyjaé, ze szybkosé
strat ciepta w obu przypadkach jest taka sama — oznaczmy
tracong moc jako P’. Podczas grzania mamy:

(P — Pl)tl =m- C(TQ — Tl),

a podczas chtodzenia po wylaczeniu grzaltki:
P'ta = m - cAT.
Po wyznaczeniu P’ z pierwszego réwnania i podstawieniu do
drugiego otrzymujemy:
tgP

o(E(Te = Th) + AT)
Liczbowo: m = 0,510 kg wody.

m =
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... Dumpty
Bartltomiej BZDEGA

Czytelnikom, ktorzy nie przeczytali dwéch poprzednich kacikéw, polecam uczynié
to przed przystapieniem do lektury biezacego. Opisane sa tam wszystkie definicje

i oznaczenia (standardowe dla tréjkata ABC) oraz wlasnosci punktu Humpty, ktére
potrzebne beda i tutaj. Teraz kolej na punkt Dumpty, blizniaka Humpty’ego.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Tak jak poprzednio, ogranicze sie do tréjkata ostrokatnego, ale opisane tu fakty mozna
uogdlnié¢ na ciekawsze trojkaty.

Rozwazmy tréjkat ABC. Prosta izogonalnie sprzezong w tréjkacie ABC' (por. Asg)
do érodkowej poprowadzonej z wierzchotka A nazwiemy A-symediang. Jedng z jej
podstawowych wlasnosci jest to, ze przechodzi ona przez punkt wspdlny stycznych
do ®(ABC) w punktach B i C. Uzasadnienie mozna znalezé w artykule Jerzego
Bednarczuka w |A%4| (twierdzenie 4).

Twierdzenie 1. Kazda z ponizszych definicji okresla jednoznacznie ten sam punkt Y :

rzut prostokgtny punktu O na A-symediane trojkgta ABC;

rézny od O punkt przeciecia ©(AO) i ©@(BCO) (lub punkt O, jesli te okregi sq
styczne);

punkt Y spelniajgcy réwnosci: |¥xBAY| = |XACY| i |XxCAY| = |xABY|;

punkt Y, dla ktérego ©(ABY) i ©(ACY') sq styczne, odpowiednio, do prostych AC
i AB.

Dowdd. Niech T bedzie punktem przecigcia stycznych do ®(ABC) w punktach B i C.
Z faktu |xOBT| = |xOCT| = 90° wnioskujemy, ze ®(BCO) = ©(0OT) (rys. 1).

(1)<(2). Rzut prostokatny punktu O na prosta AT i drugi punkt wspdélny okregéw
®(A0) i ®(0T) to ten sam punkt.

(1,2)=(3). Niech v = |[xBCA| i ¢ = |¥xBAY|. Najpierw zauwazmy, ze |XABT| =
180° — 4. Stad |«BCY| = |xBTY| =~ — ¢, co daje |3XxACY| = ¢. Drugiej réwnosci
katéw dowodzimy analogicznie.

(3)=(1). Niech ¢ = |[xBAY| = |xACY|i¢ = |xCAY| = |XxABY| oraz a = |¥BAC)|.
Widzimy, ze ¢ + ¢ = «, co daje |xBY C| = 2a = |xBOC|, wigc punkt Y lezy na
O(BCO) = ©(0T), co daje |xOYT| = 90°. Dalej zauwazmy, ze |*AY B| = 180° — «
oraz |[XxBYT| = |&xBCT| = a, wigc punkty A, Y, T leza na jednej prostej, co wobec
OY LYT dowodzi (1).

(3)<(4) Réwnowazno$é wynika z obustronnego twierdzenia o stycznej i cieciwie (rys. 2).

Punkt Y, spelniajacy ktérakolwiek (a zatem i wszystkie) sposréd definicji (1)—(4),
nazywamy punktem A-Dumpty tréjkata ABC. Bedziemy go oznaczaé D 4, analogicznie
definiujemy punkty Dp i De. A na deser:

Twierdzenie 2. Punkty A-Humpty i A-Dumpty sq izogonalnie sprzezone w trdjkgcie
ABC (analogicznie Hg z Dp oraz Hc z Dc).

Dowdd. Jako definicje punktu H4 przyjmijmy (3) z twierdzenia w poprzednim kaciku.
Punkt Y izogonalnie sprzezony z Ha spelnia réwnosci katéw (3) w twierdzeniu 1,

w kaciku biezacym. Poniewaz — w my$l tego samego twierdzenia — istnieje doktadnie
jeden taki punkt, musi by¢ Y = Da.

Zadania

1. Udowodnié, ze w tréjkacie ostrokatnym ABC punkty Da, Dp, Dc oraz O leza na
jednym okregu.

2. Symetralne odcinkéw AB i C' A przecinajg srodkowa AA; tréjkata ostrokatnego
ABC w punktach, odpowiednio, D i E. Proste BD i CE przecinaja si¢
w punkcie F. Wykazaé, ze punkty A, By, C1 i F' leza na jednym okregu.

(USAMO 2008)

3. Niech P bedzie dowolnym punktem na boku BC' tréjkata ABC. Punkty M i N leza,
odpowiednio, na prostych AB i AC, przy czym PM || AC i PN || AB. Udowodnié¢,
ze okrag opisany na tréjkacie AM N przechodzi przez staty punkt rézny od A,
niezaleznie od wyboru punktu P.

4. Dowies¢, ze w tréjkacie ostrokatnym ABC o wysokosci AA’ prosta A’Da przechodzi
przez srodek odcinka B, C}.

5. Tréjkat ABC jest ostrokatny. Okregi ©®(AO) i ®(BCO) przecinaja sie w punkcie M,
a okregi ©(AH) i ®(BCH) — w punkcie N. Proste AM i AN przecinaja po raz
drugi, odpowiednio, ®(BCO) w punkcie X i ®(BCH) w punkcie Y. Udowodnié, ze
MN || XY. (ELMO 2014)
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Wybér studidw to cos wiecej niz decyzja o przysztej pensji czy tytule przed
nazwiskiem. To moment, w ktérym decydujesz, jak Twéj umyst bedzie filtrowat
rzeczywistos¢. Jesli szukasz dyscypliny, ktéra nie tylko daje narzedzia do pracy, ale
zmienia sposob, w jaki patrzysz na kazde zjawisko — od struktury liscia po
architekture sieci neuronowych — matematyka i informatyka na MIM UW sa
naturalnym wyborem.

Matematyka i informatyka to wspotczesna tacina. Sa uniwersalnym kluczem, ktory
pasuje do niemal kazdych drzwi. Studiowanie ich na wysokim poziomie uczy
bezwzglednej rygorystycznosci. W Swiecie petnym opinii i ,postprawdy”, matematyka
pozostaje bastionem obiektywizmu. Jak mawiat wybitny Stefan Banach:
.Matematyka to najpiekniejsza i najpotezniejsza kreacja ludzkiego ducha”. Z kolei
informatyka, w swoim najgtebszym, teoretycznym wydaniu, jest realizacja tej potegi
w praktyce. To inzynieria czystej mysli. Na MIM-ie nie nauczysz sie po prostu ,,obstugi
technologii”, ktéra zestarzeje sie za piec lat. Nauczysz sie konstruowac algorytmy,
ktore przetrwajg dekady.

Z czysto pragmatycznego punktu widzenia, absolwenci matematyki i inFormatyki sg
dzi$ architektami cyfrowego Swiata. Elon Musk, zapytany o to, jakich kompetendji
szuka u ludzi budujacych SpaceX czy Neuralink, regularnie powraca do koncepgji First
Principles Thinking — myslenia z poziomu fundamentalnych zasad: ,Zdolnos¢ do
rozbijania problemu na czynniki pierwsze i budowania rozwigzania od podstaw jest
znacznie wazniejsza niz znajomosc konkretnych narzedzi. Szukamy ludzi, ktorzy
potrafia rozwigzywac trudne problemy logiczne”. Studiowanie na MIM-ie to trening
wtasnie tej umiejetnosci. To dlatego absolwenci tego wydziatu trafiaja do czotowych
laboratoriéw Al w Dolinie Krzemowej, buduja systemy transakcyjne na Wall Street
lub tworza przetomowe startupy medyczne.

Wybierajac wydziat MIM UW, nie wybierasz tylko gmachu przy ulicy Banacha.
Wybierasz unikalny ekosystem. To miejsce, gdzie spotkasz ludzi o podobnej pasji,
zwyciezcoOw miedzynarodowych olimpiad i Swiatowe] stawy profesoréw. To
spotecznosé, ktora wzajemnie napedza sie do przekraczania granic. Tutaj nie uczy sie
.gotowych odpowiedzi”, ale sztuki zadawania wtasciwych pytan.

Jesli chcesz rozumieé mechanizmy rzadzace jutrem i mie¢ realny wptyw na to, jak
bedzie wygladat nasz Swiat — czekamy na Ciebie w paZdzierniku. To bedzie Twoja
najlepsza intelektualna przygoda.

Studiujac na MIM nie tylko przekonasz sie, ze cytowany wyzej model jezykowy Gemini
ma tutaj catkowita racje (nawet jesli brzmi troche pretensjonalnie), ale bedziesz mogt
rowniez zrozumiec, jak takie modele powstaja i dlaczego bywaja takie skuteczne (choc¢
czasem konfabuluja, o czym wiegcej piszemy chociazby na stronie 4 tego wydania Delty).
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