


SPIS TRESCI
NUMERU 5 (624) 2026

Niezwykte rownanie Markowa

Jarostaw Gornicki

& Zadania

Kotysanka z geometrig w tle
Michat Miskiewicz
Jak nala¢ z pustej szklanki?

Piotr Krzyzanowski

&% Aktualnosci
Sztuczna inteligencja odkrywa Swiat

K Plastry miodu
Barttomiej Pawlik
Problem Tibora Radd

Jarostaw Gornicki

O skali magnitudo
Arkadiusz Hess

e Nieludzka mowa
Marta Fikus-Krynska

Metamateriaty — od pomystu do
pierwszych realizacji

Pawel Perkowsk:
Klub 44

@ Prosto z nieba: Male czerwone kropki

f Niebo w maju

o Ciag zadan
Bartlomiej Bzdega

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.
str.
str.

str.

str.

BEEEH

W nastepnym numerze:
Fizyka dla rolnika.

Miesigcznik Delta — matematyka, fizyka, astronomia,
informatyka zatozony zostal w 1974 roku przez Marka Kordosa.
Wydawany jest przez Uniwersytet Warszawski przy wspélpracy
towarzystw naukowych: Polskiego Towarzystwa
Matematycznego, Polskiego Towarzystwa Fizycznego, Polskiego
Towarzystwa Astronomicznego i Polskiego Towarzystwa
Informatycznego.

Komitet Redakcyjny: dr Waldemar Berej;

dr Piotr Chrzastowski-Wachtel, prof. UW;

dr Krzysztof Ciesielski, prof. UJ — przewodniczacy;

dr hab. Wojciech Czerwinski, prof. UW;

prof. dr hab. Stawomir Dinew; dr Tomasz Greczyto, prof. UWr;
dr Adam Gregosiewicz; prof. dr hab. Agnieszka Janiuk;

dr Joanna Jaszuniska; dr hab. Artur Jez, prof. UWr;

prof. dr hab. Bartosz Klin;

prof. dr hab. Andrzej Majhofer — wiceprzewodniczacy;

dr Adam Michalec; prof. dr hab. Damian Niwinski;

dr hab. Krzysztof Pawlowski, prof. PAN; dr Milena Ratajczak;

dr hab. Radostaw Smolec, prof. PAN;

prof. dr hab. Pawel Strzelecki; prof. dr hab. Andrzej Wysmolek.

Redaguje kolegium w skladzie: Pawel Bielinski,
Szymon Charzynski — red. nacz., Agnieszka Chudek,
Anna Durkalec, Jan Horubala, Tomasz Kazana,
Michat Miskiewicz, Wiktor Matyszkiewicz,

FTukasz Rajkowski — z-ca red. nacz., Anna Rudnik,
Marzanna Wawro — sekr. red.

Adres do korespondencji:

Redakcja Delty, ul. Banacha 2, pokdj 4020, 02-097 Warszawa
e-mail: delta@mimuw.edu.pl tel. 22-55-44-402.

Oktadki i ilustracje:

Anna Ludwicka www.trikigrafiki.pl.

Sklad systemem IATEX wykonala Redakcja.

Druk: Arkuszowa Drukarnia Offsetowa Sp. z o0.0.
www.ado.com.pl

Prenumerata:

Garmond Press: www.garmondpress.pl| (tylko instytucje)
Kolporter: www.kolporter.com.pl| (tylko instytucje)

Na stronie Empiku Delte mozna zaméwié¢ co miesiagc:
www.empik.com/delta,p1235643855, prasa-p

Numery archiwalne mozna nabyé w Redakcji osobiscie lub
zamOwi¢ przez e-mail.

Cena 1 egzemplarza: z ostatnich 12 miesiecy 9 zl;
wczesniejsze egzemplarze 4 zt

[=]yF5 (=]
Y

E Mozna nas tez znalez¢ na
facebook.com/Delta.czasopismo

Strona internetowa (w tym
artykuly archiwalne, linki itd.):
deltami.edu.pl

Wydawca: Uniwersytet Warszawski


http://www.trikigrafiki.pl
http://www.ado.com.pl
https://www.garmondpress.pl
https://www.kolporter.com.pl
https://www.empik.com/delta,p1235643855,prasa-p

* Kontakt: gornicki59@gmail.com

Odpowiednikiem magisterium (doktoratu)
w carskiej Rosji byl doktorat (habilitacja)
na zachodzie Europy (np. w Cesarstwie
Niemieckim).
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Andriej A. Markow (1856-1922) byt
matematykiem rosyjskim. Z powodzeniem
pracowal w teorii liczb (utamki
lancuchowe, aproksymacja liczb), analizie
matematycznej (réwnania rézniczkowe

i catkowe), a po 1900 roku gléwnie

w teorii prawdopodobienstwa. Szczegdlnie
interesowal si¢ procesami
stochastycznymi, wprowadzil pojecie
taricuchéw Markowa. Ilustracja powyzej
przedstawia Andrieja A. Markowa, gdy
mial okolo 30 lat

Niezwykle rownanie Markowa
Jarostaw GORNICKI*

Andriej A. Markow studiowal matematyke na Uniwersytecie Petersburskim.
Tam tez w wieku 23 lat obronil prace magisterska (1880), a potem prace
doktorska (1884). Obie prace dotyczyly teorii liczb. Tresé pierwszej z nich
ukazala sie w dwoch czesciach w jezyku francuskim w prestizowym czasopiSmie
Mathematische Annalen (tom XV (1879), tom XVII (1880)).

Szkolna matematyka wystarczy, aby pokazaé, ze pochodzace z tej pracy
rownanie diofantyczne Markowa,

(%) m? +n? + k% = 3mnk,
ma w liczbach naturalnych nieskoriczenie wiele rozwiazani (m,n, k) o wyjatkowo
ciekawej strukturze.

Rozpocznijmy od prostej obserwacji. Z symetrii réwnania wynika, ze jesli
tréjka liczb naturalnych (m,n, k) jest jego rozwiazaniem, to jest nim réwniez
kazda inna permutacja wspélrzednych tego rozwiazania. Zatem, bez straty
0g0lnoéci, zbidér szesciu rozwigzan réwnania otrzymanych przez permutacje
jego wspdlrzednych bedziemy uwazaé za jedno rozwiazanie.

Zalézmy, ze dane mamy rozwiazanie (m,n, k) réwnania . Rozwazmy réwnanie
kwadratowe

®,,(2) = 2 +n? + k* — 3nkx = 2? — 3nkz + (n*> + k%) = 0.
Powyzsze réwnanie ma pierwiastek m oraz drugi pierwiastek m’ spetniajacy
wzory Viete'a:

m+m' =3nk i m-m' =n®+ k%

Oczywiscie m’ = 3nk —m jest liczba naturalna i tréjka liczb (m/,n, k) jest réwniez
rozwiazaniem roéwnania . Rozpatrujac analogiczne réwnania kwadratowe dla
pozostalych wspolrzednych:

®,(z) = m? + 2% + k* — 3mkx = 2% — 3mka + (m? + k?) =0,

Op(x) = m? +n? 4+ 2% — 3mnz = 22 — 3mnx + (m? +n?) =0,
korzystajac ze wzoréw Viete’a, znajdujemy kolejne rozwiazania. Reasumujac,
kazde rozwiazanie (m,n, k) generuje co najwyzej trzy rozwiazania sasiednie
postaci
(k) (3nk —m,n, k), (m,3mk —n, k), (m,n,3mn — k).

W liczbach naturalnych réwnanie ma oczywiste rozwiazanie (1,1,1). Zgodnie
ze wzorami rozwigzanie (1,1,1) ma jedno rozwiazanie sasiednie (2,1, 1).
Rozwiazanie (2,1,1) ma dwa rozwiazania sasiednie: (1,1,1) oraz jedno nowe
(5,2,1). Rozwiazanie (5,2,1) ma trzy rozwiazania sasiednie: (2,1,1) i dwa nowe
(13,5,1) i (29,5,2) itd. Uwazne spojrzenie na otrzymane wyniki sugeruje dwa
lematy.

Lemat 1. Rozwigzanie (m,n, k) réwnania ma rowne dwie wspolrzedne wiedy
i tylko wtedy, gdy jest postaci (1,1,1) lub (2,1,1).

Dowéd: Zalézmy na przyktad, ze n = k. Wtedy m? + 2n? = 3mn?, wiec

m? = n?(3m — 2). Oznacza to, ze n? dzieli m?, zatem n dzieli m. Istnieje wiec
liczba naturalna d taka, ze m = nd. Wtedy (z pierwszej réwnosci) d? = 3nd — 2
i 2 =d(3n — d). Oznacza to, ze d dzieli 2, wiec d =1 lub d = 2. W obu tych
przypadkach, z ostatniej réwnosci, mamy n = 1. Wreszcie m = nd daje nam

m =1 lub m = 2. Jedynymi mozliwymi rozwiazaniami o dwéch réwnych
wspolrzednych sa wiec tréjki liczb (1,1,1) lub (2,1, 1). Implikacja przeciwna jest
oczywista. O

Rozwiazania (1,1, 1) oraz (2,1,1) réwnania bedziemy nazywacé rozwigzaniami
osobliwymi. Rozwiazania te maja co najwyzej dwa rozwigzania sasiednie.
Nietrudno sprawdzi¢, ze kazde nieosobliwe rozwiazanie (m,n, k) réwnania
generuje trzy rozwiazania sasiednie dane wzorami .
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Lemat 2. Jesli rozwigzanie (m,n, k) réwnania () nie
jest osobliwe, to jedno z jego rozwigzan sgsiednich ma
mniejszg wspotrzedng maksymalng, a dwa pozostale
majqg wickszq wspotrzedng maksymalng.

Dowdd: Zaltézmy, ze m > n > k. Pierwiastkami réwnania

®,,(x) = 0 sa liczby m oraz m' = 3nk — m. Poniewaz
(n—m)(n —m') = ®,,(n) = 2n* + k* — 3n’k

<3n% —3n%k <0,

wiec liczba n lezy miedzy liczbami m i m/, zatem

m > m’'. Oznacza to, ze maksymalna wspélrzedna

rozwiagzania (m/, n, k) jest mniejsza niz maksymalna

wspOlrzedna rozwiagzania (m,n, k).

Pierwiastkami wielomianu ®,,(z) = 0 sa liczby n oraz
n' = 3mk — n. Poniewaz

(m —n)(m—n') = ®,(m) = 2m* + k* — 3m>k

< 3m? —3m?k <0,

wiec liczba m lezy miedzy liczbami n i n’. Skoro m > n,
to musi by¢ n’ > m. Zatem maksymalna wspélrzedna
rozwigzania (m,n’, k) jest wieksza niz maksymalna
wspbélrzedna rozwiazania (m,n, k). Analogicznie
maksymalna wspélrzedna rozwiazania (m,n,3mn — k)
jest wieksza niz maksymalna wspélrzedna rozwigzania
(m,n, k). |

7 wykazanego lematu wynika, ze réwnanie diofantyczne
Markowa (%) ma nieskoriczenie wiele rozwigzan)
Rozwiazania te tworza niezwykla strukture (drzewo).
Moéwi o tym nastepujacy rezultat.

Twierdzenie (A.A. Markow, 1879). Kazde rozwigzanie
(m,n, k) réwnania diofantycznego Markowa ()

jest polgczone (laricuchem rozwigzan sgsiednich)

z rozwigzaniem osobliwym (1,1,1). Ponadto wspdirzedne
kazdego rozwigzania s¢ liczbami parami wzglednie
prerwszyma.

Dowdd: Niech (m,n, k) bedzie nieosobliwym
rozwigzaniem réwnania (). Zgodnie z lematem 2
dla tego rozwiazania istnieje rozwiazanie sgsiednie
(mq,m1, k1) o mniejszej wspdlrzednej maksymalnej.
Jesli to rozwiazanie jest nieosobliwe, to generuje ono
rozwiazanie sasiednie (mg, ng, ko) 0 jeszcze mniejszej
wspolrzednej maksymalnej itd. Poniewaz w zbiorze
liczb naturalnych nie mozna utworzy¢ nieskonczonego
ciagu malejacego, wiec proces ten zakonczy sie, gdy
dotrzemy do pewnego rozwiazania o dwéch rownych
wspélrzednych (lemat 1). Jesli jest to rozwiazanie
(1,1,1), to twierdzenie jest udowodnione, jesli jest to
rozwiazanie (2,1,1), to ma ono rozwiazanie sasiednie
(1,1,1).

Zalézmy, ze istnieje rozwiazanie (m,n, k), w ktérym na
przyklad liczby m i n nie sa wzglednie pierwsze. Istnieje
woéwczas liczba pierwsza p > 1, ktora dzieli obie liczby
m i n. Ze wzgledu na réwnoéé («), p dzieli k. Oznacza
to, wobec wzoréw (xx|), ze liczba p jest dzielnikiem
wszystkich wspélrzednych kazdego rozwiazania
sasiedniego. Przechodzac tancuchem rozwigzan do
rozwiazania (1,1,1), otrzymujemy, ze p jest dzielnikiem 1.
Sprzecznosé. O

7 twierdzenia Markowa wynika, ze zaczynajac od rozwiazania osobliwego
(1,1,1) i przechodzac do kolejnych sasiednich rozwiazan z wigkszym maksimum
wspélrzednych, otrzymamy wszystkie rozwiazania réwnania ().

(1,1,1)
ooy
o

\
(13,5,1)

\
(29,5,2)

(34,13,1)

(194,13, 5) (433,29, 5) (169,29, 2)

S o o
DS S b h A b G

Drzewo tréjek Markowa, czyli rozwigzan réwnania ()

Liczby Markowa mozna znalezé w bazie
OEIS pod numerem A002559.

Liczby naturalne pojawiajace sie jako wspolrzedne rozwiazan rownania
diofantycznego Markowa (x)) nazywamy liczbami Markowa. Ich poczatkowe
wartosci sa nastepujace:

M ={1,2,5,13,29,34,89,169, 194, 233, 433, 610, 985, 1325, 1597, 2897,
4181, 5741, 6466, 7561, 9077, 10946, 14701, ... }.
Z liczbami Markowa zwiazana jest sformutowana w 1913 roku przez Georga
Frobeniusa hipoteza jednoznacznosci: kazda liczba Markowa pojawia sig

dokladnie raz (z dokladnoscia do permutacji) jako maksimum w tréjce Markowa.
Hipoteza ta wciaz pozostaje nierozstrzygnieta.

Liczby Fibonacciego generuje wzér
Fo=0, F1 =1, Fp =Fn_1+ Fp_2 dla
n > 2.

Mozna dostrzec, ze co druga liczba w ciagu liczb Fibonacciego
F=4{0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, 233,377,610, ... }

jest liczba Markowa. Inaczej, trojki rozwigzan wystepujace na lewym
brzegu drzewa Markowa (rysunek) sa postaci (Fox41, For—1,1), k=1,2,...
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Liczby Pella generuje wzér
Py=0, P =1, P, =2P,_1 + Pp_2 dla
n > 2.

Rozwigzania na str.

Réwniez co druga liczba Pella
P ={0,1,2,5,12,29, 70,169, 408, 985, 2378, 5741, 13860, . .. }

jest liczba Markowa, a tréjki rozwigzan wystepujace na prawym brzegu drzewa
Markowa (rys. 1) sa postaci (Pogt1, Pok—1,2), k=1,2,...

Rownanie Markowa jest wyjatkowe! Adolf Hurwitz (1907) wykazal, ze
réwnanie diofantyczne X2 +Y? + Z2 = s- XY Z, gdzie s = 1,2,3,... ma
rozwiazania w liczbach naturalnych tylko dla s =1 lub s = 3. Przy tym wszystkie
rozwigzania (A4, B, C) réwnania X2 + Y2 + Z% = XY Z otrzymujemy z rozwiazai
(m, n, k) réwnania Markowa za pomocg wzoréw A = 3m, B = 3n, C = 3k.
Napiszemy o tym wiecej w kolejnym numerze Delty.

Liczby (tr6jki) Markowa to wciaz aktualny temat badawczy. Pojawiajg sie one
nieoczekiwanie w réznych dziedzinach wspélczesnej matematyki, co pokazuje
lektura ksiazki M. Aignera Markov’s Theorem and 100 Years of the Uniqueness
Congecture. A Mathematical Journey from Irrational Numbers to Perfect
Matchings, Springer Cham (2013).

4o
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Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1143. Podczas orkanu predkos$é wiatru moze przekraczaé¢ 200 km/h. Oszacuj,
z ile razy wigksza sila uderza w Sciang domu wiatr o predkosci 200 km/h (orkan)
od wiatru o predkosci 50 km/h (,zwykla” wichura)?

F 1144. a) Biegacz rozpedza sie wzdluz prostej. Rosnie przy tym jego ped.
Czy wiecej pedu uzyskuje biegacz, czy podloze, po ktérym biegnie? Czy wiecej
energii kinetycznej nabiera biegacz, czy podloze?

b) Wioslarz (za pomoca dwéch wiosel) rozpedza 16dz. Czy wiecej pedu uzyskuje
przy tym 16dz z wioslarzem, czy woda? Czy wiecej energii kinetycznej nabiera
16dz, czy woda?

Przygotowal Dominik BUREK

M 1852. Wandzia ulozyla z szesciu patyczkéw dwa trojkaty. Nastepnie
roztozyta je z powrotem i podzielita je na dwie grupy po trzy patyczki:

w pierwszej grupie znalazly si¢ trzy najdtuzsze patyczki, a w drugiej — trzy
najkrotsze.

(a) Czy z trzech patyczkéw pierwszej grupy zawsze mozna ulozy¢ trojkat?
(b) Czy z trzech patyczkéw drugiej grupy zawsze mozna ulozy¢ trojkat?

M 1853. Nazwijmy liczbe catkowita dobrq, jezeli jest wicksza od 1 i wszystkie
jej dzielniki pierwsze koncza sie ta sama cyfra. (Na przyklad liczby 19 oraz

117 =3 -3 13 sa dobre, natomiast liczba 682 = 2 - 11 - 31 nie jest dobra).

Czy istnieje rosnacy ciag arytmetyczny o réznicy nie wiekszej niz 2026, zlozony
ze 150 liczb dobrych?

M 1854. Rozalia i Wanda graja na planszy 100 x 100. Poczatkowo wszystkie pola
planszy sa biate. W kazdym swoim ruchu Rozalia zamalowuje na czarno jedno
lub wiecej bialych pél lezacych kolejno na przekatnej. W kazdym swoim ruchu
Wanda zamalowuje na czarno jedno lub wiecej biatych pél lezacych kolejno

w pionie. (Na rysunku pokazano mozliwe pierwsze ruchy Rozalii i Wandy).
Pierwszy ruch wykonuje Rozalia. Przegrywa ten, kto nie moze wykonaé¢ ruchu.
Kto posiada strategie wygrywajaca?
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Kotysanka z geometrig w tle

Michat MISKIEWICZ*

Moja mlodsza céreczka lubi, kiedy biore ja na rece

i siadam na pilce do ¢éwiczen. Delikatne kotysanie na
gumowej pilce ja uspokaja, a czasem nawet pomaga
zasnac¢. Niestety nieraz zdarza mi sie, ze gdy juz
usiade, zauwazam tuz obok jaki$ mebel lub — co gorsza
— szeleszczace zabawki, a tego akurat zasypiajace
maluszki nie lubia. OczywiScie moge sie przeturla¢ nieco
w bok, ale wtedy siedzialbym nieréwno, nie na samym
szczycie pitki, co po chwili robi sie¢ meczace (rys. 1). Jak
wiec wydostaé sie z niechcianego kata?

L i \
Rys. 1. Siedzenie na samym szczycie pitki do ¢wiczen jest wygodne,
siedzenie bardziej z boku juz nie (i grozi wypadkiem)

Sformultujmy ten problem nieco $cislej, przyjmujac
pewne uproszczenia. Pitka niech bedzie idealng sztywna
sfera (o promieniu R & 30 ¢cm) poruszajaca sie bez
poslizgu po ptaskim podlozu. Miedzy pitka a siedzacym
réwniez nie ma podlizgu, wiec miejsce ich styku jest
zawsze w tym samym miejscu sfery — poczatkowo

w najwyzszym jej punkcie. Zadanie polega na wskazaniu
takiego toru przetaczania pitki, by wspomniane miejsce
styku znowu znalazlo sie na szczycie, ale sama pitka
byla juz gdzie indziej.

Moze sie wydawaé, ze problem jest beznadziejny — jesli
pitka przetoczy sie gdzie indziej, to przeciez miejsce
styku rowniez sie przesunie. Na szczescie tak nie jest,
a przykladowe rozwiazanie wida¢ na rysunku 2 — po
prostu przetaczamy pitke po linii prostej na odleglto$é
2w R. Tyle ze w polowie drogi rodzic wraz z dzieckiem
musza. .. zapasé sie pod ziemie? Sprasowaé¢? Dodajmy
wiec nastepujace wymaganie: punkt siedzenia ma
pozostaé blisko najwyzszego polozenia, a przynajmniej
na gornej czesci pitki.

&\ oé%t%\

2 7R

Rys. 2. Po przetoczeniu o 27 R rodzic znowu jest na gérze pitki, ale za
jaka cene?

Da sie to zrobié! Ale zeby dobrze zrozumieé, co
sie tu dzieje z matematycznego punktu widzenia,
zacznijmy od eksperymentu myslowego. Stanmy na
biegunie péilnocnym zwrdceni w kierunku Paryza
(2°20" E). Przejdzmy 10000 km prosto, skreémy 90°
w lewo, jeszcze raz tyle samo prosto, w lewo i znowu
prosto. Jak wyobrazi¢ sobie taka wycieczke? Na
podstawie podanych wskazéwek mozna narysowaé
mentalng mape (rys. 3a): jest to lamana zlozona
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z trzech bokéw kwadratu. Rzeczywistosé wycieczki jest
jednak odmienna (rys. 3b): na koniec znajdujemy sie
z powrotem na biegunie.

a) b)

Rys. 3. Dwie ilustracje opisanej wycieczki — na plaszczyznie i na
sferze. To nie przypadek, ze tak réwno wyszlo: oryginalna definicja
metra z 1795 roku byla oparta wlasnie na dlugosci paryskiego
poludnika

Krzywa opisujaca wycieczke na Ziemi jest wiec
wzamknieta”, chociaz krzywa na mapie taka nie

jest. Mozliwa jest tez przeciwna sytuacja: jesli na
przyklad krzywa na mapie uzupelnimy o brakujacy
bok kwadratu, to odpowiadajaca jej wycieczka jeszcze
raz odwiedzi Paryz i zakonczy sie na réwniku. Widaé
wiec, ze plaszczyzna i sfera — czyli mapa i Ziemia — to
dwa rézne $wiaty. Opisana tu odpowiednio$é (znana
jako development map) pozwala powiazaé¢ dowolng
krzywa plaska z odpowiadajaca jej krzywa na zadanej
powierzchni (dowolnej, nie musi to by¢ sfera). Do tej
pory ograniczaliémy sie do krzywej tamanej, i woéwczas
jej odcinkom odpowiadaja tuki geodezyjne na sferze,
czyli fragmenty kot wielkich (o geodezyjnych mozna
bylo przeczytaé¢ w Al i|AS,). Oczywiscie prawdziwie
zakrzywione krzywe tez maja swoje odpowiedniki na
sferze.

Wracajac do problemu piltki, tatwo odtwarzamy
opisany eksperyment: odrysowujemy na podtodze
diagram z rysunku 3a (za bok kwadratu przyjmujac

5 R ~47cm) i po zadanym torze przetaczamy pitke.
Punkt styku pitki z podloga zakresla wtedy na sferze
tor z rysunku 3b. Skoro wraca on na swoje poczatkowe
miejsce na sferze, to na antypodach réwniez rodzic
laduje z powrotem na szczycie. To rozwiagzanie jest juz
fizycznie mozliwe, ale nadal niepraktyczne ze wzgledu
na duze odchylenie od pionu. Jedli zalezy nam, by to
odchylenie nie przekraczalo z gory zadanej tolerancji,
rozwazmy jeszcze jedno podejscie.

Zatanczmy biodrami, w koncu dzieci to lubia.
Dokladniej, wykonujmy na pitce koliste ruchy

i zobaczmy, gdzie nas to zaprowadzi. Na potrzeby
analizy przyjmijmy, ze pilka jest sfera jednostkowa,

a w wyniku naszych ruchéw punkt stycznoéci

z podlozem przemierza na niej okrag wyznaczony przez
kat « jak na rysunku 4, czyli ,,réwnoleznik szerokosci
geograficznej 90° — a”. Promien takiego okregu to sin a.
Ale gdy przetoczymy sfere wzdtuz rownoleznika, slad
na podlodze moze by¢ okregiem o innym promieniu
(polecam rozwazy¢ przypadek a = 90°). Tylko jakim?


https://deltami.edu.pl/2021/07/kartografia-normalna-plaszczakow/
https://deltami.edu.pl/2022/07/ktos-w-internecie-sie-myli-czyli-o-twierdzeniu-clairaut/

Rys 4. Nowy pomyst: ruch po
réwnolezniku

Wyznaczenie $ladu bedzie latwiejsze, jesli zalozymy
sferze czapeczke, czyli przytwierdzimy stozek styczny
do niej dokladnie wzdluz naszego réwnoleznika (jak
na rys. 5). Zamiast toczy¢ sama sfere, mozemy toczy¢
stozek ze sferag w $rodku, a efekt bedzie ten sam.

Rys. 5. Sfera

z odpowiednig stozkowa
czapeczka — toczenie jej
po podlodze zostawia
ten sam $lad, co gdyby
toczyé samg sfere

To drugie jest naprawde tatwe i przed dalsza lektura
polecam Czytelnikowi samodzielnie zbudowaé stozek

z kartki papieru: nalezy w tym celu wycia¢ wycinek
kola (zreszta sama kartka A4 tez sie nada) i skleié
brzegi jak na rysunku 6. Gotowe? Przeturlajmy taki
stozek po stole, a zobaczymy, ze jego wierzcholek
pozostaje w miejscu. To oznacza, ze sladem jest okrag
o promieniu r réwnym dlugosci odpowiedniej tworzacej
stozka, czyli odlegtoéci od wierzchotka do punktéw
réwnoleznika. Z rysunku 5 odczytujemy, ze r = tg a.

Rys. 6. Przepis na stozek: trzeba tak zgiaé kartke, by kolorowe linie
tworzyly tworzace stozka, a nastepnie sklei¢ brzegi. Uzycie formatu
A4 daje stozek z nieréwna podstawa, ale to nie szkodzi

Dokad nas to prowadzi? Niby donikad, bo tylko krecimy
sie w kétko — tak na pilce, jak i na podlodze — ale. ..

Sprébujmy robié ésemki. Otéz po wykonaniu
jednego kétka zrébmy drugie, ale w przeciwna strone
(rys. 7). Po pierwszym kétku nasz $lad na podlodze
ma taka dlugosé, jak okrag przemierzony na sferze,
czyli 27 - sin o, a to przeciez mniej niz 27wr. Dokladniej,
proporcja dlugoéci okregdéw wynosi:

sina  sina

= =cosa < 1.
T tg o
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Rys. 7. Zataczanie 6semek biodrami daje pozadany efekt: punkt
siedzenia pozostaje blisko szczytu, a pitka konsekwentnie si¢ przesuwa

Przyktadowo, dla o = 30° jest to ? ~ 0,87, wykonalismy
wiec jedynie 87% pelnego okrazenia na podlodze.

Po wykonaniu drugiego kotka w przeciwng strone
oddalimy sie od punktu wyjscia jeszcze bardziej, na
okolo 28 cm. Nastepne 6semki powioda nas szczesliwie
w wybranym kierunku, hen, daleko od niebezpiecznego
kata z zabawkami.

Podsumowanie. Trzeba uczciwie przyznac, ze opisana
analiza nijak sie¢ ma do praktyki, bo przeciez piltka

do ¢éwiczen nie jest idealnie sztywna, a i poslizg moze
sie przydarzy¢. Jak to czesto bywa z matematyka
rekreacyjna, pozostaje nam wiec satysfakcja

z rozwigzanego problemu. Ale to nie wszystko.

Wspomnialem juz, ze odpowiednio$¢ miedzy krzywymi
posiada w literaturze wlasna nazwe: development

map. Widocznie nie jest to wylacznie zrédto rozrywki.
I rzeczywidcie, jest to pojecie pozyteczne, na przyktad
gdy chce sie rozwazaé ruch Browna (i ogdlniej
martyngaly) na réznych przestrzeniach [Hsu, Chapter 2].
Procedura przetaczania réwniez jest punktem wyjscia
do réznych rozwazan [Sharpe, Appendix B]. Jej
angielska nazwa, rolling without slipping or twisting,
wskazuje, ze istotny jest nie tylko brak poslizgu, ale

i brak skrecania. Wszak pitka obracajaca sie wokél
pionowej osi technicznie nie ma poslizgu (punkt

styku z podlozem jest nieruchomy), ale podlega
skreceniu, ktérego w procedurze przetaczania przeciez
musimy unikaé¢. Gdyby$my dopuscili skrecanie,
mieliby$Smy do czynienia z tzw. torsjg — ktéra pojawia
sie w typowym kursie geometrii rézniczkowej, ale
zazwyczaj w oderwaniu od swojej piecknej etymologii.

Torsje typowo definiuje si¢ wzorem VxY — Vy X — [X, Y]. Znaczenie
tych symboli nie jest tutaj bardzo wazne, chcialem tylko zwrécié
uwage, ze skrzetnie ukrywajg one swojg geometryczng zawartosc.

Moze wigc sa jakies pozytki z wieczornych rozwazan na
pilce?
Szkic tego artykulu przelezal dwa lata w szufladzie, wigc razem

z cOrka przezywamy teraz zupelnie inne matematyczne przygody.
By¢ moze jeszcze kiedy$ o nich napisze.

Dalsza lektura dla zaawansowanych:

Elton Hsu, Stochastic analysis on manifolds, American
Mathematical Society, 2002 (zwlaszcza rozdzial 2).

Richard Sharpe, Differential geometry. Cartan’s generalization
of Klein’s Erlangen program, Springer-Verlag, 1997 (zwlaszcza
appendix B: Rolling without slipping or twisting).
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Jak nala¢ z pustej szklanki?
Piotr KRZYZANOWSKI*

Jakie$ szes$¢ lat temu ekscytowalem sie wspolnie z Czytelnikami Delty,
rozwazajac, ile to wspaniatych mozliwosci oferuja wspdtczesne narzedzia
komputerowe. Tamta rubryka nosita zartobliwa nazwe Pdl szklanki mocnego
kodu — bo pokazywalem w niej, jak za pomoca programu komputerowego
liczacego kilkanascie linijek (zajmujacych mniej wiecej p6t strony ekranu)

i korzystajac z poteznych bibliotek lub pakietéw programistycznych, mozna
niewielkim wysitkiem osiagnaé¢ spektakularne efekty.

Chcialbym ponizej powrdci¢ do niektoérych z tamtych zadan, aby unaocznié
Czytelnikowi skale rewolucji, jaka sie dokonata w ciggu owych kilku lat za
sprawa narzedzi sztucznej inteligencji, a doktadniej — opartych na duzych
modelach jezykowych aplikacji, takich jak ChatGPT, Gemini, Claude,
Copilot itp.

Szesé lat temu wystarczylo (1) umieé (2) napisaé¢ odpowiedni kod w Pythonie
lub innym jezyku programowania, by po (3) zainstalowaniu stosownych mocnych
bibliotek zrealizowaé zadanie.

Dzi$ w ogdle nie trzeba pisa¢ zadnego kodu: wystarczy po prostu powiedzie¢
Sztucznemu Inteligentowi, o co z grubsza chodzi. Reszta zrobi sie sama — i to jak!

Trudne zadanie rozpoznania, jaki obiekt znajduje si¢ na zdjeciu w |Af,,
wymagato uzycia biblioteki TensorFlow i wstepnie wytrenowanej sieci
neuronowej — lecz i tak zdjecie wiezy obserwacyjnej (zob. obok) zostalo
wtedy sklasyfikowane jako przedstawiajace. .. zamek. Gdy dzisiaj zapytam
Sztucznego Inteligenta o to samo zdjecie — nie dosé, ze bezblednie rozpozna
Capot Tower (i poprawnie poda jej lokalizacje!), to dodatkowo uraczy mnie
kilkoma ciekawostkami dotyczacymi tego obiektu.

Podobnej totalnej trywializacji ulegto omawiane w A3,
zagadnienie mechanicznego paplania. Teraz kazda szanujaca
sie apka potrafi za sprawa sztucznej inteligencji opowiedzieé¢

[ Rok: 2018

Miesiac: Sierpied

Numer: 8C (31)

Okres: 16 — 22 sierpien |

(ludzkim glosem i w dowolnym jezyku) czy to bajeczke, czy

Zachorowania i podejrzenia zachorowan na grype w okresie od 16 do 22 sierpnia 2018 r. wg wieku i wojewodztw

zarcik, czy cokolwiek tylko zechcecie. A nawet pogada z wami,

Ogotem
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liczba liczba
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Lubuskie

todzkie

Malopolskie
Mazowieckie
Opolskie
Podkarpackie
Podlaskie

Pomorskie

Slaskie
Swigtokrzyskie
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Wielkopolskie
Zachodniopomorskie

20428 ans

2063
5573
1294
1577
2077
2493
65,64
2511
419
1389
152,16
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6131
16,50
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060
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2160
447
312
148
921
148

zazwyczaj z sensem, na dowolny temat.

liczba liczba

474
378
59
231
078
1,86

Gdy w A1) musialem si¢ sporo nameczyé z niewdziecznymi

w obrébce raportami dotyczacymi grypy (chodzito o wyluskanie
liczby zachorowan w Polsce z raportu w formacie PDF,
zawierajacego najrozmaitsze dane; zob. obok) — teraz wrzucam
skan raportu do aplikacji z multimodalnym modelem jezykowym
i po prostu prosze ja o podanie tej liczby. W odpowiedzi

318
780
303
059
129
1629
385
342
156
824
114

Zapadalnoit " w okresie od 16 0o 22 sierpia 2018 1. w stosunku do poprzedriego
g woj

Zapadalnost " w okresie od 16 do 22 serpnia 2018
oraz w poprzednim okresie sprawozdawczym * wg wigku

oczywiscie dostaje bezblednie wybrana i odczytana wartosc.

Zapadalnost
0%2-230
231-404
405-6.18

619-3014

45,00

Poprzedni okres.

A jak taki model radzi sobie z przewidywaniem liczby
zachorowari na grype, czym zajmowatem sie w |A13i|AS,?
Zapytany na poczatku stycznia tego roku Gemini Pro najpierw
naszkicowal biezaca — wedlug niego niepokojaca — sytuacje oraz
strescil przewidywania ekspertéw. W dalszym toku rozmowy
prognozowal, ze szczyt zachorowan najprawdopodobniej nastapi
na przetomie stycznia i lutego, kiedy to liczba tygodniowych

0-4 5-14 15-64 65+
Grupa wieku

Aktualny okres

Objasnienia znakow umownych: Kreska (-) Zawisko nie wystapio (22r0'); Zero (0.0) zawisko
isilo, Jednakie w ilosciach miefszych od liczb, Kore mogly byt wyratone uwidocznionymi w tabicy
anakami cyfrowymi; Kropka (.) zupelny brak inormacjialbo brak informac wiarygodoef, Iks (x) wy-
tablcy jost e dotyczy).

pelnienie pazyc

Tym razem to byl Copilot/GPT-5.

przypadkéw bedzie siegaé (az!) 280-320 tysiecy. Dodatl tez kilka

1) Prascigtna dzienna zapadalnost na 100 tys. ludnosci wg

stanu w dniu 31 grudnia 2017,

2) Roenica
dawczego.
3) Okres od

sensownych zastrzezen i ogélnych prawidtowosci dotyczacych
zachorowalnosci na grype. Czytelnicy juz wiedza, czy i jak

W stosunku do poprzedniego okresu sprawz-

840 15 slerpnia 2018 .

bardzo si¢ pomylil.

W kolejnej rozmowie Sztuczny Inteligent bez problemu sam wymyslit prosty
wzér na rodzine roslinopodobnych krzywych zamknigtych. A gdy nastepnie
dopytatem go o superformule Gilesa, zob. A%yl — to nie tylko natychmiast
poprawil mnie, ze w rzeczywistosci chodzito mi o wzér Gielisa, ale tez napisal
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Znowu zapytatem Copilota.

Wiecej o tych schematach pisaliSmy
9
w A5

Skorzystam z wolnodostepnego duzego
modelu jezykowego ogdlnego
przeznaczenia GPT-OSS-120b. Wiadomo,
ze sg lepsze — lecz ich nie prébowaltem.

program w Pythonie do rysowania tych krzywych. Dodatkowo (choé nie
prositem!) dotaczyl tabelke z kilkoma sensownymi propozycjami zestawéw
parametréw prowadzacych do réznych efektownych ksztaltéw.

Nie zdziwi nas w tym ukladzie, ze Wielki Mag, zapytany o rozwiazania
pewnego réwnania Riccattiego — w AT, | prébowalismy wspélnie z Grzegorzem
Fukaszewiczem wykorzysta¢ w tym celu metody grup Liego — z marszu
wyprodukowal szczegblowe rozwiazanie (powiedzialbym, typowe dla
czworkowego studenta). W dodatku elegancko sformatowane.

W przypadku powazniejszego wyzwania, jakim w A9, byta symulacja ruchu
planet w Ukladzie Stonecznym na przestrzeni 50 000 lat, moi nowi Inteligentni
Pomocnicy mieli troche ktopotow. W zaleznosci od humoru produkowali
rozwiazania lepsze lub gorsze. Jednego razu model jezykowy Qwen3 wiedzial, co
prawda, ze trzeba uzy¢ zachowujacego energie schematu symplektycznego (nawet
wymienil prawidlowo dwa najbardziej popularne), ale nastepnie przygotowal
kod w Pythonie, korzystajacy nie z nich, tylko z najprostszego schematu

Eulera — o ktérym powszechnie wiadomo, ze wyjatkowo Zle radzi sobie w tych
okolicznosciach. I rzeczywiscie: symulacja zakonczyta sie spektakularna porazka,
a planety szybko rozsypaly si¢ po Wszech$wiecie.

Lecz innego dnia ten sam model byl w wyraznie lepszej formie i poszedt na
calos¢, proponujac — zgodnie z duchem wspomnianej na poczatku rubryki Pot
szklanki mocnego kodu — wykorzystanie gotowych, mocnych bibliotek: jednej do
rozwiazywania réwnan ruchu, a drugiej do wyznaczenia poczatkowych potozen
i predkoéci planet na podstawie danych NASA. Efekt byl po prostu rewelacyjny
— co widaé¢ na (zwodniczo niepozornym) rysunku obok, ukazujacym finalny
fragment symulacji.

Moze wiec faktycznie zyjemy juz w epoce vibe coding, kiedy rolg czlowieka jest
tylko przedstawienie problemu do rozwiazania, a calg reszte — w tym nudne

i zmudne kodowanie w Pythonie — ogarnie juz tylko Sztuczny Inteligent? Nie
odwaze si¢ odpowiedzie¢ na to pytanie, ale w zamian zrobie jeszcze jeden
eksperyment.

Zadanie przeprowadzenia komputerowej symulacji przeptywu ptynu w rurze,
wzdluz ktérej przemieszcezaja sie niewielkie przeszkody (powiedzmy, kulki; zob.
rys. ponizej) jest jednym z tych zadan, ktére z powodzeniem moglyby trafié
do dawnej rubryki o mocnym kodzie: dysponujemy na tyle wyrafinowanymi
bibliotekami, Zze rozwiazanie powinno daé sie zapisa¢ w zwiezly sposéb

w Pythonie.

Poprositem wiec mojego Inteligentnego Pomocnika, aby samodzielnie
przygotowal taki wladnie kod, opisujac mu (niektére) fizyczne parametry
zadania. W odpowiedzi poprawnie domys$lil sig, jakie brakujace warunki nalezy
dodaé, aby otrzymaé to, o co mi chodzito, a nastepnie wyprodukowal tadnie
wygladajacy program w Pythonie.

Nie od razu udato si¢ uruchomi¢ te symulacje. W kodzie bylo kilka drobnych
btedéw sktadniowych, ktére dopiero w mozolnym procesie kolejnych poprawek
(wprowadzanych przez niego) i testéw (wykonywanych przeze mnie) zostaly

w koncu szczesliwie usuniete przez Sztucznego Programiste.

Jednak wéwcezas ujawnily sie nastepne, tym razem powazniejsze klopoty —
zwiazane z wybranym algorytmem — i tego juz nie udalo sie przeskoczy¢:

choé¢ Sztuczny Inteligent staral sie, jak mogl, nie byt w stanie p6j$¢ dalej bez
merytorycznej pomocy z mojej strony. Lecz ja, kompletnie nie rozumiejac, co sie
dzieje © o co chodzi w jego kodzie, mialem w glowie totalng pustke.

A z pustego to, jak wiadomo, i Salomon nie naleje.
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ktualnosci (nie tylko) fizyczne

Sztuczna inteligencja odkrywa swiat

Zespoty doéwiadczalne w laboratorium CERN pod Genewa nowe czastki
odkrywaja w miare rutynowo. W marcu ogloszono, ze w eksperymencie LHCb
zaobserwowano po raz pierwszy hadron =}, zbudowany z dwoch kwarkéw
powabnych i jednego dolnego. W pewnym sensie czastka ta jest krewniaczka
protonu, ale ma znacznie wigksza od niego mase, a poza tym zyje niezwykle
krotko. O jej istnieniu dowiadujemy si¢, wykrywajac charakterystyczne produkty
rozpadu, ktére sa dobrze ukryte wsrdd sladéw miliardéw innych czastek

wytwarzanych w doswiadczeniu.

Waznym elementem metodologii doswiadczalnej fizyki czastek elementarnych
jest bowiem rozpoznawanie subtelnych wzorcow w wielkich zbiorach danych
generowanych przez detektory. A do takiego zadania sg wprost stworzone
nowoczesne systemy sztucznej inteligencji — wielkie modele jezykowe.

Taka teze stawiaja w niedawno udostepnionej publicznie pracy badacze z MIT

i CERN-u. Przedmiotem analiz byly publicznie dostepne dane z eksperymentéw
CMS przy akceleratorze LHC oraz z eksperymentéw ALEPH i DELPHI, ktére
dziataly przy akceleratorze LEP, przyspieszajacym na przetomie XX i XXI
wieku elektrony i pozytony w tym samym tunelu, ktory obecnie jest zajmowany

przez LHC.

Naukowcy stworzyli system Just Furnish Context (JFC) dzialajacy w oparciu
o model Claude Opus firmy Anthropic. Zbudowany przez nich agent rézni sie
od wczesniejszych implementacji tym, ze ma rzeczywistg autonomi¢ w calym
procesie analizy danych. Otrzymuje jedynie ogdlny cel fizyczny — np. pomiar
prawdopodobiefistwa rozpadu bozonu Z na hadrony na podstawie danych
ALEPH - i samodzielnie planuje oraz realizuje czynnosci badawcze, od selekcji

przypadkéw przez oszacowanie poziomu tla i niepewnosci systematycznych
az po wybor metod statystycznych i sposobu prezentacji wynikéw.

Autonomia modelu nie jest jednak catkowicie nieograniczona. Korzysta on z bazy
wiedzy opracowanej przez ludzkich fizykéw. Pierwsza czescia tej bazy jest opis
tego, co nalezy zrobié: etapéw analizy oraz wymaganych rezultatow kazdego
etapu, ale bez narzucania sposobu ich osiagniecia. Druga czes¢ to wskazdwki,
jak nalezy to zrobié: opis praktycznej wiedzy dziedzinowej, np. typowych zrédet
niepewnosci, znanych putapek w analizach czy tez wymaganych testow.

Model nagladuje wieloetapowy proces recenzyjny

w prawdziwym zespole badawczym. Wytworzone analizy
przechodza przez szesé recenzji (przeprowadzanych
przez ten sam model): wstepna recenzje fizyczna,
krytyczna recenzje fizyczng (poszukiwanie bledéw),
konstruktywna recenzje fizyczna (sugerowanie ulepszeni),
ocene ogdélnej prezencji wynikow, ogdlne sprawdzenie
spojnosci i sensownosci wynikéw oraz ostateczng ocene
analizy.

Model przeprowadzit dziewieé analiz, z ktérych

kazda bytla inicjowana krétkim promptem w jezyku
fizyczno-naturalnym (np. ,Zmierz liczbe generacji lekkich
neutrin na podstawie szerokoéci niewidocznych rozpadéw
bozonu Z”). Calo$é zajeta nieco ponizej 55 godzin,

a jakos¢ wynikéw byla poréwnywalna z opublikowanymi
pracami. A czym model sztucznej inteligencji roznit sie
od prawdziwych fizykéw? W kilku przypadkach zaczal
budowa¢ zlozone opowieéci wokét prostych faktéw, takich
jak zanieczyszczenie prébki rozpadow bozonu Higgsa
na taony rozpadami bozonu Z na miony; nie spowodowalo
to jednak wygenerowania blednej analizy, ale zostato
wychwycone w procesie recenzji.
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Czy oznacza to, ze do$wiadczalni fizycy czastek
elementarnych sg juz niepotrzebni? Bynajmnie;j!
Opisywany model zajmowal sie analizami w ramach
znanej fizyki i budowal swoje narzedzia z istniejacych
juz i przetestowanych ,klockow”. Nie wiadomo, jak
poszioby mu szukanie proceséw nowej fizyki o nie

do konica zrozumianych jeszcze przejawach. Z drugiej
strony, mimo ze zlecone analizy byly wczesniej
wykonane przez ludzi, to nie wszystkie opublikowano,
co oznacza, ze model naprawde stworzyl od zera dobrze
dzialajace narzedzia.

Co z tego wynika? Zdaniem autordw, jest to przykiad
mozliwosci zastosowania narzedzi sztucznej inteligencji
do przesuniecia nacisku w ksztalceniu fizykéw

7 zaawansowanego programowania na rozwdj intuicji
fizycznej i myslenia naukowego, bo implementacje idei
mozna w duzej mierze pozostawi¢ maszynom.

Krzysztof TURZYNSKI
[*] E. A. Moreno, S. Bright-Thonney, A Novak, D. Garcia, P Harris,

AT Agents Can Already Autonomously Perform Experimental
High Energy Physics, arXiv:2603.20179



at otwarty 15°: Plastry miodu

Uzasadnienie nieréwnosci
izoperymetrycznej mozna odnalezé
w artykule Barttomieja Bzdegi z Aég.

Czytelnikom, ktérzy nie znaja pojecia

granicy goérnej, stuze innym wyjasnieniem:

dla dowolnego podzialtu ptaszczyzny na
pola jednostkowe istnieja dowolnie duze
kota, w ograniczeniu do ktérych dtugosé
linii danego podzialu w stosunku do pola
kotla jest dowolnie bliska tej wartosci dla
uktadu heksagonalnego.

Barttomiej PAWLIK Politechnika Slaska

Jaki ksztalt powinniémy wybraé, jezeli chcemy ograniczyé¢ 1 m? plaszczyzny

za pomoca jak najkrétszego sznurka? Oczywiscie koto — figure ptaska

o najmniejszym obwodzie przy zadanym polu. Wiaze sie to z nieréwnoscig
izoperymetryczng, zachodzaca dla kazdej figury plaskiej: 4mA < L2, gdzie

Ai L to, odpowiednio, pole i obwdd; réwnosé zachodzi tylko dla kota wlasnie.
Zauwazmy jednak, ze kol nie da sie szczelnie ulozy¢: zawsze zostaja luki, a zaden
fragment sznurka nie moze byé uzyty do ograniczenia dwoch kolowych obszaréw
(sasiadujace kola maja co najwyzej jeden punkt wspélny). Jaka zatem figure
powinnismy wybraé¢, gdy chcemy podzieli¢ powierzchnie na mozliwie najwieksze
rowne pola, zuzywajac jak najmniej ,sznurka”? Przy podziale plaszczyzny nie
wolno nam , marnowac¢” brzegu: kazda krawedZ powinna by¢ wspoélna dla dwoch
sasiednich pdl, a calo$é¢ ma tworzy¢ szczelne pokrycie bez luk. Jesli dodatkowo
ograniczymy sie do wielokatéw foremnych, to dla ustalonego pola A foremny

m-kat ma obwdd
Lo =2y/mA tg (1)
m

Poniewaz jedynymi wielokatami foremnymi, ktore kafelkuja plaszczyzne, sa
trojkat, kwadrat i szeSciokat, wystarczy poréwnaé wartosci ich obwodéw.
Otrzymujemy Lg < Ly < L3, co tlumaczy, dlaczego wsréd foremnych kandydatdw
wygrywa siatka heksagonalna — ma najmniejszy obwdd (a wiec i najmniejsze
zuzycie materialu) przy tym samym polu kazdej komorki.

Powyzszy fakt — ze wsrdéd wielokatéw foremnych najlepiej sprawdzaja sie
szesciokaty — byl znany juz starozytnym Grekom. Uwadze my$licieli nie umkneto
rowniez, ze dziela te wiedze z... pszczolamil Na przetomie I i IV wieku
naszej ery Pappus z Aleksandrii stwierdzil, ze heksagonalny ksztalt komérek

w plastrze miodu jest niezwykle efektywny (w kontek$cie minimalizacji ilosci
zuzytego wosku, ktéry pelni tutaj role ,sznurka”). Péltora milenium pézniej
duzo dobitniej ujat to Karol Darwin w dziele O powstawaniu gatunkow: plaster
miodu nazwal arcydzielem inzynierii, a praca pszczél postuzyta mu za przyktad
obrazujacy ewolucyjne wyksztalcenie perfekcyjnego instynktu.

W powyzszym rozumowaniu ograniczyliSmy sie jednak do wielokatéw
foremnych. Ale skad wiadomo, czy nie istnieje rozwiazanie lepsze — chociazby

z bokami réznych dlugosci albo z wykrzywionymi krawedziami? Rozstrzyga

to udowodnione w 1999 roku przez Thomasa Halesa twierdzenie: nie mozna
podzieli¢ plaszczyzny efektywniej niz pszczoty. A bardziej formalnie, dla
dowolnego podziatu ptaszczyzny na czedci o jednostkowym polu granica gorna
stosunku dlugosci krzywych podziatu zawartych w kole o érodku w punkcie (0,0)
i promieniu r do pola tego kota (tzn. wr?) jest réwna v/12, czyli tyle, ile dla
siatki heksagonalnej. Rzecz jasna, twierdzenie Halesa nosi nazwe twierdzenia

o plastrze miodu.

Na koniec dodajmy, ze siatka heksagonalna — cho¢ w troche innym kontekscie —
wystepuje réwniez we wlasnosciach kombinatorycznych symbolu dwumianowego
Newtona. Prosta obserwacja, nazywana zasadg plastra miodu (ang. the
honeycomb rule), méwi, ze réwnosé

n—1 n n+1\ (n-1 n n+1

k—1) \k+1 k) \k k—1) \k+1
zachodzi dla dowolnych liczb naturalnych k i n takich, ze 0 < k < n. Zachecam
do sprawdzenia réwnania dla konkretnych wartosci k i n oraz odnalezienia

odpowiednich szesciu wspdlczynnikéw dwumianowych w tréjkacie Pascala:
tatwiej wtedy dostrzec ,plastrowa” geneze nazwy.

A tak w ogodle, to pszczoly wylatujace z ula czesto bardzo efektywnie radza
sobie z dobrze znanym problemem komiwojazera! Koniczy mi sie jednak miejsce
na stronie, wiec by¢ moze wroce do tego tematu innym razem.
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* Kontakt: gornicki59@gmail.com

Zbiér E C R, rézny od punktu, nazywamy
przedziatem, gdy kazda liczba lezaca
miedzy liczbami nalezacymi do E tez
nalezy do E.

Przedziaty E;, j = 1,2,..., m pokrywajq

m
przedzial E, gdy E C U Ej.

i=1
Przedzialy E;, E; nie nachodzq na
siebie, gdy nie maja wspolnych punktéow
wewnetrznych (choé¢ moga mieé wspélne
punkty brzegowe).

Problem Tibora Raddé Jarostaw GORNICKI*

Geometria to nie tylko tréojkaty, kota czy parabole. Oto jej inne oblicze.
Na poczatku XX wieku Giuseppe Vitali, badajac funkcje rzeczywiste, wykazatl
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1 (G. Vitali). Niech E bedzie przedzialem ograniczonym
o dlugosci |E|. Wtedy kazdy skoticzony zbiér przedzialdw Ey, Fs, ..., Ep
pokrywajgcych przedzial E zawiera nienachodzqce na siebie przedzialy E,,,
Enyy ..oy Em, o lgcznej dlugosci

1
> 3 |E|.
Dowdéd. Sposréd przedzialéw E, ..., E,, wybieramy przedzial najdluzszy
i oznaczamy go jako E,,,. Nastegpnie usuwamy ze zbioru przedzial E,,,
i wszystkie przedziaty pokrycia, ktére na niego nachodza. Usunigte przedziaty
moga pokry¢ przedzial nie dtuzszy niz 3 - |E,,, |. Z pozostalych przedzialéw
pokrycia wybieramy przedzial najdtuzszy i oznaczamy go jako E,,,. Usuwamy
przedzial E,,, i wszystkie przedzialy, ktére na niego nachodza. Usuniete
przedzialy moga pokry¢ przedzial nie dtuzszy niz 3 - |E,,,|. Proces ten
prowadzimy do wyczerpania wszystkich mozliwosci. Tak wybrane przedziaty
B, ..., By, nie nachodzg na siebie i

3 Byl 4+ 43 B > |E|.

Istotnie, gdyby 3 |Ep, |+ ...+ 3 |Enm,| < |E|, to w zbiorze E istnialyby punkty
pokryte przez pewien przedzial, ktéry nie zostal rozpatrzony. Sprzecznosé, bo
postepowanie byto prowadzone do wyczerpania wszystkich mozliwosci. Dowdd
jest zakonczony. O

| By |+ oo+ | B,

Prawdziwy jest odpowiednik twierdzenia 1 dla ptaszczyzny.

Twierdzenie 2. Niech S bedzie figurg ograniczong o polu |S|. Z kazdego
skorniczonego zbioru kwadratow Ky, Ko, ..., Ky, o rownoleglych bokach,
pokrywajgcych figure S mozna wybraé nienachodzgce na siebie kwadraty
Ky, Kn,,...,K,,. o lgcznym polu

1

Dowdd. Sposréd kwadratéw Kq, Ko, ..., K, wybieramy kwadrat o najwiekszym
polu (réwnowaznie: najdluzszym boku) i oznaczamy go jako K,,,. Usuwamy
ten kwadrat i wszystkie kwadraty pokrycia, ktére nachodza na kwadrat K, .
Usunigte kwadraty moga pokry¢ kwadrat o polu nie wigkszym niz 9 - | K, |-

Z pozostalymi kwadratami pokrycia powtarzamy te procedure do wyczerpania
wszystkich mozliwosci. Tak wybrane kwadraty K,,,, K,,,. .., Ky, nie nachodza na
siebie, ponadto

a stad wynika teza. O

Tibor Radé (1895-1965) w liScie z 20 wrzesnia 1927 roku do Wactawa
Sierpiniskiego (6wczesnego redaktora czasopisma Fundamenta Mathematicae)
zauwazyl, ze wspdlczynnik % w twierdzeniu 1 mozna zastapic¢

1

wspoélczynnikiem 5 (latwo pokazaé, ze jest to wartos¢ optymalna, zostawiamy to

wiec Czytelnikowi jako éwiczenie).

Twierdzenie 3 (T. Radd, 1928). Niech E bedzie przedzialem ograniczonym
o dlugoéci |E|. Wtedy kazdy skoticzony zbior przedzialéw Ey, Es, ..., Ep
pokrywajgcych przedzial E zawiera nienachodzqce na siebie przedzialy En,,,
B,y B, 0 tgcznej dlugosci

1
5 1Bl
Dowdd. Przedzialy pokrywajace E ustawiamy w pewnej dowolnej, ale ustalonej
kolejnoéci. Przegladamy je po kolei i odrzucamy kazdy przedzial zawarty

w sumie nieodrzuconych na tym etapie przedziatow. W ten sposéb dostajemy
nowe pokrycie. W kazdym z nieodrzuconych przedzialéw E; wybieramy

punkt wewnetrzny x; tak, by byl on punktem zewnetrznym dla wszystkich
pozostatych przedzialéw z nowego pokrycia. Punkty te sa rézne miedzy soba
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[*] S. Bereg, A. Dumitrescu, M. Jiang,
On covering problems of Radd,
Algorithmica 57(3) 2010, 538-561.

i mozemy przyjaé, ze zostaly tak ponumerowane, aby z; < 2 < ... < z,. Dla

i 2 11 przedzialéow E;, F;ip, gdzie h > 2, mamy x; < T;41 < Z;45. Poniewaz
punkt x; 11 jest punktem zewnetrznym dla przedzialéw F; i E;yj, wiec
przedzialy te nie nachodza na siebie. Oznacza to, ze przedzialy E; o indeksach
parzystych tworza zbiér przedzialéw nienachodzacych na siebie o lacznej
dtugosci L'. Podobnie przedzialy o indeksach nieparzystych tworza zbiér
przedzialéw nienachodzacych na siebie o lacznej dlugosci L”. Poniewaz
ECEU...UE,, wiec L' + L" > |E|. Oznacza to, ze przynajmniej jedna

z liczb L', L” jest nie mniejsza niz % - |E|. d

Jednocze$nie T. Rad6 wyrazil przypuszczenie, ze w twierdzeniu 2

wspoélezynnik % mozna zastapi¢ wspdétczynnikiem i, ale nie potrafil tego
wykazaé. (Jak poprzednio, jest jasne, Ze nie ma nadziei na wartos¢ wigksza

od 1). List T. Radé opublikowany w Fundamenta Mathematicae [tom 11 (1928),
228-229] zapoczatkowal problem nawiazujacy do twierdzenia 2.

Problem (T. Radd, 1928). Jaka jest najwigksza liczba % <ec< i taka, ze
z kazdego skonczonego zbioru kwadratow Ki, Ko, ..., K, o réwnolegtych bokach
pokrywajacych figure ograniczona S mozna wybra¢ nienachodzace na siebie
kwadraty Ky, Ky,,...,Ky; o lacznym polu

| Ky |+ A+ Ky Z - [S]?
Odpowiedz na to pytanie nie jest znana, cho¢ znamy juz lepsze oszacowanie
wspolezynnika ¢: 0,1179 & gpege < ¢ < 1 — 557 ~ 0,2473 (zob. [%]). Problem
T. Radé doczekatl sie wielu wariantéw (np. gdy pokrycia utworzone sa z kot)
oraz n-wymiarowych odpowiednikéw. Réwniez w tych przypadkach rozwiazania
nie sa znane.

Pokazemy teraz, ze przypuszczenie Tibora Radé jest stuszne w przypadku, gdy
figure S pokrywa skoriczona liczba przystajacych kwadratéw (o réwnolegltych
bokach). Niezwykle pomystowe uzasadnienie, wykorzystujace znane twierdzenie
H. Blichfeldta, podat w 1940 roku A. S. Sokolin.

Na papierze w kratke kratka stanowi sie¢. Jej oczka to kwadraty jednostkowe,
a punkty przecigé¢ kratki to wezly.

Twierdzenie 4 (H. Blichfeldt, 1914). Niech S C R? bedzie figurg ograniczong
o polu |S| > n — 1. Wtedy figure S mozna przesungé réwnolegle tak, aby zawierala
n weztow sieci.

Dowdéd (G. Birkhoff). Zamiast przesuwaé figure S, przesuniemy oczka sieci.
Kratka dzieli figure S na czeéci S1, 99, ..., S, lezace w kwadratach jednostkowych
K1, Ks, ..., K,. Przesuwamy réwnolegle kwadraty K; (i > 1) wraz z czeSciami S;
na kwadrat K. Wtedy we wnetrzu kwadratu K istnieje punkt nalezacy
jednoczesnie do co najmniej n czesci S; figury S. Gdyby tak nie byto, to

|S] < n—1< |S]. Przebijamy w tym punkcie wszystkie kwadraty K; (i =
1,2,...,n), a nastepnie kazdy kwadrat przesuwamy réwnolegle do polozenia
pierwotnego. Slady przebi¢ (jest ich co najmniej n) to wezly nowej sieci
kwadratowej (jednostkowej) réwnolegtej do sieci wyjsciowej, ktére naleza do
figury S. (]

Twierdzenie 5 (A.S. Sokolin, 1940). Niech S bedzie figurg ograniczong

o polu |S|. Z kazdego skoriczonego zbioru przystajecych kwadratéw Ky,

Ky, ..., K, o rownoleglych bokach, pokrywajgcych figure S mozna wybraé
nienachodzqgce na siebie kwadraty K, , Kmy, - .., Km, 0 lgcznym polu

1
|Km1|+-~-+|Kmn| = 1‘S|

Dowdéd. Zalézmy, bez zmniejszania ogdlnosci rozumowania, ze pole kazdego
kwadratu z pokrycia jest réwne (3)2. Niech n bedzie najwicksza liczba naturalna
spelniajaca nieréwnosé |S| > n — 1. Zgodnie z twierdzeniem 4 (Blichfeldta)
figure S mozemy przesunaé réwnolegle tak, by zawierala n > |S| wezléw

sieci jednostkowej. Wowczas dla kazdego wezta pozostawiamy jeden kwadrat
pokrywajacy ten wezel. Tak wybrane kwadraty nie nachodza na siebie, a ich

taczna powierzchnia wynosi (1)2-n > 1 -S| O

Pozostaje nam podaé ostateczne rozwiazanie problemu Tibora Radé, ale to
wymaga jeszcze troche pracy. ..
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W zachowanym dziele Komentarz do
Phenomena Aratosa i Eudoksosa
Hipparch nie wprowadza numerowanej
skali, uzywa jedynie greckich
przymiotnikéw, takich jak lampros
(Aapmpds) — jasny, hypolampros
(Ymodaumpds) — dosé jasny, amydros
(duvdpds) — staby, mikros (uikpds) —
blady, do poréwnania jasno$ci gwiazd.

Irradiancja to natezenie promieniowania
okreslajace ilo$¢ energii przypadajaca na
jednostke powierzchni w jednostce czasu.
Jednostka irradiancji jest wigc [W/m?].

‘W ogdlnosci problem jest nieco bardziej
ztozony. Skala magnitudo pochodzi od
obserwacji goltym okiem, za$ Pogson

w swej pracy opieral si¢ na wczesnych
pomiarach fotograficznych. Okazuje sie,
ze oko ludzkie ma nieco inng czuloéé dla
poszczegdblnych diugosci fal (rézne
gwiazdy o réznej temperaturze maja
maksimum jasnosci dla réznych dlugosci
fal via prawo przesuni¢¢ Wiena) anizeli
papier fotograficzny. Z tego powodu

w fizyce o$wietlenia (cho¢by w pomiarach
jasnosci lamp) uzywa si¢ lukséw (lumen
na metr kwadratowy), czyli irradiancji
skorygowanej o czuloéé ludzkiego oka.

W podrecznikach astronomii czesto
spotyka si¢ zapis In F' dla strumienia,
jednak matematycznie operacja
logarytmowania wielko$ci fizycznej

z jednostka jest niepoprawna. Prawidlowo
nalezy stosowaé logarytm ze stosunku
wartodci do jednostki odniesienia

(np. In(F/Fy)), co daje wielkosé
bezwymiarowa.

Przyjecie dla Wegi dokladnie m = 0 jest
definicjg historyczng. Obecnie Wega nie
jest juz uwazana za wzorzec i jej jasnosé
rézni si¢ od zera we wspélczesnych
systemach fotometrycznych.

O skali magnitudo
Arkadiusz HESS*

Kiedy w pogodna noc zaczniemy przypatrywac sie niebu, zauwazymy bez trudu,
ze gwiazdy (i planety) ewidentnie réznia sie jasnoScia. Rowniez starozytni
dostrzegli ten jakosciowy fakt. Jednak dopiero w II wieku p.n.e. Hipparch

z Nikei stworzyl pierwsza znana klasyfikacje gwiazd.

W II wieku n.e. Klaudiusz Ptolemeusz z Aleksandrii, autor dzieta Almagest

(a wlasciwie Mathematikes Syntazeos) wprowadza numerowana skale jasnosci
gwiazd, w ktérej podzielil gwiazdy od najjasniejszych (ktére nazwal gwiazdami
pierwszej wielkosci) do $wiecacych najstabiej (gwiazdy szostej wielkosci).
Pojawiajacy sie tu termin ,wielko$¢” — mégetheos (ueyédovg) — w wiekach
pézniejszych zostal zlatynizowany do postaci magnitudo, ktéra to nazwa jest
uzywana w astronomii po dzis dzien.

Zauwazmy przy okazji, ze jasniejsze obiekty maja mniejsza wartosé¢ w skali
magnitudo. Jest to jedna z dos¢ nietypowych dla fizykdéw rzeczy w astronomii.

W 1856 roku Norman Pogson uscislil skale magnitudo. Nadat jej Scista definicje
matematyczna i powigzal wizualne jasnosci gwiazd z fizycznie mierzalng
wielkosdcia (w tym przypadku tzw. irradiancja). Takie natezenie w literaturze
astronomicznej okregla si¢ terminem strumienia (ang. fluz), dlatego oznacza si¢
go tradycyjnie jako F' (chociaz fizycy uzywaja réwniez literki I).

Pogson zauwazyl, ze stosunek natezen swiatta gwiazd pierwszej i széstej
wielkosci gwiazdowej (czyli rézniacych sie o pieé wielkosci) jest bliski 100.

W swojej normalizacji zalozyl, ze wynosi on doktadnie 100, % = 100. Drugim
zalozeniem poczynionym przez Pogsona bylo przyjecie, ze stosunek natezen
odpowiadajacych réznicy jednej wielkosci gwiazdowej jest staly, z czego wynika:

A 1005 ~ 2,512,
n+1
a liczbe v/100 nazywa sie czynnikiem Pogsona. Skala magnitudo jest skala
logarytmiczna, co odpowiada nieliniowej reakcji ludzkiego oka na zmiany
natezenia Swiatla. Zwiazek ten mozna powiaza¢ z prawem Fechnera—Webera,
wiazacym wrazenie zmyslowe (tutaj postrzegana jasnosé m w magitudo)
z fizyczna sila bodzca F, wyrazonym poprzez réwnanie rézniczkowe:
dF

dm =k 2.
m F

Catkujac, otrzymujemy rzeczywiscie:

. netn(E) e

gdzie Fy jest strumieniem odniesienia (np. strumieniem odpowiadajacym
zerowej warto$ci magnitudo), a C' jest stala calkowania. W praktyce stala C
i warto$¢ Fy dobiera sig¢ tak, aby skale magnitudo powiazaé¢ z obserwacjami
(co bedzie dokladniej opisane w dalszej czesci artykulu).

We wzorze tym mamy stala proporcjonalnosci k oraz stala kalibracyjna C.
Te pierwsza mozemy wyznaczy¢, korzystajac z réznicy magnitudo dla dwoéch
zrodel o réznych natezeniach Fy i Fy. Jedli rozpatrzymy réznice jasnosci zrodet
my 1 ma, ktérych jasnos¢ roézni sie o pie¢ magnitudo, to z zalozenia Pogsona
otrzymujemy:
5 2,5
5=k -In(100) = k= =
(100) In(100)  In(10)
Stala kalibracyjna C' wyznacza si¢ natomiast tak, zeby dla Wegi (a Lyr) —
najjasniejszej gwiazdy w gwiazdozbiorze Lutni — otrzymac¢ m = 0. Z pomiaréw
fotometrycznych wiadomo, ze stala C' wynosi okoto —13,89.

~ 1,0857.

Poniewaz w czasach Pogsona logarytmy dziesietne byly powszechnie uzywane
w astronomii i istnialy rozbudowane tablice do ich szybkiego obliczania, to
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Jasnosci obserwowane wybranych ciat
niebieskich w skali magnitudo (m).
Nalezy pamigtaé, ze wartosci te zalezg od
pasma obserwacji oraz od warunkéw
obserwacyjnych. Jasno$é¢ Ksiezyca jest
podana w peryhelium, a Wenus i Jowisza
w ich maksimum jasnosci.

Obiekt Jasnos$é (m)

Stonce —26,83
Ksiezyc w pelni —12,60
‘Wenus —4,93
Jowisz —2,94
Syriusz (e CMa) —1,47
Kanopus (o Car) -0,7

Arktur (a Boo) —0,04
Wega (o Lyr) +0,03
Polaris (warto$é srednia) +1,98

Czasami — zwlaszcza w przypadku
pomiaréw precyzyjnych oraz dla
obserwatoriéw kosmicznych — jasnosé
pozorng definiuje sie jako jasnosé
obserwowang z orbity Ziemi, aby usunac¢
wplyw atmosfery.

Istnieje takze inny problem zwigzany

z uzyciem Wegi jako odniesienia. Jej dos¢
szybki obrét wzdtuz wlasnej osi generuje
zmienno$é miedzy 2% a 6%, w zaleznosci
od pasma. Do bardzo precyzyjnych prac
potrzebna jest wigc ostroznosé przy
uzyciu systemu opartego na Wedze.

stynny wzor Pogsona mozna najczesciej spotkaé w formie:

Iy
mp —ma = —2,5 - log, 7 )
2

Warto tez zauwazy¢, ze wystepujacy tu czynnik —2.,5 jest wartoécia doktadna
i wynika z wlasnoéci logarytmu dziesietnego, a jego blisko$¢ do czynnika
Pogsona jest przypadkowa, nie jest on jego przyblizeniem.

Jasnosci pozorne i bolometryczne

Jasnosé obiektu obserwowanego z Ziemi oznacza sie m i nazywa jasnoscia
pozorna. Poniewaz jednak jasnos¢ obiektu spada z jego odlegloscia, to jasnosé
pozorna nie odzwierciedla rzeczywistej jasnosci obiektéw (strumienia $wiatta,
ktére one rzeczywiscie emituja). Warto zatem zdefiniowaé pewna szczegdlna
wielko$é, zwana jasnoscia absolutna, zapisywana poprzez M, zdefiniowana (dla
danej gwiazdy) jako jasno$¢ pozorna, jaka miataby dana gwiazda, gdyby byla
obserwowana z odleglosci standardowej réwnej 10 parsekow, przy zalozeniu
braku ekstynkcji, czyli ostabienia $wiatla spowodowanego absorbujacym

i rozpraszajacym osrodkiem (gléwnie pylem miedzygwiazdowym) pomiedzy
gwiazda a obserwatorem. Dzigki temu pojeciu mozna poréwnywacé rzeczywista,
(fizyczna) jasnosé gwiazd niezaleznie od ich aktualnej odleglosci od Ziemi.

Dla gwiazd i galaktyk magnitudo absolutne definiuje sie standardowo jako
jasnos$é obserwowana z odleglodci 10 parsekéw (32,6 lat $wietlnych). Definicja ta
wynika z historycznych uwarunkowan i jest powszechnie stosowana w astronomii
gwiazdowej i pozagalaktycznej. Dla obiektow Uktadu Stonecznego stosuje

sie inne standardowe odlegloéci: dla planet i planetoid magnitudo absolutne
definiuje sie dla odlegtosci 1 j.a. od Stonca i 1 j.a. od obserwatora, przy
zalozeniu kata fazowego 0° (pelne oswietlenie). Dla komet definicja jest nieco
bardziej zlozona, uwzglednia bowiem ich aktywnos¢ i rozklad swiatta w komie

i warkoczu.

Zwiazek miedzy magnitudo pozornym m, absolutnym M i odlegloscia d
(wyrazona w parsekach) wyraza sie klasycznym wzorem modutu odleglosci:

m — M = 5logy(d) — 5+ A,

gdzie dodatkowy skladnik A oznacza ekstynkcje. Dla obserwacji
pozagalaktycznych lub kosmologicznych uwzglednia sie réwniez inne efekty,
tj. korekty zwiazane z przesunieciem ku czerwieni (m.in. tzw. k-correction)
i efektami relatywistycznymi.

Jasno$¢ mozna rowniez analizowaé¢ pod katem obszaru widma, ktére
obserwujemy. Gdy interesuje nas catkowita jasno$¢ we wszystkich dlugosciach
fal, definiuje si¢ jasno$¢ bolometryczna my,o i M. Dla Stonica typowa wartosé
bolometrycznego magnitudo absolutnego wynosi Myl ~ 4,74. Réznica miedzy
magnitudo bolometrycznym a wizualnym gwiazdy jest opisywana przez korekte
bolometryczna, zalezng od temperatury i widmowego rozkladu energii gwiazdy.

W praktycznej fotometrii nie obserwujemy calego widma, lecz wybrane jego
fragmenty, okreslone przez uzywane filtry. Poniewaz definicja magnitudo

w danym systemie zalezy od funkcji odpowiedzi instrumentu, krzywe
transmisji i odbicia filtréw sa kluczowe dla okredlenia faktycznego strumienia
rejestrowanego przez detektor.

Kalibracja skali magnitudo

W czasach, kiedy w astronomii zaczeto utrwalaé¢ obrazy, potrzebne stalo sie
precyzyjne zdefiniowanie skali magnitudo (czyli dokladne zdefiniowanie stalych
kalibracyjnych C z réwnania (1)). Jako punkt odniesienia zostala wybrana
Wega — gwiazda jasna, niezaczerwieniona i najjasniejsza z gwiazd wczesnego
typu widmowego na péikuli péinocnej. Poczatkowa definicja obejmowala kilka
gwiazd oprécz Wegi. Zakladano, ze te gwiazdy maja $rednio magnitudo V' = 0
i wskaZniki barwy, czyli kolory fotometryczne, réwniez réwne 0 (w rzeczywistosci
Wega ma V' = 0,03).
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O obserwatorium im. Very Rubin
pisalismy w Ajg.

Fotometria CCD, jak kazda metoda
obserwacyjna, jest podatna na wplyw
warunkéw zewnetrznych i charakterystyk
instrumentu — a przy precyzyjnych
pomiarach trzeba to uwzglednié. Surowe
obrazy z detektora CCD zawierajg nie
tylko interesujacy nas sygnal pochodzacy
od obiektéw astronomicznych, lecz takze
zakl6cenia zwigzane z elektronikg kamery
i ukladem optycznym. Dlatego przed
wlasciwa analizg tworzy sie i stosuje tzw.
obrazy referencyjne: bias B(z,y)
(reprezentujacy elektroniczny offset,
obecny nawet przy zerowym czasie
ekspozycji), dark D(z,y) (opisujacy
sygnal generowany przez prad ciemny
detektora) oraz flat F(z,y) (korygujacy
nieréwnomierng czulo$é pikseli

i o$wietlenie pola widzenia).

Aby otrzymaé wiarygodne pomiary
jasnosci, surowe obrazy poddaje si¢
kalibracji z uzyciem klatek referencyjnych.
Proces ten opisywany jest wzorem:

Icai(z,y)
_ Iraw(®,9) — B(x,y) = toxp D(, y)

Frorm (2, )
t to czas ekspozycji.

Dopiero tak skalibrowane obrazy moga
by¢é wykorzystane do pomiaréw
fotometrycznych. Kalibracj¢ wykonuje si¢
w specjalnych programach, ktére
usprawniajac ten proces, pozwalaja
zaoszczedzié sporo czasu. Wiecej

o technicznych aspektach astrofotografii
pisal Ireneusz Nowak w A§4.

Czytelnikéw zainteresowanych skalami
magnitudo zach¢camy réwniez do
samodzielnego zapoznania si¢ ze
wspélczesnymi przegladami nieba —

z ktérych najwazniejsze sa 2MASS, SDSS
i Gaia.

W praktyce pomiary sa bardziej skomplikowane, poniewaz Wega nie zawsze
jest dostepna do obserwacji w tym samym czasie co zrédto. Dlatego systemy
fotometryczne wymagaja definicji wielu wtérnych standardéw fotometrycznych
rozproszonych po niebie.

Wspélczednie poréwnuje sie wiele nakladajacych sie ekspozycji wykonanych
w réznych czesciach nieba. Takie podejscie, zastosowane m.in. w przegladzie
SDSS (metoda ubercal) oraz w Obserwatorium im. Very Rubin (algorytm
FGCM), umozliwia dokladne wyznaczenie punktu zerowego skali magnitudo
z dokladnoscia rzedu milimagnitud.

Krétko o historii detektorow

Cho¢ skala magnitudo ma swoje korzenie w historii percepcji wzrokowej
i definicjach Pogsona, jej praktyczne uzycie zalezy od mozliwosci detektorow.

Pierwszymi uzywanymi detektorami byly plytki fotograficzne. Plytki oferowatly
mozliwos¢ dtuzszej integracji, a tym samym wykrywania stabszych obiektow.
Dostarczaty réwniez trwaltych zapisow obserwacji. Jednak ich analiza byla
trudna, cierpialy na nieliniowo$é odpowiedzi i mialty niska wydajnos¢ kwantowa
(stosunek wykrytych fotonéw do padajacych fotonéw).

Prawdopodobnie pierwszym, ktéry sfotografowal gwiazde inna od Storica (byla
to gwiazda Wega (a Lyr)), byl John Adams Whipple, amerykariski wynalazca,
pracujacy razem z astronomem Williamem Cranch Bondem w Harvard College
Observatory. George Phillips Bond, syn W. C. Bonda, jest réwniez uwazany za
jednego z pionieréow w tej dziedzinie.

Rozwéj technik pomiaru jasnoéci gwiazd postepowal rownolegle z pojawieniem
si¢ coraz bardziej czulych detektorow. Fotoelektryczna fotometria

gwiazd pojawila si¢ wraz z wprowadzeniem fotokomérek, a nastepnie
fotopowielaczy. W 1892 roku irlandzki astronom William Monck jako pierwszy
dokonal pomiaréw astronomicznych za pomocg ogniwa fotowoltaicznego
(wyprodukowanego przez George’a Minchina).

W 1907 roku kolejne proby fotoelektrycznych obserwacji astronomicznych podjat
Amerykanin Joel Stebbins. Wraz z Paulem Guthnickem byl pionierem w uzyciu
metod fotoelektrycznych do fotometrii, rozwijajac je do poziomu precyzyjnego
narzedzia pomiarowego.

Kolejnym przelomem byly uklady CCD (Charge-Coupled Devices), wynalezione
w 1969 roku przez Willarda Boyle’a i George’a Smitha, pierwotnie do zastosowan
komputerowych; pierwszy obraz astronomiczny wykonano nimi w obserwacjach
Urana w Jet Propulsion Laboratory. Uklady CCD szybko zrewolucjonizowaly
pomiary fotometryczne dzieki wysokiej czulosci, liniowoéci i stabilnosci

i pozostaja do dzi§ podstawowym detektorem uzywanym w astronomii.

Podsumowanie

Skala magnitudo pozostaje wygodnym i historycznie uzasadnionym sposobem
zapisu jasnos$ci astronomicznych; jej logarytmiczny charakter wynika z percepcji
wzrokowej i zostal sformalizowany przez Pogsona. W praktyce fotometrycznej
kluczowe sa:

« dokladne zdefiniowanie punktu zerowego danego systemu (opartego np. na
Wedze),

e precyzyjne okreslenie odpowiedzi instrumentu, czyli tego, jak filtr, detektor
i optyka reaguja na rézne dlugosci fali,

e rygorystyczna kalibracja obejmujaca obserwacje gwiazd standardowych,
poprawki na mase powietrza, barwy obiektow i propagacje punktow zerowych
do obserwowanych obszaréw nieba.

Dla uzyskania precyzji rzedu 1% konieczne jest odwolanie si¢ do
spektrofotometrycznych standardow i starannego modelowania wszystkich
sktadnikéw systemu pomiarowego.
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https://www.deltami.edu.pl/2024/04/astrofotografia-glebokiego-nieba-czesc-ii-techniczna/

takie jest
Zyci

Nieludzka mowa

Wyobrazcie sobie, Szanowni Czytelnicy, istoty Zyjace w grupach rodzinnych,
ktorych przedstawiciele dbaja o siebie wzajemnie i o potomstwo. Istoty
inteligentne, umiejace sie komunikowa¢, nawigzujace relacje z istotami innych
gatunkéw. I przywolajcie inne istoty, takze obdarzone duzym mézgiem,
inteligencja i umiejetnoscia komunikacji, ktére zaczynaja polowaé na te pierwsze.

W ciagu kilkudziesieciu lat doprowadzaja je do granicy wymarcia, zabijajac
miedzy 2 a 3 miliony osobnikéw. Ich ciala postuza do wyrobu niekopcacych
Swiec, kosmetykéw, ekskluzywnych perfum, lekow i przede wszystkim do
smarowania urzadzen mechanicznych.

Przed catkowitym wyginieciem istoty pierwsze uratowat
przypadek. W czasie Zimnej Wojny marynarka USA
uzywala podwodnych mikrofonéw do wykrywania
okretéw wroga. Zarejestrowano nie tylko dzwiegki
maszyn, ale takze dziwne, powtarzalne i ztozone,
nieznane dotad sygnaty. Poczatkowo nie byto

jasne, skad pochodza — az ustalono, ze ich zrédtem

sg wieloryby. W 1967 roku Roger Payne i Scott
McVay opublikowali przelomowe badania o ,$piewie”
humbakéw. Wydana trzy lata pézniej ptyta ,, The song
of the Humpback Whale” rozpowszechnita odkrycie.
Rzewny i tajemniczo brzmiacy w naszych uszach
»Spiew” podzialal jako noénik odkrycia, ze walenie

sa inteligentnymi istotami, ktére komunikuja sie

ze sobg w ztozony sposéb i maja spoteczne relacje. Ten
emocjonalny poniekad aspekt badan byt impulsem

do dzialan w obszarze $wiadomosci spotecznej oraz
legislacyjnym. Powstal ruch ,Save the Whales”, ktory
doprowadzit do podpisania w 1982 roku memorandum
o zaprzestaniu zabijania wielorybéw i wprowadzenia go
w zycie w 1986.

W 2020 roku powstal CETI (Cetacean Translation
Initiative), projekt badawczy majacy na celu
rozszyfrowanie ,,jezyka” wielorybdw, a szczegdlnie
kaszalotow. O ile $piewajace humbaki uzywaja
dzwiekéw przypominajacych nawolywanie, kaszaloty,
ktore sa zebowcami, uzywaja do komunikacji i nawigacji
klikania przypominajacego dzwigki mechanicznej
maszyny do pisania. Te ciagi kliknie¢ kojarza sig

z komunikatami nadawanymi alfabetem Morse’a.

Kaszaloty sa dobrym kandydatem do badan jezyka
waleni, poniewaz maja zorganizowane zycie spoteczne.
Zyja w matriarchalnych klanach rodzinnych, grupach
samic z mtodymi. Samce po kilku latach zycia w klanie
oddzielajg sie i z wyjatkiem okresu godowego wioda
samotniczy tryb zycia. Osiagaja ogromne rozmiary,
zwykle 16-18 m, rekordowo nawet 20-22 m, waza
zwykle 40-50 ton. Sa najwiekszymi waleniami z grupy
zebowcow.

O zyciu kaszalotéw wciaz niewiele wiadomo, spedzaja
bowiem wiekszo$¢ czasu pod woda. Schodza na wielkie
glebokosci, przecietnie na okoto 800-1200 m, rekordowe
zapisy wskazywaly nawet 3000 m. Potrafia wytrzymaé
bez oddechu blisko godzing, ale i tu rekordy sa znacznie
wieksze — do ponad dwéch godzin. Ich olbrzymie cialo
ma wiec przystosowania, ktére sprawiaja, ze nie jest
miazdzone przez ci$nienie na glebokosci kilkuset i wiecej
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metréw. Ponadto potrafia polowaé¢ w catkowitych
ciemnosciach, uzywajac do tego echolokacji — za pomoca
wspomnianego klikania. Dzwigki, ktéore wydaja,

maja natezenie 200-230 decybeli w wodzie, dzigki
czemu sonduja glebiny i komunikuja si¢ na duzych
odleglosciach.

Kaszalot z profilu to pierwowzér ikony wieloryba.
Mysle, ze to na kaszalocie wyladowal pan Maluskiewicz
z wierszyka Juliana Tuwima. Zmeczony bezowocnym
poszukiwaniem wieloryba zamierzal rozbi¢ namiot na
wyspie, ktora okazala sie lewym nozdrzem walenia.
Historyjka ta nie jest daleka od prawdy, bo glowa
olbrzymiego kaszalota stanowi okolo 1/3 dlugosci

jego ciata. Oprécz czaszki i ogromnego (najwigkszego
wérédd istot zyjacych na Ziemi) mézgu — w glowie

tej, nad gérna szczeka, znajduje sie¢ wielki magazyn
ttuszczu. Sklada si¢ on z tzw. melona, duzej struktury
gestej tkanki ttuszczowej, oraz zbiornika spermacetu,
zawierajacego nawet do 1,9 tysiecy litréw tego cieklego
»oleju”. To on byl najcenniejszym surowcem dla
wielorybnikéw. Wciaz nie jest do konca jasne, jaka jest
jego funkcja. Uznaje sie, ze reguluje on pltywalnosé,
stuzy jako osrodek wzmacniajacy wydawane przez
kaszalota dzwigki oraz stanowi ochrone dla czaszki

i mézgu przed wielkim cisnieniem w glebinach oceandéw.

Projekt CETI ma za zadanie zebranie wielkiej liczby
danych, ktére postuza trenowaniu modeli uczenia
maszynowego. Naukowcy, przy uzyciu dronéw,
przymocowuja wielorybom za pomoca przyssawek
niewielkie urzadzenia, ktore rejestruja dzwiek dzigki
zsynchronizowanym hydrofonom, a takze dane

z czujnikéw cisnienia, ruchu, orientacji i warunkéw
srodowiskowych. W polaczeniu z nagranym z drona
materialem filmowym zbiér danych pozwala badad,

w jaki sposéb wieloryby komunikuja sie i poruszaja
pod powierzchnia wody. Wszystkie dane i nagrania

sa selekcjonowane i analizowane przy uzyciu modeli
uczenia maszynowego. Do tego dodawane sg konteksty,
w ktorych rejestrowano nagrania. Projekt ma
doprowadzi¢ do zrozumienia podstaw jezyka wielorybéw.
CETT realizowany jest w wodach niedaleko Dominikany,
gdzie od wielu lat prowadzone sg obserwacje klandéw
rodzinnych kaszalotéw. Kazdy osobnik jest znany

i rozrézniany, ma swoje imie, drzewa genealogiczne sa
starannie opisane.

Naukowcy zidentyfikowali setki réznych wzordéw klikow
(tzw. kody, ang. coda, codas), ktére moga funkcjonowaé



jak fonemy w ludzkim jezyku — czyli podstawowe
elementy dzwickowe, z ktérych skladaja sie bardziej
ztozone komunikaty. Badania wskazuja, ze kaszaloty
uzywaja réznych sekwencji dzwiekéw w kontekstach
spotecznych, co sugeruje, ze ich system komunikacji

ma cechy podobne do jezyka. Dzigki hipotezie, ze
percepcja waleni jest inna niz ludzka, uznano, ze przerwy
w dzwigkach, w ramach konkretnych kod, uniemozliwiaja
nam ,ustyszenie” tego, co odbieraja wieloryby. Badacze
wycieli zatem przerwy miedzy kliknieciami i powstaty
dzwieki przypominajace nasze samogloski ,a” oraz ,i”
W takiej ,,przyspieszonej” formie sygnal nadawany przez
kaszalota mozna spisywacé ze stuchu, bowiem zmienia si¢
z szeregu kliknie¢ w ciag wyraznie odréznialnych glosek.

W ramach badan CETI 8 lipca 2023 roku o godzinie
9:30 ptynacy w todzi badacze zauwazyli zgromadzenie
11 wielorybéw z grupy zwanej ,,Unit A”. Grupa ta
wywodzi sie z dwéch linii. Osobniki obu klanéw przez
dtuzszy czas znajdowaly sie w jednym skupisku, co

u niespokrewnionych ze sobg blisko zwierzat jest
nietypowe. Zwykle poruszaja sie i poluja oddzielnie,
rzadko wchodzac w fizyczny kontakt. Po upltywie
péltorej godziny w wodzie pojawila sie krew i pokazatl
sie ogon rodzacego sie¢ wlasnie kaszalota. To krytyczny
moment, osesek ma ujemna plywalnosé, lecz nie ma
umiejetnosci ptywania, jego ptetwa ogonowa nie jest

w pelni rozprostowana. Po trwajacym 34 minuty porodzie,
natychmiast po uwolnieniu oseska z drég rodnych matki,
zwierzeta grupowo stworzyly platforme z wlasnych ciat
i wypchnely nowonarodzonego na powierzchnie, aby
mogl wziaé¢ pierwszy oddech. Przez kolejne 3 godziny
zachowanie grupy bylo nagrywane przez dwa drony.

Badacze mieli ogromne szczescie. Ostatni opis porodu
kaszalotow pochodzi z roku 1986. Teraz calo$¢ zostala

Metamaterialy — od pomystu do pierwszych realizac

* Wydzial Nowych Technologii i Chemii,
Wojskowa Akademia Techniczna

dokladnie zarejestrowana, a dane postuzyly za materiat
do analizy przez sztuczna inteligencje. Naukowcy
zidentyfikowali imiennie osobniki i okredlili orientacje
ich cial. Nowonarodzonego utrzymywaly na powierzchni
przede wszystkim cztery samice, z czego dwie to matka
i ciotka, ale dwie pochodzily z innej linii. Pozostate
zwierzeta stanowily wsparcie, wchodzac niekiedy w role
podtrzymujacych, zapewnialy takze bezpieczenstwo
mtodych z grupy i monitorowanie otoczenia. Przez
dtuga cze$é wydarzenia w bliskiej okolicy znajdowal sie
takze spokrewniony z jedna z linii samiec. Tak grupa,
Scisle wspolpracujac przez kilka godzin, przyjeta na
Swiat nowego cztonka spotecznosci.

To pierwszy tak dokladnie opisany przypadek narodzin
u wielorybéw. Jednoczesnie zarejestrowano wszystkie
glosy wydawane przez zwierzeta. Analiza dZwiekdéw
wykazala czeste uzywanie kod, ktore stuza identyfikacji
kaszalotow z tego rejonu Swiata, towarzyszacych
zabiegom pielegnacyjnym, stuzacym tworzeniu

i utrwalaniu wiezi spotecznych oraz sygnaléw typowych
dla tej konkretnie grupy A kaszalotéow.

Kiedy czytam o odkrywaniu tajemnic wielkich,
inteligentnych istot zamieszkujacych glebiny oceanéw,
wzruszam sie. I czuje ulge, ze nie tylko zabijamy — ale
wciaz jakas lepsza cze$¢ czlowieczenstwa szuka drég
porozumienia, takze z istotami innego gatunku. Tylko co
my im powiemy, kiedy w koncu nauczymy sie ich mowy?

Marta FIKUS-KRYNSKA

Korzystatam z:

Alaa Maalouf i wsp. Cooperation by non-kin during birth
underpins sperm whale social complexity. Science (2026) DOI:
10.1126/science.ady9280

Yaniv Aluma i wsp. Description of a collaborative sperm whale birth
and shifts in coda vocal styles during key events. Scientific Reports
(2026).DOI: 10.1038/s41598-025-27438-3
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Pawet PERKOWSKI*

W dwéch poprzednich artykutach (AS; i AlQ) pokazalismy, ze w okreglonych
warunkach (odpowiednia pulsacja pola pomiarowego w) mozemy zmierzyé
ujemng przenikalnoéé elektryczna materiatu wypetniajacego kondensator (AS,)
lub ujemna przenikalno$é magnetyczna materiatu wypetniajacego solenoid (AY),
mimo ze w rzeczywistosci wartosci obu przenikalnosci sa dodatnie. Ujemne
wartosci obu przenikalnosci nie sa wiec rezultatem fizycznych wlasciwosci
badanego materiatu, lecz wynikaja ze szczegdlnego ,,opakowania”, w ktérym
znajduje sie badany material. Efekt ten wystepuje, gdy wypelnionemu badanym
materialem kondensatorowi towarzyszy indukcyjnosé, ktora okreslilismy jako
»pasozytnicza”, lub gdy wypelnionej badanym materialem cewce towarzyszy
analogiczna pojemnosé pasozytnicza. Wobec istnienia w badanym ukladzie

jednoczesnie cewki i kondensatora uktad moze znalezé si¢ w rezonansie.

Pojawienie si¢ rezonansu w tych uktadach prowadzi do tego, ze przy zmianie

pulsacji sygnalu mierzonego w poblizu pulsacji rezonansowej obwod bedzie
zmienial swoj charakter z pojemnosciowego na indukcyjny i vice versa.
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Ideowo ten przypadek jest podobny do zjawiska
rezonansu pradéw i rezonansu napie¢ w obwodach LC.

Z analizy przeprowadzonej w artykulach Agg i A;g wiemy, ze

w szeregowym polaczeniu cewki i kondensatora dla niskich pulsacji w
(niskiej czestodci zmian napiecia na zrédle) obwéd taki zachowuje sie
jak pojemno$é (napiecie odklada si¢ gléwnie na kondensatorze). Czyli
jezeli bedziemy nasz obwdd analizowaé przez pryzmat jego wlasciwosci
pojemnosciowych, to w wyniku pomiaru dostaniemy dodatnia wartosé

przenikalnosci elektrycznej materialu umieszczonego w kondensatorze.

Dla wysokich pulsacji wymuszenia obwdéd ma charakter indukcyjny
(napiecie odklada si¢ gtéwnie na cewce). Wéwcezas w standardowym
pomiarze otrzymaliby$Smy ujemna warto$é przenikalnosci elektrycznej
materialu umieszczonego w kondensatorze (Agj) Podobng sytuacje
mozemy zaobserwowa¢ w polaczeniu réwnoleglym kondensatora

i cewki. Dla niskich pulsacji w obwéd ma charakter indukcyjny (prad
plynie gtéwnie przez cewke). Czyli préba wyznaczenia przenikalnosci
magnetycznej materialu umieszczonego w cewce da nam wartosé
dodatnia. Natomiast dla wysokich pulsacji wymuszenia obwéd ma
charakter pojemnos$ciowy (prad plynie gléwnie przez pojemnosé).
Wowczas w standardowym pomiarze otrzymalibySmy ujemna wartosé
przenikalnosci magnetycznej materialu umieszczonego w cewce (Aig)

Przypadki analizowane w obu artykulach (AS; i AlY)
dotycza ujemnych wartosci przenikalnosci elektrycznej
lub magnetycznej zmierzonych w elementach
dyskretnych. Powstaje zatem pytanie: Czy w naturze
wystepujg materialty, ktére wykazywalyby ujemne
wartosci obu lub jednej przenikalnosci dla fali
elektromagnetycznej przechodzacej przez te materiaty?
Generalnie odpowiedz brzmi: ,nie”, ale jest jeden
wyjatek zwiazany nierozerwalnie z obecnoscia
elektronéw swobodnych w metalach. Metale w okolicy
tzw. pulsacji plazmowej w, (lezy ona w nadfiolecie)
zmieniaja znak przenikalnodci elektrycznej. Jest

to pulsacja oscylacji wlasnych gazu elektronéw
swobodnych. Ponizej tej czestotliwodci (w < wp) elektrony
swobodne nadazaja (bez zwloki) za oscylacjami pola
elektrycznego (skladowej fali elektromagnetycznej).

W wyniku tego nadazania metale odbijaja idealnie
$wiatlto. W tym przypadku metale majg bardzo duza
dodatnig przenikalnosé elektryczna. Powyzej pulsacji
plazmowej (w > w,) elektrony swobodne nie nadazaja za

zmianami pola elektrycznego w fali elektromagnetyczne;j.

W efekcie metale w nadfiolecie przestaja odbijaé fale
elektromagnetyczne.

Pulsacja jest nazywana réwniez czestoscia kolowa.

Pulsacja plazmowa to naturalna czestosé, z jaka elektrony w plazmie
zaczynajg wspolnie oscylowaé¢ wokél swojego polozenia réwnowagi,
gdy zostang lekko przesuniete wzgledem dodatnio natadowanych
jondéw.

W tym miejscu nalezy podkreslié, ze poza metalami
powyzej pulsacji plazmowej nie stwierdzono

w przyrodzie wystepowania materialow, ktore moglyby
sie charakteryzowa¢ ujemnymi przenikalnosciami:
elektryczna i/lub magnetyczna.

Wiktor Wiesielago [A] pod koniec lat 60. XX wieku
zaproponowal stworzenie materiatu posiadajacego
ujemne przenikalno$ci, choé¢ lepiej moze nalezaloby
moéwié ,struktury”, ktéra bedzie miata w sobie

w sposéb sztuczny stworzone i rozmieszczone elementy
mogace spelniaé role cewek, kondensatoréow i elementow
przewodzacych. Te struktury bylyby rozmieszczone
periodycznie w jakiej$ osnowie i oddzialywalyby

z falami elektromagnetycznymi o réznych pulsacjach.
Dla szczegdlnych pulsacji fala elektromagnetyczna
moglaby wywolywaé¢ w strukturach rozmieszczonych
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w tym materiale rezonanse doprowadzajace do
rejestracji ujemnych przenikalnosci. Materiaty o takich
wlasnoéciach nazwano metamateriatams.

Cho¢ dzisiaj wiemy o réznych typach metamateriatéw
i metapowierzchni, skupimy sie dalej na pierwotnym
pomysle Wiktora Wiesielago. O metamateriatach
moéwilibyémy by¢ moze jako o ciekawostce naukowej,
gdyby nie fizyczne realizacje tych materialéw. W tym
kontekscie wymienié¢ nalezy prace:

o Johna Pendry’ego i wspélpr. (1996) o mozliwosci
stworzenia materialéw /struktur wykazujacych
ujemna przenikalnosé elektryczna [B],

o Johna Pendry’ego i wspélpr. (1999) o mozliwosci
stworzenia materialéw/struktur wykazujacych
ujemng przenikalno$é magnetyczna [C],

e Davida Smitha i wspélpr. (2000) o mozliwosci
realizacji materialéw /struktur wykazujacych
jednoczesnie ujemne przenikalnosci: elektryczna
i magnetyczng [D].

Tego typu materialy wlasciwiej jest nazywaé
materialami hybrydowymi, poniewaz skladaja

sie z osnowy dielektrycznej (osnowa moze by¢

takze préznia/powietrze) i struktury periodycznej.
W przypadku struktury dyskretnej zrédtem energii
(dla zakresu radiowego) jest zmienne napiecie (pole
elektryczne) ze Zrédla zasilania, o czym mozna
przeczyta¢ w AS; i AlS. Gdy material hybrydowy
(metamaterial) o$wietlimy fala elektromagnetyczna,
to na zachowanie tych struktur powinny wptywaé obie
sktadowe tej fali (pola elektryczne oraz magnetyczne).
Okazuje sie, ze gdy w przestrzeni odpowiednio

(w zaleznosci od polaryzacji fali elektromagnetycznej)
umieécimy obwody skladajace sie z elementu
pojemnoéciowego, elementu indukcyjnego oraz
elementu przewodzacego (specjalnie nie piszemy

tu ,kondensatora” ani ,,cewki”, bo to sa struktury,
ktére na pierwszy rzut oka nie wygladaja jak

zwykly kondensator czy cewka), wéwczas fala
elektromagnetyczna bedzie oddziatywala z tymi
strukturami. W tym kontekscie metamaterialy sa

z definicji anizotropowe dla fali elektromagnetycznej,
poniewaz oddzialywanie zalezy od polaryzacji fali.

Mozemy podejrzewaé, ze, jak to opisano w AS,

i ALY uzyskanie efektywnej ujemnej przenikalnosci
elektrycznej oraz magnetycznej wymaga zastosowania
dwoch réznych struktur. Jedna bytaby odpowiedzialna
za ujemna przenikalno$é elektryczna, a druga za
ujemna przenikalno$é magnetyczng. Ponadto z punktu
widzenia fali elektromagnetycznej oérodek taki powinien
by¢ ciagly i jednorodny. W przypadku klasycznego
materiatu atomy czy czasteczki budujace ten osrodek
sa male w stosunku do dlugosci fali $wiatla, ktére
przechodzi przez osrodek — wiec osrodek jest dla tego
Swiatla ciagly. W przypadku metamaterialéw elementy
budujace ten oérodek oraz okres ich powtarzalnosci
musza by¢ réwniez male w stosunku do dtugosci
oddzialujacej z nimi fali — tak zeby fala odczuwala ten
os$rodek jako ciagty.
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Rys. 1. Plaska fala elektromagnetyczna rozchodzi si

wektorem falowym k. Drgania pola elektrycznego

pola magnetycznego

wzdluz osi Oy i jest scharakteryzowana

zachodzg wzdtuz osi Oz. Kierunek wektora

jest réwnolegly do osi Ox. Powtarzajace si¢ preciki metalowe sg réwnolegte

do pola elektrycznego. Dlugosé fali propagujacej sie¢ jest wyraznie wigksza od rozmiaru elementu
(a < N), przez ktory przechodzi i z ktérym oddziatuje

Struktura pierwsza musi korzystaé¢ z pola elektrycznego,
wplywajac na efektywnie obserwowang ujemna
przenikalno$é elektryczna. Pendry wiedzial, ze metale maja
bardzo duza przenikalnosé elektryczna i powyzej pulsacji
plazmowej zmieniajg znak przenikalnosci elektrycznej na
ujemny. Zaproponowal w 1996 roku strukture [B], ktéra
mozna by bylo okredli¢ ,rozrzedzonym metalem”. Sktada
sie ona (rys. 1) z precikéw metalicznych o $rednicy d
rozmieszczonych regularnie na kwadratowej sieci o stalej a.
W ten sposéb zyskal dwa efekty: obnizyl wyraznie wartosé
przenikalnosci elektrycznej (w stosunku do ciaglego metalu)

oraz obnizyl pulsacje plazmowa do zakresu mikrofalowego
(z nadfioletu). Poniewaz, jak pamietamy, dlugosci A
fali elektromagnetycznej z zakresu mikrofalowego sa
rzedu centymetrow, wiec nietrudno bylo stworzyé¢ takie
powtarzajace sie struktury o wymiarach okolo jednego
centymetra (w [B] przyjeto a &~ 0,5 cm). Zostal wiec
spelniony warunek a < \. Poprzez dobér wymiaréw

(a id) tej struktury Pendry mégl w pewnym zakresie
stroi¢ pulsacje plazmowa wp (pulsacje inwersji znaku
przenikalnosci elektrycznej) oraz warto$é (amplitude)
przenikalnoéci elektrycznej ¢.

Pendry otrzymal material hybrydowy, ktorego przenikalnosé elektryczna e

4:(w)

vy

wWp

Rys. 2. Efektywna przenikalnosé
elektryczna e struktury precikowe;j

w funkcji pulsacji fali
elektromagnetycznej. wp to pulsacja
inwersji znaku przenikalnosci elektrycznej

zmieniala sie w funkcji pulsacji w, jak na rysunku 2.

Zauwazmy, ze struktura zaproponowana w [B] nie wplywa na pole magnetyczne,
poniewaz indukcja pola magnetycznego B (w fali elektromagnetycznej) jest
prostopadla do precikéw. Stad zaproponowana struktura ,rozrzedzonego metalu”
nie prowadzi do efektywnej ujemnej przenikalnosci magnetycznej. Aby uzyskaé
oddzialywanie pola magnetycznego fali elektromagnetycznej ze struktura
metamateriatu, Pendry w 1999 roku zaproponowal nowa strukture. Sktada sig
ona z rezonatoréw w postaci rozcietych obwodéw kotowych prostopadtych do
pola magnetycznego (rys. 3).

W rzeczywistosci w pracy Pendry’ego [C] to nie byly przeciete pierécienie,
lecz przeciete walce przewodzace, ale dla wygody mozemy je sprowadzié
do przecietych obwodéw kotowych. Dzieki takiemu rozwiazaniu element

indukcyjny (piersciert) moze czerpaé energie ze zmiennego pola magnetycznego
(wykorzystujac prawo indukcji Faradaya). Przeciecie tego obwodu utworzyto
zaimprowizowany kondensator. Polaczenie obwodu kotowego z kondensatorem

padajaca fala
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Rys. 3. Plaska fala elektromagnetyczna rozchodzi si¢ wzdluz osi Oy i jest opisana wektorem

falowym k. Kierunek drgan wektora pola magnetycznego

elektrycznego

jest zgodny z osia 0xz. Wektor pola

jest réwnolegly do osi Oz. Powierzchnie elementéw indukcyjnych sa prostopadte

do osi Oz. Dlugo$é fali A propagujacej si¢ jest wyraznie wigksza od elementu (a,b < X), przez ktéry
przechodzi i z ktérym oddzialuje
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b (w)

Wpg

Rys. 4. Efektywna przenikalnosé
magnetycznej p struktury przecigtych
obwodéw kotowych w funkcji pulsacji fali
elektromagnetycznej. wr to pulsacja
inwersji znaku przenikalnosci

magnetycznej
ﬂ]l
e<0 e>0
u=>0 u>0
e
e< e>0
p<0 n<0

Rys. 6. Podziat materialéw ze wzgledu na
wartosci obu przenikalnosci. Jezeli tak
dobierzemy parametry struktur, ze

wpr < wp, to dla niskich pulsacji (w < wg)
metamaterial zaproponowany przez
Smitha bedzie charakteryzowat sie
zestawem dodatnich przenikalnosci e > 0
i p > 0, dla érednich pulsacji
(wrp<w<wp)e>0ip<0,adla
wysokich pulsacji (w > wp) (¢ <0

i p < 0). Jezeli parametry struktur
dobierzemy tak, ze wp < wg, to dla
niskich pulsacji (w < wp) metamateriat
Smitha bedzie charakteryzowat si¢
zestawem dodatnich przenikalnosci € > 0
i p > 0, dla $rednich pulsacji

(wp <w<wr)e<0ip>0adla
wysokich pulsacji (w > wg) obie
przenikalnosci beda ujemne (e < 0
ip<O0).

Autor dziekuje profesorowi
Januszowi Parce za dyskusje nad
tematykq artykulu.

stanowi obwdd rezonansowy. Taki rezonator charakteryzuje sie pulsacja
rezonansowa wpr. Na wlasciwosci rezonansowe wplyw majg rozmiary

struktury, a przede wszystkim Srednica obwodéw d, szerokosé przeciecia a
pierscienia, a takze odleglosci b pomiedzy pierécieniami. Pole magnetyczne fali
elektromagnetycznej oddziatuje z uktadem rezonansowym tak, ze dla niskich
pulsacji (ponizej wr) daje przenikalno$é magnetyczna dodatnia, a dla wysokich
pulsacji (powyzej wgr) daje przenikalno$é poczatkowo ujemna, a potem dodatnia,
ale mniejsza od jeden (rys. 4).

Zauwazmy, ze struktura zaproponowana w [C] nie wplywa na pole elektryczne,
stad ta struktura nie prowadzi do ujemnych wartosci efektywnej przenikalnosci
elektrycznej.

Rok po publikacji Pendry’ego ukazala sie publikacja Smitha [D] taczaca
w jednym materiale obie struktury. Taki metamaterial jest przedstawiony na

rysunku 5.
A,

yz plaszczyzna polaryzacji

padajaca fala
elektromagnetyczna

Rys. 5. Plaska fala elektromagnetyczna rozchodzi si¢ wzdluz osi Oy i jest opisana wektorem
—
falowym k. Kierunek drgan wektora pola magnetycznego § jest zgodny z osig Oz i prostopadty

do powierzchni elementéw indukcyjnych. Wektor pola elektrycznego jest réwnolegly do osi Oz
i rownolegly do precikéw, w ktérych ma wywotlaé prady przepolaryzowania. Diugosé fali A
propagujacej si¢ jest wyraznie wigksza od rozmiaréw elementéw w obu strukturach, przez ktére
przechodzi i z ktérymi oddzialuje

Obie podstruktury (osobno preciki i osobno przerwane pierécienie) sg od
siebie niezalezne. Mozemy niezaleznie zmieniaé¢ ich wymiary i w rezultacie
stroi¢ pulsacje: plazmowa (wp) i rezonansowa (wg). Poprzez odpowiedni dob6r
wymiaréw obu struktur mozemy wiec otrzymac rézne znaki obu przenikalnosci.
Potencjalne kombinacje przenikalnosci w materiatach przedstawia rysunek 6.
W pierwszej ¢wiartce znajduja sie¢ materiaty, rzec by mozna, ,klasyczne”,

dla ktérych obie przenikalnosci sa dodatnie. Te materialy (gdy zalozymy,

ze nie pochlaniaja $wiatla) sa przezroczyste (wspolczynnik zalamania jest
rzeczywisty i dodatni). W drugiej éwiartce sa materialy metaliczne — powyzej
pulsacji plazmowej oraz metamateriaty zawierajace rezonatory z przerwanych
pierécieni — tez powyzej pulsacji rezonansowej. Tego typu metamaterialty

nie sa przezroczyste (wspélczynnik zalamania jest urojony). W trzeciej
¢éwiartce sg metamaterialy, ktére charakteryzuja sie ujemnymi warto$ciami
obu przenikalnosci. Ich struktura wymaga obecno$ci zaréwno struktur
pierécieniowych, jak i precikowych. Te metamaterialy sa przezroczyste, ale
réznig sie od tych z ¢wiartki pierwszej. Réznica tkwi we wspotczynniku
zalamania: wspolczynnik zatamania jest rzeczywisty i ujemny. Natomiast

w czwartej ¢wiartce umieszczone sa metamaterialty o dodatniej przenikalnosci
elektrycznej i ujemnej przenikalnosci magnetycznej. Tego typu metamateriaty
nie sa przezroczyste (wspdlezynnik zatamania jest urojony).

Literatura:

[A] V.G. Veselago, ,The electrodynamics of substances with simultaneously negative values of
epsilon and mu”, Sov. Phys. Usp. 10, 509-18 (1968).

[B] J.B. Pendry, A.J. Holden, W.J. Stewart, I. Youngs, ,,Extremely Low Frequency Plasmons
in Metallic Mesostructures”, Phys. Rev. Lett. 76, 4773 (1996).

[C] J.B. Pendry, A.J. Holden, D.J. Robbins, W.J. Stewart, ,Magnetism from Conductors and
Enhanced Nonlinear Phenomena”, IEEE Trans. Microw. Theory Tech. 47 2075-84 (1999).

[D] D.R. Smith, W.J. Padilla, D.C. Vier, S.C. Nemat-Nasser, S. Schultz, ,Composite Medium
with Simultaneously Negative Permeability and Permittivity”, Phys. Rev. Lett. 84, 4184
(2000).

19



Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 921, 922

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

921. W tréjkacie ABC punkt D jest spodkiem wysokosci CD. Punkt E lezy
wewnatrz tego tréjkata i zachodza zwiazki: AC > BC = BE, CD? = AD - BD.

Dwusieczna kata AED potowi bok AB. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci

Termin nadsylania rozwiazan: 31 VII 2026

miary kata ABC.

922. Niech o(k) oznacza sume wszystkich (dodatnich) dzielnikéw liczby

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
907 (WT = 2,42) i 908 (WT = 2,10)

z numeru 10/2025
Michal Adamaszek

nie ma granicy.
Kopenhaga 44,15

naturalnej k. Niech A,, bedzie $rednia arytmetyczna liczb o(k)/k po
k=1,...,n. Obliczy¢ granice ciagu (A,) gdy n — oo lub wykazaé, ze ten ciag

Zadanie 922 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwigzania zadain z numeru 1/2026

Krzysztof Kaminski Pabianice 40,19
Roksana Stowik 39,93
Marian Lupiezowiec Gliwice 39,55
Stanistaw Bednarek ¥6dz 38,25
Mikotaj Pater 36,35 Przv ina $¢ zadaii:
Jedrze Biedrzycki 3418 rzypominamy tres¢ zadan:

913. Niech m bedzie liczba naturalna nieparzysta. Wyznaczy¢ najwieksza mozliwg liczno$é zbioru M,

Pan Michal Adamaszek (10 x 44): szésty
uczestnik Ligi matematycznej

N ma sume rézng od zera.
z dwucyfrowg liczbg wykonanych rund!

zawartego w przedziale [—m, m], zlozonego z liczb calkowitych, w ktérym kazda tréjka réznych liczb

914. Znalezé wszystkie pary a, b liczb rzeczywistych réznych od zera, dla ktérych funkcja f: R — R
dana wzorem f(z) = |sin(az)| + | cos(bx)| jest okresowa.

913. Od razu widaé, ze zbiér {0,1,...
liczb o sumie zerowej (krétko: trdjki zerowej); zatem m + 1
jest osiagalng licznoscia zbioru M (tu i dalej elementami

,m} nie zawiera tréjki

rozwazanych zbioréw sg liczby caltkowite). Pokazemy, ze nie
da sie uzyskaé wiekszej licznoéci; czyli udowodnimy, ze

(%)  jeSli M C [—m,m] jest zbiorem liczb bez tréjki zerowej
(m — liczba nieparzysta), to |M| < m + 1.

Rozpatrzymy najpierw specyficzne sytuacje (i), (ii), (iii).
Oznaczenia: My = M N[0,m], M— = M N [-m,0).

(i) Gdy m € M oraz —m € M. Wéwczas 0 ¢ M (brak tréjki
zerowej). Rozbijamy zbiér M_ \ {—m} na pary postaci
{—m+k,—k}, gdzie k=1,..., %(mfl). Skoro m € M, zatem
z kazdej z tych par moze wej$¢ do zbioru M co najwyzej
jedna liczba. Dlatego [M_| < 3(m — 1)+ 1= 1(m +1).
Skoro —m € M, zatem (analogicznie) |[My| < 4(m+ 1). Stad
M = M|+ [M_| < m+ 1.

(ii) Gdy m € M, ale —m ¢ M, za to —m + 1 € M. Rozbijamy
zbiér M_ \ {—m} na pary tak samo, jak w przypadku (i);

ale teraz M_ \ {—m} = M_, i dlatego |M_| < 1(m —1).
Elementy nieujemne taczymy w pary postaci {l, m—1—1}, gdzie
1=0,...,2(m—3); jest ich 1 (m —1). Skoro —m +1 € M,

z kazdej z nich wchodzi do zbioru M co najwyzej jedna
liczba. Nietrudno sprawdzi¢, ze te pary lacznie wyczerpuja
wszystkie liczby z przedziatu [0, m—1], z wyjatkiem

jednej, ,centralnie potozonej” liczby %(m —1). Zatem

[My| < 3(m—1)+ 141 (dwa ostatnie skladniki biory sie

z uwzglednienia tej liczby ,,centralnej” oraz samej liczby m).
Stad [M| = [M_| +|My| < 3(m— 1)+ 3(m +3) =m + 1.

(iii) Gdy —m € M, ale m ¢ M, za to m — 1 € M. To przypadek
dokladnie symetryczny do (ii); rozumowanie przenosi si¢ przez

zmiang znaku wszystkich elementéw (oraz przerzucenie liczby 0
do M_) i ponownie daje oszacowanie |M| < m + 1.

Dowdd wlasnosci () przeprowadzimy przez indukcje (po
liczbach nieparzystych, wigc ze skokiem o 2). Przypadek
bazowy (m = 1) jest banalny. Ustalmy liczbe nieparzysta m > 3
i przyjmijmy wlasno$¢ analogiczng do (x) dla m — 2: kazdy
zbiér bez tréjki zerowej, lezacy w przedziale [—m + 2, m — 2]
liczy nie wiecej niz m — 1 elementéw. Wezmy teraz dowolny
zbiér M C [—m, m] bez tréjki zerowej. Jego czes$é zawarta

w przedziale [—m + 2, m — 2] jest mocy < m — 1.
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I teraz: jesli czes¢ pozostata, czyli zawarta w zbiorze

{—m, —m+1,m—1,m} jest mocy < 2, to caly zbiér M liczy nie
wiecej niz m + 1 elementéw; to teza indukcyjna. A jezeli czesé
zbioru M zawarta w {—m, —m+1,m—1,m} jest mocy > 3, to
musi mie¢ miejsce jedna z sytuacji (i), (ii), (iii); w kazdej z nich,
jak pokazano wyzej, dostajemy oszacowanie |M| < m + 1, wiec
takze mamy teze indukcyjna. Wlasnosé (x) zostala udowodniona.
Stad odpowiedz: maksymalna liczno$é zbioru M wynosi m + 1.

914. Zbadamy najpierw przypadek, kiedy b = 1, czyli

f(z) = |sinaz| + | cosz|. Jedli a jest liczba wymierna, a = k/m
(k,m € Z\ {0}), to kazdy z dwbch sktadnikéw definiujacych f
jest funkcja okresowa (o okresie mm), wiec funkcja f tez.

W druga strone: zalézmy, ze f jest funkcja okresows z okresem
T > 0 (niekoniecznie minimalnym): f(x +T) = f(z). Biorac
kolejno z = 0, z = 7, dostajemy zwiazki

) |sinaT| + |cosT| =1,

|sin(an+aT)| + | cos(m+T)| = |sinarn| + 1;
przy tym |cos(m + T)| = |cosT| (liczba 7 jest okresem
podstawowym kazdej z funkcji |sin |, | cos|). Odejmujemy
stronami pierwsza réwnosé (1) od drugiej i, korzystajac z tego,
ze |sin(a+ B)] < |sinacos 8] + |sin Bcosal, otrzymujemy po
prostym przeksztalceniu nieréwnosé
| sin amr| (\ cosal| — 1) + | sin aT|<| cosam| — 1) > 0.

Tu oba sktadniki sa niedodatnie, wigc musza by¢ zerami; dla
pierwszego z nich oznacza to alternatywe

(2) sinamr =0 lub
Jesli zachodzi pierwsza z réwnosci (2), to a jest liczbg
catkowita (wiec wymierna). Jesli zachodzi druga réwnosé (2),
to aT (# 0) musi by¢ catkowita wielokrotnoscia 7, wiec
T = kn/a (dla pewnego k € Z). Wstawiamy to do pierwszego
réwnania (1) i dostajemy |cos (kw/a)| =1, skad kn/a =mn
(dla pewnego m € Z) — czyli a = k/m. WykazaliSmy, ze
f(z) = |sinazx| + |cosz| jest funkcja okresowa wtedy i tylko
wtedy, gdy a jest liczbg wymierng.

|cosaTl| = 1.

Przypadek ogélny (funkcja okreslona w tresci zadania) przez
oczywista zamiane zmiennej y = bz (b # 0) sprowadza badana,
funkcje do postaci | sin(% y)| + | cosy|. Na mocy przypadku juz
rozpatrzonego wnosimy, ze funkcja f jest okresowa wtedy i tylko
wtedy, gdy stosunek a/b jest liczba wymierna. [Rozwiazanie
wedlug pomystu autora zadania (Witold Bednarek).]



Zadania z fizyki nr 818, 819
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Klub 44 F

818. Przekrdj szklanego pryzmatu jest prostokatnym tréjkatem

réwnoramiennym (rysunek). Podstawa AC' i $cianka boczna BC sa gladkie,

Scianka boczna AB — matowa. Szklo, z ktorego wykonano pryzmat, ma

Termin nadsylania rozwigzai: 31 VII 2026 wspolezynnik zalamania n. Pryzmat stoi na gazecie. Jaka czesé powierzchni
B tekstu widzi obserwator, ktéry patrzy przez gladka $cianke BC'?

819. W naczyniu znajduje sig¢ ciecz i jej para nasycona. W wyniku procesu
izotermicznego rozprezania objetos¢ zajmowana przez pare wzrosla 8 = 3 razy,
a cis$nienie pary zmalalo o = 2 razy. Znalez¢ stosunek masy cieczy do masy pary
znajdujacych si¢ w naczyniu w chwili poczatkowej. Objetos¢ zajmowana przez

Crotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F  ciecz zaniedbad.
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
804 (WT = 2,2), 805 (WT = 1,5)

z numeru 10/2025
Biatystok 5-44+41,04
Jacek Konieczny Poznan 41,41
Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 6-37,19

Andrzej Nowogrodzki

Jan Zambrzycki

Chocianéw 3-36,28
Krzysztof Zygan Lubin 34,85 strony wynosi [/3.
Ryszard Wozniak  Krakéw 34,5
Tomasz Wietecha Tarnéw 18-27,40
Pawel Kubit Krakéw 21,82
Marian Lupiezowiec Gliwice 3-19,65
Zbigniew Galias Krakéw 1-14,75

Przypominamy tre$é¢ zadan:

Rozwigzania zadan z numeru 1/2026

810. Gtladki, jednorodny sznurek o dlugosci [ i masie m przerzucony jest przez niewielki nieruchomy
blok tak, ze w chwili poczatkowej pozostaje w rownowadze, a po lekkim przesunieciu zaczyna
zeslizgiwac sie z bloku. Znalez¢ site nacisku sznurka na blok w chwili, gdy jego dlugos¢ z jednej

811. Naladowany kondensator ptaski znajduje si¢ w jednorodnym polu magnetycznym, ktérego
linie sa prostopadtle do plaszczyzn okladek. Odleglo$é miedzy okladkami wynosi d, indukcja pola
magnetycznego B. Wewnatrz kondensatora, kolo ujemnie naladowanej oktadki znajduje si¢ zrédto
powolnych elektronéw wysytanych w réznych kierunkach. Jakie musi by¢ napiecie miedzy okladkami,
aby elektrony ogniskowaly si¢ z mozliwie najlepsza doktadnoscig na dodatnio naladowanej oktadce?

Oddzialywanie migdzy elektronami zaniedbujemy.

810. Sit¢ naprezenia sznurka N w badanej chwili mozemy
obliczy¢ z réwnan ruchu:

2mg/3 — N =2ma/3, N —mg/3=ma/3,

gdzie a jest przyspieszeniem sznurka, stad

N = 4mg/9.
Szukana sita F' nacisku na blok wynosi
(1) F =2N — AF,

gdzie AF jest wypadkowa sktadowych pionowych sit
dosrodkowych dzialajacych na elementy sznurka lezace na bloku.
Mimo ze promieri r bloku jest maly, nie mozemy jej pominaé,
bo masa tej czesci sznurka Am ~ r, a przyspieszenie dosrodkowe
aq ~ 1/r.

Site AF mozemy wyliczy¢ z zasady zachowania pedu.
Rozwazmy maly przedzial czasowy At, w ktérym cze$é sznurka

o predkosci v i masie mvAt/l przechodzi przez blok, a jej
predko$¢ zmienia si¢ z v na —v. Spelnione jest réwnanie:

AFAt = 2mv*At/l,
(2) AF = 2mv? /1.
Predkos¢ v w badanej chwili mozemy obliczy¢ z zasady
zachowania energii:
—mgl/4 = —mgl/18 — 2mgl/9 + mv* /2,

(3) v? = gl/18.
Z réwnan (1)—(3) otrzymujemy szukang sile nacisku:
F =7mg/9.

811. Niech 0§ Z bedzie skierowana przeciwnie do wektora
natezenia pola elektrycznego E. Ruch elektronu jest ztozeniem

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez
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ruchu wzdluz osi Z oraz ruchu po okregu w plaszczyznie
prostopadtej do B. Ze strony pola elektrycznego na elektron
dziala sita F = —eE, ktéra nadaje mu przyspieszenie wzdtuz
osi Z o bezwzglednej wartosci

a; =eE/(m) = eU/(md),

gdzie U jest napieciem miedzy okladkami, m masg elektronu,
—e jego tadunkiem. W plaszczyznie prostopadiej do Z elektron
porusza si¢ po okregu o promieniu R = mv, /(eB), a v, jest
rzutem jego predkosci na plaszczyzne prostopadla do Z. Okres
obrotu

T =2mm/(eB).

Aby wiazka elektronéw ogniskowata si¢ w jednym punkcie na
dodatniej oktadce, czas ich przelotu miedzy oktadkami musi
wynosi¢ nT', gdzie n = 1,2,3,..., czyli spelniony musi by¢
warunek:

d=v,nT + a.n’T?/2 = v,nT + eUn>T? /(2md),

gdzie v, jest zetowg sktadows predkosci elektronu emitowanego
ze zrédla. Dla réznych katow emisji v, jest inne, i zogniskowanie
wigzki w jednym punkcie nie jest mozliwe. Poniewaz jednak
zrédlo emituje powolne elektrony, mozemy w poprzednim
wzorze zaniedbaé pierwszy wyraz zalezny od predkosci. Stad
otrzymujemy warunek na napiecie miedzy oktadkami:

U = ed®B?/(2x*nm).
Jest to wynik przyblizony. Elektrony nie skupiajg si¢ w jednym
puncie, lecz tworza ,plamke” na dodatnio natadowanej oktadce.
Jej rozmiar bedzie najmniejszy dla n = 1. Ostatecznie szukane
napiecie wynosi:

U = ed’B*/(2r°m).

wspo6lezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



@Prosto z nieba: Mate czerwone kropki

Moéwiac o bardzo wczesnym
‘Wszechs$wiecie, rozumiemy tutaj
Wszechswiat okoto 13 miliardéw lat temu,
czyli okres, gdy od Wielkiego Wybuchu
minglo zaledwie kilkaset milionéw lat.

Zdjecia ,malych czerwonych kropek”
wykonane przez Kosmiczny Teleskop
Jamesa Webba. Zrédto: Rusakov et al.
(2026), Nature 649, 574-579

Jasne, rubinowoczerwone kropki przedstawione na zdjeciach obok to pozornie
niewielkie obiekty, ktérych nature astronomowie probuja wyjasni¢ od kilku lat.
Po raz pierwszy dostrzezono je w 2024 roku na zdjeciach wykonanych przez
Kosmiczny Teleskop Jamesa Webba. Od tego czasu widzimy je praktycznie

na kazdym zdjeciu wczesnego Wszech$wiata wykonanym przez ten teleskop.

Co jednak szczegolnie intrygujace, we wspotczesnym Wszechswiecie nie ma

ich odpowiednikéw. Ba! Prézno ich szukaé juz nawet okoto 1,6 miliarda lat po
Wielkim Wybuchu. Wyglada wiec na to, ze istnialy jedynie na samym poczatku
dziejéw Wszechswiata, okoto 13,2 do 12,2 miliarda lat temu.

Poczatkowe obserwacje sugerowaly, ze matle czerwone kropki to niesamowicie
masywne obiekty, ktére podwazaja teorie ttumaczace powstanie i ewolucje
Wszechéwiata. Z wstepnych obserwacji malych czerwonych kropek wynikaloby
bowiem, ze albo galaktyki (jezeli bylyby to galaktyki) powstawaly niewiarygodnie
szybko, albo ze nieprawdopodobnie masywne czarne dziury (jezeli bylyby to czarne
dziury) pojawialy si¢ dostownie znikad we wezesnym Wszech$wiecie. Innymi stowy,
poczatkowe badania wykazywaly, ze mate czerwone kropki byty zbyt masywne,
by mogly by¢ mtodymi galaktykami Swiecacymi $wiattem nowo powstalych
gwiazd. Nie emitowaly jednak promieniowania rentgenowskiego ani fal radiowych,
bedacych charakterystycznymi oznakami obecnosci supermasywnych czarnych
dziur pochlaniajacych otaczajaca je materie.

Oczywiscie astronomowie szybko wykonali bardziej szczegdlowe obserwacje
spektroskopowe kilku z tych obiektow i w lutym 2026 roku opublikowali wyniki
w czasopi$mie Nature. Nowe obserwacje sugeruja, ze poczatkowo zdecydowanie
przeszacowaliSmy masy tych obiektéw, i w rzeczywistosci sa mtodymi czarnymi
dziurami, ktére bardzo szybko rosna, karmiac sie otaczajaca je materia.
Ponadto otacza je kokon zjonizowanego gazu, ktéry powstrzymuje ucieczke
promieniowania charakterystycznego dla czarnych dziur.

A skad czerwony kolor? Szybko rosngce czarne dziury zazwyczaj emituja
ogromne ilosci promieniowania ultrafioletowego z rozgrzanych do biatoéci dyskéw
materii wirujacych wokét czarnej dziury. W przypadku matych czerwonych
kropek promieniowanie ultrafioletowe emitowane przez dysk materii wokot
czarnej dziury przenika przez otaczajacy je kokon gazu i pytu i wydostaje si¢ na
zewnatrz w postaci czerwonego Swiatla, nadajac im charakterystyczny rubinowy
odcien.

Kokony zjonizowanego gazu nie tylko maskuja czarne dziury, ale takze sprawiaja,
ze obiekty te wydaja sie masywniejsze, niz sa w rzeczywistoséci. Na podstawie
nowych obserwacji zesp6t badaczy obliczyl, ze czarne dziury ukryte wewnatrz
malych czerwonych kropek maja masy tylko od 100 tysiecy do 10 milionéw mas
Stonica. W poréwnaniu do supermasywnych czarnych dziur, ktére moga osiagaé
masy liczone w miliardach mas Sloiica, sa wiec stosunkowo niewielkie.

Pozostato nam ostatnie pytanie. Dlaczego male czerwone kropki przestaja istnie¢
1,6 miliarda lat po Wielkim Wybuchu? Odpowiedz jest stosunkowo prosta.
Czarne dziury niszcza swoje kokony, pochlaniajac je ,,od érodka”. Gaz zostaje
pochloniety lub rozproszony i pozostaje zwykla czarna dziura emitujaca zwykle
dla czarnych dziur promieniowanie.

Uff. Kryzys zazegnany. Model kosmologiczny uratowany! Istnienie maltych
czerwonych kropek wytlumaczone.

A jednak — nie do konica... Sposéb powstania tych zamiast procesow fuzji jadrowych utrzymujacych w catosci
obiektéw oraz szczegdltowe procesy fizyczne mogace kule gazu, jak to ma miejsce w przypadku na przyklad
zachodzi¢ wewnatrz gazowego kokonu czarnej dziury Storica, mamy. .. gwaltownie rosnaca czarng dziure, ktorej
wciaz pozostaja zagadka. Niektérzy naukowcey porzucili istnienie utrzymuje w catosci ,,gwiazde” pytu i gazu.
nawet nazwe ,mate czerwone kropki” i zaczeli nazywaé Napisane na podstawie artykulu: V. Rusakov et al. (2026), [, Little

te obiekty ” gwiazdami CZ&I‘IlyCh dziur” (ang. black red dots as young supermassive black holes in dense ionized cocoons”,

Nature 649, 574—579.

hole stars), uznajac, ze nazwa ta bardziej oddaje ich
nature. I w zasadzie ma to sens. Obiekty te emituja Anna DURKALEC

promieniowanie jak ogromne gwiazdy! Z ta réznica, ze

Zakltad Astrofizyki, Departament Badan Podstawowych,
Narodowe Centrum Badan Jadrowych
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https://www.nature.com/articles/s41586-025-09900-4
https://www.nature.com/articles/s41586-025-09900-4

fNiebo w maju

W piatym miesiacu roku Stonice kontynuuje wedréwke na pdinoc, ale wyraznie
zmniejsza si¢ jej tempo. Szczegdlnie w ostatniej dekadzie miesiaca, gdy

po przekroczeniu réwnoleznika 4+20° deklinacji Stonice zwiekszy wysokos¢
gérowania o niecate 2°. Jak co roku okolo 20 dnia miesiaca Storice przechodzi
na potudnie od Plejad, by zakonczyé maj kilka stopni na péinoc od Aldebarana,
najjasniejszej gwiazdy Byka.

Pod koniec maja zaczyna sie w Polsce sezon na obloki srebrzyste i tuk
okolohoryzontalny. Pierwszy fenomen oznacza o$wietlanie zawieszonych wysoko
w atmosferze chmur przez niezbyt gleboko schowane pod horyzont Storce,
nawet w czasie najciemniejszej czesci nocy, dzieki czemu pozostajg one wyraznie
widoczne nad péinocna czescia widnokregu. Obloki srebrzyste zaczynaja sie
pojawia¢ najpierw nad morzem i stopniowo do przesilenia letniego obszar

ich wystepowania obejmuje cata Polske, choé¢ poltudniowe pogranicze naszego
kraju znajduje si¢ przy potudniowym zasiegu ich wystepowania, i szansa na ich
zobaczenie w gérach jest niewielka.

Fuk okotohoryzontalny natomiast to mata, lecz
intensywna tecza, pojawiajaca si¢ przy zasnutym
cirrusami niebie 46° na potudnie od Stonca. Zeby
jednak mogla ona powstaé, samo Storice musi
znajdowad si¢ co najmniej 58° nad widnokregiem, a na
naszych szeroko$ciach geograficznych warunek ten

jest spelniony tylko od polowy maja do konca lipca

w godzinach okolopoludniowych. Tutaj jest odwrotnie,
bardziej uprzywilejowana jest potudniowa czesS¢ naszego
kraju, gdzie Stonce wedruje wyzej nad horyzontem

i dluzej spelnia warunek odpowiedniej wysokosci

nad nim.

Noce w pierwszej i ostatniej czeSci miesiaca zostana
rozswietlone przez Ksiezyc, ktérego pelnia przypada
11 31 maja. Niestety jego silny blask wplynie na
widocznosé corocznego roju meteoréw n-Akwarydéw,
ktérych maksimum aktywnosci przypada zawsze okoto
6 maja i w tym roku ich obserwacje pokrzyzuje Srebrny
Glob w fazie przekraczajacej 86%. Wezesniej, w nocy

z 3 na 4 maja, Ksiezyc w fazie 95% zblizy si¢ na 1,5°
do Antaresa, najjasniejszej gwiazdy Skorpiona. W nocy
maksimum 7-Akwarydéw Ksiezyc dotrze do zachodniej
czesdci Strzelca, dobe pdzniej zas wzejdzie niecate 3°

od Nunki, drugiej co do jasnoéci widocznej z naszych
szerokosci geograficznych gwiazdy tej konstelacji.

9 maja naturalny satelita Ziemi przejdzie przez ostatnig
kwadre na tle gwiazdozbioru Koziorozca i do nowiu
tydzien podzniej jego warunki obserwacyjne pozostang
stabe ze wzgledu na niskie polozenie ekliptyki na
porannym niebie. W tych dniach malejacy sierp
Ksiezyca o swicie wzniesie si¢ zaledwie kilka stopni
ponad widnokrag i da si¢ go dostrzec jedynie przy
przejrzystej atmosferze i braku przeszkéd terenowych
w poludniowo-wschodniej czeéci niebosktonu.

Na niebie wieczornym ekliptyka wciaz jest nachylona
dosé korzystnie, a zatem juz 17 maja o zmierzchu, mniej
wiecej 24 godziny po nowiu, mozna prébowaé dostrzec
bardzo cienki sierp Ksiezyca w fazie 2% nisko nad
zachodnim widnokregiem. W jego odszukaniu pomoze
planeta Wenus $wiecaca wtedy prawie 19° na wschod
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wzdtuz ekliptyki od niego. Dobe pdézniej Ksiezyc zblizy
sie na 5° do Wenus, prezentujac tarcze w fazie 6%.
Sama planeta pokona w maju kolejne 36° na niebie,
zaczynajac miesiac przy parze gwiazd 4. wielkosci k

i upsilon Tau, niedaleko miejsca, gdzie na przetomie
maja i czerwca dotrze Stonce i konczac w Bliznietach 9°
od Jowisza. Wenus coraz szybciej zbliza sie do nas i do
konica miesiaca blask jej tarczy zwickszy si¢ do —4™,
$rednica urognie do 13", faza natomiast spadnie do 80%.

Jowisza, druga widoczna w maju planete, Ksiezyc
minie w odleglosci 4° 20 maja, zwigkszajac faze do 22%.
Wieczorem w podobnej odlegloséci na prawo od niego
pokaza sie Polluks i Kastor, para najjasniejszych
gwiazd Blizniat. Warunki obserwacyjne najwiekszej
planety Ukladu Stonecznego wyraznie si¢ pogarszaja.
Zanim zrobi sie¢ wystarczajaco ciemno, zblizy si¢ ona
na niewielka odlegto$¢ do widnokregu i jej obraz

w teleskopach ulegnie wplywowi grubych warstw naszej
atmosfery. Rowniez jej najjasniejsze ksiezyce napotkaja
trudnosci z przebiciem sie przez tto nieba. Dlatego nie
pozostanie nam wiele wiecej niz obserwowanie zblizania
sig¢ Wenus do Jowisza. Odréznienie obu planet nie
sprawia klopotu, poniewaz Jowisz Swieci zdecydowanie
stabiej. Do konica miesiaca jego blask zmniejszy sie

do —1,9™, przy $rednicy tarczy 33”.

21 maja sierp Ksiezyca w fazie 33% zajmie pozycje
2,5° na wschod od M44, jasnej gromady otwartej
gwiazd w Raku. Jednak jej dostrzezenie utrudni zorza
wieczorna i niskie potozenie nad horyzontem. Dwa dni
pdzniej natomiast Ksiezyc przejdzie przez I kwadre,
Swiecac wieczorem jakie$ 7° na lewo od Regulusa,
najjaéniejszej gwiazdy Lwa.

W ostatnim tygodniu maja faza Srebrnego Globu
wzroénie stopniowo do peli i jego blask rozéwietli i tak
juz nie do konca ciemne noce. W tym okresie Ksiezyc
zblizy sie na 4° do Spiki, najjaéniejszej gwiazdy Panny,
27 dnia miesiaca, a w nocy z 30 na 31 maja, dzien
przed pelnig, zajmie pozycje 6° na zachéd od Antaresa
i jednoczesnie 1° od gwiazdy 3. wielkosci m Sco.

Ariel MAJCHER



Rozwigzania zadan ze strony 3

ﬁ Rozwigzanie zadania F 1143.

Przyjmijmy, ze wiatr wieje prostopadle do $ciany domu, gestosé
niesionego przezen powietrza wynosi p, a powierzchnia $ciany S.
W ciaggu jednej sekundy do $ciany dociera wigc powietrze

o masie m = Spv i pedzie p = mv = Spv2. Sciana zmienia
kierunek i predko$é wiatru, co oznacza, ze przejmuje znaczny
utamek jego pedu. Wartoé¢ tego utamka w przyblizeniu nie
zalezy od predkosci wiatru (a od sposobu, w jaki zmienia on
kierunek i predkosé). Oznacza to, ze sila nacisku na $ciane jest
proporcjonalna do v2. Wiatr o predkoéci 200 km/h naciska

wiec na Sciane z sila w przyblizeniu 16 razy wieksza niz wiatr

o predkosci 50 km/h.

Uwaga: Bardzo silne wiatry, takie jak orkany, zwigzane sg zwykle
z niskim ci$nieniem atmosferycznym, a wiec i mniejsza gestoscia
powietrza. Jednak w najsilniejszych orkanach cisnienie nie spada
ponizej okolo 90% normalnego ci$nienia atmosferycznego, a wiec
réznica gestosci powietrza miedzy zwykla wichurg i orkanem jest
zwykle niewielka.

ﬁ Rozwigzanie zadania F 1144.

a) Z zasady zachowania pedu wynika, ze biegacz uzyskuje
dokladnie taki sam ped jak podloze. Energia kinetyczna uzyskana
przez cialto jest réwna dziatajacej na nie sile pomnozonej przez
droge, na jakiej ta sita dziala. Z trzeciej zasady Newtona wynika,
ze biegacz dziala na podloze taka samg sila, jak podloze dziala na
niego. W kazdym kroku biegacz przebywa dluzsza droge niz
podtoze — dokladniej: w kazdym kroku biegacz przesuwa podloze,
odksztalcajac je o znacznie mniejszy odcinek (droga dziatania
sity) niz sam si¢ przesuwa. Oznacza to, ze biegacz uzyskuje wiecej
energii niz podloze.

b) Podobnie jak w punkcie a) ped uzyskany przez 16dz

z wioSlarzem jest réwny pedowi przekazanemu wodzie. W tym
przypadku jednak kazde z piér wiosel dziata potowa sity
napedzajacej 16dz i pokonuje w kazdym cyklu wiostowania
dluzszg droge niz 16dz. Oznacza to, ze wigksza energie¢ kinetyczng
uzyskuje woda.

Pomysty obu zadan pochodza z ksigzki Lewisa C. Epsteina
Thinking Physics, Understandable Practical Reality.

‘& Rozwigzanie zadania M 1852.
Odpowiedz. a) Tak, zawsze. b) Nie, nie zawsze.
1) Oznaczmy dlugosci patyczkéw przez
a1 Z a2 =2 a3 = a4 2 as = ag-

Poniewaz patyczek o dtugosci a; byl bokiem pewnego
tréjkata wraz z dwoma innymi patyczkami, jego dlugosc jest
mniejsza od sumy diugoéci tych dwéch pozostatych patyczkéw.
W szczegoblnosei

a1 < a2+ as.
Poniewaz zachodzi a; > a2 oraz aj > a3, nieréwnosé a1 < ag + a3
jest wystarczajaca, aby z patyczkéw o dlugosciach a1, a2, a3
mozna bylo utozy¢ trojkat.

2) Niech poczatkowo dane beda dwa przystajace tréjkaty
o bokach dlugosci 1, 3, 3. Wéwczas trzy najkrétsze patyczki maja
dlugosci

1, 1, 3,

z ktérych nie mozna utozy¢ tréjkata, gdyz suma dwéch krétszych
jest rowna 2, czyli mniej niz dtugos¢ trzeciego.

& Rozwigzanie zadania M 1853.
Odpowiedz. Taki ciagg arytmetyczny nie istnieje.

Przypus$émy, ze istnieje rosnacy ciag arytmetyczny
a, a+d, a+2d, ..., a+149d
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zlozony ze 150 dobrych liczb catkowitych. Skorzystamy
z nastepujacego znanego faktu.
Fakt. Jezeli liczba catkowita d jest wzglednie pierwsza z liczbg
naturalng m, to wsréd dowolnych m kolejnych wyrazéw ciggu
arytmetycznego o réznicy d znajduje sie liczba podzielna przez m.
Istotnie: Liczby
a, a+d, a+2d, ..., a+ (m—1)d

dajg wszystkie mozliwe reszty modulo m. Gdyby bowiem dla
pewnych 0 < k < £ < m zachodzilo

a+kd=a+4d
to mieliby$my (£ — k)d =0 (mod m), a z wzglednej pierwszosci d
i m wynikaloby, ze m | (¢ — k), co jest niemozliwe.

(mod m),

Niech teraz p i ¢ beda dwiema liczbami pierwszymi koniczacymi
sie réznymi cyframi, takimi ze pg < 150. Nazwijmy taka pare
szkodliwg. Jezeli d nie dzieli sie ani przez p, ani przez g, to

z faktu wynika, ze w naszym ciggu arytmetycznym istnieje wyraz
podzielny przez pq, co jest niemozliwe, gdyz liczba dobra nie
moze mie¢ dwoch dzielnikéw pierwszych konczacych sie réznymi
cyframi.

Stad wynika, ze dla kazdej szkodliwej pary liczb pierwszych
liczba d musi dzieli¢ si¢ przynajmniej przez jedna z nich.

Rozwazmy teraz liczby pierwsze
2,5, 7, 11, 13.

Kazde dwie z nich tworzg szkodliwa pare, zatem d musi dzieli¢ sie
przez wszystkie te liczby, z wyjatkiem co najwyzej jednej.
Ponadto liczby 3 i 19 réwniez tworza szkodliwg pare, a wiec
d dzieli sie przynajmniej przez jedna z nich. W konsekwencji
otrzymujemy

d>(2-5-7-11) -3 = 2310 > 2026,
co jest sprzeczne z zalozeniem.

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze taki ciagg arytmetyczny nie
istnieje.

& Rozwigzanie zadania M 1854.

Opiszemy jedng z mozliwych strategii wygrywajacych Rozalii.
W pierwszym ruchu Rozalia zamalowuje wszystkie pola lezace
na dowolnie wybranej gtéwnej przekatnej planszy. Po tym
ruchu plansza rozpada sie na dwie jednakowe ,schodkowe”
czesci. Nastepnie wyobrazmy sobie, ze w kazdej z tych czesci
przesuwamy kazdy poziomy rzad, z wyjatkiem pierwszego, o p6t
pola wzgledem poprzedniego.

|R2 W2
Ro W
Ry |R2 W2 2 Ro
R1|R2 Wo
W1 Rj|Ro o
W1 R3|R1 ]
Wy R3 [Ry Wy
Y W1 Rs3
W1 R3‘

W wyniku tych przesunigé zaréwno dawne piony, jak i dawne
przekatne réwnolegle do gléwnej staja sie ukosnymi rzedami pol.
Przy tym ,piony” jednej czesci sg symetryczne do ,przekatnych”
drugiej. Oznacza to, ze na kazdy ruch Wandy Rozalia moze
odpowiedzie¢ ruchem symetrycznym w drugiej czesci planszy
(dwa takie przyktady pokazano na rysunku). Po kazdym

ruchu Rozalii sytuacja na przeksztalconej planszy pozostaje
symetryczna, a zatem Rozalia zawsze ma mozliwy ruch zgodny
z opisang strategia. Poniewaz gra na pewno sie¢ zakonczy (po nie
wiecej niz 10% ruchach), w pewnym momencie Wanda nie bedzie
mogtla wykona¢ ruchu, a Rozalia wygra.



A zadania beda, rzecz jasna, o ciagach. Maja one ten
urok, ze moga dotyczy¢ praktycznie kazdego dziatu
matematyki. Sa troche jak Fasolki Bertiego Botta —
nigdy nie wiadomo, na co si¢ trafi. .

Uwaga dotyczaca oznaczen. Przez (a)}’ rozumiemy
., @) dla ustalonych calkowitych

k < m; dopuszczamy przy tym m =
rowniez k = —oo. Jest to zapis analogiczny do zapisu

ciag (ak, ag41, - -
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Ciag zadan
Barttomiej BZDEGA

Kilka lat temu, w czasie Szkoly Matematyki Poglgdowej, w luznej, zakulisowej
rozmowie, zaproponowatem, by to, co zwykliSmy nazywaé ,,zbiorem zadan”
przemianowaé na ,ciag zadan” — zadania sa przeciez zazwyczaj utozone w jakiejs
sensownej kolejnosci i prawie zawsze ponumerowane. Nazwa ta niestety nie przyjeta
si¢ — prawdopodobnie dlatego, ze zbyt wiele ksiazek wymagatoby wymiany okladek.
Ale do kacika pasuje.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

funkcji f: X — ..., w ktérym okreslamy dziedzine, ale nie
chcemy nazywaé zmiennej. W takich okolicznosciach piszemy
yfunkcja f” i analogicznie — ,ciag (a)”.

Przykltad (57 OM, zmodyfikowane). Niech ¢ bedzie
ustalona liczba catkowita dodatnia. Ciag (a)$° liczb calkowitych
dodatnich spetnia rekurencje a,11 = 7(a,) + ¢ dla kazdego
n > 1, w czym 7(m) oznacza liczbe dzielnikéw liczby m.
Wykazaé, ze ciag (a) jest od pewnego miejsca okresowy.

00, a niekiedy

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze 7(m) < im + 1, gdyz w przedziale (m/2, m)
nie ma dzielnikéw m. Wynika z tego, ze jesli a,, > 2c+2, to ap41 < %an +1+c<ay.
Istnieje zatem liczba N, dla ktorej ay < 2¢ + 2. Z drugiej strony, jesli a,, < 2¢c+ 2,
to mamy an+1 < %an +1+4c<2c+ 2. Z tego wynika, ze 1 < a,, < 2c+ 2 dla
wszystkich n > N. Zbiér wartosci ciagu jest skoniczony (ale ciag nie jest), a wiec dla
pewnych catkowitych M,t > 0 zachodzi réwnos$¢ aps+: = apr. Kazdy wyraz ciagu
jednoznacznie okresla nastepny, a wiec indukcyjnie dowodzimy, ze a,4¢ = a, dla
wszystkich n > M.

Mamy tu elementy teorii liczb, analizy i kombinatoryki. Brakuje tylko geometrii.
Ale geometria bedzie — jest ukryta w jednym z ponizszych zadan.

Zadania

1. Dana jest liczba naturalna n > 3 oraz ciag arytmetyczny (a) = (a1, az,...,an).
Wiadomo, ze liczba a; + 2as + . .. 4+ na, jest wymierna. Dla jakich n wynika
z tego, ze co najmniej jeden wyraz ciagu (a) jest liczba wymierna? (52 OM)

2. Dany jest ciag (b)5° réznych, nieujemnych liczb calkowitych, spelniajacy
warunki: by =01 b, < 2n dla n > 0. Udowodnié, ze dla kazdej liczby catkowitej
m > 0 istnieja liczby catkowite k,l > 0, dla ktérych by + by = m. (70 OM)

3. Ciag (a)$° ma taka wlasnos$é, ze dla wszystkich calkowitych dodatnich k,
zachodzi podzielno$é k + 1 | ar + a;. Udowodnié, ze jesli k £ 1, to k —1 | ar — ay.
(74 OM)

4. Rozwazmy zbiér wszystkich n-wyrazowych ciagéw o wyrazach ze zbioru
{1,2,...,k}. Z kazdego takiego ciagu wybieramy najmniejszy wyraz. Udowodnié,
ze suma wszystkich wybranych wyrazéw jest réwna 1™ + 2" + ... + k™. (54 OM)

5. Dana jest liczba naturalna k. Ciag (a)$° okres§lamy réwnosciami: a; = k + 1 oraz
ani1 = a2 — ka, + k dla n > 1. Wykazaé, ze jesli m # n, to liczby a,, i a,, sa
wzglednie pierwsze. (53 OM)

6. Dla kazdej liczby caltkowitej dodatniej n wyznaczy¢ najwieksza mozliwa dlugosé
ciaggu spetniajacego nastepujace trzy warunki:

(1) wszystkie wyrazy naleza do zbioru {1,2,...,n},

(2) zadne dwa kolejne wyrazy nie sa réwne,

(3) w wyniku wykreélenia czeSci wyrazéw nie mozna otrzymaé ciagu postaci
(z,y,z,y) dla z # y. (62 OM)

7. Ustalmy liczbe pierwsza p oraz liczby calkowite dodatnie a,n < p. Niech A bedzie
zbiorem reszt z dzielenia przez p liczb a, 2a, 3a, ..., na. Dowiesé, ze ze zbioru
A mozna wybraé |y/n| elementéw, ktére uporzadkowane rosnaco sa kolejnymi
wyrazami pewnego ciagu arytmetycznego. (11 WLM)

8. Niech n > 3 bedzie liczba naturalna. Ciag (C)§ liczb nieujemnych spelnia
warunek C,C, 4+ C,Cs = CpyCy4r dla wszystkich catkowitych p,q,r,s >0
spetniajacych rownosé p + ¢ + r + s = n. Znajac C1 = 1, wyznaczy¢ wszystkie
mozliwe wartosci Cy. (60 OM)

9. Cigg (a)$° zdefiniowany jest nastepujaco a; = % Oraz A4l = Trg—aZ dla k > 1.
¢ k
Dowie$é, ze a1 - as - ... - ap < \/% dla wszystkich n > 1. (5 WLM)
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