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* Analityk danych w firmie
farmaceutycznej, autorka gry
»Hexbreak”

Gra RPG (ang. role-playing game) — gra
nastawiona na fabutle, rozwdéj postaci

i podejmowanie decyzji wplywajacych na
przebieg historii. Elementy zr¢cznosciowe
nie sg najwazniejsze, wigkszy nacisk
kladzie si¢ na eksploracje §wiata, dialogi

i wybory moralne. Kluczowe jest wcielenie
sie¢ w bohatera oraz wczucie w jego role

i opowiadang historig, czesto

w rozbudowanym, fikcyjnym uniwersum.

W prolog do gry ,Hexbreak” mozna
pograé tutaj:
https://d209qoporefhg6.cloudfront.net/

Najgoretszy jezyk programowania?
Angielski

Vibe coding i demokratyzacja tworzenia

Paulina WAWRO*

Najlepsze pomysty przychodza mi w biegu. Dostownie. Na leénej $ciezce, gdzies
miedzy korzeniami a zadyszka, mys$li maja zwyczaj sie rozplatywaé¢. Wracalam
w glowie do gry RPG, w ktora ostatnio gratam, kiedy rozplatala sie jedna
szczegblnie zuchwata: a gdyby postacie w takich grach napedzato AI? Gdyby
po wspolnej przygodzie mozna bylo z nimi porozmawiaé¢ — naprawde, jak z kims
zZywym?

Pewnie wieki dzielg nas od czego$ takiego, pomyslatam. I natychmiast przyszla
kolejna mysl, jeszcze zuchwalsza: a co, jakbym sama sprobowata to zrobié?

Wiec sprobowalam. I tak powstal Hexbreak” — moja gra RPG z autorska
fabula, muzyka, grafika i bohaterami napedzanymi przez sztuczna inteligencje.
Projekt, ktory jeszcze rok wezeéniej wymagaltby ekipy programistow, grafikéw
i scenarzystow. Zrobilam go sama, lacznie z silnikiem napisanym w Pythonie

i Flutterze — jezyku, o ktérym wcze$niej nawet nie styszalam.

Jak to mozliwe, zapytacie? Zeby to wyjasnié, trzeba cofnaé sie do pewnego
posta, ktorego nikt wtedy nie wzial na powaznie.

s,INajgoretszy nowy jezyk programowania to angielski”

Dwudziestego czwartego stycznia 2023 roku Andrej Karpathy — wspétzatozyciel
OpenAl, byly szef AT w Tesli, jedna z najbardziej rozpoznawalnych postaci
w Swiecie sztucznej inteligencji — wrzucil na X jedno zdanie. Brzmialo jak zart:

The hottest new programming language is English (Najgoretszym nowym
Jjezykiem programowania jest angielski).

Dwa lata pézniej juz nikt sie z tego nie $mieje.

W lutym 2025 roku ten sam Karpathy uzyl terminu, ktéry stownik Collinsa
oglosit potem Stowem Roku: vibe coding. Opisal go jako ,,pelne poddanie sie
aurze, zaakceptowanie wykladniczego wzrostu i zapomnienie, ze kod w ogdle
istnieje”. Brzmi jak programista po psychodelikach? Ot6z nie. To zupelnie
powazna koncepcja. W praktyce wyglada tak: opisujesz zwyklym, ludzkim
jezykiem, co chcesz osiagnacé, a sztuczna inteligencja zamienia to w dzialajacy
program. Nie podpowiada, nie uzupelnia — pisze od zera. I to na poziomie, ktéry
jeszcze niedawno wymagal pracy zespolu deweloperdw.

Dlaczego AI tak dobrze programuje?

Kod ma jedna ceche, ktora czyni go idealnym materialem treningowym dla
sztucznej inteligencji: mozna go zweryfikowa¢. Uruchamiasz program i od razu
wiesz, czy dziala. Nie ma tu miejsca na interpretacje ani subiektywnosé. Albo
kod robi, co ma robié¢, albo nie. Kropka.

Ta wtasciwo$¢ umozliwita przetom w uczeniu modeli jezykowych, znany jako
RLVR — Reinforcement Learning with Verifiable Rewards, czyli uczenie ze
wzmocnieniem z weryfikowalnymi nagrodami. Jak ttumaczy Karpathy: trenujac
modele na tamigtéwkach matematycznych i programistycznych — gdzie maszyne
mozna automatycznie sprawdzi¢ — modele same zaczynaja rozwijaé strategie,
ktore dla ludzi wygladaja jak rozumowanie. Ucza sie rozktada¢ problemy na
kroki.

Innymi stowy: Al przestaje tylko zgadywaé najbardziej prawdopodobna
odpowiedz — zaczyna uczy¢ sie strategii prowadzacych do poprawnego wyniku.

To zmiana fundamentalna. Wczedniejsze metody wymagaty, zeby ludzie recznie
oceniali, ktora odpowiedz ,wyglada lepiej”. Nowe podejscie nie pyta czlowieka —
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pyta kompilator albo kalkulator: ,,Czy to jest
poprawne?” Jak ujal to jeden z badaczy: przeszlismy
od nagradzania za dobre wrazenie do nagradzania za
weryfikowalng prawde.

Dodajmy do tego miliardy linii kodu, na ktérych
te modele trenujg — ponad osiemdziesiat jezykéw
programowania, dokumentacja, zgloszenia bteddw,
dyskusje techniczne — i mamy przepis na narzedzie,
ktére rozumie nie tylko skladnie, ale i kontekst.

Pod koniec 2025 roku, w ciggu zaledwie dwoch
tygodni, trzej giganci technologiczni wypuscili swoje
najmocniejsze modele do kodowania: Google Gemini
3 Pro, Claude Opus 4.5 od Anthropic i GPT-5.2 od
OpenAl. To modele uzywane dzi$§ w narzedziach
takich, jak ChatGPT czy Copilot. Test wydajnosci
SWE-bench Verified, ktéry sprawdza, czy modele
potrafia naprawi¢ prawdziwe btedy w istniejacych
projektach, wszystkie trzy przekraczaja teraz
osiemdziesiat procent skutecznosci. Rok temu wyniki

okoto siedemdziesigciu procent uchodzilty za przetomowe.

I Zeby bylo jasne: te modele nie tylko pisza kod. One
rozumieja istniejace projekty, poruszaja sie miedzy
plikami, wprowadzaja poprawki i pilnuja, zeby niczego
po drodze nie zepsué¢. Jeszcze niedawno taki poziom
wymagal lat doswiadczenia.

Statystyki z 2025 roku jeszcze kilka lat temu
brzmialtyby jak science fiction:

Wedlug raportéw branzowych czterdziesci jeden
procent calego kodu tworzonego na Swiecie generuje
lub wspomaga AI. Nie, to nie pomytka. Prawie polowa.
Osiemdziesiat cztery procent programistéw uzywa lub
planuje uzywaé narzedzi Al, a ponad polowa robi to
codziennie.

W marcu 2025 roku Y Combinator — legendarny
akcelerator startupow stojacy za Airbnb, Dropboxem
i Stripe’em — ujawnit statystyke, od ktorej kreci sie
w glowie: co czwarty startup z zimowej kohorty 2025
ma baze kodu w dziewiecdziesieciu pieciu procentach
wygenerowang przez sztuczng inteligencje. A Jared
Friedman, partner zarzadzajacy YC, dodal: , To nie
tak, ze finansujemy ludzi bez zaplecza technicznego.
Kazda z tych o0s6b jest wysoce techniczna. Rok temu
zbudowaliby produkt sami — ale teraz prawie caly kod
pisze AI”.

Co to oznacza w praktyce? Wykwalifikowany
programista potrafi teraz zrobi¢ w weekend to, co
jeszcze niedawno wymagato zespolu i miesigcy pracy.

Ale najciekawsze nie sg same liczby. Najciekawsze jest
to, kto z tej rewolucji korzysta.

W kwietniu 2025 roku Karpathy opublikowal esej
pod tytutem ,,Power to the people”, w ktérym
zauwazyl co$ niespotykanego: duze modele jezykowe
pokazuja dramatyczne odwrodcenie typowego

wzorca rozprzestrzeniania sig¢ technologii. Daja
nieproporcjonalnie duzo zwyklym ludziom, podczas gdy
korporacje i rzady maja trudnoéé z szybkim wdrozeniem
tej zmiany.

Chwila refleksji. W przesztosci przelomowe technologie
trafialy najpierw do rzaddéw i wielkich firm. Pierwszy
komputer ENTAC — wazacy dwadziescia siedem ton —
liczyt trajektorie pociskéw dla armii amerykanskie;j.
Internet zaczynal jako ARPANET: sie¢ zaprojektowana
w latach szesédziesiatych, zeby potaczyé uniwersytety

i instytucje wojskowe na wypadek ataku nuklearnego.
GPS przez dekady pozostawal zarezerwowany dla
wojska; cywile dostali do niego dostep dopiero w latach
osiemdziesiatych, i to w celowo okrojonej wersji. Zwykli
ludzie zawsze stali na koncu kolejki.

7 duzymi modelami jezykowymi jest doktadnie
odwrotnie.

ChatGPT stal sie najszybciej rosnaca aplikacja
konsumencka w historii — czterysta milionéw aktywnych
uzytkownikéw tygodniowo. Bariera wejscia jest
absurdalnie niska: modele sa udostepniane tanio (czesto
darmowo), sa szybkie, dostepne w telefonie i méwia
twoim jezykiem. Karpathy ujat to nastepujaco: ,,Bill
Gates rozmawia z GPT-40 doktadnie tak samo jak ty.
Pieniadze nie kupia lepszego ChatGPT” (co teraz, ze
wzgledu na platne subskrypcje, nie jest juz do konca
aktualne).

Sytuacja bez precedensu. Pojedynczy czlowiek dostaje
narzedzie, ktore zasadniczo zmienia jego mozliwosci —
zanim korporacje zdaza sie zorientowad, jak to wdrozy¢.

Karpathy pisze: ,,Ludzie moga teraz vibe-codowaé
aplikacje. O ile mi wiadomo, przecietny czlowiek nigdy
nie do$wiadczyl tak spektakularnego, tak szybkiego
technologicznego skoku”.

W lipcu 2025 roku Lenny Rachitsky — autor
popularnego branzowego biuletynu — zapytal swoich
czytelnikéw: co zbudowaliscie? W ciagu doby dostal
ponad tysiac odpowiedzi. .. I to jest moja ulubiona
cze$¢ tej historii.

Pewien ojciec kupit cérce audiobooka, ale pliki nie

byly podzielone na rozdzialy — a ksiazka miala ich
siedemdziesiat. Napisatl skrypt, ktéry automatycznie
transkrybuje nagranie i tnie je we wtasciwych miejscach.
»AI napisato kod praktycznie za pierwszym podejsSciem”.
Ten pomyst zainspirowal mnie sama do napisania
skryptu, ktéry przeksztalca niewygodne w uzyciu
audiobooki z YouTube na elegancko podzielone pliki
mp3. Gotowe w mniej niz pét godziny.

Inny tata zbudowal CarbScan — aplikacje do szybkiego
szacowania weglowodanow w posiltkach, Zeby lepiej
zarzadzaé¢ poziomem glukozy u syna z cukrzyca. Uzywa
jej codziennie.

Pewien zapobiegliwy ojciec, czekajac na narodziny
dziecka, stworzyl w dwa weekendy aplikacje do
monitorowania karmien, snu i pieluch.


https://carbscan.ai/

Pewna mama zbudowala narzedzie, ktére zamienia
emocje dziecka w spersonalizowana bajke na dobranoc.

Ktos zrobil aplikacje ,Ile warstw ubran dzisiaj?” — bo
istniejace programy pogodowe mialy za duzo funkcji.
Ma teraz osiemdziesiat pieé tysiecy uzytkownikow.

Dziennikarz New York Timesa zbudowal LunchBox
Buddy — robisz zdjecie lodéwki, a aplikacja proponuje,
co wlozy¢ synowi do pojemnika na drugie $niadanie.
Gotowe w dziesig¢ minut.

Kto$ inny stworzyl wizualizator ciecia sklejki: wpisujesz
wymiary deski, a program moéwi, ile kawaltkéw wyjdzie
i ile resztek zostanie.

Moéj faworyt? Rozszerzenie do przegladarki, ktore
pokazuje, ile oséb wlasnie czyta ten sam artykul na
Wikipedii co ty. Zeby$ wiedzial, ze nie jeste$ sam

w swojej kréliczej norze.

Kazdy z tych projektow rozwiazuje problem tak
specyficzny, ze zadna firma nigdy by si¢ nim nie zajeta.
Nie ma w tym biznesu. Ale dla jednej osoby, dla jednej

rodziny — to moze by¢ dokladnie to, czego potrzebowali.

Aplikacje domowej roboty, szyte na miare.

Ale zeby nie bylto nieporozumieni: vibe coding nie
oznacza, ze Al zrobi wszystko za Ciebie.

Scott H. Young, autor ,Zostan ultrasamoukiem?”, ujat
to trafnie: ,Swiat, w ktérym kazdy moze kodowac, to
prawdopodobnie $wiat z mnéstwem szmiry — ale tez
ze znacznie wyzsza poprzeczka dla tego, co naprawde
wartosciowe. Vibe coding przerzuca ciezar na ludzi:
zeby mieli lepsza wizje, lepsze rozumienie koncepcyjne
i lepszy gust”.

Bo Al to tylko narzedzie. Jak oléwek. Tym samym
oléwkiem jeden narysuje arcydzieto, a drugi — ludzika
z kilku kresek. Oléwek nie wie, co chcesz narysowaé.
Nie wie, czy ma powstaé¢ portret czy karykatura, szkic
techniczny czy komiks. Ty to wiesz.

Podobnie bylo z moja gra. Czy wpisalam ,zréb

mi fajng gre RPG” i dostalam gotowy produkt?
Absolutnie nie. Zaczetam od projektu: roztozytam
wizje na czesci sktadowe, okreslitam, co doktadnie

chce osiagnad i jak poszczegdlne elementy maja do
siebie pasowacl. ,,Hexbreak” to powie$é¢ wizualna —
gatunek gry opowiadanej przez dialogi, obrazy i wybory
gracza, z fabula o ksiezniczce i czarodzieju, zakazanej
magii i politycznych intrygach. Zeby ja zbudowad,
potrzebowalam autorskiego silnika, systemu rozgalezien
fabularnych, grafik, muzyki, dubbingu i porzadnej
dawki pracy nad interfejsem. Bo vibe coding to tylko
jedna warstwa. Obok niego istnieje dzi§ caly ekosystem
narzedzi, ktére robig z opiséw stownych rzeczy

jeszcze niedawno zarezerwowane dla profesjonalistéw:
ElevenLabs zamienito tekst w realistyczny dubbing,
Udio skomponowato muzyke na podstawie kilku zdan,
a modele Stable Diffusion wygenerowaty grafike.

Nie bede udawaé, ze szlo bez zgrzytéw. Silnik pisatam
we Flutterze — jezyku, ktoérego wczesniej nie znatam.
Jedli Al wygenerowalo jakas bzdure, nie bytam w stanie
oceni¢ poprawnosci kodu i musiatlam polegaé na testach
funkcjonalnych. A grafika? Posta¢ musi wygladaé tak
samo na setkach uje¢, tymczasem modele obrazowe za
kazdym razem rysuja ja odrobine inaczej, wiec potrzeba
bylo wielu manualnych poprawek.

Narzedzia Al tworzyly elementy skladowe, ale to ja
pisatam intencje — fabule, logike, architekture.

Programisci nie znikng — ale zmienia si¢ to, czym
wlasciwie jest programowanie. Przez dekady zdolnosé
napisania kodu byla warunkiem wejscia do Swiata
technologii. Jedli miales pomysl, musiales najpierw
nauczy¢ sie jezyka maszyny albo znalezé kogo$, kto
go znal. Kod byl waskim gardlem migdzy wizja

a realizacja.

Dzi$ po raz pierwszy ta przeszkoda zaczyna znikaé.

AT przejmuje duza czeéé¢ odpowiedzi na pytanie ,jak”,
zostawiajac ludziom pytania trudniejsze: ,co” i ,,po co”.
Zamiast pisa¢ kazda linijke kodu, tworca coraz czesciej
staje sie kim§ w rodzaju dyrygenta — okresla kierunek,
podejmuje decyzje, pilnuje spdjnosci. CEO firmy
Anthropic ujat to w ten sposéb: ,,Za rok Al bedzie
pisato wigkszos$¢ kodu, zostawiajac ludziom marzenie
na wieksza skale”. Brzmi gornolotnie, ale w praktyce
chodzi o to: jesli nie musisz spedzaé¢ godzin na sktadni
i debugowaniu, mozesz wiecej czasu poswieci¢ na
decyzje, ktére naprawde ksztaltuja projekt.

To nie znaczy, ze umiejetnosci techniczne przestaja
mie¢ znaczenie. Wrecz przeciwnie. Za to przestajg by¢
jedyna droga do tworzenia. Coraz czesciej o jakosci
projektu decyduje nie to, kto najszybciej napisze kod,
lecz kto lepiej rozumie problem, potrafi zaprojektowad
system i ma wystarczajaco dobre wyczucie, by odréznié
rozwigzanie dzialajace od rozwiazania wlasciwego.

Al potrafi wygenerowaé kod. Nadal nie potrafi
zdecydowacé, co warto zbudowac.

Przez dziesigciolecia istniata przepasé miedzy wizja

a realizacja. Zeby ja pokonaé, trzeba bylo lat nauki,
zespotu specjalistéw albo rezygnacji z ambicji na rzecz
czegos prostszego. Teraz ta przepasé sie kurczy. Nie
znika — nadal trzeba wiedzieé, co si¢ chce zbudowacé,

i potrafi¢ spojrze¢ na efekt krytycznym okiem. Ale prég
wejscia gwaltownie spadt.

Jensen Huang, CEO Nvidii, nazywa Al ,wielkim
wyréwnywaczem”. Kiedy$s — mowit — trzeba byto znaé
C++ albo Pythona, projektowaé skomplikowane
systemy, uczy¢ sie jezyka maszyn. Teraz pojawil sie
nowy jezyk programowania: jezyk ludzki. ,Niewielu
ludzi zna C++, jeszcze mniej zna Pythona — ale kazdy
zna jezyk ludzki”.

Po raz pierwszy w historii informatyki to nie czlowiek
uczy sie jezyka maszyny — to maszyna nauczyla sie
jezyka czlowieka.


https://layers.today/
https://joyful-froyo-b4482b.netlify.app

Nie wszystko ztoto, co sie Swieci
* Kontakt: gornicki59@gmail.com JaT'OSZ(Z’LU GO/RN[CKI*

Andriej A. Markow pokazal (1879), ze réwnanie

X*+Y*+2°=3-XYZ
(nazywane obecnie rdwnaniem Markowa) ma nieskoniczenie wiele rozwiazan
w zbiorze liczb naturalnych i rozwiazania te tworza drzewo o niezwyklych
wlasnodciach (wigcej na ten temat w artykule z A3g). Réwnanie to pozostawalo
niezauwazone przez blisko 30 lat, dopiero Adolf Hurwitz (1907) i Georg
Frobenius (1913) odkryli jego wyjatkowo$é. Zainteresowali sie nastepujacym
og6lnym problemem: dla jakich liczb naturalnych NV, s rownanie

(1) XP+ X3+, + X% =5-X1Xo... Xy

ma rozwigzanie w liczbach naturalnych i jak te rozwigzania wygladaja? Na
przyklad dla N = s = 2 rozwiazaniami réwnania sa wszystkie pary liczb
(X1, X2) = (m,m), gdzie m = 1,2,... Pokazemy, jak ,niezwykle niezwykte”
(to stowa Frobeniusa) jest réwnanie Markowa! W tym celu rozwiazemy mniej
skomplikowany problem: dla jakich naturalnych s # 3 réwnanie

(2) X24Y?2+2%2=5-XYZ

ma rozwiazanie w liczbach naturalnych?

Twierdzenie 1. Wszystkie rozwigzania réwnania

(3) X2+ Y2 4+ 22 =XYZ

w liczbach naturalnych majq postaé (3m,3n,3k), gdzie (m,n, k) jest dowolnym
rozwigzaniem rownania Markowa.

Dowdd. Jesli (m,n, k) spelnia réwnanie m? +n? + k? = 3 - mnk, to po pomnozeniu
jego obu stron przez 9 otrzymujemy, ze (3m)? + (3n)? + (3k)2? = (3m)(3n)(3k).
Zatem trojka liczb (3m, 3n, 3k) spelnia réwnanie .

W druga strone, niech (A, B, C) bedzie rozwiazaniem réwnania w liczbach
naturalnych. Pokazemy, ze kazda z liczb A, B, C jest podzielna przez 3. Z faktu,
ze kwadrat liczby niepodzielnej przez 3 daje reszte 1 z dzielenia przez 3, wynika
nastepujaca obserwacja:

Reszta z dzielenia liczby A? + B? 4+ C? przez 3 jest réwna liczbie tych liczb
sposrod A, B, C, ktore nie sq¢ podzielne przez 3, o ile jest ich mniej niz trzy,
a 0 w przeciwnym wypadku.

Gdyby zadna z liczb A, B, C' nie byla podzielna przez 3, to iloczyn ABC' nie
byltby podzielny przez 3, a suma A% + B2 + C? bylaby podzielna przez 3 (zgodnie
z obserwacja). Sprzeczno$é. Jesli przynajmniej jedna z liczb jest podzielna
przez 3, to suma A% + B2 4+ C? = ABC jest podzielna przez 3. Wéwczas, na
mocy obserwacji, wszystkie liczby A, B, C' sa podzielne przez 3, co koriczy
uzasadnienie.

Przyjmujac (A, B,C) = (3m, 3n, 3k) i dzielac réwnanie przez 9, otrzymujemy,
ze (m,n, k) spelniaja réwnanie Markowa. O

Tres¢ twierdzenia 2 byla tematem zadania Twierdzenie 2. Rownanie
olimpijskiego, zobacz: S. Straszewicz,

2 2 2
»Zadania z olimpiad matematycznych”, (4) X" +Y " +72°=2-XYZ
tom IV, PZWS, Warszawa 1972, . . . .
zadanie 16. nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych.

Dowdd. Zalézmy, ze (A, B,C) jest rozwiazaniem réwnania w liczbach
naturalnych. Przyjmijmy d :== NWD(A, B,C) > 1, a wtedy A = ad,

B =bd, C = cd i liczby a, b, ¢ sa wzglednie pierwsze. Wéwczas rownanie
(po uproszczeniu) przyjmuje postaé

(5) a® + b* + ¢ = 2abcd.

Prawa strona réwnania (5 jest parzysta. Poniewaz liczby a, b, ¢ sa wzglednie
pierwsze, wiec nie moga by¢ wszystkie liczbami parzystymi. Parzystosé lewej
strony réwnania implikuje zatem, ze jedna z tych liczb jest liczbg parzysta,
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a dwie inne sg liczbami nieparzystymi. Niech, na

przyklad, a =2u, b=2v+1, ¢ = 2w+ 1, gdzie u,v,w € N.

Podstawiajac te wartosci do réwnania (5, otrzymujemy
4(u? + 2 Fw v+ w) + 2 = 4du(2v + 1) (2w + 1).

Réwnosé ta jest falszywa, bo prawa strona jest
podzielna przez 4, a lewa — nie. Zatem réwnanie (4)
nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych. U

Twierdzenie 3. Dla naturalnego s > 3 réwnanie (2) nie
ma rozwigzan w liczbach naturalnych.

Dowod. Bedziemy postepowaé analogicznie do dowodu
lematéw 11 2 z poprzedniego artykutu (A3g). Zalézmy,
ze dla pewnego naturalnego s > 3 réwnanie (2)) ma
rozwigzanie (a, b, ¢) w liczbach naturalnych. Wtedy liczby
a, b, c sa parami rézne. Gdyby, na przyklad, b = ¢, to

a? = sab?® — 2b% = b*(sa — 2), wiec a = bd, gdzie d jest
liczba naturalng. Wtedy b?d? = a? = b?(sbd — 2), czyli
d? = sbd — 2, a stad 2 = d(sb — d). Oznacza to, ze 2 jest
podzielne przez d, zatem d = 1 lub d = 2. W obu tych

przypadkach sb = 3, co jest sprzeczne z warunkiem s > 3.

Mozemy wiec przyjaé, ze a > b > c¢. Rozwazmy trojmian
kwadratowy

O, () = 22 + 0?4 % — sbex = x? — shex + (b + ¢2).

Poza pierwiastkiem a posiada on drugi pierwiastek a’
(mozna go wyznaczy¢, korzystajac ze wzoréw Viete’a),

wiec rozwigzanie (a, b, ¢) ma rozwigzanie sasiednie (a’, b, ¢).

*Szkola Gléwna Gospodarstwa
Wiejskiego w Warszawie

Poniewaz
(b—a)(b—a') = ®,(b) = 26> + ¢* — sb’c < 3b* — sb’c
< 3b% — sb? < 0,

wiec liczba b lezy miedzy liczbami a i a’. A wiec

a > b > a' i maksymalna wspélrzedna rozwiazania

(a’, b, ¢) jest mniejsza niz maksymalna wspélrzedna
rozwiazania (a, b, c). Zatem dla kazdego rozwiazania
(a, b, ¢) réwnania (2) z s > 3 mozna skonstruowaé

jego rozwigzanie (ay, b1, c1) z mniejsza maksymalna
wspoélrzedna. Oczywiscie liczby aq, by, ¢; rOwniez

sg parami rézne i mozemy przyjaé, ze a; > by > c1.
Powtarzajac podane wyzej rozumowanie, uzyskujemy
rozwiazanie (ag, b, c2) réwnania (2) z s > 3, ktérego
maksymalna wspélrzedna jest jeszcze mniejsza. W ten
sposob uzyskujemy nieskonczony ciag rozwiazan
réwnania (2)) z s > 3, z coraz mniejszymi maksymalnymi
wspolrzednymi. W zbiorze liczb naturalnych jest to
niemozliwe. Otrzymana sprzecznosé¢ pokazuje, ze

dla s > 3 réwnanie (2)) nie ma rozwiazan w liczbach
naturalnych. O

Prawdziwe jest twierdzenie ogélniejsze (A. Hurwitz,
1907): dla s > N réwnanie (1) nie ma rozwiazan

w liczbach naturalnych. Dla s = N > 3 réwnanie (1))
ma rozwiazanie osobliwe (z1,za,...,25) = (1,1,...,1),
z ktérego ,wyrastaja” kolejne rozwiazania.

W pozostatych przypadkach jest wiele wynikéw
czastkowych, jednak kompletnej teorii rownania
diofantycznego (1) wcigz brak.

Barttomiej BAK*

Czy fizyka ma zastosowanie w rolnictwie? Na to pytanie mozna bez wiekszego
namystu odpowiedzieé¢: ,joczywiscie, tak”. Przeciez wszystkie maszyny,
elektronika, czujniki, systemy nawadniania — to zaprzegnieta do konkretnych
celéw fizyka. Sprébujmy wiec poglebié to pytanie: Czy prawa fizyki moga byé
wykorzystane w rolnictwie bezpos$rednio? Okazuje sie, ze tak, i w niniejszym
artykule zostanie przedstawionych kilka, zdaniem autora najciekawszych,

przykladéw.

Wiosenne przymrozki — zmora wszystkich ogrodnikéw — z ktérymi owi ogrodnicy
musza sobie radzi¢ na rézne sposoby. Pierwszy, najbardziej intuicyjny, to
okrywanie roslin. Istotnie, jest to niezwykle skuteczna i nadal powszechnie
stosowana metoda przy uprawach, chociazby truskawek. Tu fizyka jest dos¢
prosta: stosujemy warstwe izolacyjng (w postaci np. agrowlékniny), ktéra chroni

Innym sposobem — nadal stosowanym,
aczkolwiek malo praktycznym — jest
ogrzewanie powietrza poprzez spalanie
réznego rodzaju paliw.

przed utrata ciepta. Malo tego, osiadajaca rosa, zamarzajac na powierzchni,
tworzy dodatkowa warstwe izolacyjna w postaci lodu (tzw. efekt igloo). Niestety
nie sposéb zaimplementowaé tej metody w przypadku sadoéw, i to z kilku

powodéw — poczawszy od rozmiaréw upraw i samych roélin, na kwestiach
praktycznych skoniczywszy.

Co wobec tego nalezaloby zrobi¢? Ot6z zaprzyjaznié sie z termodynamika.

*Przynajmniej w rodzinnych stronach
autora, gdzie uprawa jabtoni jest
powszechng i dominujaca gateziag
rolnictwa.

Okazuje sie, ze najskuteczniejsza i najczesciej stosowana metoda™ jest polewanie
(zraszanie) sadéw woda. Czytelnik Niewtajemniczony zapewne zdziwi sig, bo
brzmi to jak kompletny nonsens — chcemy ochronié¢ rosliny przed mrozem, po

czym polewamy je woda, ktéra przeciez zamarznie! Warto podkreslié, ze ta woda
faktycznie zamarznie — i tak ma by¢! Teraz wyjasnijmy dlaczego.
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Gdy woda (np. ta otaczajaca paki)
zamarza, jej temperatura pozostaje na
poziomie 0°C — jest to temperatura
réwnowagi mieszaniny wody i lodu.
Dopiero po catkowitym zamarznigciu
wody temperatura lodu moze dalej
spada¢. Oznacza to, ze zanim
temperatura wewnatrz paka spadnie
ponizej zera, cala otaczajaca go warstwa
wody musi najpierw zamarznaé. Proces
ten wymaga odebrania znacznej ilosci
energii (tzw. ciepta krzepnigcia), co
spowalnia wychtadzanie. W efekcie, jesli
mréz trwa kréotko, wnetrze zroszonego
paka moze pozostaé niezamarznig¢te.

Okres czasu odnosi si¢ do prywatnej
eksperiencji i wspomnien autora, ktérego
noce lat dziecigcych byly rozéwietlane
spektakularng pomaraiczows tung
pobliskiej szklarni.

Zacznijmy od tego, ze woda, ktéra polewa sie sady, bynajmniej nie jest ciepla.
Jest to zazwyczaj zwykla woda gruntowa zasysana pompami i ma okoto kilku
stopni. Gdy na zewnatrz temperatura spada ponizej zera, woda faktycznie jest
nieco cieplejsza niz paki i kwiaty, ktore zamierzamy chroni¢. Na tym jednak rola
wody sie nie konczy. Podczas ochladzania sie woda oddaje cieplo, i to w kazda
strone, ogrzewajac nieznacznie powietrze dookota i co wazne — takze same paki.
Co istotne, proces ten nie ustaje w trakcie zamarzania, gdy woda réwniez oddaje
cieplo, ktore zostaje ,,uwiezione” pod cienka pokrywa lodows i odizolowane

od zimnego otoczenia (wspomniany juz efekt igloo). Prostota i skutecznosé.
Zobaczmy, jak to wyglada w liczbach.

Ciepto krzepnigcia wody cx wynosi

(1) cx = 334kJ /kg,

co oznacza, ze samo zamarzniecie jednego kilograma wody powoduje wydzielenie
energii o wartosci 334 kJ. Czy to duzo? Tyle energii ma odwaznik o masie

334 kg spuszczony na ziemie z wysokosci 100 metréw — z tego punktu widzenia
to catkiem sporo.

Spoéjrzmy na to jeszcze inaczej. Cieplo wiasciwe wody c¢,, wynosi:
(2) cw = 42007/ (kg - K),
co oznacza, ze potrzeba 4200 dzuli na ogrzanie kilograma wody o 1 kelwin
(co odpowiada ogrzaniu o 1 stopieni Celsjusza). Laczac te informacje, uzyskamy
nastepujaca konkluzje: gdyby cale cieplo (wyemitowane w trakcie zamarzania
pewnej ilosci wody) uzy¢ do podgrzania dokladnie tej samej ilosci wody, to
temperatura tejze wody podniesie sie o prawie 80 stopni:

c
(3) AT =K 795K =795°C,

Cw
zakladajac, ze woda nie zmieni stanu skupienia. Oto jak na pozér nieintuicyjne,
niezwykle proste zjawisko skutecznie pomaga chroni¢ uprawy przed
negatywnymi skutkami niskich temperatur.

Na koniec warto przytoczy¢ dygresje zwiazang z tym tematem w postaci zadania
z olimpiady fizycznej. Jakq temperature konicowq bedzie miala mieszanina
jednego kilograma lodu o temperaturze 0°C ¢ pary wodnej o temperaturze 100°C %
Rozwiazanie tego zadania zostawiamy Czytelnikowi jako é¢wiczenie.

Inny, niezwykle interesujacy efekt rowniez jest zwiazany z uprawa, ale tym
razem ro$lin szklarniowych. Juz od zamierzchtych czaséw wiadomo, ze roslinom
do wzrostu i rozwoju niezbedne jest cieplo i Swiatlo stoneczne. Laczac oba

te zjawiska z odrobing sprytu, ludzko$é wymyslita szklarnie — izolowane od
warunkéw zewnetrznych mikro$wiaty o regulowanej temperaturze, wilgotnosci
czy naswietleniu (w zaleznosci od potrzeb).

Jeszcze nie tak dawno temu (jakie$ 10-15 lat) kwestia naswietlenia byta
rozwigzywana przez lampy $wiecace $wiatlem zottopomaranczowym, ktére
jednak obejmowalo cale spektrum fal elektromagnetycznych (podobnie jak
Storice, z tym ze rozklad natezenia konkretnych koloréw maégt byé rézny).
Jednak wraz z poglebianiem wiedzy na temat wplywu oswietlenia na wzrost

i rozwoj roslin wyszto na jaw sporo ciekawych zaleznosci. Okazalo sig, ze

pewne rosliny lepiej rosna przy okreslonej barwie Swiatla, a takze ze konkretne
o$wietlenie lepiej wplywa na dang faze rozwoju. Innymi stowy, nie trzeba $wieci¢
calym spektrum bardzo intensywnego $wiatta. Manipulujac samym jego kolorem,
mozna znaczaco poprawi¢ wydajnos¢ hodowli, dodatkowo redukujac koszty.

U Czytelnika Zorientowanego powinna zapalié sie pewna lampka z nastepujacym
skojarzeniem — a czy to przypadkiem nie tego typu korelacja naprowadzilta
FEinsteina na rozwiazanie problemu fotoelektrycznego, zastosowanie

i wprowadzenie na dobre mechaniki kwantowej do fizyki, co zapewnito mu
zdobycie jedynej w jego karierze Nagrody Nobla. Doktadnie tak! Gwoli
przypomnienia, energia Swiatla E zalezy od jego czestotliwosci v w nastepujacy
sposéb:

(4) E = hy,
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Oczywiscie $wiatlo, ktére nazywamy
czerwonym, nie ma jednej, dokladnej
dlugosci fali i zajmuje pewien ich zakres,

tak samo $wiatto fioletowe.

Rozwigzania na str.

Ey
E,

Do

D1y

Fy

F>

gdzie h =~ 6,63 - 1073* J-s oznacza stata Plancka — fundamentalng stala fizyki
kwantowej. Czestotliwos¢é przeklada sig¢ na kolor swiatla, czyli dlugosé fali A:

c
(5) V=
gdzie ¢ ~ 3 - 10® m/s oznacza predkosé $wiatla w prézni. Oznacza to, ze $wiatto
czerwone o dlugoéci fali okoto 700 nm ma duzo mniejsza energie niz $wiatto
fioletowe, ktére charakteryzuje sie dlugoscia fali okoto 400 nm.

Wracajac do meritum — rosliny szklarniowe korzystaja z efektu fotoelektrycznego,
bo tylko konkretne dlugoéci fal sa wchlaniane przez stosowane substancje

(tu pozostawiam miejsce na doktadniejsze wywody dla znacznie bardziej
swiattych Kolegéw i Kolezanek biologéw, biochemikéw i botanikéw) i dalej
,brzetwarzane” (np. energia pozyskana w ten spos6b wspomaga produkcje
substancji odzywczych). Oznacza to, ze zjadane przez nas ogérki i pomidorki
catkiem biegle postuguja sie mechanika kwantowa, ktéra na dobre juz zagoscita
w $wiecie upraw szklarniowych (co réwniez zmusito samych hodoweéw do,
przynajmniej pobieznego, zainteresowania sie ta dziedzina fizyki). Céz, lepszy
taki powdd niz zaden.

W tym miejscu réwniez warto pozwoli¢ sobie na mala dygresje: teraz niebo
nad szklarniami rozswietla juz nie intensywnie zétta tuna, tylko, w zaleznosci
od etapu i rodzaju uprawy, niebieska, fioletowa lub czerwona — ot, warzywna
dyskoteka.

Oczywiscie wspomniane tutaj przyktady bynajmniej nie wyczerpuja tematu,
a stanowia poczatek do dalszych poszukiwan i rozwazan nad zastosowaniem
podrecznikowej” fizyki w bezposrednim uzyciu.

} Yy
i Zadania

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1145. Cialo (punkt materialny) o masie m wykonuje drgania wzdluz osi «
pod dzialaniem potencjatu V(z) = k|z|*, k > 0, a > 1. Jak okres drgan zalezy od
energii catkowitej F i masy ciala m?

F 1146. Elektron i jego antyczastka, pozyton, tworza zwiazany uktad
wodoropodobny nazywany pozytronium. Oszacuj energie jonizacji takiego
Latomu”.

Wskazowka: energia jonizacji atomu wodoru wynosi okoto 13,6 eV.

Przygotowal Dominik BUREK

M 1855. W dwunastocyfrowej liczbie A dowolne dwie sasiednie cyfry tworza
dwucyfrowa liczbe pierwsza, przy czym wszystkie te liczby pierwsze (jest ich 11)
sa parami rézne. Jakimi cyframi moze konczy¢ sie liczba A?

M 1856. Kréla szachowego ustawiono na pewnym polu szachownicy 8 x 8

i wykonano nim 64 ruchy tak, ze odwiedzil wszystkie pola planszy i wrécit

na pole poczatkowe. Ruch nazwiemy przyjemnym, jezeli na skutek jego
wykonania zmniejszyta si¢ odlegloé¢ srodka pola, na ktérym stoi krél, od érodka
szachownicy. Jaka jest najwieksza mozliwa liczba przyjemnych ruchéw?

M 1857. Na obwodzie tréjkata ABC wybrano punkty Dy, Do, E1, Eo, Fy, Fo
w nastepujacej kolejnosci A, Fy, Fy, B, D1, D2, C, E1, E5. Ponadto
ADy = ADy; = BE; = BE, = CF, = CFs.

Udowodnié, ze obwody trojkatéw wyznaczonych przez proste AD,, BE,, CF; oraz
ADQ, BEQ, OFQ S5q réwne.
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ktualnosci (nie tylko) fizyczne

LHC przestaje dziatacd!

Nie, CERN-owi wcale nie skoniczyly sie fundusze, a fizyka czastek ma sie lepiej
niz kiedykolwiek wczeéniej. Dlaczego wiec nasz najwiekszy projekt naukowy
zostaje czasowo wstrzymany? Pokrétce wyjasniamy. . .

Na poczatek kilka stéw wstepu. LHC (Wielki Zderzacz
Hadronéw) to akcelerator czastek zlokalizowany w poblizu
Genewy, stuzacy do badan fizyki wysokich energii. Od
2010 roku dostarcza on dane eksperymentalne, a jego
pierwotnym celem bylo odkrycie bozonu Higgsa. Cel ten
udalo sie osiagnac juz po dwoch latach jego dzialania,
a od tego czasu eksperymenty prowadzone przy LHC
koncentruja sie na jak najdokladniejszym wyznaczaniu
wlasnosci tej czastki.

Po kilkunastu latach pracy dobrze rozumiemy,

w jaki sposob bozon Higgsa oddziatuje z bozonami
przenoszacymi oddzialywania elektromagnetyczne

i stabe (fotonem, Z° i W*). Nieco gorzej — choé¢

wciaz na zadowalajacym poziomie — poznalidmy jego
sprzezenia z fermionami, w szczegdlnosci z kwarkiem b
oraz leptonem 7 (taonem). Zaobserwowano réwniez
rozpady na pary kwarkéw c oraz mionéw; w tych
kanatach wciaz brakuje jednak precyzyjnych pomiaréw.
Dalszy postep ogranicza dzi$ przede wszystkim
dostepna statystyka danych.

Réznice w czulodci pomiaréw dla poszczegdlnych kanatéw wynikaja

z wielu czynnikéw. Najwazniejszym z nich jest czesto$é rozpadu
bozonu Higgsa: na przykltad rozpad na kwarki b zachodzi w okolo 58%
przypadkéw, podczas gdy na par¢e mionéw jedynie w okoto 0,02%.
Drugim istotnym czynnikiem jest problem odrdéznienia sygnalu od tla.
Przyktadowo, zaréwno bozon Higgsa, jak i bozon Z" rozpadaja sie na
pare taonéw. Rozpady te sa bardzo podobne, wiec trudno je rozréznic.

Moze sie to wydawac¢ kontrintuicyjne, ale poéréd
petabajtéow danych przetwarzanych przez osrodki
obliczeniowe CERN-u brakuje wlasnie tych najbardziej
interesujacych. Zdecydowana wigkszo$¢ zdarzen

to przejawy ,zwyktlej” fizyki — oddzialtywan
elektromagnetycznych i silnych. Samych bozondw
Higgsa wyprodukowano ,zaledwie” kilkadziesiat
milionéw, jednak ze wzgledu na niewielkie czegstosci
niektérych rozpadéw oraz trudnosci w identyfikacji
sygnalu w wybranych kanalach analizy opieraja sie na
zaledwie dziesigtkach lub setkach przypadkow.

Najprostszym rozwiazaniem wydaje sie zwickszenie
przepustowosci LHC — fachowo nazywanej Swietlnoscig —
a tym samym liczby produkowanych bozonéw Higgsa.
Tu jednak pojawia sie ograniczenie natury fizycznej:
przy ustalonym obwodzie akceleratora i predkosciach
bliskich predkosci §wiatta nie da sie po prostu
s2upchnac¢” wiekszej liczby protonéw w wigzce. Zamiast
tego protony grupowane sa w geste paczki, zawierajace
miliardy czastek, ktére nastepnie sie zderzaja. Efektem
ubocznym jest tzw. pile-up: pojedyncze zderzenie
paczek odpowiada w rzeczywistosci kilkudziesieciu
jednoczesnym zderzeniom protondéw, ktore trzeba
pdzniej rozdzieli¢ na etapie analizy danych.

Sposobem na zwigkszenie $wietlnosci, a tym samym
liczby interesujacych nas zdarzen, jest zwigkszenie liczby
zderzen przypadajacych na jedna paczke protonow.
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Niestety, im wiecej protonéw zderza si¢ jednoczesnie,
tym trudniej rozdzieli¢ ich produkty. To z kolei wymaga
coraz lepszych detektoréow — im doktadniej zmierzymy
powstajace czastki, tym latwiej ustali¢, z ktérego
zderzenia pochodza.

Dlatego wlasnie Wielki Zderzacz Hadronéw wchodzi
pod koniec czerwca w stan hibernacji. Przez najblizsze
cztery lata LHC bedzie wylaczony, aby dac¢ czas
gtéwnym detektorom — CMS i ATLAS — na wymiane
kluczowych komponentéw. Prace technologiczne trwaja
juz od kilku lat i stopniowo wkraczaja w faze produkcji.

Wymiana niektérych elementéw detektora jest konieczna takze

ze wzgledu na ich zuzycie. Najbardziej wrazliwa czescig jest
detektor sladowy (tracker), polozony najblizej punktu zderzenia
protonéw. Z tego powodu jest on wystawiony na najwieksze dawki
promieniowania i przez kilkanascie lat pracy LHC ulegl znacznej
degradacji — zaréwno pod wzgledem czutosci, jak i rozdzielczosci.

Planowo przerwa potrwa do 2030 roku, kiedy
uruchomiony zostanie HL-LHC (od High Luminosity),
ktéry ma operowaé przez kolejna dekade (2030-2041).
Najwazniejsze zmiany obejmuja budowe nowego
trackera (detektora mierzacego trajektorie
natadowanych czastek), wysokorozdzielezego
kalorymetru HGCAL (mierzacego energie hadronéw,
elektronéw i fotonéw) oraz zupelnie nowego detektora
czasowego o rozdzielczosci rzedu 30 ps.

Czytelnikow zainteresowanych bardziej inzynieryjnymi aspektami
zachecam do siggniecia po dodatkows literature na temat

nowych detektoréw, ktérych konstrukcja znajduje si¢ na granicy
wspblczesnych mozliwosci technologicznych.

Zgodnie z obecnymi planami w ciaggu zaledwie dwéch
lat ilo$¢ zgromadzonych danych ma si¢ podwoié,

a w kolejnych latach tempo ich zbierania jeszcze
wzroénie. Pozwoli to na znacznie dokladniejsze badania
rzadkich kanatéw rozpadu. Oprécz precyzyjnych
pomiaréw wiasciwosci bozonu Higgsa planowane

sa réwniez badania bozonéw W* i Z0 a takze
kwarkéw b i t. Jednym z najbardziej ambitnych celéw
jest obserwacja produkcji dwoch bozonéw Higgsa

w jednym procesie, choé¢ obecnie nie jest jasne, czy

uda sie ja osiggnaé¢ w ramach programu HL-LHC.
Produkcja dwéch bozonéw Higgsa jest szczegdlnie interesujaca,
poniewaz pozwala mierzyé sile oddzialywania bozonu Higgsa na
samego siebie.

Warto tez zaznaczy¢, ze nie jest to pierwszy przestdj
LHC. Wielki Zderzacz Hadronéw byl juz zatrzymywany
w latach 2013-2014 oraz 2019-2021. W tych okresach
réwniez wymieniano zuzyte elementy detektorow

i wprowadzano ulepszenia — cho¢ na zdecydowanie
mniejsza skale.

Koniec LHC zostal wiec odlozony w czasie. Nastapi on
najprawdopodobniej po 2041 roku. A co potem — to juz
zupelnie inna historia. . .

Wiktor MATYSZKIEWICZ



Rys. 1

Rys. 3

Rys. 4

David O. H. Cutler, Jonas Karlsson, Neil
J. A. Sloane, Cutting a Pancake with an
Exotic Knife (2025). Sloane na swojej
stronie internetowej opublikowal réwniez
kréciutki artykulik | The Lollipop
Problem.
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Miesiac temu przygladaliSmy sie pewnym wlasnos$ciom podziatu plaszczyzny na
szesciokaty. Tym razem réwniez bedziemy dzieli¢ plaszczyzne, lecz skupimy sie
na maksymalnej liczbie czeéci, jaka mozna w ten sposob otrzymaé. Dwa
klasyczne przyktady w tej tematyce dotycza prostych i okregdw.

Na ile (najwiecej) obszaréw moze podzieli¢ plaszczyzne n prostych?

Liczba obszaréw jest maksymalna tylko wtedy, gdy proste znajduja sie

w polozeniu ogdlnym (zadne dwie nie sa réwnolegle ani zadne trzy nie
przecinaja sie w jednym punkcie). Zalézmy bowiem, ze do (n — 1) prostych
na plaszczyznie dokltadamy kolejna. Jezeli proste sg w polozeniu ogélnym,

to nowa prosta ma z pozostalymi dokladnie (n — 1) punktéw przeciecia —
wiec jest dzielona na n czesci (dwie pélproste i (n — 2) odcinkéw). Zatem po
dotaczeniu do podziatu n-tej prostej liczba obszaréw zwigkszyla sie doktadnie
o n. W ten sposéb wykazujemy, ze maksymalna liczba obszaréw otrzymanych
przy uzyciu n prostych to:

Ry(n) = %(n2 +n42).
Poczatkowe wyrazu ciagu R,(n) to 2, 4, 7, 111 16.
Zastan6wmy sie teraz nad kolejnym pytaniem:
Na ile (najwiecej) obszaréw moze podzielié plaszczyzne n okregéw?

Jeden okrag dzieli plaszczyzne na dwie czeéci. Gdy w odpowiedni sposéb
dorysujemy drugi, liczba obszaréw zwickszy sie o 2. Po odpowiednim
dorysowaniu trzeciego okregu zwiekszymy liczbe obszaréw o 4, a po narysowaniu
czwartego — o 6. Ogdlnie, optymalnie utozonych n okregéw daje liczbe obszaréw
0 2(n — 1) wigksza niz optymalnie utozonych (n — 1) okregéw. Dlaczego tak jest?
Zachecam do samodzielnego zastanowienia si¢ nad tym pytaniem.

W kazdym razie z powyzszej obserwacji wynika, ze maksymalna liczba obszaréw
otrzymanych przy uzyciu n > 0 okregéw to:

Ro(n) =n?* —n+2,
a poczatkowe wyrazy ciagu R,(n) to 2, 4, 8, 14 1 22.

Powyzsze dwa zadania naleza do klasyki kombinatoryki i czesto stuza
dydaktycznie jako jedne z pierwszych przykladéw przy wprowadzaniu pojecia
rekurencji.

Polaczmy teraz Swiat okregéw ze Swiatem (p6l)prostych: Lizakiem nazywamy
zbior punktow bedacy suma okregu i potprostej o poczatku w srodku

okregu, z wylaczeniem promienia okregu nalezacego do tej péiprostej (patrz
rys. 3). Dodajmy, ze promien zostal usuniety z lizaka, zapewne ze wzgleddw
bezpieczenstwa, aby nie uktuc sie nim podczas ewentualnej konsumpcji. Pod
koniec 2025 roku Neil Sloane zadal nastepujace pytanie:

Na ile (najwiecej) obszaréw moze podzielié plaszczyzne n lizakéw?

Zauwazmy, ze dwa lizaki moga sie przecia¢ w co najwyzej siedmiu punktach
(patrz rys. 4) — i daje to optymalne 10 obszaréw. Przy odpowiednim ulozeniu
trzech lizakow otrzymujemy najwieksza mozliwg liczbe regionéw réowna 25.
Jak wyglada ogdlny wzér ciggu? Zapewne jest dos¢ skomplikowany, ale Cutler,
Karlsson i Sloane otrzymali tadne oszacowanie gorne:

1
Ri(n) < 5(7n2 —5n+2),

ktore niestety nie jest optymalne: ci sami autorzy wykazali, ze poprawna
odpowiedzia juz dla czterech lizakéw jest 45, a nie 47. Zapewne lada dzien
rozstrzygnie sie, czy maksymalna liczba obszaréw, ktéra da sie uzyskaé¢, majac
do dyspozycji piec¢ lizakow, to 70 czy 71. A co z szeScioma lizakami? Nie
wiadomo.


https://arxiv.org/pdf/2511.15864
https://arxiv.org/pdf/2511.15864
http://neilsloane.com/doc/Lollipop.pdf
http://neilsloane.com/doc/Lollipop.pdf
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Na przyklad ¢(5) = 16 oraz c¢(16) = 8.
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28

14
7 7
22 22
11 11 11
34 34 34
17 17 17
52 52 52
26 26 26
13 13 13
40 40 40
20 20 20
10 10 10
5 5 5
16 16 16
8 8 8

19
58
29
15 88
46 44
23 22
70 11
35 34
106 17 17
53 52 52
160 26 26
80 13 13
40 40 40
20 20 20
10 10 10
5 5 5
16 16 16
8 8 8

Rys. 1. Ciagi Collatza dla wybranych
wartosci poczgtkowych

n d(n) maks
1 0 1
2 1 2
3 7 16
6 8 16
7 16 52
9 19 52
18 20 52
23 25 160
27 111 9232
54 112 9232
73 115 9232
97 118 9232
129 121 9232
871 178 190996
1161 181 190996
6171 261 975400
10971 267 975400
77031 350 21933016
106239 353 104674192
837799 524 2974984576

Rys. 2. Wybrane rekordy opéznienia oraz
maksymalne wartosci ich ciaggéw Collatza,

dla n < 220

Henry SINCLAIR-BANKS*

W niniejszym artykule bedziemy przygladac sie tzw. funkcji Collatza, ktéra jest
zdefiniowana nastepujaco. Dla liczby naturalnej n,

(n) 3n+1 jedli n jest nieparzyste,
c(n) =
5 jesli n jest parzyste.

Dla wygody i-krotne ztozenie funkcji Collatza bedziemy oznaczaé przez c,
przyktadowo ¢2(5) = 8. Funkcje Collatza mozna iterowaé dowolnie wiele razy,
bo dla dowolnego naturalnego n mamy c¢(n) > 1. Na przyklad dla n = 5 ciag
Collatza to 5,16,8,4,2,1,4,2,1,..., cykl (4,2,1) powtarza si¢ tu w nieskoriczonosé.
Na rysunku 1 mozemy zobaczy¢ wiecej przykladow.

W $wietle tych przyktadow wydaje sie, ze startujac z dowolnej liczby, w koricu
osiagniemy cykl (4,2, 1). To jest dokladnie . Formalnie rzecz
biorac, hipoteza ta méwi, ze dla dowolnej liczby n istnieje k takie, ze cF(n) = 1.

Udowodnienie hipotezy Collatza jest jednym ze stawnych probleméw otwartych
w matematyce. Hipoteze przypisuje sie przede wszystkim Lotharowi Collatzowi
(1937), jednak istnieje kilka twierdzeni powiazanych z jej pierwotnym autorem.
W zwigzku z tym hipoteza funkcjonuje pod wieloma nazwami, takimi jak: cigg
liczb gradowych, problem (3n + 1), problem syrakuzjariski, hipoteza Thwaitesa,
hipoteza Ulama czy hipoteza Kakutaniego.

Opdznieniem liczby n nazwiemy liczbe iteracji funkcji Collatza przed
zbiegnieciem do 1, oznaczamy je d(n). Precyzyjnie: d(n) to najmniejsze k takie,
ze cf(n) = 1. Przykladowo d(5) = 5. Latwo zauwazy¢, ze d(2n) = d(n) + 1, bo
2n jest zawsze parzyste. Co ciekawe, nawet male wartosci startowe moga mieé
olbrzymie opdznienia: ciag Collatza startujacy z n = 27 osiaga po drodze 9232,
nim ostatecznie trafi do 1 po d(27) = 111 iteracjach. Liczba n jest rekordem
opdznienia, jesli jej opdznienie d(n) jest wieksze niz opdznienie kazdej liczby
mniejszej niz n. Dla przykladu 7 jest rekordem opéznienia, bo opédznienia 1, 2, 3,
4, 51 6 sa mniejsze niz d(7) = 16. Tabele rekordéw opdznienia mozemy zobaczyé
na rysunku 2.

Zaskakujaca natura funkcji Collatza, ktora objawia sie¢ podobienstwami
pomiedzy ciagami Collatza na rysunku 1 oraz wydaje sie losowymi warto$ciami
opéznien na rysunku 2, sugeruje, ze udowodnienie hipotezy Collatza nie

bedzie proste! Faktycznie, wielu znanych matematykéw pracowato nad tym
problemem, sporo juz wiemy, ale pelny dowdd nie zostal (jeszcze) znaleziony.
Jeffrey Lagarias, znawca hipotezy Collatza, mowi: To jest wyjgtkowo trudny
problem, zupelnie poza zasiegiem dzisiejszej matematyki. Moze bardziej znane
jest powiedzenie Paula Erddsa, ktory zapytany o hipoteze Collatza odpowiedziat:

Tak jak przy kazdym problemie otwartym, mamy dwie naturalne linie

ataku: udowodni¢ hipoteze lub ja obali¢. W pozostalej czesci tego artykulu
skupimy sie na twierdzeniach i argumentach, ktére wspieraja teze, ze hipoteza
jest prawdziwa. Nim to jednak zrobimy, rozwazmy mozliwos¢ istnienia
kontrprzyktadu. Sa dwa potencjalne typy kontrprzyktadéw. Pierwszy typ

to jaki$ cykl, ktéry nie jest trywialnym cyklem (4,2, 1), a drugi typ to ciag
Collatza, ktéry jest rozbiezny do nieskonczonosci. Hipoteza Collatza byla
intensywnie sprawdzana przez komputerowe testy. Od maja 2025 roku
wiadomo, ze dla wszystkich startowych n < 27! ciag Collatza rzeczywiscie
osiaga 1. Jedli chodzi o cykle, to pokazano, ze o ile istnieje jaki$ nietrywialny
cykl bedacy kontrprzykladem, to jego dtugosé musi wynosi¢ co najmniej
355504 839 929 ~ 238, Jak widaé¢ dane sugeruja, ze zapewne hipoteza Collatza
faktycznie jest prawdziwa!

Nim péjdziemy dalej, wprowadzmy zmodyfikowana wersje funkcji Collatza:

_J 22 jesli n jest nieparzyste,
sm=q 2 din
5 jesli n jest parzyste.



n«o0 n<«o0
while true: while true:
m<« n m<n
while m > 1:
if m % 2: if m % 2:
m < m/2 m < m/2
else: else:
m < (3m+1)/2 m « (3m+1)/2
print (m) print(m)

Szybowania sg bardzo przydatne

w praktyce. Powiedzmy, ze sprawdziliSmy
hipoteze Collatza az do n — 1. Jak
oméwiliSmy powyzej, jesli istnieje k takie,
ze s¥(n) € {1,...,n — 1}, to wéwczas dla
n cigg réwniez zbiega do 1. Jak widacé
wiec, procedura testujaca po jest
o wiele bardziej efektywna niz ta po
lewej.

Ta definicja jest zasadniczo réwnowazna oryginalnej wersji funkcji Collatza.
Jesli n jest nieparzyste, to 3n + 1 musi by¢ parzyste, a wiec po kazdym kroku
zastosowanym do liczby nieparzystej nastepuje krok 7.

WyobraZzmy sobie na chwile, ze weryfikujemy hipoteze i sprawdziliSmy juz, ze dla
wszystkich n < 1000 ciag Collatza osiaga 1. Teraz chcemy zobaczy¢, co sie dzieje
dla n = 1001.

Zauwazmy, ze nie musimy pracowicie liczyé, ze s(1001) = 1502, s(1502) = 751,
s(751) = 1127, ... az napotkamy 1, bo wystarczy, ze ciag zejdzie ponizej 1001.
Wtedy juz wiemy, ze w koncu osiggnie 1, tak jak dla wszystkich liczb n < 1000.
Korzystajac z tej obserwacji, zdefiniujmy szybowanie liczby n, oznaczane przez
g(n), jako liczbe iteracji, do czasu gdy zmodyfikowany ciagg Collatza s*(n)
spadnie ponizej poczatkowej wartosci. Formalnie g(n) to najmniejsza liczba k
taka, ze s¥(n) < n. Przykladowo wystarcza tylko dwie iteracje zmodyfikowanej
funkcji Collatza dla n = 1001, aby osiagnaé¢ 751, wiec g(1001) = 2. Na marginesie
mozemy zobaczy¢, jak uzyé pojecia szybowania do bardziej efektywnego
testowania hipotezy Collatza.

Co prawda dane wskazuja na to, ze hipoteza Collatza
jest prawdziwa, ale dowodu wciaz nie ma. Znane jest
natomiast zblizone twierdzenie, ktore uzywa frazy
,prawie wszystkie”. Konkretnie: w roku 1976 Rino
Terras udowodnil, ze

Rozszyfrujmy najpierw
sformutowanie ,prawie wszystkie”. Oznacza ono, ze gdy
N roénie do nieskoniczono$ci, to frakcja ciagéw Collatza

fraze ,,prawie” i udowodnili silniejsze sformultowanie:
,wszystkie liczby naturalne maja skonczone szybowanie”.
Majac taki fakt, byloby juz tatwo udowodnié¢ hipoteze
Collatza przez indukcje. Przypusémy, ze wszystkie ciagi
Collatza zaczynajace sie liczbami 1, ..., n zbiegaja do 1.
Dzieki wzmocnionej wersji twierdzenia Terrasa wiemy,
ze n + 1 ma skonczone szybowanie. A zatem istnieje

k takie, ze s*(n + 1) < n. To jednak oznacza, ze ciag

startujacych z n < N, ktére spadaja ponizej startowej

Collatza zaczynajacy sie w n + 1 po k krokach osiagnie

wartosci, dazy do 1. Bardziej precyzyjnie, liczbe z zakresu 1,...,n, a wiec ostatecznie rowniez
_ |{n takie, ze n < N oraz g(n) < oo}| zblegn1§ do 1. Skoro to wzmocnienie jest IOWnOWazne
A}lm N =1. hipotezie Collatza, to pozostanmy przy rozwazaniu
— 00

Zeby zobaczy¢, dlaczego twierdzenie Terrasa jest wazne,
przyjrzyjmy sie, co by sie stalo, gdyby$my usuneli

niep. | 19 51 83
niep. | 29 77 125

115 147 179
173 221 269

niep. | 11 29 47 65 83 101

77 17 71 125

Przyktad dla pierwszego faktu, k =5

i b =19. Naste¢pujagce liczby maja te same
ciagi parzystosci w pierwszych pigciu
krokach (patrz tabela powyzej).

0-2°419=19, 1-2°+19=51,

2.2°4+19=283, 3.2°419=115,

4.2° +19 =147, 5-2° 419 =179.
Drugi fakt moéwi nam, ze wszystkie ciggi
parzystosci sa mozliwe. Na przyklad
latwo zauwazyé, ze (0,0,0,0,0) jest
ciggiem parzystosci dla liczby 32:

32,16, 8,4, 2. Natomiast znalezienie ciagu
o parzystosci (1,1,1,1,1) jest mniej
oczywiste, ale on réwniez istnieje

i zaczyna si¢ od liczby 31:

31,47,71,107, 161.

oryginalnej wersji twierdzenia Terrasa. Dla jasno$ci:
nie wiadomo nic o tym, zeby twierdzenie Terrasa
implikowato hipoteze Collatza.

W pozostatej czesci artykutu naszkicujemy dowdd twierdzenia Terrasa. Na
poczatek rozwazmy pieé¢ pierwszych elementéw zmodyfikowanego ciggu Collatza
startujacego z 19, sa to: 19,29,44,22,11. Jego cigg parzystosci to ciag zer

i jedynek odpowiadajacy parzysto$ciom odpowiednich wyrazéw: ps = (1,1,0,0,1).
Liczba 5 odpowiada dlugosci ciagu parzystosci. Zaobserwujmy najpierw dwa
eleganckie fakty na temat ciaggéw parzystosci.

Pierwszy fakt mowi, ze jesli b ma ustalong wartosé, to wszystkie ciagi startujace
w liczbach 0-2% +b,1-2% 4 5,2-2% +-5,3-2F +b,... maja te same ciagi
parzystosci pg dlugosci k (patrz przyklad na marginesie). Drugi fakt moéwi, ze
dla kazdego ciagu parzystodci py dlugosci k istnieje liczba n z ciagiem parzystosci
réwnym dokladnie py (patrz margines). Oba fakty moga by¢ stosunkowo nietrudno
wykazane przez indukcje, ale teraz zajmiemy sie ciekawszymi sprawami.

Laczac oba fakty, uzasadnimy nastepujaca obserwacje. Niech n oraz n’ beda
dwoma startowymi liczbami i niech py oraz p), beda ciagami parzystosci
dlugosci k odpowiednio dla liczb n oraz n’. Wéwczas py = pj, wtedy i tylko
wtedy, gdy réznica n —n’ jest podzielna przez 2*. Po pierwsze, jesli n — n’

jest podzielne przez 2*, to mamy n = a2* + b oraz n’ = a’2* + b dla pewnych
a,da’,b € N i wéwezas z pierwszego faktu wynika, ze istotnie py = pj,. Z drugiej
strony dla kazdego ciagu parzystosci istnieje liczba startowa, ktéra daje ten
cigg parzystosci. Poniewaz jest 2F réznych ciagéw parzystosci diugosci k

oraz 2* réznych reszt modulo 2% (tzn. wyboréw wartoéci b), to musi istnieé
bijekcja pomiedzy ciagami parzystosdci a resztami. A zatem, jesli n oraz n’ maja
te same ciggi parzystosci, to n oraz n’ musza mieé¢ réwne reszty modulo 2¥.

Bedziemy teraz przybliza¢ zmodyfikowany ciag Collatza. Przyjrzyjmy sie

przykladowi dla ciagu parzystosci (1,1,0,0,1). Po pierwszym kroku wartosé
3n+1

n =19 wzrosta do 5= = 29, a po drugim wzrosta ponownie do % = 44.



Zeby zobaczyé, dlaczego ciag parzystosci
(1,1,0,0,1) zbiega, rozwazmy prefiks
(1,1,0,0), ktéry ma d = 2 nieparzyste
kroki sposréd £ = 4. Przyblizona wartosciag
st (n) jest 322—4". Poniewaz 3% < 2%, to
przyblizona warto$¢ spadla ponizej
startowej wartosci, czyli 3274" < n.

A zatem réwniez dla kazdego n o tym
ciggu parzystosci przyblizone szybowanie
wynosi 4 (g(n) = 4).

Przyblizone szybowanie jest tak doktadne,
ze nawet nie jest znana liczba n taka, ze
g(n) # g(n). Co wigcej, stawiana jest
hipoteza, ze zawsze g(n) jest réwne g(n)!

Wiemy, ze dla kazdego n o ciggu
parzystosci (1,1,0,0, 1) zachodzi

3
s°(n) = SZ% Pytamy, kiedy s®(n) < n.

33,43
Jest to réwnowazne % < n, czyli
réwniez n > 3 = 6,2. A wiec dla
wszystkich n > 6,2 przyblizone szybowanie
n jest rowne szybowaniu n. Poniewaz 19
ma taki wlasnie ciagg parzystosci oraz

19 > 6,2, to g(19) = §(19).

dlugos¢ k' #zbieznych  %zbieznych

1 1 50

2 3 75

3 6 75

4 13 81.25
5 28 87.5
6 56 87.5
7 115 89.84
8 237 92.58
9 474 92.58
10 960 93.75
20 1021248 97.39
30 1060970550 98.81

Rys. 3. Liczba oraz frakcja (zaokraglona
do 2 cyfr po przecinku) zbieznych ciagéw
parzystosci. Zauwazmy, ze jest 2% ciaggow
parzystosci dlugosci k

Nastepnie dwa razy zmalala dwukrotnie do 245 = 22 oraz 2252 = 11.
Ostatecznie wartosé wzrosta do 27’;,’7'2"31 = 17. Mozemy przyblizy¢ z dotu wartoéc

zmodyfikowanego ciaggu Collatza, ignorujac stale wartosci w licznikach.

3n+1 32n45 3°n+5 3’n+5 33n 4 31
" 2 22 23 24 25
V/ V/ V/ V/ V/ V/
3n 32n 3%n 3%n 33n
" 2 22 23 21 25

Poniewaz usunelismy jedynie stale wartosci w licznikach, to ta aproksymacja
przybliza prawdziwa wartos¢ z dobra dokladnoscia. Powiemy, ze ciag
parzystosci pg jest zbiezny, jesli przyblizony ciag Collatza spada ponizej wartosci
poczatkowej. Precyzyjniej mowiac, jesli istnieje taki prefiks pj dlugosci ¢,

o d nieparzystych krokach, ze 3¢ < 2¢, to pj jest zbiezny. Dla liczby n o zbieznym
ciggu parzystoéci pr méwimy, ze minimalne ¢ < k takie, ze 3% < 2, jest
przyblizonym szybowaniem dla n, oznaczamy je g(n).

Przyblizone szybowanie okazuje si¢ catkiem doktadne. Przyjrzyjmy sie ciagowi
parzystosci pg, ktory zbiega w k-tym kroku. Poniewaz zbiega on w ostatnim
kroku, to dowolna liczba n o tym ciagu parzystosci spetnia g(n) = k. Pokazemy
teraz, ze dla duzych liczb n o ciagu parzystosci pr szybowanie oraz przyblizone
szybowanie sg réwne.

Po pierwsze g(n) > g(n). Przypomnijmy, ze przyblizona warto$¢ zmodyfikowanej
funkcji Collatza nigdy nie jest wieksza niz wartos¢ zmodyfikowanej funkcji
Collatza. A zatem jesli g(n) = k, to wartosei przyblizonego ciagu sa powyzej n
przez k — 1 pierwszych krokow, a wiec rowniez i prawdziwe wartosci
zmodyfikowanego ciggu Collatza sa powyzej n przez k — 1 pierwszych krokéw.
A to oznacza, ze g(n) > k.

Z drugiej strony pokazemy, ze g(n) < g(n). Jesli g(n) = k, to wiemy, ze k-ty krok
< 1. Wiemy,

przyblizonego ciggu, czyli 32#, schodzi ponizej wartoéci n, a wiec g’—k
7e istnieje stata C taka, ze s*(n) = 3‘1372-0 (np. dla n = 19 stala C wynosi 31).
A zatem réznica miedzy wartoscia s¥(n) a jej przyblizona wartoécia jest stala,
ktoéra nie zalezy od n:

3 3m+C 3 C

k _
T T
Spoéjrzmy teraz na réznice pomiedzy przyblizong wartoscia zmodyfikowanej

funkcji Collatza po k krokach a poczatkows wartoscia n: n — ?’;—k" =n(l- S—:)

Poniewaz g—: < 1, wiec oczywiscie 1 — g—: > 0. Dla kazdej stalej C’ > 0 istnieje
dostatecznie duze n takie, ze n — ‘ﬁ—k” > C'. A zatem dla C' = 2% otrzymujemy, ze
dla dostatecznie duzych n zachodzi:
n
= -tz <n

s (n) ot o
To oznacza, ze dla takich n szybowanie g(n) jest réwne przyblizonemu
szybowaniu g(n). Na marginesie przedstawiamy przyklad dla n = 19.

34 C

Poniewaz dla kazdego ciagu parzystosci pi istnieje prog, powyzej ktorego
szybowanie oraz przyblizone szybowanie sg réwne, to w szczegélnosci dla
ustalonego ciagu parzystosci istnieje jedynie skoniczenie wiele liczb n o tym ciagu
parzystosci, dla ktérych g(n) jest rézne od g(n).

Uzasadnimy teraz, ze prawie wszystkie ciagi parzystosci sa zbiezne. Rysunek 3
pokazuje frakcje zbieznych ciagéow parzystosci dla réznych dlugosci ciagu.
Zauwazmy, ze jesli ciag parzystosci py zawiera taka sama liczbe parzystych

i nieparzystych krokéw, to jest zbiezny. Wynika to z faktu, ze kazdy parzysty
krok mnozy liczbe n przez 1/2, a kazdy nieparzysty krok przez 3/2, wigc jesli
w ciagu bedzie k krokéw parzystych i k nieparzystych, to ostateczna wartosé
s =
sie, ze losowo wybrany ciag parzystoéci prawdopodobnie jest zbiezny. Zeby
ciag parzystosci dlugosci k nie byt zbiezny, to musi on zawieraé przynajmniej

d> lo&% > 0,6k nieparzystych krokéw. Jest tak dlatego, ze po k — d parzystych

wyniesie n < n. Mozna tez na sprawe spojrze¢ nieco inaczej: okazuje



krokach i d nieparzybtych krokach przyblizona wartosé

wynosi M A wiec zeby

> n zachodzilo, to

liczba meparzybtych krokow musi spelniaé¢ d > ﬁ.
Mozemy teraz zastosowac¢ nieréwno$é¢ Chernoffa, zeby
zaargumentowac, ze prawie wszystkie ciagi parzystosci
zawieraja mniej niz 10&% nieparzystych krokéw. Tak
naprawde uzyjemy uproszczonej wersji nieréwnosci
Chernoffa, ktéra mozna sformutowaé nastepujaco:

dla dowolnego 0 < a < % prawdopodobienistwo, ze

na k rzutéw uczciwa monetag wypadnie co najmniej

( +a)k orlow wynosi co najwyzej e —20°k Poniewas
logi(?)) 2 > 0,1, to mozemy wzia¢ a = 0,1 i dostajemy,
ze prawdopodobienstwo, ze losowy ciag parzystosci
dlugosci k jest Zblezny z prawdoPodobmnstwem co
najmniej 1 — e~20:D*k =1 — ¢=35. Dla k dazacego do
nieskonczonosci to prawdopodobienistwo dazy do 1, czyli
faktycznie prawie wszystkie ciagi parzystosci sa zbiezne.

Podsumujmy teraz i polaczmy w catoéé wszystkie
kawaltki dowodu twierdzenia Terrasa. Pokazalismy
wlasnie, ze frakcja ciagow parzystosci py, ktére

nie zbiegaja, dazy do zera, gdy dlugos¢ k dazy do
nieskonczonosci. Przypomnijmy, ze jesli py jest
zbiezny, to wtedy wszystkie liczby n o tym ciagu
parzystodci spelniaja g(n) < k < oco. Dodatkowo
wiemy z poprzednich rozwazan, ze dla danego ciaggu

parzystosci istnieje tylko skonczenie wiele liczb n takich,
ze g(n) # g(n). Laczac te fakty, mozemy wywnioskowad,

ze dla prawie wszystkich n zachodzi g(n)
Innymi stowy,

=g(n) < co.

Okazuje sig, ze znane sa nawet wyniki silniejsze niz
twierdzenie Terrasa. Dwa tego typu twierdzenia moéwia,
ze minimalna warto$¢ ciagu Collatza n, c(n), c?(n), ...
jest prawie zawsze réwna co najwyzej n’. Zauwazmy,
ze jedli # < 1, to wtedy n? < n, czyli szybowanie n

jest skonczone. Pierwsze z tych twierdzenn udowodnit
Allouche (w roku 1979) dla 6 ~ 0,8691. Nastepnie
wynik ten poprawil Korec (w roku 1994) dla 6 ~ 0,7924.
Niedawno, w 2019 roku, Terrence Tao udowodnit
podobny rezultat: dla dowolnej funkcji f: N — R, takiej,
ze f(n) dazy do nieskoriczonosci przy n rosnacym do
nieskonczonosci, minimalna warto$é ciagu Collatza
startujacego z n jest prawie zawsze™ mniejsza niz f(n).
A wiec wybierzmy nasza ulubiong funkcje, ktéra

dazy do nieskonczonosci — moze to by¢ przyktadowo
log(log(log(n))) — i wéwczas wiemy, ze prawie wszystkie
liczby n osiagaja warto$é¢ mniejsza niz log(log(log(n))),
imponujace!

Chociaz wydaje sie, ze juz jesteSmy ,prawie na
miejscu”, to jednak luka pomiedzy twierdzeniami
Terrasa, Allouche’a, Koreca czy Tao a udowodnieniem
hipotezy Collatza wydaje sie wymagac istotnie nowego
podejscia, spostrzezen i pomystow. Nie wiadomo, czy
ktores ze wspomnianych twierdzen moze by¢ uzyte

do dowodu, ze prawie wszystkie liczby startowe maja
skoriczone opéznienie. Przypomnijmy, ze opdznienie to
liczba krokéw do czasu osiagniecia 1, w odréznieniu od
szybowania, ktoére jest liczba krokow do osiggniecia
liczby mniejszej niz startowa. Nawet jesli ktos
pokazalby, ze prawie wszystkie liczby startowe maja
skoriczone opdznienie, to wciaz nie wiadomo bytoby,
czy rzeczywidcie wszystkie (a nie prawie wszystkie)
liczby startowe maja skonczone opéznienie. Inaczej
mowiac, nawet jesli pokazemy wersje hipotezy Collatza
dla ,,prawie wszystkich liczb”, to wciaz pozostaje
sporo pracy do udowodnienia pelnej hipotezy Collatza.
A swoja droga, jest caltkiem mozliwe, ze w ogdle
hipoteza Collatza jest falszywa, a odkrycie minimalnego
kontrprzykladu tuz za rogiem!

Przettumaczone z jezyka angielskiego przez Wojciecha CZERWINSKIEGO

Kazdy przyzwoity biolog popularyzator powinien przynajmniej raz w zyciu

ZyCi

napisa¢ o golcach. I ja pragne dotaczy¢ do tego zacnego grona.

Gatunek ten pasjonuje naukowcéw z wielu waznych powoddéw, ja zaczne od
jego urody. Jest zdecydowanym faworytem w konkursie na najbrzydszego

ssaka, a moze nawet w ogole zwierze, na Ziemi. Za $liczne uznajemy zwierzeta
obdarzone gestym futerkiem, duzymi oczami, uszami i zgrabnymi ruchami.
Golec zgodnie z angielska nazwa (naked mole rat) jest nagim ni to szczurem,
ni to kretem. I choé ludzie lubia naga skére u wlasnego gatunku, ma by¢ gladka,
brzoskwiniowa, to tu mamy problem. Pomarszczona i cienka skora golca jest,
owszem, rézowa, ale w brazowe plamki, jak reka starego czlowieka, porastaja
ja tu i 6wdzie pojedyncze dlugie wloski. Zwierze bardzo zle widzi, ma male,
pokryte grubymi powiekami oczy (odbiera jedynie wrazenie $wiatla), nie ma
malzowin usznych, a z pyska wystaja dwie pary poteznych siekaczy. Catosci
dopelnia jego ksztalt, budowa golec przypomina kietbaske — nie ma wyraznie
wyodrebnionej glowy, szyi i tutowia, a tapki sa rachityczne.

Kiedy mija pierwszy odruch lekkiego obrzydzenia i rodzaju wspolczucia, natura
golcéw weiaga. Im bardziej sie przygladam, tym bardziej widze ukryte pickno.



Golec piaskowy (Heterocephalus glaber) to gatunek
gryzonia zamieszkujacy pustynne obszary Afryki
Wschodniej (Kenia, Somalia, Etiopia i Dzibuti). Golce
sa jednym z dwoch gatunkow ssakéw, ktore zyja

w koloniach o strukturze eusocjalnej, znanej lepiej

u owaddéw (pszczdl czy mréwek), z podzialem na kasty.
Na szczycie hierarchii stoi krélowa, jedyna zdolna do
rozrodu samica, majaca do dyspozycji od jednego

do trzech samcéw. Reszta osobnikéw to robotnicy

i zolnierze, ktorzy dbaja o rozwdj kolonii, poszukuja
pokarmu, opiekuja si¢ mtodymi, bronig przed intruzami
i drapieznikami. Kolonie tworzy od kilkudziesieciu do
blisko 300 osobnikéw, a zasieg wykopywanych korytarzy
osiaga nawet 3 km. Golce, przebywajac praktycznie cale
zycie pod ziemia, w goracym klimacie nie potrzebuja
futra, utracilty tez zdolnos¢ do termoregulacji, wydobyte
na powierzchnie¢ nie utrzymuja wlasciwej ssakom stalej
temperatury ciata.

W waskich korytarzach i catkowitej ciemnosci
mankamenty urody znikaja. Nie ma tu nic zbednego.
Kietbaskowate cialo umozliwia przemieszczanie sie
rownie sprawnie w przéd, jak i w tyl. Mijajac sig, po
prostu po sobie przechodza. Cienka i pomarszczona
skora swobodnie przesuwa sie po ciele zwierzecia,
przeciskanie sie nie powoduje dyskomfortu i nie
wplywa na narzady wewnetrzne. Dlugie pojedyncze
wloski na ciele golca to wibrysy, czyli wlosy czuciowe,
ktore pozwalaja mu sie orientowaé w ciemnosci

calym cialem. W odroéznieniu od kretéw, golce kopia
korytarze w twardej pustynnej ziemi wystajacymi

poza jame gebowa zebami, dziegki czemu niewielkie
odnoéza moga stuzy¢ jedynie do przemieszczania sie.
Kroélowa, w dobrych warunkach, rodzi mtode mniej
wiecej co 80 dni, przy czym i tu golce sa rekordzistami:
wielkos¢ miotu moze przekraczaé¢ nawet 30 mlodych.
Sa one otaczane troskliwa opieka przez robotnice,

a karmione na zmiany przez matke. Cho¢ tu krolowa
moglaby sie jawi¢ jako watla wielodzietna matka
karmiaca, cala struktura spoleczna jest zbudowana

na jej agresywnym zachowaniu. Bezustannie szturcha
otaczajace ja robotnice i robotnikow, generujac staty
poziom stresu. Stres hamuje ich plodnosé. Jest to
jednak stan odwracalny. Utrata krélowej (jej $mieré lub
usuniecie z kolonii) rozpoczyna okres chaosu i brutalnej
walki o tron. Bezwzgledna i najbardziej agresywna
samica zostaje nowg krolowa.

Niezwykle zycie spoteczne golcéw sprawito, ze

z naturalnych siedlisk trafily do laboratoriow. I tam
dopiero ukazaly sie dziwy. Okazalo sie, ze golce mimo
niewielkich rozmiaréw (ok. 7-10 cm) bardzo dlugo

zyja. Szacunki mowia, ze te niewiele wigksze od myszy
gryzonie moga zy¢ (przynajmniej w hodowli) ponad

30 lat (odnalaztam informacje o osobniku 37-letnim).
Na dodatek nie podlegaja prawu Gompertza, ktére
mowi, ze od momentu osiagniecia dojrzatosci wraz

z wiekiem u zwierzat roénie prawdopodobienstwo
$mierci. Cialo golca nie nosi uznanych przez nauke oznak
starzenia sig, rowniez na poziomie komérkowym. Ich
organy i funkcje zyciowe, takze rozmnazanie, pozostaja
w zasadzie niezmienne z uptywem czasu. Golce wlasciwie

nie choruja, do niedawna uwazano, ze nie rozwijaja sie
u nich nowotwory, obecnie uznaje sie, ze zdarza sie to
niezmiernie rzadko. Nie odczuwajg pewnego rodzaju
bélu, znosza wysoka zawartos¢ dwutlenku wegla i niski
poziom tlenu, sa nawet w stanie przezy¢ 18 minut
catkowicie pozbawione tlenu.

Wszystko to zawdzieczaja kilku niezwyklym
mechanizmom adaptacyjnym na poziomie komérkowym.
Lepiej dziataja u nich systemy obrony przed
uszkadzajacymi biatka i DNA wolnymi rodnikami,
aktywniejsze sa enzymy naprawiajace uszkodzenia.

W warunkach niskiej zawartosci tlenu w otoczeniu
przestawiaja swéj metabolizm, czerpiac energie

z rozkladu fruktozy, ktéry nie wymaga, jak w przypadku
glukozy, obecnosci tlenu. Trudne warunki srodowiska
powoduja zwolnienie metabolizmu, spada tempo bicia
serca, liczba oddechéw, a nawet aktywnosci mézgu. To
tak, jakby golce funkcjonowaly fizjologicznie w trybie
on—off, w zaleznoéci od warunkéw otoczenia.

Jesli kto$ z szanownych Czytelnikéw pozazdroscit
golcom, przypomne, ze zwierzeta te maja to wszystko,
poniewaz zyja w paskudnym dla nas $wiecie. W waskich
korytarzach panuje catkowita ciemnosé oraz wysoka
wilgotnosé i temperatura (ok. 42°C). Trudno o dobra
wentylacje, stad stezenie tlenu miejscami jest niskie,

a dwutlenku wegla wysokie. Na konicu: zycie kolonii
uzaleznione jest od znalezienia pokarmu po omacku,
pod ziemia. Golce odzywiaja sie duzymi bulwami, ktére
dostarczaja nie tylko energii, ale takze wody. Jedna
bulwa moze wykarmié¢ cate gniazdo, jednak znalezienie
jej pod ziemia przekracza mozliwosci jednego czy

kilku osobnikéw. Tylko zbiorowy wysilek nieustannego
kopania tuneli daje szanse na przetrwanie.

Sposob funkcjonowania spotecznego golcow wzbudza
jednak watpliwosé. Jaki sens ma dominacja jednej
samicy, zawezenie catej kolonii do kolejnych braci

i siéstr o malej zmiennosci genetycznej? Czy agresja

ze strony krolowej nie jest czynnikiem destabilizujacym
wspolprace i relacje w grupie? Artykul z kwietnia br.
w Science Advances opisuje nowy, nieznany dotad
mechanizm przejecia wladzy w kolonii golcow.

W warunkach indukowanych w laboratorium udalo si¢
doprowadzi¢ do pojawienia sie trzech plodnych samic
w jednej kolonii i do przejecia ,,wladzy” przez jedna

z nich bez przejawéw agresji i Sladéw walki. Pokojowe
przejecie tronu nastgpito w warunkach przedtuzajacego
sig stresu dla catej kolonii.

Golce walczg brutalnie o wladze wtedy, kiedy warunki
sa relatywnie stale i dobre. Kiedy dzieje sie zle,
nastaje pokdj, spada agresja, zwiekszaja sie szanse na
regeneracje kolonii. Pieknie. Zupelnie odwrotnie niz

u nas — i tu akurat mozna by wzia¢ przyklad.

Marta FIKUS-KRYNSKA

,Peaceful queen succession in the naked mole rat”. Abeywardena S. C.
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K., Science 356 (2018).

,Naked Mole-Rats Demonstrate Profound Tolerance to Low Oxygen,
High Carbon Dioxide, and Chemical Pain”. Amoroso V. G. i wsp.
Animals 13 (2023).



Od réwnowagi szczegdétowej do rozkladu Fermiego—Diraca

* Centrum Fizyki Teoretycznej PAN

Réwnowaga termodynamiczna to taki
stan uktadu, ktéry jest stacjonarny

i w ktérym nie ma tzw. makroskopowych
plywéw. Pret, ktorego jeden koniec jest
stale podgrzewany, a drugi schtadzany,
nie osiggnie stanu réownowagi — osiggnie
stan stacjonarny, ale wewnatrz preta beda
zachodzity , przeplywy cieplta”, tzn.
makroskopowe procesy wywolane
podtrzymywang z zewnatrz réznica
temperatur na koncach.

Kiedy rozwazamy energie, ktérych
warto$ci moga by¢ dowolnymi liczbami
rzeczywistymi dodatnimi, to moze sie
okazaé, ze prawdopodobienstwo
wylosowania konkretnej wartosci energii
jest zawsze réwne zero. Zeby uniknaé tego
rodzaju problemdéw, mozemy np. podzielié
zakres energii na przedzialy ustalonej
dlugosci i pytaé o prawdopodobienstwo,
ze energia znajdzie si¢ w danym
przedziale. Dlugosé przedzialu moze byé
dowolnie mata i zwykle na koncu
rozwazan wykonuje si¢ przejscie graniczne
z dlugoscia przedzialu dazaca do zera.

Czytelnik Dociekliwy moze mieé duze
zastrzezenia do réwnania . Jednym

z nieoczywistych zatozen jest przyjecie, ze
wspoélczynnik ¢ jest niezalezny od energii.
‘Wyprowadzenie mozna poprawié, bez
zmiany toku rozumowania, zakladajac, ze
wspélezynnik ¢ jest funkcja energii

¢ = c(F1, Es, E3, E4), ale symetryczna ze
wzgledu na zamiane (E1, E2) — (E3, E4).

Krzysztof PAWLOWSKI*

Czytelniku, czy wiesz, ze gdy czytasz ten artykul, czasteczki powietrza odbijaja
si¢ od Ciebie, ogrzewaja Cig, wywieraja na Ciebie ci$nienie i zderzaja si¢ ze soba.
Sa w cigglym ruchu, ale jako calo$é¢ tworzg stan réwnowagi i pozornie ,,nic woké6t
Ciebie si¢ nie dzieje”. Ta stabilnosé wynika z zasady rownowagi szczegdtowej —
bohaterki tego artykutu. Popatrzmy, jak ta intuicyjna i bardzo ogélna zasada,
stosujaca sie do wszystkich uktadow fizycznych, pozwala wyprowadzi¢ wielkie
rownania fizyki statystycznej: rozklad Boltzmanna, rozkltad Bosego—Einsteina
oraz rozktad Fermiego—Diraca.

Przyjrzyjmy sie powietrzu w stanie réwnowagi. Niektére czasteczki powietrza
sg szybkie, inne wolne. Gdybyémy przyjrzeli sie im z bliska, zobaczylibysmy,

ze ich predkoéci czesto zmieniajg sie na skutek zderzen. Pomimo tych ciaglych
zmian powietrze wokol nas nie wyplynie nagle z naszego pokoju ani nie zacznie
sie samoistnie nagrzewac¢. To oznacza, ze w $wiecie mikroskopowym predkosci

i polozenia czastek zmieniaja sie, pozostajac blisko globalnych Srednich. Aby

to mialo miejsce, kazde fizyczne zdarzenie i zdarzenie do niego przeciwne
powinny zachodzi¢ srednio tak samo czesto — wtedy uklad bedzie ,,globalnie”
stabilny. To jest wlasnie zasada réwnowagi szczegdlowej — stwierdzenie, ze

dla dowolnego procesu w ukladzie réwnowagowym proces do niego odwrotny
powinien zachodzi¢ z tym samym prawdopodobienstwem. Jesli wiec w gazie dwie
czastki o energiach F7 i Es zderzaja sie ze soba tak, ze po zderzeniu ich energie
wynosza Fs i Ey4, to proces odwrotny — spotkanie sie dwdch czastek o energiach
FEs3 i Ey i takie ich zderzenie, ze przyjma energie F; i Fo — powinien zdarzaé sig
z ta samg czestoscia.

Zobaczmy, jakie sa konsekwencje tej zasady, gdy polaczymy ja z nasza
intuicja. Zastanoéwmy sie, jak czesto dochodzi do zderzenia czastek o danych
energiach Fy i F;? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, warto najpierw pomyslec¢,
jaka jest szansa na to, ze losowa czastka ma energie E;. Zapewne bedzie
to prawdopodobienstwo proporcjonalne do tego, ile czastek wlasnie ma te
energie — oznaczmy te liczbe (catkowita) przez Ni, natomiast Ny niech oznacza
liczbe czastek o energii F, itd. Natomiast érednig liczbe czastek o energii F
oznaczmy funkcja N(FE) — to jest funkcja ,,globalna”; ktéra cheieliby$my
znalez¢é. Naturalnym zalozeniem wydaje sie przyjecie, ze liczba zderzen czastek
o energiach F4 i Fy powinna by¢ proporcjonalna do liczby ich par:

P(El,EQ — Eg,E4) = CNlNQ.
Liczby N; oraz Ny nawet w ukladzie rownowagowym zmieniaja si¢ w czasie.
Powyzsze réwnanie, zakladajac niezalezno$é obsadzen energii Ey oraz Ey
po uérednieniu po dlugim czasie pozwoli policzy¢ érednia liczbe proceséw
(l?]_7 E2 — E37 E4)Z
(].) Psr(El,EQ — Eg,E4) = CN(El)N(EQ)
Zauwazmy, ze o ile chwilowa liczba czastek o danej energii (np. Ny) musi by¢
liczba naturalna, to Srednie obsadzenie jest dowolna liczba nieujemna. Tak jak
mozna mieé¢ Srednio 1/3 jajka na wytlaczanke (np. gdy mamy jedno ostatnie
jajko w wytlaczance oraz dwie puste wytlaczanki, to mamy srednio 1/3 jajka na
wytlaczanke), tak samo nie ma problemu z tym, ze dana energie bedzie miato
srednio np. pol czastki.

Skoro uklad ma by¢ w réwnowadze szczegdlowej, to proces odwrotny, przez
analogiczne rozumowanie zachodzacy z prawdopodobienstwem cN3 N4, powinien
zachodzié¢ §rednio tak samo czesto:

c¢N(E1)N(E;) = Py(Ey, Ey — E3,Ey) = Py (E3, Ey — E, E3)
= CN(E3)N(E4)
Powyzsze rownanie po wyciagnieciu logarytmu z obu jego stron oraz
wprowadzeniu nowej funkcji g(E) = In N(E) mozna przepisa¢ w nieco prostszej

postaci
9(Er) + g(E2) = g(E3) + g(Ey).
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Rozwigzanie réwnania (2|), przy zalozeniu
rézniczkowalnosci g, przebiega
nastepujaco. W szczegdélnym przypadku,
gdyr=FE—-6,y=0, w=FE+94,a

z = —§, réwnanie mozna sprowadzi¢ do
postaci g’(z) = g(0). Skoro pochodna
funkcji g jest stala, to funkcja ma postaé
g(z) = ax + b.

Od 20 maja 2019 roku Migdzynarodowe
Biuro Miar i Wag ustalilo wartosé statej
Boltzmanna na kg = 1,380649 x 10723 L.
Tym samym stala Boltzmanna stala sig
podstawowa wielkoscig uzywang do
definicji wielu jednostek SI.

Zasada Boltzmanna przydaje sie

w kazdym uktadzie, w ktérym interesuje
nas liczba czastek o danej energii

w konkretnej temperaturze. Bezposrednim
zastosowaniem jest m.in. wzor
barometryczny (opisujacy spadek gestosci
i ci$nienia wraz z wysokoscia), ale wzér
Boltzmanna pojawia si¢ w wielu
miejscach. Pozwala na przyktad obliczy¢,
ile elektronéw pokona przerwe
energetyczng w pélprzewodnikach, co jest
kluczowe dla dzialania elektroniki, czy
oszacowaé nikla nadwyzke spinéw
mierzonych w urzadzeniach NMR, co

z kolei umozliwia precyzyjne obrazowanie
medyczne w szpitalach.

Bezposrednia konsekwencja tego wzoru
jest istnienie kondensatu
Bosego—Einsteina — nietypowej fazy
materii, ale tez poprawny opis dzialania
lasera czy wspomniany w tekscie opis
rozkladu energii wypromieniowanej przez
ciala w stalej temperaturze.

Pamietamy przy tym, ze energia ma by¢ zachowana w tym procesie, tzn.
Fy + Es = E3 + E,. Prowadzi nas to do rownania funkcyjnego — szukamy
funkeji g(z) spelniajacej réwnanie
(2) 9(@) +9(y) =g(w) +g(z) da z+y=w+z
To duze ograniczenie na funkcje g — jedynym cigglym rozwiazaniem jest funkcja
liniowa g(F) = aE + b, dajaca nastepujacy wzér na srednia liczbe czastek
o energii E:

N(E) = exp(g(E)) = Aexp(aE).
Zauwazmy, ze gdyby wspolczynnik a byl dodatni, to uzyskalibySmy niefizyczny
wynik — rownowaga wymagaltaby, aby srednia liczba czastek o energii F
rosta wraz z ich energia. Energia jest nieograniczona z géry, a tym samym
czastek byloby nieskoniczenie wiele. Ta sprzecznosé prowadzi do wniosku, ze
wspo6lezynnik a musi byé ujemny. Wykonujac eksperymenty i wprowadzajac
pojecie temperatury 7', mozemy, w zgodzie z obecnymi konwencjami, ustali¢, ze
a=—1/(kgT), gdzie kp to stala Boltzmanna, uzyskujac wzor:

¥(E) oo (55

To bardzo wazny wynik — odtworzyliémy tzw. rozktad Boltzmanna, czyli
zaleznosé liczby czastek o energii E' od wartosci tej energii!

Rozklad Boltzmanna, mimo ze stosuje si¢ do wielu sytuacji fizycznych, zawodzi
w odniesieniu m.in. do rozkladu energii emitowanej przez ciata w stalej
temperaturze. Problem zostal rozwiazany przez Plancka, ktéry zalozyt
kwantowanie energii, tworzac podwaliny mechaniki kwantowej. Czy zasade
réwnowagi szczegdlowej mozna stosowaé w Swiecie kwantowym? Otéz mozna,
chociaz czasami trzeba zmodyfikowaé wzér na prawdopodobienistwo (1)! Oprécz
wyprowadzenia podanego powyzej rozwazymy jeszcze dwie inne wersje. Pierwsza
uwzgledni czastki ,,towarzyskie”, ktére tym czesciej uzyskuja dang energie, im
wiecej czastek taka energie juz ma. Czastki drugiego typu, wrecz przeciwnie,
nigdy nie uzyskuja energii, ktérg jakas czastka juz ma. Dla pierwszego typu
czastek rozwazmy taka modyfikacje réwnania (1))
P(El,EQ — E3,E4) = CN1N2 (N3 + 1) (N4 + 1) .

Taka postaé¢ spetnia warunek ,,towarzyskosci”, gdyz szansa, ze czastka uzyska
energie F3 jest wzmocniona przez czynnik N3 + 1, a jednoczes$nie jesli prawie
zadna czastka nie miala energii E3 lub F,, to réwnanie jest bliskie poprzedniej
wersji (1)), o ktérym wiadomo, ze sprawdza sie w wielu sytuacjach. Ponownie
powolujac sie na zasade réwnowagi szczegdlowej, otrzymujemy:
N(E1) N(Ez) (N(E3) +1) (N(Ey) +1)

— N(Bs) N(E) (N(Ey) + 1) (N(Ep) +1),
ktore prowadzi do:

N(Ey) N(Es) _ N(Es) N(By
N(E) +1N(Ex)+1  N(E3)+1N(Eq)+1

Po wyciagnieciu logarytmu z obu stron powyzszego réwnania otrzymujemy
ponownie réwnanie funkcyjne (2) tylko dla funkeji g(E) = In % Powtarzajac

rozumowanie z poprzedniej czesci artykutu dla g(E), uzyskujemy inny wzor na
liczbe czastek o energii E:

® —
exp (Wlﬁb) -1

To kolejny przelomowy wzor w fizyce, znany jako rozktad Bosego—Einsteina. Te
Ltowarzyskie” czastki nazywamy bozonami. Najpierw Satyendra Bose przyjatl, ze
tak zachowuja sie czastki Swiatta, czyli fotony. Albert Einstein zaproponowat
rozwiniecie tego pomyshu na atomy. Nalezy zauwazy¢, ze w typowych warunkach,
gdy E > kpT, nie trzeba si¢ przejmowaé bozonowa natura materii i przyblizone
prawo Boltzmanna daje wystarczajaco dobre przyblizenie.

Np_g(E) =

Wprowadzajac wzor (3)) okoto 1924 roku, Bose i Einstein nie wiedzieli jeszcze
o istnieniu czastek ,introwertykdéw”; tych drugiego typu. Formalnie spelniaja one



Rozklad Fermiego—Diraca jest nieoceniony
w wielu sytuacjach — od zrozumienia
tablicy Mendelejewa poprzez opisy ruchu
elektronéw, zrozumienie polprzewodnikéw
az po zastosowania astrofizyczne, takie
jak wyjasnianie cyklu zycia gwiazd

i obliczanie wielkosci gwiazdy
neutronowej.

*Instytut Informatyki, Uniwersytet
Warszawski; poeta piszacy pod
pseudonimem Alx z Poewiki

Niedawno zespél Coma przypomnial
$piewang pierwotnie przez Andrzeja
Zauche piosenke Przybysze z Matplanety
ze stowami Magdaleny Wojtaszewskiej

i muzyka Rafala Blazejewskiego oraz
Marcelego Latoszka.

zakaz Pauliego, ktéry zabrania dwom identycznym czastkom by¢ na tym samym
poziomie energetycznym. Prowadzi to do nastepujacego prawdopodobienstwa
przejscia:

P(El,EQ — E3,E4) = CN1N2 (1 — Ng) (1 — N4) .

Zauwazmy, ze powyzszy wzor daje zero, jesli w ukladzie w danej chwili bytaby
czastka na poziomie F3 lub Fy; — wzor gwarantuje wiec spetnienie zakazu
Pauliego. Powtoérzenie rozumowania z poprzedniej czeéci artykulu, prowadzi
do wzoru

1

exp (%) +1
powszechnie znanego jako rozklad Fermiego—Diraca. W tym rozkladzie $rednia
liczba czastek o danej energii jest zawsze mniejsza niz 1.

Np_p(E) =

Okazuje sie, ze czastki elementarne budujace materie to zwykle fermiony —
fermionami sg elektrony, protony czy neutrony. Jedli jednak parzysta liczba
fermionéw utworzy jeden atom, wtedy caly atom bedzie sie zachowywal jak
bozon. Wiele czastek elementarnych odpowiedzialnych za oddzialywania jest
bozonami. Bozonem jest tez czastka Swiatla, czyli foton. A co decyduje o tym,
ze dana czastka jest fermionem lub bozonem? To juz osobna historia, ktorej
niestety nie da si¢ wyjasnié, uzywajac pojecia réwnowagi szczegdlowe;j.

Aleksy SCHUBERT*

Fraszka Jana Kochanowskiego Na matematyka moglaby uchodzié¢ za trafne,
niemal ostateczne podsumowanie relacji miedzy matematyka a sztuka poezji.
Umoéwmy sie bowiem, ze cho¢ w obu dziedzinach podstawowa materia pracy jest
stowo, to matematycy daza przede wszystkim do maksymalnej jednoznacznosci
wyrazu, podczas gdy poeci z upodobaniem zanurzaja si¢ w robiacych wrazenie
wieloznaczno$ciach i niejasnoSciach. Nic wiec dziwnego, ze przedstawiciele
jednej z tych sztuk tatwo okopuja sie na swoich pozycjach, uznajac drugich co
najwyzej za ufoludkéw — dziwacznych przybyszy z jakiej$ Matplanety, ktérzy,
owszem, posiadaja moze u siebie pewien podzbior tegich walcow, lecz niewiele
maja wspolnego z prawdziwym zyciem. Drugim z kolei, rownie latwo jest uznaé
poetyckie wytwory tych pierwszych za calkowicie niezrozumiale wodolejstwo.
Tymczasem obie te dziedziny moga z siebie czerpaé¢ tworcze inspiracje, o czym
sprébuje tutaj nieco opowiedziec.

Zanim jednak przejde do wlasciwego watku mojej tu prozy, chcialbym
wyjasni¢, czym niniejszy tekst jest, a czym nie jest. Przede wszystkim nie
jestem literaturoznawca, ktory spedzil cate zycie na zglebianiu relacji miedzy
matematyka a polska poezja; nie nalezy wiec traktowac tego tekstu jako

glosu eksperta w tej dziedzinie. Jest to raczej zbiér kilku — mam nadzieje —
interesujacych punktéw zaczepienia, ukazujacych wybrane powiazania poezji

z matematyka, na jakie udalo mi sie natrafi¢ w swoich czytelniczych przygodach
matematyka, bez ambicji wyczerpania tematu. Z pewnoscia mozna wskazaé

w nim luki oraz istotne pominiecia, za ktore z géry przepraszam. By¢ moze
jednak w przyszlosdci znajdzie si¢ ktos, kto podejmie si¢ stworzenia pelniejszego
obrazu tych relacji. Nie bytoby tez od rzeczy, gdyby niniejszy tekst zostalt
zinterpretowany jako wyraz potrzeby zaistnienia takiego opracowania.

Tymczasem, do rzeczy. Gdy bylem w pierwszej klasie liceum, ktos zapytal mnie,
czy znam trygonometryczng rymowanke. Odpowiedzialem przeczaco, wiec zaraz
ustyszatem taki oto tekst:

W pierwszej wszystkie sq dodatnie,
w drugiej tylko sinus,

w trzeciej tangens i cotangens,

a w czwartej cosinus.



Szersze omdwienie tych zaleznosci mozna
znalez¢é np. w ksiazce Dante:
Numerological Studies Johna J.
Guzzardo, a przyjemny skrécik na temat
tych zaleznosci w artykule prof.
Mirostawa Lachowicza ,Intuicja
matematyczna w Raju?” (Agl).

O grupie tej pisal swego czasu prof.
Mirostaw Lachowicz w artykule
»Matematyka i literatura: OuLiPo”
na tamach Delty (A;}))

Na poczatku trudno mi byto tutaj znalez¢ rymy i moze nie one sa w tym
tekécie najwazniejsze. Wazniejszy od rymoéw jest rytm. Rytm zas uzyskany jest
tutaj przez powtarzanie wzorca: sylaba akcentowana—sylaba nieakcentowana
oraz uzywanie na przemian wersoOw o$mio- i szesciosylabowych. Mlody adept
matematyki chetnie sobie taki wierszyk przyswoi, bo mu bedzie latwiej
zapamietaé wazne zalezno$ci matematyczne. Moze jednak tez zaprzyjaznié

sie z faktem, iz tekst ten ma wewnetrzna strukture, wewnetrzng zasade
kompozycyjna, ktéra opisuje sie wzorami i liczbami. To matematycy lubia.

I warto tu wspomnieé, ze ogromne potacie polskiej poezji, moze niestety tej
starszej i mniej modnej obecnie, sa ulozone w takie numeryczne wzorce, ktore
w bardziej popularnym fasonie nazywa sie trzynastozgloskowcem (tu warto sobie
przypomnie¢ ,Pana Tadeusza” Adama Mickiewicza), w nieco mniej popularnym
jedenastozgloskowcem (tu warto sobie przypomnieé¢ ,Monachomachie” Ignacego
Krasickiego, z ktérej pochodzi powiedzonko prawdziwa cnota krytyk sie nie
boi). Mysle, ze calkiem przyjemnie czyta sie te utwory przy dzwiekach réwniez
bardzo starych, ale tez nasyconych regularnymi wzorcami, sonat Domenico
Scarlattiego. Pytanie, dlaczego najpopularniejszy jest trzynastozgloskowiec,
moze by¢ ciekawym zadaniem dla matematyka-kognitywisty.

Warto tu podkreslié, ze taki styl wpisywania w utwory réznych matematycznych
prawidlowosci mial swoje Zrodlo w przekonaniu, iz liczby sa nosnikiem
uniwersalnej, wiecznej struktury, ktéra ma pochodzenie boskie. Mnéstwo

tego typu sladéw i prawidlowosci znajdziemy w ,,Boskiej Komedii” Dantego
Alighieri. Regularno$é zwigzana z zastosowanym w kompozycji systemem
liczbowym nadaje utworom niezwykly charakter, niecodzienne brzmienie.

Tak oto matematyczne pojecie stoi za centralnym motywem kompozycyjnym
dawniejszej poezji, ale nic nie stoi na przeszkodzie, aby trafilo tam i dzisiaj,
czego dowodzg utwory francuskiej grupy OuLiPo. Niestety mozliwosci te na
gruncie poezji polskiej nie zostaly jak dotad szerzej rozwiniete.

Co jednak rozwiniete zostalo? Jeden wazny sposob, w jaki matematyka i jej
idee pojawiaja sie w polskiej poezji, to wyrazanie zauroczenia Platonskimi
cechami poje¢ matematycznych — te jako doskonate i wieczne budzg podziw.
Tego rodzaju emocje, nieraz wpadajace w egzaltacje, znajdziemy w Matematyce
Juliana Tuwima czy bardzo dtugim poemacie Nieskoriczonosé Zbigniewa
Bienkowskiego. Nie chcialbym sie tutaj wpisywaé w poczet kpiarzy z wiersza
Ostrzezenie Wistawy Szymborskiej, bo sam nie naleze do tych, co wolg czwartek
od nieskoriczono$ci i chetnie przyznam, ze nieskoriczono$é jest jednym z tych
poje¢ matematycznych, ktére uwazam za ciekawe i niezwyktle, a jestem
matematykiem, bo ta dziedzina ma uroki jedyne w swoim rodzaju. Cho¢ pewnie
blizej mi do stonowanego podziwu z wiersza Liczba Pi Wistawy Szymborskie;j.

Nie da sie jednak ukry¢, ze taka Platonska doskonalosé i wielko$é czesto bywaja
przytlaczajace. Wladnie tego rodzaju emocje znajdziemy w wierszu Tuwima
Rachunek, gdzie rojne stubiliony i mnozgce czarne katy przyttaczaja i budza
mroczny niepokdj. W podobnym duchu rozwija si¢ tez wiersz Wielka liczba
Wistawy Szymborskiej, gdzie ogromna, natarczywie przygniatajaca liczba
mieszkancéw Ziemi sprawia, ze jako jej rezydenci czujemy, iz nasze zycie to kilka
znakow pazurkiem na piasku.

Jest pewna grupa wierszy, w ktorych rézne pojecia matematyczne przewijaja sie
jako wygodne, acz przygodne rekwizyty, budujace narracje i obrazy w wierszu.
Znajdziemy w tym stadku linie prostg w Panu Cogito i wyobrazni Zbigniewa
Herberta, Madrygat probabilistyczny wéréd wierszy Stanistawa Baranczaka,

a funkcje, ciggi i kwadrat rozsiane po poezji Mirona Bialoszewskiego.
Matematyka z wlasciwym sobie ,bestiariuszem” pojeé¢ potrafi znalezé swoje
miejsce w tych tekstach poetyckich i wykonuje solidna prace, inspirujac
wyobraznie do wedrowek w mniej typowe rejony, a jezyk do poszerzania swojej
dziedziny.

Skoro mowa o Bialoszewskim, jednym z najwazniejszych przedstawicieli poezji
lingwistycznej, to warto przywotaé¢ krétki utwér innego tworcy tego nurtu —
Tymoteusza Karpowicza, z tomu Rozwigzywanie przestrzeni:
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Taka wielokrotna lektura przypomina
troche wielokrotne czytanie
skomplikowanej definicji.

Drugi tekst to wiersz Z zabaw i gier dzieciecych

Andrzeja Bursy. Koricowe

jak ci sie nic nie przys$ni

remis

przejscie graniczne — wylina

juz przez stulecia zamiast skrzydet
husarz polski niést miotte

dla baby jagi pod bronowicami:

mijal twardowskich faustéw farysow
peer gyntéw w ineksprymablach

a cybernetycznie prawo ich do kroku
granice liczby zerami sprawdzaly —
husarz zaszumial miotta — przeszed?t

jak pterodaktyl przez rozmiekly krzemien
ale przy cieniu zbyt dtugim celnicy
kréciutkim zerem dokota stwardnieli —
husarz przezegnal sie odklamrzyt miotte
cienn pocatowat 1za polal odstawit

raz jeszcze siebie odegral wyling

W tym tekscie eksperymentalne zestawienie rekwizytéw historycznych (husarz),
basniowych (Baba Jaga) oraz matematycznych (przejscie graniczne) tworzy
unikalna przestrzen myslowa. To przestrzen, w ktérej mozna pozwoli¢ sobie

na intelektualng zabawe: co by bylo, gdyby z husarzem ,,przej$é do granicy”?
Gdyby probowaé opisaé jego istote jako funkcje czy jakis rodzaj zmiennej
dazacej do nieskonczonosci? Czy da sie go potraktowaé jak liczbe — przyblizana
z coraz wiekszg dokladnoscig wyrazana liczba o coraz dluzszej kolejce zer przed
pierwsza cyfra znaczaca? A moze husarz i tak wymknie sie takiemu pojeciowemu
opisowi — i na koncu, niezaleznie od matematycznych procedur, stanie ,,okoniem”
gotowy do najbardziej przyziemnych czynnosci: otrzepania klakow z przadnej
miotly i ponownego wykorzystania zuzytej, cielesnej wyliny? Jest w tym wierszu
miejsce na wiecej zabawy, ale dalsze wielokrotne jego czytanie potaczone

z ozdabianiem go zestawem wlasnych skojarzen i wedréwek interpretacyjnych
zostawiam juz Czytelnikom.

Na koniec podziele sie kilkoma stowami o dwéch wierszach, w ktorych pojecia
matematyczne bezposrednio nie wystepuja, ale ich obecnoéé¢ jest dla mnie,
matematyka, tak oczywista, ze trudno mi si¢ powstrzymaé¢ przed dodaniem
wzmianki o nich. Pierwszy z nich to utwér Dworzec Wistawy Szymborskie;j.

W wierszu tym nieprzyjazd do miasta N stosunkowo szybko kojarzy sie z pustka,
nicodcia, czyli z zerem — bardzo waznym wynalazkiem matematycznym. Brak
osoby bliskiej, ktora odeszla, jest niezwykle dojmujacy w tym wierszu. Czasem,
gdy napotykam te liczbe w swoim matematycznym zyciu, chcac glebiej poczué
znaczenie tego pojecia, przywoluje w swojej pamieci wladnie ten utwor.

wzajemnymi powiazaniami. Matematyka nie musi

w poezji wystepowaé jawnie — w postaci wzoréw,
liczb czy definicji — by realnie na nig oddzialywacé:
bywa obecna w rytmie, strukturze, w idei granicy,
zera czy nieskonczonosci, w sposobach porzadkowania

to niezwykle uderzajace przypomnienie, ze
zdeterminowanie gry — tak czesto obecne

w matematycznych modelach growych — nie jest wcale
cecha oczywista i wymaga nieraz sporo pracy nad
konstrukcja modelu, zeby rzeczywiscie miato miejsce,
zeby rzeczywiscie dalo si¢ skorzystaé z réznego rodzaju
przewidywalnych zachowan wynikajacych z jego
istnienia.

Whylania sie z tych kilku drobnych wycieczek

obraz relacji miedzy matematyka a poezja, ktory
niekoniecznie da sie zamknaé¢ w ramach odpychania
dwdéch obceych sobie swiatow. Widaé z tego, ze
mozliwe jest twércze ich wspoélistnienie z bogatymi

doswiadczenia i w napieciach miedzy tym, co policzalne,
a tym, co wymyka sie rachunkowi. Poezja z kolei
potrafi nada¢ pojeciom matematycznym ciezar
emocjonalny i egzystencjalny, ktérego nie da sie ujaé

w definicjach. Jesli wigc gdzies miedzy jednoznacznoscia
a wieloznaczno$cia, rygorem a swoboda, precyzja

a niedopowiedzeniem rodzi si¢ przestrzen wspélna —

to wlasnie tam matematyka i poezja spotykaja si¢
najciekawiej, wzajemnie sie dopelniajac i inspirujac.
Moze sie na ich styku pojawi¢ tez usmiech, jak

w wierszyku Trudny rachunek Juliana Tuwima.
Sprawdzcie sami, czego doliczyly sie tam jego

bohaterki.



Zadania z fizyki nr 820, 821
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Klub 44 F

820. Punktowe zrédlo $wiatta monochromatycznego, S, o dtugosci fali A = 6000A

umieszczono miedzy dwoma nieruchomymi réwnolegltymi zwierciadtami plaskimi,
odlegtymi od siebie 0 b = 3 cm (rys. 1). W duzej odleglosei I = 1 m od Zrodia
Termin nadsylania rozwigzai: 31 VIII 2026 ymieszczono ekran Ej, na ktérym powstaje obraz interferencyjny, utworzony

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F przez dwie wiazki $wiatla odbite od zwierciadel. Bezposredni strumienr $wiatla

poS%ng(gégd;i“;lo?)c’ego?z(w?}zf ;al‘iaﬁ od zrédla zasloniety jest ekranem FEs. W plaszczyznie ekranu F; na osi symetrii

z numeru 11/2025 uktadu AA’ umieszczony jest odbiornik O, ktdry rejestruje sygnal proporcjonalny do

Jacek Konieczny — Poznan 41,41 natezenia padajacego na niego $wiatla. Rozmiar odbiornika jest maly w poréwnaniu

z szerokoscia pasm interferencyjnych na ekranie E;. Uwzgledniajac tylko

Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 6—40,44
Andrzej Nowogrodzki

Chocianéw  3-36,28 jednokrotne odbicia Swiatla od zwierciadet, znalez¢ czestotliwos$é zmiennego sygnatu
Krzysztof Zygan Lubin 34,85 . dbi ik d hu zrédl ki k dt
Ryszard Wosniak ~ Krakéw 3450 rejestrowanego przez odbiornik podczas ruchu zrédta w kierunku prostopadtym
Tomasz Wietecha  Tarnow 182941 do zwierciadel z predkoscia v = 0,1 mm/s.
Pawel Kubit Krakéw 21,82
Marian Lupiezowiec Gliwice 3-21,66 4 : _ : 40 _ .
higniow Calinn - Krakow 116,30 821. Okragtla ptytke o $rednicy d = 40 mm i grubosci a = 0,5 mm polozono

ostroznie na powierzchni wody. Dzigki napigciu powierzchniowemu ptytka nie
utonela, a w miejscu zetkniecia jej gornej powierzchni z powierzchnia wody kat
miedzy nimi okazal sie réwny 90° (rys. 2). Wyznaczy¢ gesto$é materiatu plytki.
Wspélezynnik napiecia powierzchniowego wody o = 0,073 N/m.

E>

Rozwigzania zadan z numeru 2/2026

Przypominamy tres¢ zadan:

812. Na drewniang pochylni¢ tworzaca kat a z poziomem wciggana jest za pomoca sznurka skrzynia.
Wspélczynnik tarcia skrzyni o pochylnie wynosi p. Pod jakim katem do poziomu nalezy skierowac
sznurek, aby z najmniejszym wysitkiem wcigga¢ skrzynie z zadanym przyspieszeniem a?

813. Dwie czastki o masach m i M oraz tadunkach o jednakowych wartosciach bezwzglednych, ale
przeciwnych znakach, poruszaja sie po okregach pod wplywem przyciggania elektrycznego. Wartosé
predkosci czastki o masie m momentalnie zwiekszono, nie zmieniajac przy tym kierunku predkosci.
Ile razy co najmniej wzrosta ta wartos$é, jezeli w wyniku tego czastki rozleciaty sie na nieskonczona

odlegloéé od siebie?

812. Na skrzynie dzialaja sity: ciezkosci mg, tarcia T, reakcji podtoza N i naciagu
sznurka F (rys. 3). Wypadkowa Q sil reakcji i tarcia tworzy z prostopadta do pochylni
kat ¢ taki, ze tgd = T/N = uN/N = p. Oznacza to, ze przy zmianie wartosci i kierunku
sity F, kierunek sity Q pozostaje niezmieniony. Rysunek 4 ilustruje réwnanie ruchu
skrzyni: ma =mg + Q + F. Sitla F' ma minimalng warto$é przy zadanym a, gdy

jest prostopadta do kierunku Q. Z rysunku 4a widaé, ze kat nachylenia do poziomu
sity Fmin wynosi

(1) B =a+d = a+ arctg p.

‘Wartos¢ minimalnej sity naciagu sznurka ro$nie ze wzrostem przyspieszenia a i przy
pewnej jego wartosci ap sktadowa sity Fmin prostopadia do pochylni bedzie miata
taka sama warto$é jak analogiczna skladowa sity ciezkosci. Sity reakcji i tarcia, a tym
samym ich wypadkowa Q, stana sie przy tym réwne zeru. Rownanie ruchu dla a > ao,
ma = mg + Fnin=0, ilustruje rysunek 4b. Wida¢ z niego, ze

(2) B = a+arctg (gecosa/(a+ gsina)) .
‘ UM Dla a = a¢ wyrazenia na (3 z i sg sobie réwne, stad ap = g (cosa/u —sina) .
Ostatecznie
. «a + arctg dla 0 < a < ao,
Rys. 5 - la+arctg(gcosa/(a+ gsina)) dlaa > ao.

813. Oznaczmy poczatkows odlegtos¢ miedzy czastkami przez r, poczatkowej rownej predkosci wzglednej czastek m i M:
a warto$¢ bezwzgledng ich tadunku przez q. Czastki obiegaja (2)
$rodek masy ukladu po okregach (rys. 5) o promieniach

fm = MT/ (m - M) irag = mr/(m + M) “ pr@dkosmarr.u om do nieskoriczono$ci, wynika z zasady zachowania energii:

i vy takimi, ze mv, = M. Z drugiej zasady dynamiki

kq®/r* = mun?/rm = m(m + M)v,?/(Mr), stad 3) w? /2 — kq® /r = 0.

(1) kq*/r = m(m + M)v,” /M. Korzystajac z rownan (1)—(3), otrzymujemy réwnanie
Zatézmy, ze predkoéé czastki o masie m wzrosta n razy. na n: n+m/M = £2(m + M)/M. Rozwiazanie pierwsze
Mamy uklad dwéch czastek o przeciwnych zwrotach odpowiada sytuacji, gdy predkosc czastki m ma zwrot
predkosci, w chwili poczatkowej odleglych od siebie o r. zgodny z predkoscig vm, drugie, gdy ma zwrot przeciwny.

V= NUm + VM = Um (R +m/M).

Najmniejsza wartos$¢ tej predkosci, ktora pozwala oddali¢ sie

Badanie ich ruchu mozemy zastapi¢ badaniem ruchu jednej
czastki o masie zredukowanej p = mM/(m + M) i predkosci
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Ostatecznie:
n = (m/M) [\/5(1 + M/m) — 1] .



Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 923, 924

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

k\(K! + 6) = 3ml.

923. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb naturalnych k, m takie, ze

Termin nadsylania rozwiazat: 31 VIIT 2026 924. Niech n bedzie ustalong liczbg naturalng; n > 2. Funkcje f, g sa okreslone
wzorami: f(z) = 2" —x, g(x) = 2?" — 2. Liczby rzeczywiste a, b spetniaja

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
909 (WT = 2,42) i 910 (WT = 1,63)
z numeru 11/2025

jest wieksza.

warunki: f(a) =1, g(b) = 3a. Ustali¢ (w zaleznosci od n), ktéra z liczb a, b

Zadanie 924 zaproponowat pan Pawel Kubit z Krakowa.

Stanistaw Bednarek ¥L6dz 42,30

&‘;};?:Eahii;‘g;lgwiec Gliwice jé:gg Rozwiagzania zadan z numeru 2/2026

Mikotaj Pater 40,40

Krzysztof Kaminiski Pabianice 40,19 Przypominamy tres¢ zadan:

gegdrze_] B.leerkal 35,81 915. Funkcja parzysta f: — R, z wartosciag f(0) = 0, ma w calym zbiorze R ciagla pochodna.

anusz Fiett Warszawa 32,71 e . . . . o
(a) Udowodnié, ze jesli f ma w punkcie 0 pochodng drugiego rzedu (skonczong), to istnieja dwa
przystajace okregi takie, ze poczatek uktadu wspédlrzednych jest jedynym punktem wspdlnym
wykresu funkcji f z kazdym z tych okregow.
(b) Podaé przykltad pokazujacy, ze bez zalozenia istnienia f’’(0) teza czeéci (a) nie musi zachodzié.
916. Wzdluz okregu nalezy rozmiesci¢ groszki w trzech réznych kolorach; mamy k groszkéw jednego
koloru, I groszkéw drugiego, m groszkoéw trzeciego koloru. Znalezé warunek algebraiczny wigzacy
liczby k,l, m, konieczny i dostateczny na to, by istnialo rozmieszczenie, w ktérym zadne dwa groszki

jednakowego koloru nie sasiaduja.

915. Funkcja f jest parzysta, wigc f'(0) = 0. Dwa okregi,
o jakich mowa w czedci (a) — jezeli istnieja — musza byé
(w poczatku uktadu wspélrzednych) styczne do osi poziomej
oraz do wykresu funkcji f, wcisnietego pomiedzy nie (jeden
okrag polozony w gérnej péiptaszczyznie, drugi w dolnej).
Jezeli r jest promieniem kazdego z nich, wéwczas dolny
potokrag gérnego okregu ma réwnanie

2

T
=r—\r2-a2=——.
Y r+Vr?—a?

Symetryczny do niego gérny pétokrag dolnego okregu

ma réwnanie réznigce sie od powyzszego jedynie znakiem.
Zadanie sprowadza sie do pytania, czy istnieje liczba r > 0
taka, ze

(1) [f(z)] <

I teraz:

1C2

—— &dy 0<lz| <.
r+vre—x

(a) Zaktadamy, ze istnieje f”(0); zatem
@ im L8 = i LD 2 7(0)

2 250 20 2
(druga z powyzszych réwnosci to definicja f” jako pochodnej
funkcji f'; a pierwsza réwno$é to reguta de 1’'Hospitala).
Wybierzmy i ustalmy liczbe ¢ > |f”(0)|. Z uwagi na
granice (2) modut ilorazu f(z)/z? jest mniejszy od ¢/2 dla
x bliskich 0; czyli istnieje 6 > 0 o wltasnosci
cx?

(3) @) <5

Wystarczy teraz ustali¢ dowolna liczbe dodatnia
r <min{d, 1/c}. Gdy 0 < |z| < r, oszacowanie (3) dziala,
zatem

gdy 0<|z| <4

2 2

xT €T
- >
T+m 2r

2
> 5> |f(@)

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesyla¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
deltalmimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez
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— a to jest wymagany warunek (1), uzasadniajacy teze
czesci (a).

(b) Przyktad: f(x) = |z|*/?. Ta funkcja parzysta ma ciagla
pochodna:
%\a:|1/2 dlaz >0
fx)y=¢0 dlaz=0
—312[*? dlaz <0

(warto$é f'(0) = 0 wyznaczona z definicji pochodnej).
Niech r bedzie dowolnie ustalona liczba dodatnig. Dla
0 <z < r? mamy f(m):%>§,
warunku (1), i tym samym zaprzecza tezie czesci (a).

co zaprzecza spelnieniu

916. Uktad nieréwnosci k <l +m, Il <m+k, m < k41 jest
warunkiem koniecznym: jasne, ze je$li pewien kolor zajmuje
wiecej niz potowe pozycji, to pewne dwie pozycje w tym
kolorze sasiaduja.

Ten sam uktad nieréwnoéci jest tez warunkiem
dostatecznym: oznaczmy literami K, L, M kolory
reprezentowane odpowiednio przez licznosci k,l, m. Mozemy
b.s.o. zalozy¢, ze m > k, m > l. Uktadamy ,,w kbétko”

m groszkéw M. Pracujemy w trybie insert; kazde miejsce
miedzy dwoma kolejnymi groszkami M nazwijmy dotkiem
(ang. socket). Wrzucamy k groszkéw K pojedynczo do
réznych dotkéw. Zostaje m — k ( < 1) dotkéw pustych.
Wrzucamy do nich m — k groszkéw L; a pozostate I +k —m
groszkéw L wrzucamy pojedynczo do dotkéw (dowolnie
wybranych) zajetych przez groszki K. Wszystkie dotki sg
teraz zajete przez co najmniej jeden groszek. W niektérych
sa po dwa groszki (réznych koloréw); nadajemy kazdej
takiej parze dowolng orientacje, aby uzyskaé¢ pozadang
konfiguracje cykliczna; gotowe.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

o0séb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktow jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



Wizja artystyczna planety L 98-59d.
Zrédto: https://science.nasa.gov

W tym momencie wiemy, ze masa planety
jest jeszcze mniejsza, bo tylko 1,64 masy
Ziemi.

Super-Ziemia to typ planet
pozastonecznych. W zalezno$ci od
definicji masa tego typu planety moze
waha¢ si¢ od 1 do 10 mas Ziemi.
Okreslenie ,,super-Ziemia” nie oznacza, ze
na powierzchni planety panujg warunki
zblizone do ziemskich. Definicja dotyczy
tylko rozmiaru, masy i gestosci planety.

Gazowy karzel to typ egzoplanety
mniejszej od Neptuna, ale wigkszej od
Ziemi, posiadajacej gruba atmosfere
skladajaca si¢ z wodoru i helu oraz
skaliste jadro. Tego typu planety sa
powszechne w galaktyce, cho¢ nie
wystepuja w Ukladzie Stonecznym. Ich
masa wynosi zazwyczaj do 10 mas Ziemi.

...a powietrze smierdzi. Tak w skrécie mozna opisa¢ zaproponowany nowy
rodzaj malych planet pozastonecznych.

Planeta L 98-59d zostala odkryta w 2019 roku dzieki obserwacjom
przeprowadzonym przez kosmiczny teleskop TESS (Transiting Exoplanet Survey
Satellite). Zaobserwowano ja metoda tranzytéw, czyli poprzez zarejestrowanie
spadku jasnosci gwiazdy, ktéry wystepuje, gdy planeta przechodzi na tle tarczy
gwiazdy, blokujac niewielka czes¢ jej promieniowania. Planeta orbituje wokdt
czerwonego karta o masie okoto 30% masy Slorica, a caly uklad znajduje sie
mniej wiecej 35 lat $wietlnych od Ziemi. Ponadto planeta L 98-59d okraza
swoja gwiazde w ciagu 7,5 dnia ziemskiego. Jak do tej pory nic szczegdlnie
zaskakujacego. Ot typowa planeta pozastoneczna.

L 98-59d wyrdznia jednak jej rozmiar i masa. W momencie odkrycia promien
planety oszacowano na 1,5 promienia Ziemi, natomiast jej masa byla tylko

~ 2 razy wieksza od masy Ziemi. Mamy wiec do czynienia z tzw. super-Ziemia,
ale o zaskakujaco niskiej gestosci (zaledwie okoto polowy gestosci Ziemi). Tak
niewielka gestos¢ wyklucza wiec, aby byla to planeta skalista, taka jak Ziemia
lub Mars. Pozostaja dwie mozliwoéci, a przynajmniej tak poczatkowo sadziliémy.
L 98-59d mogta by¢ gazowym kartem, czyli takim mini-Neptunem, albo planeta
w calosci pokryta woda. Oczywiscie ta druga hipoteza pobudzita wyobraZnie nie
tylko naukowcéw. Szybko wykonano obserwacje atmosfery L 98-59d przy uzyciu
Kosmicznego Teleskopu Hubble’a.

Obserwacje te wykluczyly hipoteze gazowego karta, poniewaz w atmosferze
planety nie wykryto wystarczajacych ilosci wodoru i helu. Swietna wiadomos¢!
Wszystko wskazywalo na to, ze L 98-59d jest wodnym Swiatem, planeta pokryta
niesamowicie glebokimi oceanami pod stosunkowo cienka skorupa lodu. Taka
interpretacja dominowata wéréd naukowcoéw mniej wiecej przez rok. Do czasu
kolejnych obserwacji. Tym razem wykonanych za pomoca nowiutkiego wtedy
Kosmicznego Teleskopu Jamesa Webba. Przekreslity one nasze marzenia

o ,drugiej Ziemi”, ujawniajac prawie catkowity brak wody i tlenu w atmosferze
L 98-59d. Zamiast tego zaobserwowano duze ilosci siarki, w postaci dwutlenku
siarki i siarkowodoru. Oznacza to, ze planecie blizej zapachem do zgnitych jaj niz
do orzezwiajacej morskiej bryzy.

Pojawil sie wiec problem: skoro nie jest gazowym
kartem ani planeta skalista, to czym jest planeta

L 98-59d? Odpowiedzi na to pytanie mogg dostarczy¢
symulacje komputerowe. Grupa naukowcéw z Wydziatu
Fizyki Uniwersytetu Oksfordzkiego, kierowana przez

dr. Harrisona Nichollsa, przeprowadzita tego typu analize.

W duzym uproszczeniu badacze zasymulowali wiele
mozliwych scenariuszy powstania i ewolucji planety,
przyjmujac jako wynik konicowy jej zaobserwowane

parametry: mase, rozmiar, gesto$¢ oraz sklad atmosfery.

Nastepnie sposrdd wszystkich mozliwych scenariuszy
wylonili najbardziej prawdopodobny, czyli taki, ktéry
najlepiej odpowiada obserwacjom. Wyniki ich badan
wskazuja, ze obserwowana gesto$¢ L 98-59d i aktualny
sklad jej atmosfery sa zgodne jedynie z bardzo waskim
zakresem warunkéw poczatkowych potencjalnie
panujacych w momencie narodzin planety.

Zgodnie z tymi scenariuszami L 98-59d rozpoczeta
swoje istnienie jako gazowy karzel, z gesta i bogata
w woddr atmosferg oraz stosunkowo niewielkim
jadrem (zbudowanym gléwnie z wegla). Z czasem

planeta ochtadzala sie i kurczyla, a atmosfera utracita
wodor, ktéry zostal zastapiony zwigzkami siarki
nieustannie uwalnianymi przez globalny. .. ocean
magmy, pokrywajacy planete od miliardow lat.

Historia L 98-59d, jej wlasciwosci oraz panujace na niej
warunki sa tak odmienne od wszystkiego, co wczesniej
obserwowano dla planet o podobnych rozmiarach
(zar6wno w naszym Ukladzie Stonecznym, jak i poza
nim), ze moze ona zapoczatkowaé istnienie nowej klasy
egzoplanet. L 98-59d tamie dotychczasowy podzial na
gazowe karty i §wiaty wodne, jednoczesnie pokazujac
nowe, wczesniej nieznane $ciezki ewolucji matych planet.
Sktania nas tez do refleksji... Czego jeszcze mozemy
nie wiedzie¢ o planetach pozastonecznych?

Anna DURKALEC

Zaktad Astrofizyki, Departament Badan Podstawowych,
Narodowe Centrum Badan Jadrowych

Oparte na:

[1] Amélie Gressier i inni (2024), ,,Hints of a Sulfur-rich Atmosphere
around the 1.6R Super-Earth L98-59d from JWST NIRspec
G395H Transmission Spectroscopy”, The Astrophysical Journal
Letters, 975:L10.

[2] Harrison Nicholls i inni (2026), ,Volatile-rich evolution of molten
super-Earth L 98-59 d”, Nature Astronomy.


https://science.nasa.gov

W potowie roku Storice znajdzie sie na szczycie swojej dorocznej wedrowki

po niebie. Rano (polskiego czasu) 21 czerwca osiagnie najbardziej na péinoc
wysuniety punkt ekliptyki i tym samym zacznie sie astronomiczne lato na naszej
potkuli. A takze poélrocze, w ktérym kazdy kolejny dzien jest krotszy, a kazda
kolejna noc — dluzsza i ciemniejsza. W czerwcu nastepuje najwczesniejszy
wschéd oraz najpédzniejszy zachod Stonca w krajach potozonych na péinoc od
réwnika. Pierwsze wydarzenie nastapi juz 17 czerwca, drugie zas$ — tydzien
péZniej. Miesiac ten sprzyja rowniez najbardziej powstawaniu obtokow
srebrzystych i tuku okolohoryzontalnego. Z jednej strony, Stonce chowa sie pod
horyzont najptycej, z drugiej — wedruje najwyzej nad widnokregiem.

W czerwcu nachylenie ekliptyki do horyzontu jest niezbyt korzystne zaréwno
rano, jak i wieczorem. W naszym rejonie $wiata najciekawiej zapowiada

si¢ wieczorne niebo na poczatku miesigca. Krotko po zmierzchu nisko nad
pénocno-zachodnia, czescia niebosktonu mozna dostrzec trzy planety Uktadu
Stonecznego: Merkurego, Wenus i Jowisza. Pierwsza z wymienionych planet dazy
do maksymalnej elongacji wschodniej w polowie miesiaca, kiedy to oddali sie od
Storica na duze jak na nia 24°. Lepiej ja jednak obserwowaé w pierwszych dniach
czerwca, gdy jej jasno$é przekracza 0. Potem ostabnie do prawie 41" i zginie

' w zorzy wieczornej. Merkury godzine po zachodzie Stonca zajmie pozycje
na wysokosci okolo 6° tuz na lewo od punktu NW widnokregu.

Odszukanie Merkurego utatwia Swiecace znacznie jadniej
Wenus i Jowisz. Merkurego nalezy szukaé¢ w odleglosci
jakich$ 15° na godzinie 4 wzgledem Wenus, ktéra dazy
do sierpniowej maksymalnej elongacji wschodniej,
wynoszacej ponad 46°. Niestety wtedy jej obserwacje na
duzych poétnocnych szerokosciach geograficznych utrudni
stabe wieczorne nachylenie ekliptyki. W czerwcu planeta
przejdzie z gwiazdozbioru Blizniat do Lwa, zblizajac
sie 19 dnia miesiaca na mniej niz 1° do jasnej gromady
otwartej gwiazd M44 w Raku. Do konca czerwca jasnosé
Wenus zwiekszy sie do —4,1™, a jej tarcza urosnie

do 16", zmniejszajac przy tym faze do 68%.

Jowisz zbliza sie do koniunkcji ze Stoncem pod koniec
lipca, tworzac z Wenus na niebie dos¢ ciasna pare. Pod
koniec pierwszej dekady czerwca planety zbliza sie do
siebie na odleglos¢ 2°. Nieco dalej na prawo i w gére od
Jowisza towarzystwa dotrzyma im para najjasniejszych
gwiazd Blizniat Polluks i Kastor. Odréznienie obu
planet od siebie jest latwe, poniewaz Jowisz Swieci

o ponad 2™ stabiej od Wenus. Pod koniec miesiaca
Jowisz stanie sie niewidoczny i Wenus zostanie sama
po zmierzchu.

Na pozegnanie Merkurego i Jowisza w drugiej potowie
czerwca z planetami spotka si¢ Ksiezyc w fazie
cienkiego sierpa. Néw Srebrnego Globu przypada

15 czerwca rano naszego czasu i 16 czerwca jego tarcza
w fazie 5% pokaze sie 5° pod Polluksem. Jednocze$nie
potudniowy brzeg ksiezycowej tarczy zblizy sie na 1° do
Merkurego, a 8° na lewo oden znajdzie sie Jowisz. Dobe
pdzniej naturalny satelita Ziemi zblizy si¢ na niecaly
stopienn do Wenus. Wszystko to niestety na wysokosci
nie wiekszej niz 10° nad widnokregiem.

Dwa dni przed I kwadra 21 czerwca Ksiezyc

w fazie 28% zajmie pozycje 3° na lewo od Regulusa,
najjaéniejszej gwiazdy Lwa. Dwa dni po niej natomiast
dotrze on na podobna odlegtoéé do Spiki, najjasniejszej

gwiazdy Panny, zwickszajac przy tym faze tarczy

do 69%. Pelnia Srebrnego Globu przypada 29 czerwca
i zastanie go na tle gwiazdozbioru Strzelca, gdzie
utworzy tréjkat prawie réwnoramienny z gwiazdami
Nunki (o Sgr) i Kaus Australis (¢ Sgr), dwiema
najjasniejszymi z widocznych u nas gwiazd tej
konstelacji. 27 czerwca spotka sie on zas z Antaresem,
najjasniejsza gwiazda Skorpiona, zblizajac sie don

na 4°.

Prawie w tym samym miejscu Ksiezyc przebywat

w nocy z 31 maja na 1 czerwca. Na poczatku miesiaca
nachylenie ekliptyki o $wicie jest wciaz niekorzystne,
stad mimo sporej poczatkowo fazy Srebrny Glob

nie wzniesie si¢ w tym okresie wyzej niz okoto 20°
ponad widnokrag. 8 czerwca Ksiezyc przejdzie przez
ostatnia kwadre, a dwa dni pdzniej zblizy si¢ na 5° do
Saturna. 13 czerwca natomiast jego tarcza w bardzo
malej fazie 6% przejdzie 6° od Marsa. Dostrzezenie
szczegdlnie Czerwonej Planety nie jest jednak proste,
gdyz do godziny 3:30 zdazy sie ona wznies¢ na
wysokos¢ zaledwie 5°, a jasno$é¢ +1,3™ sprawi, ze do
jej dostrzezenia niezbedna moze okazaé sie lornetka.
Saturn $wieci blaskiem +0,9™, znajduje sie tez nieco
wyzej, stad jego dostrzezenie jest wyraznie tatwiejsze.

Jak co roku w trzeciej dekadzie czerwca promieniuja
meteory z roju Bootyddéw. Ich radiant znajduje sie
mniej wiecej w tym samym miejscu co styczniowych
Kwadrantydéw. Dotychczas uwazano, ze maksimum
ich aktywno$ci przypada okolo 27 czerwca. Wedtug
najnowszych danych ma ono miejsce 5 dni wczesniej.
Sa to bardzo wolne meteory, zderzaja si¢ z nasza
atmosfera z predkoscia zaledwie 18 km/s, a mozna
spodziewaé sie kilkunastu zjawisk na godzine. Okoto
godziny 1 radiant roju wznosi si¢ na ponad 60° nad
zachodnia czedcia firmamentu.

Ariel MAJCHER
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& Rozwigzanie zadania F 1145.
Podczas ruchu energia catkowita E pozostaje stala i wynosi

(t oznacza czas):
2
g=2 (d—x> +V(z).

2 \dt
Ruch odbywa sie miedzy punktami:
E |V
T+ ==+ ‘Z = +x0.

Wprowadzmy nowa zmienng v = z/z¢. Otrzymamy réwnanie:

m du)\ 2 m du\ 2
= —a? (E) + kxgu® = ?x?) (E) + Elu|®,

bo kzff = E. Mamy wigc:

du 2F

— =t/ — (1 = Jul®).

dt mxg
Pelny okres drgan to ruch od x = —z¢ do = zo i z powrotem
do x = —x0, a w zmiennej v od u = —1 do v =1 i z powrotem
do u = —1. Potencjatl jest symetryczny wzgledem = = 0,

V(—z) = V(z), a wiec pelny okres drgain T wynosi:

1
m du
T=4\/—x _—
Vaee™ / VI—uo
0
W powyzszym wzorze catka jest po prostu liczba zalezna od

wartoéci a. Po podstawienu zg otrzymujemy, ze
T x mi/2El/a—1/2—1/2

i Rozwigzanie zadania F 1146.

W pierwszym przyblizeniu mozemy postuzy¢ sie modelem Bohra
atomu wodoru. W tym modelu energie F, kolejnych stanéw
atomu wodoru opisuje wzér postaci:

We wzorze tym n jest gtéwna liczbg kwantowa stanu, A — stalg
zawierajaca wylacznie uniwersalne stale fizyczne (stala Plancka,
tadunek elementarny, przenikalno$é elektryczng prézni), a u jest
masg, zredukowang ukladu elektron-proton (masa elektronu me,
masa protonu my):

p= 2 M

Me + mp

Przyblizona réwnos$é wynika z faktu, ze masa protonu jest
okotlo 1840 razy wieksza od masy elektronu. W przypadku
watomu” zlozonego z elektronu i pozytonu o obu masach réwnych
masie elektronu masa zredukowana p = me/2 i energie standéw
pozytronium maja wartosci dwukrotnie mniejsze od energii atomu
wodoru. Energia jonizacji pozytronium wynosi wiec okoto 6,8 eV.

& Rozwigzanie zadania M 1855.

(a) Dwucyfrowa liczba pierwsza nie moze koriczy¢ sie na 2, 4, 5, 6
ani na 8. Zatem liczba pierwsza zaczynajaca sie od jednej z tych
cyfr moze wystapié¢ jedynie na poczatku liczby A.

Dwucyfrowych liczb pierwszych zaczynajacych sie¢ na 1, 3, 7 lub 9
jest dokladnie 10, a mianowicie:

11, 13, 17, 19, 31, 37, 71, 73, 79, 97.

Poniewaz w liczbie A wystepuje 11 réznych dwucyfrowych liczb
pierwszych, wszystkie one muszg sie pojawié¢. Spoéréd nich
tylko jedna zaczyna si¢ na 9, jest to 97. Natomiast na cyfre 9
koniczg si¢ dokladnie dwie liczby: 19 oraz 79. Zatem jedna

z nich musi znajdowaé sie na koricu liczby A, co dowodzi, ze
liczba A musi koriczy¢ sie cyfra 9. Przykladem takiej liczby jest
A =417971137319.
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m Rozwigzanie zadania M 1856.
Odpowiedz. 44.

Pokazemy, ze nieprzyjemnych ruchéw

jest co najmniej 20, a wiec liczba

ruchéw przyjemnych nie przekracza 44.
Ponumerujmy pola planszy zgodnie z ich
odlegloscia od $rodka, jak na rysunku. Pola
7 tym samym numerem sg w jednakowej
odlegtosci od érodka, a mniejszy numer
oznacza pole blizsze srodkowi.

BRI EEREEIEE
BRI EEREEIEE

Kazdy ruch z pola oznaczonego liczba 1 nie zmniejsza odleglosci
od érodka, a wiec jest nieprzyjemny; takich ruchéw jest co
najmniej 4. Ruch z pola oznaczonego liczbg 2 moze by¢ przyjemny
jedynie wtedy, gdy prowadzi na pole z numerem 1. Na planszy
jest 8 pdl z numerem 2 oraz tylko 4 pola z numerem 1, zatem co
najmniej 4 ruchy z pél z numerem 2 sg nieprzyjemne.

Rozwazmy teraz ruchy prowadzace na pola z numerami nie

mniejszymi niz 6. Takie ruchy nie moga wychodzi¢ z pél

o numerach 1i 2 i beda przyjemne tylko wtedy, gdy wyjda z pola

o numerze co najmniej 7. Pél o numerze co najmniej 7 jest 20,

natomiast pdl o numerze co najmniej 6 jest 32, stad co najmniej

32 — 20 = 12 ruchéw tego typu jest nieprzyjemnych.

FLacznie otrzymujemy co najmniej
44+4+12=20

<<
ruchéw nieprzyjemnych, a wiec najwyzej » —1 ¥
64 — 20 = 44 ruchy przyjemne. o B [ N
Na rysunku obok pokazano przyktad ] -+
obejscia planszy, w ktérym liczba )\ 1
przyjemnych ruchéw (oznaczonych kolorem) NE
jest réwna 44. -

i Rozwigzanie zadania M 1857.

Skorzystamy z zadania 1849 (A%G). Niech proste z tresci
zadania wyznaczaja tréjkaty X1Y1Z1 oraz X2Y2Zs (zgodnie
7 oznaczeniami na rysunku).

A F1 F2

Wybierzmy punkt K tak, aby czworokat ABKC byt
réwnoleglobokiem. Z zadania wynika, ze punkt K jest
réwnoodlegly od prostych BE1,CFy, BE2>, CFs. Istnieje zatem
okrag o $rodku K, styczny do tych prostych w punktach
P1,Q1, P2, Q2. Z réwnosci odcinkéw stycznych otrzymujemy:

BX1-CX1;=BP1+X1P1 - X101 +CQ1=BP, +CQ2 =CX2 — BX>.

Analogicznie dostajemy:

CY1 — AY; = AYs — CYs, AZy — BZ1 = BZy — AZ>.
Sumujac te trzy réwnosci, otrzymujemy réwnosé obwodow
trojkatow X1Y1Z1 oraz Xa2YaZ2, co konczy dowdd.


https://deltami.edu.pl/2026/04/zadania/
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Dtlugosci bokéw trojkata
Bartlomiej BZDEGA

Moéwimy, ze liczby a, b, c > 0 sa dlugo$ciami bokéw trojkata, gdy istnieje trojkat
ABC, w ktérym a = |BC|, b= |CA| i ¢ = |AB|. Fakt ten jest réwnowazny kazdemu
z punktéw ponizszego twierdzenia, jednak dowdd tej réwnowaznodci jest tematem
na oddzielng opowie$¢ — zalezy od tego, jakie wybierzemy aksjomaty lub model
plaszczyzny — dlatego zadnego dowodu tu nie napisze; tym bardziej, ze bedziemy
zajmowaé sie jedynie algebraiczng strong tego tematu. A teraz zapowiedziane

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Twierdzenie. Niech a, b, c > 0. Nastepujace warunki sa rownowazne:

1) a<b+e,b<c+a,c<a+d

1) ¢ < a+b, w sytuacji, gdy ¢ = max{a, b, c};

2) a>b—c,b>|c—al, c>|a—1;

2") a > |b— c|, w sytuacji, gdy a = min{a, b, c};

3) la—bl<c<a+d;

4) istnieja liczby x,y,z > 0, dla ktérycha =y + 2z, b=z+z, c =z +y.

NN N N N

Dowdd. Najpierw skorzystamy z réwnowaznosci |t| < M <= t <M AN—t < M,
prawdziwej dla ¢, M € R, aby pozby¢ sie wszystkich wartosci bezwzglednych. Punkty
(1), (2) i (3) staja sie identyczne, a wiec sa réwnowazne.

(2)=(2'). Nier6wnos¢ w (2') jest jedng z nieréwnosci w (2).

(2')=(1"). Liczba a jest najmniejsza sposréd a, b, ¢, wiec co najmniej jedna z liczb b,
c jest najwieksza. W (2') mamy a4+ b > cia+ ¢ > b, zatem jedna z tych nieréwnosci
spelnia warunek (1').

(1")=(1). Jesli ¢ jest najwieksza sposréd a, b, ¢, to b < ¢ < a + ¢ i analogicznie
a<b+ec

(4)=(1). Zachodzi nieréwnoéé¢ a =y + z < y + z + 2z = b + ¢ i dwie analogiczne.
(1)=>(4). Liczby 2 = 1 (b+c—a), y= 2(c+a—b), 2 = 3(a+b— ) sa dodatnie

i spelniaja réwnosci y +z=a, z+x =0,z +y =c.

Warto podkredlié, co daja punkty primowane. Zamiast sprawdzié trzy nieréwnosci,
wystarczy jedna: najdluzszy bok jest krotszy od sumy pozostatych dwéch albo
najkrétszy bok jest dtuzszy od bezwzglednej réznicy pozostatych dwdéch.

Podstawienie (4) zamienia problem zwiazany z dtugos$ciami bokéw tréjkata na problem
z liczbami dodatnimi, na ktére juz nie ma zadnych dodatkowych warunkéw, i przez
to sa prostsze w obstudze. To podstawienie ma interpretacje geometryczng — okrag

wpisany w tréjkat ABC o bokach dtugosci a, b, ¢ daje nam z, y, z jako odleglosci od
wierzchotkéw tréjkata do odpowiednich punktéw stycznosci (zob. rysunek).

Na koniec jeszcze jeden uzyteczny

Fakt. Jedli istnieje liczba « > 0, dla ktérej a, b, ¢ € [z, 2z), to liczby a, b, ¢ sa
dhugoéciami bokow pewnego trojkata.

Dowdd. Tak po prostu: a+b >z +x=2x>c.

Mala rzecz, a potrafi ucieszy¢. Ale uwaga — ta implikacja dziala tylko w jedna strone.
Na przyklad dla liczb 3, 5 i 7 taki przedzial [z,2z) nie istnieje, a sa one dlugo$ciami
bokéw tréjkata.

Zadania

1. Dane sg liczby dodatnie z, y i z. Wiadomo, ze liczby z, y i z sa dlugo$ciami
bokéw pewnego tréjkata. Uzasadnié, ze \/x, \/y 1 v/z réwniez sy dlugosciami
bokoéw trojkata.

2. Dowie$é, ze jesli a, b, ¢ sa dhugosciami bokéw pewnego tréjkata, to
a’(b+c—a)+b*(c+a—0b)+c*(a+b—c) < 3abe.

3. Wybrano 7 liczb (niekoniecznie réznych) z przedzialu (1,8). Udowodnié, ze pewne
trzy z nich sa dtugoéciami bokéw trojkata.

4. Liczby x, y, z sa dlugosciami bokéw pewnego trojkata. Liczby %7 %, %
dlugosciami bokéw tréjkata. Wykazaé, ze % < 3. (XVII WLM)

5. Dany jest tréjkat ABC. Niech r, bedzie promieniem okregu stycznego do
prostych AB i AC, ktérego érodek lezy na odcinku BC'. Analogicznie definiujemy
rp i r.. Udowodnié, ze z odcinkéw o diugosci rq, 7p 1 7. mozna zbudowad trdjkat.
(XVI WLM)

6. Dowiesé, ze dla a,b, ¢ > 0 zachodzi nieréwnosé Va2 — ab+ b2 + V02 —bc+ 2 >

V2 4 ca + a?.
25
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