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Richard P. Feynman, Ralph Leighton,
Pan raczy zartowad, panie Feynman!
Przypadki ciekawego czlowieka, Wyd.
Znak, Krakéw 1996 (sa wydania

pézniejsze).

Richard P. Feynman, laureat Nagrody
Nobla (1965 rok, wspéinie z Julianem
Schwingerem i Shin’ichiré Tomonaga)

za fundamentalny wktad w badania nad
kwantowg teoriag oddziatywan
elektromagnetycznych. Wniést réwniez
istotny wktad w wyjaénianie zjawiska
nadciektosci i teorii oddzialywan stabych
odpowiedzialnych za rozpady

promieniotwércze.

24-letni R.P. Feynmann na identyfikatorze
Laboratorium Los Alamas (rok 1942)

W stynnych Wykladach z fizyki (tom I,
rozdzial 22-4) Feynman opisal, jak Henry
Briggs w 1620 roku wyznaczyt
wielocyfrowe tablice logarytméw

dziesigtnych.

27 .26 = (25 4 2)(25 + 1)
=25°+3-25+42
=625+ 75 + 2 = 702.

Tutaj de facto skupiamy si¢ tylko na
sumie wartosci logarytmoéw i jej réznicy

od wartosci 3:

. l

2,30260

+ 0,69315

2,99575.

Magia obliczen Feynmana
Jarostaw GORNICKI*

W 1985 roku ukazala sie ksigzka Surely You’re Joking, Mr. Feynman!:
Adventures of a Curious Character o zyciu d la Feynman. To zbiér anegdot

i wspomnient Richarda Feynmana spisanych przez Ralpha Leightona w ciagu
wielu lat ich wspélnego grania na bebnach. W rozdziale Szczesliwe liczby
Feynman wspomina, jakie wrazenie robil na rozméwcach, wykonujac trudne
obliczenia w pamieci. W dobie wszechobecnych smartfonéw ta sztuka
(wiedza?) chyba zanika, wiec moze warto przenie$é sie na chwile do czaséw bez
komputeréw.

Feynman by! fizykiem, ukonczyt MIT w 1939 roku, a Princeton University

w 1942. Jeszcze przed ukonczeniem Princeton, majac 23 lata, rozpoczat

prace w Projekcie Manhattan (poczatkowo w Princeton, pézniej w nowej
lokalizacji w Los Alamos). Pracowal w zespole teoretycznym Hansa Bethego
(Nagroda Nobla, 1967), ktéry powierzyl mu kierowanie zespotem obliczeniowym
tzw. ,zywych komputeréow”, grupa ludzi o wyjatkowych umiejetnosciach
rachunkowych, ktérzy wykonywali skomplikowane, Zzmudne obliczenia

(to protoplasci pdézniejszych programistéw). Dyrektor Laboratorium Los Alamos
J. Robert Oppenheimer o Feynmanie pisal (1943): ,pod wszelkimi wzgledami
jest tutaj najbardziej bystrym mlodym fizykiem, i wszyscy o tym wiedza”.

Feynman wspominal, ze podczas pobytu w Princeton podjal wyzwanie (rzucone
prawdopodobnie przez Johna Tukeya) obliczenia w pamieci przyblizonych

wartosci €33, €3, el'4. Feynman méwil o swoim rozwiazaniu, ale wszystkiego

nie ujawnit. Péjdziemy jego tropami.
Obliczenie e3-3. Feynman znal na pamieé¢ wartosci kilku logarytmoéw, wéréd
nich In 10 ~ 2,3026, czyli €2:3926 ~ 10. Poniewaz e ~ 2,71828, wiec
33026 — 23026 o1 o 1(). 2,71828 = 27,1828.
To za duzo, trzeba uwzglednié poprawke e~%0026 Poniewaz e*® ~ 1 + z dla
malych wartosci x, wiec
33 = 33026 o =0,0026 97 1828 - (1 — 0,0026)
~ 27,18 — 27 - 26 - 0,0001
~ 27,18 — 700 - 0,0001
= 27,18 — 0,07 = 27,11.
Dokladniejsze przyblizenie liczby e oraz dokladna warto$¢ 27 - 26 (bo to latwy
rachunek) poprawia wynik:
e33 ~ 27,1828 — 702 - 0,0001 = 27,1828 — 0,0702 = 27,1126.
W ten sposéb faktycznie dostajemy poczatkowe cyfry rozwiniecia dziesietnego
e33 (czyli 27,1126389. . .).
Obliczenie e3. Feynman znal réwniez przyblizona wartosé In 2 =~ 0,69315, wiec
z grubsza 3 = €23 . %7 = 10 - 2 = 20. Dokladniej,
e3 = 23026, (0,69315  (0,00425 -, 10, 9. (1 4 ,00425)
=20+ 2-0,0425 = 20,085.

Ponownie wynik jest zadowalajacy; za pomoca komputera sprawdzamy, ze
e3 = 20,08553. ..
Obliczenie e!4. Poniewaz e'* = %7107 a %7 x~ 2, wiec wynik jest bliski 4.
Doktadniej, e20:69315 = ¢1,3863 ~ 4 Biorac wykladniki do trzech miejsc po
przecinku (rachunki na wartosciach logarytméw sa wtedy latwiejsze), mamy
elt = 1380 00 ~ 4 (1 40,014) = 4 + 0,056 = 4,05.

Zwigkszajac dokladno$é¢ do czterech miejsc po przecinku,

el = 13803 0017 =~ 4. (1 4-0,0137) = 4+ 0,0548 ~ 4,055.

Swéj wyczyn Feynman skomentowal w ksiazce stowami: Nigdy sie nie
zorientowali, jakg mialem metode.
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Przy okazji wspomnijmy, ze 1729 to
liczba Ramanujana, najmniejsza liczba
naturalna, ktérag mozna przedstawi¢ na
dwa rézne sposoby jako sume¢ dwéch

szedcianéw: 1729 = 123 + 13 = 10% + 95,

* Wydzial Matematyki i Informatyki,
Uniwersytet Warszawski

D

Obraczki zareczone

Obraczki daleko—osobno

W 1949 roku Feynman przez kilka miesigcy przebywal w Brazylii. Spotkatl

tam pewnego Japoniczyka (w Brazylii jest liczna diaspora japoriska), ktéry byt
pewien, ze szybciej obliczy pierwiastek szeScienny, korzystajac z japonskiego
liczydla (sorobanu), niz Feynman w pamieci. Zaproponowal obliczenie &1729,03.
Nie docenil wiedzy Feynmana.

Obliczenie /1729,03. Feynman wiedzial, ze ¥/1+ z ~ 1+ %z dla malych
wartosci z. Wiedzial réwniez, ze 123 = 1728 (bo stopa to 12 cali, wigc stopa
szeécienna ma 1728 = 123 cali szeéciennych; to dla Amerykanéw wiedza
powszechna). Zatem

, 1.03 1 1,03
/172903 = V1728 - {1+ — z12-(1 .2 )
$/1729,03 = V1728 + T7o8 +3 Trom

1 1
,03 12 ,03

=23 432°
a oszacowanie ostatniego utamka jest tatwe:
2 1 103 1 2
0,00206 = 0 03 00 500 = 0,0025.

100000 _ 50000 ~ 43200 _ 40000 _ 1000000
Stad ¢/T729,03 ~ 12,002.

Podczas pobytu w Los Alamos Feynman spotkal niezwyktych ludzi. Chociaz
sam — jak wida¢ po przedstawionych wyzej rozumowaniach — byt niezwykle
biegty w rachunkach, przyznawal, ze arcymistrzem obliczenn byl Hans Bethe.
Jednocze$nie wspominal, ze Paul Olum zawsze potrafil go zaskoczy¢ zadaniem
rachunkowym, wobec ktorego byl bez szans. Ciekawych przypadkéow Richarda
Feynmana bylo bardzo wiele — tym, ktorzy nie czytali jeszcze tych fascynujacych
wspomnien, goraco polecam ich lekture.

Obraczki nieroztaczki? Mariusz SKAELBA*

Obraczka to okrag O w przestrzeni R3. Kiedy sa dwie obraczki O, Oy, mozliwe
sa dwa przypadki: albo obraczki si¢ przecinaja, albo nie.

Nauczymy sie najpierw rozstrzygacé, z ktérym przypadkiem mamy do czynienia.
W tym celu przypomnimy, jak opisa¢ okrag @ w przestrzeni R? w ramach
geometrii analitycznej. Kazdy okrag O C R? mozna (na wiele sposobéw)
rozpatrywacé jako przeciecie sfery z plaszczyzna. Dlatego ponizszy uklad réwnan
z trzema niewiadomymi z, ¥y, z:
(z—20)* + (y — 90)* + (2 — 20)> = 1

{Am+By+Cz+D:0
opisuje wlasnie okrag, punkt albo zbiér pusty. Ten opis mozna uprosci¢, zadajac,
aby plaszczyzna przechodzila przez srodek sfery, czyli by D = —Axg — By — Czp.
Woéwezas punkt (2o, 4o, 20) jest srodkiem obraczki, a r > 0 jej promieniem.
7Z takimi reprezentacjami okregéw w R? bedziemy dalej pracowac.

Obraczki Jasia i Malgosi przecinaja si¢ doktadnie wtedy, gdy nastepujacy uklad
réwnan nie jest sprzeczny:

(=2 +(Y—ys)?+(z—-27)° =73

Ajr+Byy+Cyz=Ayx;+ Byys+Cyzy

Ay + Byy+ Crpz = Ayens + Byyn + Cvzug

(z—zm)?+ (y—ym)*+ (2 — 2m)? =13,
Z oczywistych powoddéw geometrycznych uktad ten ma wéwcezas jedno lub
dwa rozwiazania. Pominiemy uzasadnienie formalne, ktore nie jest ani trudne,
ani ciekawe. Zajmiemy si¢ natomiast skrupulatnie jednym z podprzypadkdw
przypadku, gdy ten ukltad jest sprzeczny! Mianowicie chodzi nam o sytuacje,
gdy obraczki sa zareczone, a nie daleko—osobno od siebie. Rysunki na marginesie
wyjasniaja wszystko — i szkoda, ze zycie nie jest takie proste.
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Pseudokod ,réznowartos$ciowego”
algorytmu, ktéry binarnej lidcie a

o n jedynkach i n zerach przypisuje
przetasowany kwadrat s diugosci 2n
(patrz strona [7).

B« [[1,01]1 7 dwie puste listy
s« [1 % docelowo: wynik
for i in 0,2,..., n-1:
if B[0]=B[1]=[]:
we—alil
dodaj w na koniec s
dodaj w na koniec B[w]
else:
/% w wskazuje niepustq liste
if alil=w:
dodaj 1-w na koniec s
dodaj 1-w na koniec B[w]
else:
dodaj B[w][0] na koniec s
usun pierwszy element z Blw]

Najpierw scharakteryzujemy algebraicznie przypadek zapetlenia obraczek.
Obraczka Jasia moze przecinaé plaszczyzne Malgosi w punktach (na ogo6t
dwdch), ktore spelniaja uklad pierwszych trzech z powyzszych réwna:
(-2 +(Y—ys)?+(z—25)° =73
Ajr+Byjy+Cyz=Asx;+ Byyy;+Cjrzy
Obraczki sg zareczone doktadnie wtedy, gdy obraczka Jasia przecina plaszczyzne
obraczki Malgosi raz wewnatrz, a raz na zewnatrz jej obraczki. W takiej sytuacji
istnieja dokladnie dwa rozwiazania (x1,y1, 21), (2, Y2, 22) powyzszego ukladu
rownan, ktore spelniajg uktad nieréwnodci:
(z1 —zm)® + (Y1 —ym)? + (21 — 2m)? <13y
(z2 —xar)® + (Y2 — ym)? + (22 — 2m)? > 73
Lakonicznie (i, jak sie za chwile okaze, pozytecznie) mozna to zakodowaé
za pomoca napredce zdefiniowanej funkcji zaleznej od polozenia i rozmiaru
obraczek:

E = ((1‘1 — 331\/[)2 + (y1 - yM)2 + (21 — ZM)2 — T%/I)
(e —2n)? + (2 —ym)? + (22 — 2m)° —73s) -
Powyzsza wartosé nie jest okreslona, gdy obraczka Jasia nie przecina
plaszczyzny obraczki Malgosi — przyjmijmy, ze wéwczas E = co. Mamy zatem:

e I/ <0, gdy obraczki sa zareczone;
e F >0, gdy obraczki sa daleko—osobne;
e F =0, gdy obraczki przecinaja sie.
Zalézmy teraz, ze mamy 16 funkcji cigglych:
xJ(t)7 yJ(t)a ZJ(t)a TJ(t)7 AJ(t)v BJ(t)a CJ(t)v TJ(O;
v (t), ynm (), 2 (8), rar (8), Ane (), B (t), Car (), 7 (1),
okreslonych na przedziale domknietym [0, 1] i takich, ze dla kazdego t € [0, 1]
zachodza nieréwnosci r;(t) > 0 oraz 73 (t) > 0. Ponadto przypuséémy, ze
E(0) <0 oraz E(1) > 0.

Rozpatrujemy wiec ciagla rodzine par obraczek taka, ze w chwili ¢ = 0 sa one
zareczone, a w chwili ¢ = 1 odplatane. Dla uproszczenia zalézmy, ze E(t) < oo
dla t € [0, 1].

7 wtasnoéci Darboux funkgcji ciagtych wynika teraz, ze istnieje posrednia chwila
czasu tg € (0,1) taka, ze E(tp) = 0, a zatem chwila, w ktérej obraczki sie przetna!
Podsumowujac: zareczonych obraczek nie mozna roztaczy¢ bez sekatora do
tombakul!

Natomiast dysponujac przestrzenia R* (ze wspétrzednymi (z,y, z, w)), tatwo
skonstruowac ciagta rodzine par obraczek w ten sposéb, ze w chwili ¢ = 0 mamy
pare zareczona, a w chwili ¢ = 1 pare daleko—osobna i w kazdej posredniej chwili
obraczki nie przecinaja sie. Oto szczegély dotyczace konkretnej sytuacji, gdy na
poczatku mamy takie obraczki:
Oy ={(2,5,0,0) € R* [ 2* +y* = 1},
Ou = {(2,0,2,0) € R* | (z — 1)% + 2% = 1/4}.
(Obraczka Malgosi jest dwa razy wezsza, co dla calej konstrukeji nie ma
specjalnego znaczenia). W przestrzeni tréjwymiarowej w = 0 sa to obraczki
zareczone: plaszczyzna Jasia z = 0 przecina obraczke Matgosi w punktach
(1/2,0,0) i (3/2,0,0), z czego jeden lezy ,wewnatrz”, a drugi ,na zewnatrz”
obraczki Jasia. Przesuwamy obraczki tak, ze po czasie t € (0,3/4] zajmuja
nastepujace miejsca w R*:
Or={(z,y,0,t) R | 2® +¢* = 1},
One = {(,0,2,—t) €ER*| (z — 1 — )% + 2% = 1/4}.
W chwili ¢ = 3/4 obraczki znajduja sie w nastepujacych miejscach:
OJ,3/4 = {(.’E,y70,3/4) € R4 | .’E2 +y2 = 1}7
0M73/4 = {(‘Ta 07 2, _3/4) € R4 ‘ (SE - 7/4)2 + 22 = 1/4}7



Niniejszym chce podzigkowaé redaktorom
Fukaszowi Rajkowskiemu i Michalowi
Miskiewiczowi za nieoceniong pomoc
przxL nierozlaczaniu w R i rozplatywaniu
w R™.

Konstanty Ildefons Galczynski, Deszcz

i Z.adania

Rozwigzania na str. [24

W obcigciu do pierwszych trzech wspélrzednych sa one rozsuniete: maksymalna
warto$é¢ wspolrzednej x dla pierwszej obraczki to 1, czyli mniej niz minimalna
wartos¢ wspoélrzednej x drugiej obraczki (czyli 5/4). Niestety ,,zyja” one
w rownoleglych rozltacznych tréjwymiarowych podprzestrzeniach afinicznych
{w = 3/4} oraz {w = —3/4} przestrzeni R*. Ale pozostaly czas (éwieré
sekundy) wykorzystamy na sprowadzenie obraczek do tej samej podprzestrzeni
trojwymiarowej, w ktorej znajdowaly sie w chwili ¢ = 0:
Ogs={(2,9,0,3—3t) € R* | 2® +y* =1},
Oy = {(2,0,2,3t —3) € R* | (z — 7/4)? + 22 = 1/4}.
Rzeczywiscie, gdy podstawimy w powyzszych wzorach ¢ = 1, to otrzymamy
Oy ={(2,5,0,0) €R* [ 2* +y* = 1},
Owmi = {(2,0,2,0) € R* | (x — 7/4)? + 2% = 1/4},
czyli obraczki rozlaczone, i to ,zyjace” w tej samej przestrzeni trojwymiarowej
w = 0. Prosze¢ zauwazy¢, ze w kazdej chwili obraczki sa rozlaczne, a wigc udato
nam sie je rozplataé tylko przez bardzo delikatne (tzn. ciagle) rozsuwanie!

I tak sie trudno rozstaé. .. I tak sie tatwo rozstaé... (R® versus R%). ..

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1147. Ptaki réznia sie wielko$ciami, ale geometrycznie ich ksztalty sa bardzo
podobne (réznia sie skala wielkosci). Jak moc potrzebna ptakom do utrzymania
predkosci lotu zalezy od ich wielko$ci: masy m i rozmiaréw I (dtugosei)?
Wskazowka: zaréwno site nosna skrzydel, jak i sile oporu powietrza podczas
lotu z predkoscia v opisuje wzor postaci:

F= %,00302,

w ktérym p oznacza gesto$é powietrza, S powierzchnie skrzydel, a C' jest
wspOlezynnikiem liczbowym: Cp, dla sity nosnej i Cp dla sity oporu (Cp, # Cp).

F 1148. Moc promieniowania elektromagnetycznego Slonica wynosi

Lo = 3,828 - 10?6 W. Ciénienie wywierane przez to promieniowanie

dziata przeciwnie do przyciagania grawitacyjnego i dla bardzo matych czastek
pytu moze doprowadzié¢ do ich ,wywiewania” z okolic Storica. Dla czastki

pylu obiegajacej Stonce oddzialywanie z promieniowaniem Stonca spowalnia
tez jej ruch obiegowy. Kulista czastka pytu, dla ktérej sita odpychajaca
promieniowania stonecznego wynosi a = 0,1 jej przyciagania grawitacyjnego
przez Slonce, w chwili poczatkowej porusza sie po orbicie kolowej o promieniu
Ro = 1,510 m (promien orbity Ziemi). Ile czasu minie, nim ta czastka spadnie
na Stonce?

Przygotowal Dominik BUREK

M 1858. Na rysunku przedstawiono tréjkat podzielony na 25 mniejszych
tréjkatéw, ponumerowanych liczbami od 1 do 25. Czy mozna te same liczby
rozmiesci¢ na polach kwadratowej planszy 5 x 5 w taki sposob, aby dowolne
dwie liczby zapisane w sasiednich tréjkatach byly rowniez zapisane w sasiednich
kwadratowych polach? (Tréjkaty, podobnie jak kwadraty, uwaza sie za sasiednie,
jezeli maja wspélny bok).

M 1859. Niech ABCD bedzie czworokatem wypuklym takim, ze
XABD = xACD = 90°. Okregi o $rednicach AB oraz CD przecinaja sie
w punktach P i Q. Udowodnié¢, ze 2PQ < AD.

M 1860. Jaka jest najmniejsza liczba calkowita dodatnia k o nastepujacej
wlasnodci: dla kazdego wielomianu f(x) stopnia 2026 o wspdlczynnikach
rzeczywistych istnieje taki wielomian g(x) stopnia co najwyzej k, réwniez
o wsp6lcezynnikach rzeczywistych, ze wykresy funkeji f(z) oraz g(z) maja
doktadnie 2026 punktéw wspolnych?
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* Wydzial Fizyki, Astronomii
i Informatyki Stosowanej, Uniwersytet
Jagiellonski

O reologii pisali wczesniej Jacek
Zebrowski w A;é i Stanistaw Bednarek
w Ah.

Odstepstwa od regul Newtona wynikaja
bezposrednio z mikroskopowej struktury
cieczy, w ktérej dominujg oddzialywania
miedzy makroczasteczkami lub drobinami
zawiesiny. W cieczach rozrzedzanych
$cinaniem poczatkowa wysoka lepkos¢ jest
efektem chaotycznego splatania dlugich
tancuchéw polimerowych. Pod wplywem
naprezenia lancuchy te rozplatuja sie

i porzadkuja wzdtuz linii przeplywu, co
drastycznie redukuje tarcie wewne¢trzne.

Z kolei w cieczach zageszczanych
$cinaniem (np. zawiesinach skrobi)
powolny ruch pozwala na smarowanie
hydrodynamiczne ziaren przez
rozpuszczalnik. Gwaltowne odksztalcenie
wypycha jednak ciecz smarujaca
spomigdzy drobin, prowadzac do ich
tarciowego kontaktu i zjawiska
zablokowania strukturalnego (jamming).
Czastki tworza wtedy sztywne
hydroklastry, co makroskopowo objawia
si¢ radykalnym wzrostem lepkosci

i twardnieniem materiatu.

Ciecz nienewtonowska
Mariusz MROZEK*

Wyobrazmy sobie basen wypelniony ciecza, ktora z pozoru jest zwyczajna,
mleczna substancja. Dla powolnego dotyku jest ona lagodna i ustepliwa

jak woda. Wobec gwaltownej sily stawia jednak opor twardy jak skala.
Uderzenie pieécia spotyka sie z bariera nie do pokonania. To nie iluzja, lecz
pokaz wlasnosci cieczy nienewtonowskich. Sa to niezwykle materiaty, ktére
rewolucjonizujg nauke i jednocze$nie odgrywaja kluczows role w wielu obszarach
naszego zycia.

Podstawy zrozumienia mechanizmu przeplywu cieczy zawdzigczamy geniuszowi
Isaaca Newtona. W XVII wieku sformutowal on prawo opisujace lepkos$é¢ —
wewnetrzne tarcie pltynu. Zgodnie z jego modelem dla cieczy takich jak woda,
olej czy powietrze lepkos¢ jest wartoscia stalg w danej temperaturze. Oznacza to,
ze opor, jaki stawia plyn, jest wprost proporcjonalny do silty, z jaka prébujemy
go przemieszczal.

To eleganckie i intuicyjne prawo przez wieki stanowilo podstawe hydrodynamiki.
Jednak wraz z rewolucja przemystowa inzynierowie i chemicy zaczeli pracowaé
z substancjami, ktére uparcie odmawialy podporzadkowania sie¢ regutom
Newtona. Farby, zawiesiny ceramiczne, polimery czy produkty spozywcze
zachowywaly sie w sposéb niezgodny z dotychczasowym opisem przyrody.

Problem ten wymagal nowego podejécia. W 1920 roku profesor Eugene C.
Bingham z Lafayette College, badajac zachowanie farb, ukul termin ,reologia”
(z greckiego rheos — plynaé i logos — nauka), aby opisa¢ nowa dziedzine nauki
poswiecona deformacji i przepltywowi materii. Reologia stala sie jezykiem, za
pomoca ktérego mogliémy wreszcie opisaé i zrozumieé¢ w pelni swiat ptyndw.

Pomyslmy o mieszaniu gestego miodu. Sita, ktora musisz wlozyé w ruch tyzka,
aby pokonaé opér miodu, to naprezenie Scinajace (7). Z kolei predkos$é poruszania
tyzki, ktéra przeklada sie na predko$é plyniecia miodu, to szybkosé Scinania (7).
Moéwiac prosciej, naprezenie to przyczyna (sila), a szybko$é Scinania to skutek
(w jakim stopniu intensywnos$é mieszania przeklada sie na ruch miodu?).

Podstawowa rdéznica miedzy ciecza newtonowska a nienewtonowska lezy w relacji
miedzy naprezeniem $cinajacym a szybkodcia Scinania. Dla cieczy newtonowskiej
zwigzek ten jest prosty i liniowy:

T=n"7,
gdzie 7 to staly wspélczynnik lepkosci.

W przypadku cieczy nienewtonowskich lepkos¢ nie jest stala, lecz zalezy
od szybkosci Scinania. Ich zachowanie czesto opisuje sie¢ za pomoca modelu
potegowego Ostwalda de Waele’a:

T=K- 7",
gdzie K to wskaznik konsystencji, ktéry méwi o ogélnej lepkosci ptynu, a n to
wskaznik plyniecia, kluczowy parametr decydujacy o rodzaju cieczy:

e n < 1: clecz rozrzedzana $cinaniem (pseudoplastyczna) — jej lepkosé maleje
wraz ze wzrostem szybkosci Scinania;

e n > 1: clecz zageszczana Scinaniem (dylatantyczna) — jej lepkosé rosnie, gdy
zwigksza sie szybkosé Scinania;

e n = 1: model sprowadza sie do cieczy newtonowskiej K = 7.

Zrozumienie i umiejetnos¢ kontrolowania niezwyklych wlasciwosci ptynow
nienewtonowskich zrewolucjonizowaty niezliczone dziedziny, od codziennych
produktéw po zaawansowane technologie. Jednym z najbardziej spektakularnych
przyktaddéw sa ,,ptynne pancerze”, takie jak material D30O. Wykonane z niego
ochraniacze sg elastyczne i wygodne w normalnych warunkach, lecz w momencie
uderzenia natychmiast twardnieja, rozpraszajac energie i chroniac ciato.

W medycynie i biologii ptyny te sa wszechobecne. Nasza krew jest rozrzedzana
Scinaniem, co ulatwia jej przeplyw przez waskie naczynia, a maz stawowa
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https://www.deltami.edu.pl/1978/11/czym-zajmuje-sie-reologia/
https://www.deltami.edu.pl/2014/01/wszystko-w-plynie-czyli-poznajemy-podstawy-reologii/

zapewnia niskie tarcie przy szybkich ruchach

i amortyzacje w spoczynku. Wiedza ta jest kluczowa

w projektowaniu protez, systemoéw dostarczania lekéw

i diagnostyce. Przemyst i budownictwo réwniez czerpia
z tych wladciwosci. Szlamy wiertnicze musza by¢ ptynne
podczas pompowania, ale gestnie¢ w spoczynku, by
wynosi¢ urobek. Podobnie nowoczesne samopoziomujace
mieszanki betonowe ulatwiajace prace dzieki temu, ze
staja sie rzadsze podczas wylewania. W technologii
zywnosci i kosmetyce reologia decyduje o wrazeniach
sensorycznych — od kremowosci czekolady i gestosci
jogurtu po konsystencje balsamu, ktéry tatwo sie
aplikuje, ale nie sptywa ze skéry.

Szczytem innowacji sa pltyny magnetoreologiczne (MR)
stosowane w motoryzacji. Ich lepko$¢ mozna zmieniaé
w ciagu milisekund za pomocg pola magnetycznego,

co pozwala na tworzenie inteligentnych systeméw
amortyzacji w samochodach, ktére adaptuja sie w czasie
rzeczywistym do warunkéw na drodze, zapewniajac
komfort i bezpieczenstwo. Podamy teraz prosty przepis
na wlasng ciecz nienewtonowska.

Przyktad cieczy nienewtonowskiej wykonanej domowym sposobem —
mieszanina skrobi kukurydzianej i wody umieszczona na membranie
gloénika. Ciecz pod wplywem drgan przyjmuje dynamiczne,
nieregularne ksztalty. Material udostepniony na licencji CC BY 3.0;
autor: Daniel Christensen

Skladniki:

o skrobia ziemniaczana (lub maka ziemniaczana) — to
kluczowy sktadnik;

e woda — najlepiej chtodna lub w temperaturze
pokojowej.

Najwazniejszg zasada jest stopniowe dodawanie wody
do skrobi. Proporcje sa orientacyjne, a ostateczna
konsystencje najlepiej wyczué samemu. Zalecany
stosunek to okoto 2 czeéci skrobi ziemniaczanej na

1 cze$é wody (np. 1 szklanka wody na 2 szklanki skrobi).
Poczatkowo mieszanie moze by¢ trudne, a najlepiej
robi¢ to dlonmi, aby dobrze poczué zmieniajaca si¢
konsystencje. Mieszaj powoli, az wszystkie grudki
skrobi potacza sie z woda. Idealna ciecz nienewtonowska
powinna stawiaé opor przy probie szybkiego mieszania
lub uderzenia w jej powierzchnie, zachowujac si¢ jak
cialo stale. Gdy zanurzysz w niej palce powoli, powinny
one swobodnie ,wplynaé¢” do srodka, jak w gesta ciecz.
Jedli sprébujesz nabraé ja w dlonie i szybko uformowaéd
kulke, powinno sie to udaé¢. Gdy jednak przestaniesz

ja toczy¢, rozplynie si¢ miedzy palcami. Jesli ciecz

jest zbyt rzadka i nie twardnieje pod naciskiem, dodaj
wiecej skrobi (po jednej lyzce). Jesli jest zbyt gesta,
grudkowata i kruszy sie, dolej odrobine wody.

Na koniec warto zebra¢ najwazniejsze wnioski. Ciecze
nienewtonowskie, niegdy$ naukowa anomalia, dzi$ sg
fundamentem nowoczesnej inzynierii materiatowe;j.
Od prostej mieszanki skrobi i wody po zaawansowane
plyny w zawieszeniach samochodowych, ich zdolnos¢
do dynamicznej zmiany wtasciwoéci w odpowiedzi

na site otwiera nieskonczone mozliwosci. Pokazuja
nam, ze swiat fizyki jest znacznie bardziej ztozony

i fascynujacy niz proste, liniowe modele, a to, co wydaje
sie ,tamaniem zasad”, w rzeczywistosci jest jedynie
odkrywaniem glebszych, bardziej subtelnych praw
rzadzacych materia.

Delta poleca: Kolorowe tréjkaty

Czyz moze by¢ co$§ milszego matematycznemu oku niz tréjkat? Pewnie, ze
moze —kolorowy trodjkat! Milosnikom tych figur geometrycznych,

jak réwniez wszystkim, ktérzy lubig gry towarzyskie pomagajace utrzymad
forme szarych komoérek, serdecznie polecamy gre Kolorowe trojkgty, wydana
przez wydawnictwo Egmont. Zostala ona opracowana przez Joanne Bednarczuk
— nauczycielke matematyki i wspétautorke ksiazki Matematyczne Gwiazdksi,
ktora zachwalaliSmy juz na naszych lamach. W grze nalezy uklada¢ obok siebie
trojkatne kafelki (na obrazku obok ograniczone szarymi liniami) w taki sposéb,
by tréjkaty o tym samym kolorze sasiadowaly bokami. Punkty otrzymujemy
za rozszerzanie jednokolorowych obszaréw (wiekszy obszar to wiecej punktéw)
i tworzenie duzych tréjkatéw. Przyjemnosé pltynaca z dopelnienia za pomoca
wlasnego kafelka jednokolorowego szesciokata foremnego mozna poréwnad

do satysfakcji z usuniecia za jednym razem kilku rzedéw w kultowej grze

Tetris. Nauka zasad zajmuje kilka minut, a radosne ukladanie kolorowych
ksztaltow moze trwaé godzinami. Jest to rozrywka, ktéra najmlodsi moga

dzieli¢ z najstarszymi — u obu trenujaca z pewnoscia geometryczng wyobraznie.
Zachecamy do ukladania!
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at otwarty 17°: Przetasowane kwadraty w kombinatoryce na stowach

Barttomiej PAWLIK

Politechnika Slaska

Milosé niejedno ma imie, a kwadrat niejedno ma znaczenie. Kwadratami sa
pewne figury plaskie (chociazby ta: 0), ale tez niektére liczby, na przyktad 289.
Kwadrat to takze meskie imie w tradycji chrzescijanskiej — byt nawet

Moéj syn mial duzo szczescia, ze nie
wiedzialem o istnieniu tego imienia, gdy
przychodzil na $wiat.

DZIADZIA...

A czym jest stowo? Stowo to ciag znakéw pochodzacych
z ustalonego zbioru, zwanego alfabetem. Dla kazdego
skonczonego stowa W = wyws - - - w,, kwadratem jest
stowo WW = wiws - - - wpwiws - - - w,. Zatem kwadrat
mozna uzyskaé, taczac ze soba dwie kopie pewnego
stowa. Przetasowany kwadrat uzyskamy natomiast, gdy
te kopie ze soba ,,przetasujemy”: Stowo S = s182 -+ s2,
nazywamy przetasowanym kwadratem, jezeli istnieja
takie rozlaczne zbiory indekséw I = {iy,ia,..., 4}
iJ:{jl,jQ,...,jn}, zeip <io < ...<lp, J1 <

J2 < ... < jn oraz dla kazdego 1 < r < n zachodzi

i, = 84,.. W myS$l tej definicji dwiema ,tasowanymi”
kopiami tego samego stowa sa S1 = s;, 8, - - - Si,, oraz

Sy = 818, 8-

Przyktadowym przetasowanym kwadratem jest stowo
01001000 — wystarczy przyjaé¢ I = {1,2,3,6} oraz J =
{4,5,7,8}. Bezposrednie uzycie definicji jest — jak widaé —
nieporeczne. Na szczeScie istnieja wygodniejsze sposoby
reprezentacji faktu, ze stowo jest przetasowanym
kwadratem: chociazby poprzez podkreslanie liter
o indeksach ze zbioru I i nadkreslanie liter o indeksach
ze zbioru J w stowie S:

01001000.
Oczywiscie nie jest prawda, ze przetasowanym
kwadratem jest kazdy tangram (stowo zawierajace
parzysta liczbe wystapien kazdej litery z danego
alfabetu): $wiadczy o tym chociazby 0110. W zbiorze
wszystkich 256 stéw binarnych diugosci 8 dokladnie 82

Czfowiek o Al (7)

* ulam.ai

$w. Kwadrat, zwany Apologeta. Wreszcie kwadratem moze by¢ stowo, np. TATA,

to przetasowane kwadraty. Ogélnie rzecz biorac, liczba
binarnych przetasowanych kwadratéow diugosci 2n,
poczawszy od n = 1, uklada sie w ciag

2, 6, 22, 82, 320, 1268, 5102, 20632, 83972, 342468, ...
W encyklopedii OEIS cigg ten ma numer [A191755|

Jak wyglada wzor ogélny tego ciagu? Nie wiadomo,
cho¢ sa na Swiecie ludzie, ktérzy chcieliby go poznad.
Zdaje sie, ze to karkotlomne zadanie — zwlaszcza

ze okreslenie, czy dane slowo (nawet binarne!)

jest przetasowanym kwadratem, jest problemem
NP-zupelnym.

7 drugiej strony od calkiem niedawna wiemy, ze

kazdy odpowiednio dlugi binarny tangram prawie na
pewno jest przetasowanym kwadratem. ,Prawie na
pewno” oznacza tutaj, ze prawdopodobienstwo, ze
losowo wybrany binarny tangram jest przetasowanym
kwadratem, dazy do 1 przy n — oo.

Autorami |[dowodu| datowanego na grudzien 2025 sg Xiaoyu He i Logan
Post z Georgia Institute of Technology w Atlancie.

Powyzszy wynik nie jest trywialny, ale wzglednie tatwo
mozna wykazaé, ze liczba binarnych przetasowanych
kwadratow dtugosci 2n jest nie mniejsza niz (27;1)
Polecamy Czytelnikom probe znalezienia algorytmu,
ktory réznym ciagom binarnym o n jedynkach

i n zerach (tych jest wlasnie (2:)) przypisuje rézne
przetasowane kwadraty dlugosci 2n (przyklad na
stronie (3).

Terence Tao, problemy Erdosa i Al
Przemystaw CHOJECKI*

Thomas Bloom to brytyjski matematyk, ktory od kilku lat prowadzi strone
erdosproblems. com. Paul Erdés zostawil po sobie ponad tysiac probleméw —
gltownie z teorii liczb i kombinatoryki — z ktoérych wiele do dzisiaj pozostaje
nierozwigzanych. Bloom stara sie zebraé je wszystkie i skatalogowad.

Pod koniec grudnia 2025 roku na stronie Blooma zaczal panowaé ruch wigkszy
niz zwykle. Nowe wpisy, nowe podejscia do starych probleméw, pierwsze udane
ataki na problemy, ktérymi nikt nie zajmowat sie od 50 lat. Pow6d? Pojawienie
sie GPT-5.2 od OpenAl w publicznym dostepie.

Terence Tao jest jednym z najbardziej znanych matematykéw na $wiecie.
Medalista Fieldsa, niestrudzony edukator, ktéry prowadzi poczytny blog, ma
na swoim koncie liczne wyklady na Swiecie i skupia woké! siebie dziesiatki
wspolpracownikéw. Ostatnio znalazt sobie nowe hobby — Al. Dawniej sceptyk —
zachowaly sie jego wypowiedzi, w ktérych watpi w szeroka uzytecznos$c sztucznej

7


https://oeis.org/A191755
https://arxiv.org/pdf/2512.12077

Lean to jezyk programowania i asystent
dowodzenia, w ktérym mozna zapisywaé
twierdzenia matematyczne i ich dowody
w sposéb zrozumialy dla komputera.
Program weryfikuje kazdy krok
rozumowania, dzigki czemu raz
sformalizowany dowdd jest pewny — nie
ma w nim luk ani bt¢déw, ktére moga
umknaé¢ ludzkiemu recenzentowi.

LLM (ang. large language model) —
model uczenia maszynowego trenowany
na bardzo duzych zbiorach tekstéw, ktéry
uczy si¢ przewidywacé kolejne stowa

w zdaniu, typowo z wykorzystaniem
architektury transformera. W praktyce
pozwala to na generowanie spéjnych
odpowiedzi, cze¢sto brzmiacych jak
napisane przez czlowieka, a takze na
analize i przetwarzanie tekstu oraz prace
z kodem. Przykladem LLM jest rodzina
modeli GPT omawiana w tekscie.

Pelne rozwigzanie mozna zobaczy¢ pod
adresem
www.ulam.ai/research/erdos1148-full.pdf,
a dyskusje tu:
www.erdosproblems.com/1148.

O rozstrzygnieciu przez sztuczng
inteligencj¢ bardzo znanej hipotezy Erésa,
ktére zostalo ogloszone juz po wstepnym
ztozeniu niniejszego wydania Delty,
piszemy na stronie 16| (przyp. red.)

inteligencji — obecnie realista-eksperymentator. Dopiero co nagral na YouTube
film (youtu.be/JHEQ7cplfk87si=TRjhuae2bfEygéce)) o tym, jak uzywa Claude
Code do formalizacji swojego dowodu w Lean.

Tao jest tez jednym z najbardziej aktywnych uzytkownikéw forum Blooma. Jego
wpisy pojawiajg sie prawie codziennie, czesto odpowiada, komentuje, uzupelnia
kontekst, identyfikuje trudnoséci w problemach. To dzigki niemu kilka problemdw
Erdésa zostato rozwigzanych za pomoca Al

Co sie zmienilo z nadejSciem GPT-5.27

Rozumowanie. Przeskok pomiedzy tym a poprzednimi modelami z mojej
perspektywy jest wigkszy niz jakakolwiek zmiana, ktora dokonala si¢ wczesniej.
Wydtuzyl sie kontekst i okienko rozumowania. Oznacza to, ze model moze
przyja¢ wiecej danych i dtuzej sie nad nimi zastanawiaé — rozumowania w wersji
Pro Extended Thinking potrafia trwa¢ nawet 80-90 minut na jedno zapytanie.

Dzieki temu postepowi komentarz Tao, ktory zarysowuje strategie ataku na
problem, mozna uzy¢ jako prompt do GPT-5.2 (a obecnie 5.4), ktéry prowadzi
bezposrednio do gotowej pracy. Takich przyktadéw, prompt ~ gotowa praca
matematyczna, byto juz kilka.

LLM-y sa w stanie tez radzi¢ sobie bez komentarzy medalistéw Fieldsa. Sam
jestem czestym bywalcem forum i dzigki GPT-5.2 oraz GPT-5.4, a takze
procesowi, ktéry trwal dwa miesiace, rozwigzatem problem Erdésa nr 1148.
Problem ten ma elementarne sformulowanie: czy kazda duza liczba catkowita n
daje si¢ przedstawié¢ (dla pewnych catkowitych x,vy,2) w postaci n = 22 + y? — 22
z warunkiem max(z?, y?, 2%) < n?

Rozwiazanie jednak elementarne nie jest i wykorzystuje twierdzenie Duke’a

o dystrybucji punktéw na hiperboloidach. W znalezieniu go pomogta mi wiedza
z teorii liczb, dzigki czemu proces przypominal prowadzenie doktoranta do
rozwiazania. Mimo to GPT-5.2 nie byl w stanie ukonczy¢ problemu, za to GPT-5.4
niemal od razu zobaczyl poprawne rozwiazanie na bazie poprzednich notatek.

AT jako matematyk

AT oczywiscie jeszcze nie jest w pelni autonomicznym matematykiem — ale jest
to kierunek, ktérym sie zajmuje w ramach mojej dzialalnoéci zawodowej, jak
rowniez zajmuje sie tym kilka firm na $wiecie: Axiom, Math Inc., Harmonic.
LLM-y sa znakomite w wyszukiwaniu literatury przedmiotu i stosowaniu
rozumowan, ktére sa juz dostepne w innych kontekstach, ale w tej samej dzialce.
Za to absolutnie nie sa jeszcze zdolne do budowania nowych definicji i teorii

ani do brania inspiracji z innych dziedzin (chyba ze zostaly do tego popchnigte
promptami explicite).

Niemniej to, do czego juz sa zdolne, sprawia, ze praca
matematyka (a takze naukowca z dowolnej dziedziny)
znaczaco przyspiesza. Al jest w stanie bardzo doktadnie
przeszukac literature, zaprojektowaé eksperymenty

na wybranych przyktadach, zaproponowaé strategie
dowodowe i niektére samemu przeprowadzic.

Dlatego zachecam kazdego matematyka i pasjonata do
spréobowania GPT-5.4 Extended Thinking (koniecznie
Extended Thinking): wystarczy zaczaé¢ od zaladowania
modelowi swojej ostatniej pracy i poproszenia o mozliwe
kontynuacje i rozwiniecie tematu, by zobaczy¢, do czego
jest zdolny.

Praca matematyka w najblizszych latach mocno

sie zmieni. Odpowiedz na pytanie jak to juz temat

na osobny artykul. Innym waznym watkiem jest

tez formalizacja matematyki w Lean. Dziedzina, ktéra
jeszcze niedawno byla niewielka nisza, jest obecnie
jedna z najszybciej rozwijajacych sie gatezi matematyki.
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W koncu chcemy mieé¢ mozliwo$é weryfikacji, ze dowody,
ktére produkujg agenci Al, sa poprawne.

Tutaj najwigkszy przelom dokonal si¢ niedawno,

w 2026 roku. Firma Math Inc zbudowala bowiem
Gaussa — agenta Al ktéry, dziatajac nieprzerwanie
przez 2 tygodnie (bazujac na dodatkowej wspolpracy
z ludZmi), sformalizowal dowody Maryny Wiazowskiej
problemu upakowania sfer, za ktére otrzymala medal
Fieldsa. Formalizacja zajeta 200000 linii kodu w Lean.

Wkraczamy na nowe, nieznane terytorium

w prowadzeniu badan, w tym matematycznych.

AT obiecuje demokratyzacje ,inteligencji”, a co za

tym idzie, przyspieszenie generowania pomystéw,
dowodéw, twierdzen. Jest jeszcze wiele do zrobienia,
ale rzeczywisto$¢ matematyka zmienita sie w grudniu
2025 roku. Jestem optymista i wierze, ze zmiana ta jest
tylko na lepsze.


https://youtu.be/JHEO7cplfk8?si=TRjhuae2bfEyg4ce
www.ulam.ai/research/erdos1148-full.pdf
www.erdosproblems.com/1148

Nagrody stopnia pierwszego

Maksymilian Czyzewski (36) — XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie

Antoni Mazur (36) — V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie

Robert Rosczak (36) — I LO im. Mikolaja Kopernika w f.odzi
Michat Wolny (36) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Nagrody stopnia drugiego

Antoni Nowosielski (30) — III LO z Oddziatami Dwujezycznymi
im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

Tymon Sidor (30) — V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie

Wojciech Kisata (29) — IV LO im. Mikotaja Kopernika
w Rzeszowie

Artur Smolenski (29) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Stanistaw Mocny (28) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Jan Zabkiewicz (28) — III LO z Oddzialami Dwujezycznymi
im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

Mateusz Miernik (27) — LO im. $w. Jadwigi Krélowej

w Kielcach

Lucja Lyziak (26) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Stanistaw Koztowski (25) — IT LO im. ksieznej Anny

z Sapiehéw Jabtonowskiej w Bialymstoku

Adam Rowinski (25) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Nagrody stopnia trzeciego

Lukasz Ganczarek (24) — LO Nr III im. Adama Mickiewicza
we Wroctawiu

Maksymilian Kozicki (24) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Daria Lobas (24) — LO Nr III im. Adama Mickiewicza

we Wroctawiu

Jan Nowakowski (24) — CXXII LO im. Ignacego Domeyki
w Warszawie

Filip Sopala (24) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Jakub Swicarz (24) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Piotr Dybich (23) — V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie

Mateusz Jagoda (23) — Zespdt Szkét Ogodlnoksztatcacych
im. Adama Mickiewicza w Kluczborku

Stanistaw Jétkowski (23) — Elblaskie LO ,Elo” Montessori
Mateusz Jurach (23) — LO Nr XIV im. Polonii Belgijskiej
we Wroctawiu

Marek Konieczny (23) — Publiczne LO Stowarzyszenia Rodzin
Katolickich Archidiecezji Katowickiej

Julian Zbigniew KuryHowicz-KazZmierczak (23) —
Niepubliczna Szkota Podstawowa Verum et Bonum w Poznaniu
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LXXVII Olimpiada Matematyczna |

W zawodach stopnia pierwszego wzieto udzial 1681 uczniéw, do zawodow stopnia
drugiego zakwalifikowano 727 uczniéw, a do zawodéw stopnia trzeciego — 170 uczniow.

Wyniki
Olimpiad
2025/2026

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej na posiedzeniu w dniu 27 marca br.
postanowil przyznaé¢ 46 tytuléw laureata oraz nagrody pierwszego, drugiego, trzeciego
i czwartego stopnia. Otrzymali je nastepujacy zawodnicy (w nawiasie podano liczbe
uzyskanych punktéw na 36 mozliwych):

Piotr Magolan (23) — Niepubliczne LO Fundacji Krélowej
Swictej Jadwigi w Ketach

Stanistaw Pekrul (23) — XIII LO w Szczecinie

Szymon Pilipczuk (23) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Wiktor Stankiewicz (23) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Adam Wiatr (23) — VIII LO im. Adama Mickiewicza

w Poznaniu

Jakub Zagrodzki (23) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Rafal Zebrun (23) — Akademickie LO Politechniki Wroctawskiej
we Wroctawiu

FLukasz Bachara (22) - LO Nr I im. ks. Stanistawa Konarskiego
w Os$wigcimiu

Hugo Stefaniak (22) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Borys Wawrzynéw (22) — IV LO z Oddzialami Dwujezycznymi
im. Stanistawa Staszica w Sosnowcu

Nagrody stopnia czwartego

Wojciech Bartnicki (20) — I LO im. Adama Mickiewicza
w Biatymstoku

Filip Czerwinski (20) — XIV LO im. Stanislawa Staszica
w Warszawie

Rafal Karpinski (20) — XXXIII LO Dwujezyczne im. Mikotaja
Kopernika w Warszawie

Michal Stefani (20) — VIII LO z Oddziatami Dwujezycznymi
im. Marii Sklodowskiej-Curie w Katowicach

Tomasz Banaszczyk (19) — I LO im. Bolestawa Chrobrego
w Piotrkowie Trybunalskim

Szymon Gross (19) — V LO im. Stefana Zeromskiego

w Gdansku

Zuzanna Mosionek (19) - XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Igor Popowski (19) — Akademickie LO Politechniki Slaskiej
w Gliwicach

Mitosz Wilk (19) — IIT LO im. Adama Mickiewicza

w Katowicach

Michal Wojkiewicz (19) — VIII LO im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu

Nagrode im. Andrzeja Makowskiego za najlepiej zredagowane
poprawne rozwigzanie zadania z finaltu LXXVII Olimpiady
Matematycznej otrzymat:

Stanistaw Pekrul — XIII LO w Szczecinie za rozwigzanie
zadania pierwszego.

Komitet Gltéwny Olimpiady Matematycznej dziekuje wszystkim,
ktorzy pomagali finalistom w przygotowaniach do zawodow.
Organizacje wspierajace Olimpiade Matematyczna: Wincent,
PwC, Jane Street, Cloud Ferro, G-Research, Rafal Brzoska
Foundation, Benevity, a takze $rodowisko matematyczne w formie
1,5% podatku.

Pelng tres¢ komunikatu prasowego mozna odnalezé na stronie
om.sem.edu.pl


http://www.om.sem.edu.pl
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XXI Olimpiada Matematyczna Junioréw

W zawodach stopnia pierwszego wzieto udziat 13301 uczniéw z 1563 szkot, do zawodoéw stopnia
drugiego przystapito 1469 uczniéw z 913 szkél, a do zawodoéw stopnia trzeciego — 178 uczniéw

Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej Junioréw na posiedzeniu w dniu 14 marca br. ustalit
| progi punktowe wystarczajace do uzyskania tytutéw laureata pierwszego, drugiego i trzeciego stopnia.

Otrzymali je nastepujacy zawodnicy (w obrebie kazdej grupy laureatéw kolejnosé jest alfabetyczna):

Laureaci I stopnia (27—30 punktéw)

Jan Artur Andrzejewski, Mateusz Adam Bak, Dawid Natan
Bociaga, Jerzy Dymara, Piotr Hryniewiecki, Benedykt Piotr
Kaczmarek, Karol Kaczmarek, Adam Maciej Kapka,

Piotr Aleksander Kawecki, Bruno Maciej Krason,

Leonard Krélczyk, Julian Zbigniew Kuryllowicz-Kazmierczak,
Oleksandra Lysakova, Bartosz Muszynski, Filip Bogustaw
Pachel, Jan Edward Roszkowski, Szymon Rynkiewicz,
Bartosz Skublewski, Rafat Sobolewski, Lukasz Jozef Sulowski,
Adrian Szydtowski, Jakub Wujec.

Laureaci II stopnia (21-26 punktéw)

Milan Btaszczyk, Zofia Budas, Sebastian Czajka,

Natalia Dziedzic, Nina Teresa Glowacka, Wojciech Jedlinski,
Szymon Kalinowski, Gabriel Karaszewski, Piotr Kasikowski,
Mateusz Lukasz Kazmierczak, Sergiusz Kesik, Stefan Kosior,
Julian Krzysztof Koziot, Karol Kulczycki, Artur Pawet
Lewandowski, Szymon Jan Lipiniski, Natan Lazarewicz,
Maciej fuszczek, Aleksandra Agata Mazur, Paulo Moreno
Joao, Oleksandr Mostovy, Grzegorz Motylewski,

Ignacy Tomasz Mystek, Tobiasz Jan Nagtowski,

Krzysztof Tomasz Olejnik, Arkadiusz Piechota,

Bartosz Grzegorz Retka, Krzysztof Rzonca,

Mateusz Tomasz Sobanski, Tobiasz Szymanski, Jakub Alojzy
Targowski, Krzysztof Hipolit Turant, Kateryna Varusha,
Aleksander Wiesiotek, Michal Swietopetek Zabrocki,

Anna Zaleska.

Laureaci III stopnia (15-20 punktéw)

Mikalai Ausiannikau, Artur Beling, Tomasz Bialorucki,
Adam Stanistaw Bis, Artur Chmielewski, Jedrzej Czyzkowski,
Mikotaj Elert, Adam Gajdzis, Ignacy Galek,

Grzegorz Goc, Emil Helbing, Piotr Grzegorz Kachelek,
Franciszek Ktudkowski, Krzysztof Kocyk, Jan Koniew,
Szymon Albert Krupa, Lukasz Kuzma, Ewa Kwasnicka,
Maksymilian Le$niak, Szymon Ligeza, Hanna Ewa Lipiec,
Hanna Wanda Lis, fucja Laszkiewicz, Bartosz Mazurowski,
Jay Mitros, Julia Mltodzikowska, Antonio Norbert

Moreno Joao, Ignacy Mularczyk, Liliana Nowak,

Aleksei Peysakhovich, Wojciech Przemystaw Pira,

Jan Wojciech Pydych, Vincent Romanowski, Igor Smetek,
Tymon Marcin Stefaniak, Adam Szmytka, Tobiasz Mikotaj
Slepaczuk, Mikotaj Swiatek, Mikotaj Tkaliriski,

Adam Marcin Tomaka, Michal Tyminski, Max Tomasz
Zaborowski, Antoni Zakarczemny, Lena Zawodzinska,
Marcel Patryk Zielifiski, Gabriel Zurkowski.

Komitet Gtéwny OMJ sktada serdeczne gratulacje i podziekowania wszystkim wspierajacym osoby
przygotowujace sie do naszych zawodéw — rodzicom, nauczycielom, dyrekcjom szkét organizujacych
kota i klasy matematyczne, a takze osobom prowadzacym zajecia dodatkowe, w tym ekspertom

zwigzanym ze Srodowiskiem olimpijskim.

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej Junioréw pragnie réwniez serdecznie podziekowaé
Wydzialowi Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego oraz Politechnice
Warszawskiej za udostepnienie sal na przeprowadzenie zawodéw finatowych.

Pelng tre$¢ komunikatu prasowego mozna odnalezé na stronie omj.edu.pl

LXIX_EN)
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ASTRONOMICZNA

LXIX Olimpiada Astronomiczna

Final 69. Olimpiady odbyt! sie w Planetarium Slaskim Parku Nauki w Chorzowie. Przez trzy
dni 21 finalistéw mierzyto si¢ z zadaniami teoretycznymi, z analizy danych oraz zadaniami
obserwacyjnymi. Czes¢ z nich zostata przeprowadzona pod koputla Planetarium wyposazonego w jeden

z najnowoczes$niejszych systemoéw projekcyjnych na swiecie, a dzieki niemal idealnym warunkom
pogodowym udato si¢ réwniez przeprowadzi¢ obserwacje z tarasu Planetarium.

Laureaci olimpiady to:

I miejsce: Dawid Chudzik, XIV Liceum Ogélnoksztalcace
im. Stanislawa Staszica w Warszawie. Dawid triumfowat

w Olimpiadzie takze w ubieglym roku, a z 18.
Miedzynarodowej Olimpiady z Astronomii i Astrofizyki

w Indiach (IOAA) przywiézl ztoty medal.

IT miejsce — Jan Dabrowski, XIII Liceum Ogélnoksztatcace
w Szczecinie

ITT miejsce — Artur Zidétkowski, Uniwersyteckie Liceum
Ogdlnoksztatcace w Toruniu

IV miejsce — Michal Mrzyk, V Liceum Ogdlnoksztalcace
w Bielsku-Biatej

V miejsce — Oliwier Kwiatkowski, XIV Liceum
Ogoélnoksztalcace im. Stanistawa Staszica w Warszawie

VI miejsce — Bartosz Wegrzyn, I Liceum Ogolnoksztatcace
z Oddziatami Dwujezycznymi im. Mikolaja Kopernika

w Krosnie

VII miejsce — Jakub Rakoca, II Uniwersyteckie Liceum
Ogoélnoksztatcace w Toruniu

VIII miejsce — Antoni Gazda, I Liceum Ogolnoksztatcace

z Oddziatami Dwujezycznymi im. Mikotaja Kopernika

w Krosnie

Pierwszych pieciu laureatéw bedzie reprezentowaé Polske podczas 19. Miedzynarodowej Olimpiady
z Astronomii i Astrofizyki (IOAA), ktéra odbedzie si¢ w Hanoi w Wietnamie.
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Olimpiada
Informatyczna

Juniorow
Laureaci I stopnia
Rafal Sobolewski, Filip Pachel, Michal Szarata, Blazej

Grodzicki, Maksymilian Polikowski, Tobiasz Szymanski,
Jedrzej Sakowicz, Stanistaw Machaj.

oij.edu.pl.

Laureaci i laureatki II stopnia

Antoni Zakarczemny, Karol Kaczmarek, Karol Janicki,
Julian Zbigniew Kuryttowicz-Kazmierczak, Jan Fronczyk,
Lena Zawodzinska, Mikotaj Tkaliniski, Barttomiej Sobczuk,
Bruno Krason, Michal Zabrocki, Sebastian Czajka, Stanistaw
Gozdalik, Aleksander Scislo, Mieszko Fus, Natan Lazarewicz,
Krzysztof Rzonca, Piotr Barwicki, Maksymilian Cichosz.

XX Olimpiada Informatyczna Junioréow

Final XX OIJ odbyt si¢ w dniach 17-19 kwietnia 2026 roku w Warszawie. Zostato do nich
zakwalifikowanych 114 zawodniczek i zawodnikow.

Zwyciezca XX OIJ zostat Rafal Sobolewski reprezentujacy SP nr 18 w Zielonej Goérze. Ponizej lista
laureatéw (kolejno$é wedlug zajetego miejsca). Lista wszystkich finalistéw jest dostepna na stronie

Laureaci i laureatki III stopnia

Marcin Czaja, Jan Wojciech Pydych, Mikotaj Elert, Igor
Zieliniski, Dominika Idzikowska, Aleksander Kalinowski,
Mikotaj Muras, Mikotaj Swiatek, Jan Kurlej, Sebastian
Butyszko, Karol Kulczycki, Antoni Makowski, Liliana Nowalk,
Artur Chmielewski, Szymon Lewicki, Sergiusz Kesik, Jan
Trembecki, Marek Pelowski, Piotr Hryniewiecki, Michat
Kalinowski, Jacek Maj, Jakub Targowski, Michat Gasior,
Damian Ry$, Dominik Swiderski, Maciej Wrotek, Krzysztof
Rogajto, Grzegorz Motylewski, Henryk Golenko.

XXXIII Olimpiada Informatyczna

W dniach 17-20 marca 2026 roku w Warszawie odbyty sie zawody III stopnia XXXIIT Olimpiady
Informatycznej. Zostato do nich zakwalifikowanych 129 zawodnikéw i zawodniczek. W ciggu dwéch
dni zawodow III stopnia zawodnicy rozwiazywali w sumie sze$¢ zadan programistycznych ocenianych

od 0 do 100 punktéw.

Ceremonia zakonczenia XXXIII Olimpiady Informatycznej odbyla sie 20 marca. Komitet Gléwny

Olimplada
Informatyczna
na stronie oi.edu.pl.
Laureaci I miejsca
1. Stanistaw Lada (458, XIV LO, Warszawa, kl. 4)
2. Franciszek Szymula (452, V LO, Krakéw, kl. 4)
3. Krzysztof Tomasz Witkowski (433, XIV LO,
Warszawa, kl. 1)
. Artur Smolenski (424, XIV LO, Warszawa, kl. 1)
. Michal Adam Roguz (377, I LO, L6dz, kl. 2)
. Piotr Dybich (360, V LO, Krakéw, kl. 2)
. Michal Piotr Wolny (326, XIV LO, Warszawa, kl. 3)
8. Jakub Wozniak (320, LO TEB Edukacja, Swidnica, kl. 3)

IS I S TN

Laureaci i laureatki IT miejsca

9. Jan Kosiorowski (315, V LO, Krakéw, kl. 3)

10. Filip Lizak (312, Publiczne LO Politechniki L.6dzkiej,
L6dz, kl. 4)

11. Szymon Czestaw Krzywda (308, LO nr XIV, Wroctaw,

kl. 1)

Samuel Juszkiewicz (307, Technikum Facznosci nr 14,

Krakoéw, kl. 3)

Kacper Mréz (300, III LO, Tarnéw, kl. 3)

14. Tymon Durlej (293, LO nr III, Wroctaw, kl. 3)

15. Maciej Maczka (290, V LO, Krakéw, kl. 2)

16. Krystian Szumlas (286, III LO, Gdynia, kl. 3)

17. Michat Olgierd Masny (276, XIV LO, Warszawa, kl. 4)

18. Jakub Marcin Kussowski (272, III LO, Gdynia, kl. 4)

19. Antoni Jan Nowak (263, XIV LO, Warszawa, kl. 3)

20. Jan Myszka (261, Spoteczne LO ASSA, Wroctaw, kl. 4)

21. Sebastian Dominik Paszkowski (259, LO nr III,
Wroctaw, k1. 3)

22. Mateusz Jurach (257, LO nr XIV, Wroctaw, kl. 4)

23.—24. An Son Nguyen (256, XIV LO, Warszawa, kl. 4)
Robert Rosczak (256, I LO, £6dz, kl. 4)

Laureaci i laureatki III miejsca
25. Antoni Pusz (250, XIV LO, Warszawa, kl. 4)
26. Mikotaj Kazimierczak (241, LO nr XIV, Wroclaw, kl. 4)

12.

13.

11

przyznal tytuty laureata I, II i III miejsca oraz wyrdznionego finalisty zgodnie z ponizsza lista,
(w nawiasach liczba zdobytych punktéw, szkota oraz klasa). Lista wszystkich finalistéw jest dostepna

27. Jakub Maciej Zyto (234, XIV LO, Warszawa, kl. 3)
28. Mateusz Pawel Nowopolski (230, III LO, Gdynia,
kl. 4)
29. Pawel Czajkowski (228, II LO, Konin, kl. 3)
30.-31. Maksymilian Kozicki (226, XIV LO, Warszawa,
kl. 2)
Stanistaw Franciszek Sowa (226, V LO, Krakéw, kl. 4)
32. Patryk Grabowski (224, XIV LO, Warszawa, kl. 4)
33.-34. Daria Lobas (222, LO nr III, Wroctaw, kl. 3)
Bartosz Olizarowski (222, LO nr XIV, Wroctaw, kl. 4)
35.-36. Tymon Tluczek (214, VIII LO, Poznan, kl. 3)
Mikotaj Piotr Zuber (214, VIII LO, Warszawa, k1. 4)
37. Marcin Antoni Krysiak (213, XIV LO, Warszawa, kl. 3)
38. Aleksander Olszewski (212, I LO, Lublin, kl. 4)
39. Kamil Szmurto (210, V LO, Krakéw, kl. 4)
40.-41. Patryk Foremny (207, Publiczne Akademickie LO,
Rzeszéw, K. 4)
Jakub Zagrodzki (207, XIV LO, Warszawa, kl. 3)
42. Michal Dziedzic (206, LO nr XIV, Wroctaw, k1. 4)
43. Michal Mieszek (205, XIV LO, Warszawa, kl. 3)
44. Szymon Szymanski (203, III LO, Gdynia, kl. 4)
45-47. Aleksander Jan Chmielowiec (200, XIV LO,
Warszawa, k1. 3)
Witold Swacha (200, XIV LO, Warszawa, kl. 2)
Maciej Wandas (200, V LO, Krakéw, kl. 4)
48. Iwo Potoniec (192, V LO, Krakéw, kl. 3)
49. Marek Bernard Kazimierczak (191, XIV LO,
Warszawa, kl. 4)
Finalisci i finalistki z wyréznieniem
Michal Pawel Bublewicz, Franciszek Czaplewski, Rafatl
Sobolewski, Piotr Dominik Gradziel, Joanna Potempa, Michat
Tomasz Kurpiewski, Wojciech Ogrodnik, Mikotaj Patryk
Krzeszowiak, Patryk Niemczyk, Karol Zeleznik, Jan Zachar,
Mikotaj Szadkowski, Witold Jézef Milewski, Filip Pawicki,
Jeremi Konefal.
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Tradycyjnie zadania na finale Olimpiady byly trudne.
Zadanie doswiadczalne polegato na wyznaczeniu kata
przylegania matych kropli oleju do szklta. Zawodnicy mieli
do dyspozycji soczewke ptasko-wypukla, na jej ptaskiej
powierzchni nalezato rozpyli¢ olej. Do dyspozycji byla tez
latarka, za jej pomoca mozna bylo o$wietli¢ soczewke od
strony powierzchni wypuktej. W ten sposéb, jesli latarka
umieszczona byta w ognisku soczewki, kropelki oleju na
soczewce oSwietlane byly réwnolegly wiazka Swiatta. Efekt
byt taki, ze krople oleju widoczne byly pod niewielkim katem
i znikaty w przypadku obserwacji pod wiekszymi katami.
Zadanie polegato na znalezieniu najwiekszego kata, pod
ktorym krople byly jeszcze widoczne i na powiazaniu tego
kata z katem przylegania. Zadanie okazalo si¢ trudne, ale
kilku zawodnikéw potrafito podaé dobre, pelne rozwigzanie.

Zadania rachunkowe dotyczyty kilku dziatéw fizyki. Pierwsze
zadanie polegalo na zbadaniu niesprezystego zderzenia
dwoch kul, duza kula lezata na powierzchni ptaskiej, a mata
kulka uderzata w nig niecentralnie. To zadanie okazato sie
stosunkowo najtatwiejsze, cho¢ tez zréznicowato uczestnikéw.
Drugie zadanie dotyczyto hydrostatyki na wyimaginowanej
planecie, nalezalo okresli¢ prace konieczna do wyciagniecia
sondy z oceanu oraz na wyznaczeniu masy planety. Byto

to zadanie najtrudniejsze z zadan teoretycznych. Trzecie
zadanie dotyczyto oddzialywania kilku przewodéw, przez
ktore ptynelty prady przemienne o réznych fazach. To
zadanie okazato sie trudne i niewielu zawodnikéw podalo
rozwigzanie. By¢ moze tak si¢ stalo, poniewaz bylto ono
ostatnie w kolejnosci i uczestnikom nie starczylo czasu na
rozwigzanie.

Pelne teksty zadan i ich rozwiazania znajduja sie na stronie
Olimpiady: www.kgof .edu.pl.

Podczas finalu uczestnicy mieli tez zapewnione

zajecia. Mogli wystuchaé trzech wyktadéw dotyczacych
wspolczesnych probleméw fizyki, zwiedzi¢ Muzeum Powstania
Warszawskiego oraz... pogra¢ w kregle.

Wszyscy uczestnicy zawodow finatowych uzyskali tytut
finalisty, a 32 osobom przyznano tytuly laureatéw. Pelna lista
laureatéw oraz finalistéw znajduje sie na stronie internetowej
Olimpiady: www.kgof.edu.pl. Najcenniejsza nagroda dla
finalistéw Olimpiady jest oczywiScie zwolnienie z egzaminu
maturalnego z fizyki oraz daleko idace utatwienia w przyjeciu
na studia na wyzsze uczelnie. Ponadto uczestnicy finatu
otrzymali nagrody ksigzkowe i inne. Po raz pierwszy od
wielu lat dostali oni takze zestawy zadania do$wiadczalnego
wykonywanego w czasie zawodéw. W tym roku Olimpiada
otrzymala darowizne z Fundacji Orlen, ktora umozliwita
ufundowanie nagréod dla tych nauczycieli, ktérych uczniowie
zakwalifikowali sie do czesci doswiadczalnej drugiego etapu
Olimpiady. Nauczyciele laureatow uzyskali réwniez dodatkowe
nagrody.

Pierwszych pieciu laureatéw tegorocznej Olimpiady wezmie
udzial w Miedzynarodowej Olimpiadzie Fizycznej, ktora
odbedzie si¢ w lipcu tego roku w Kolumbii. Kolejna piatka
bedzie uczestniczy¢ w Europejskiej Olimpiadzie Fizycznej

w Szwecji.

Z okazji jubileuszu Olimpiady wydana zostata

ksiazka ,,75 lat Olimpiad Fizycznych”, gdzie podane

sa wybrane zadania wraz z rozwiazaniami z ostatnich

25 lat. Uruchomiona tez zostala wyszukiwarka zadan,

gdzie znajduja sie wszystkie zadania ze wszystkich

Olimpiad Fizycznych: www.kgof .edu.pl/?p=baza_zadan,
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LXXYV Olimpiada Fizyczna

To juz dtuga tradycja, ze na wiosne kazdego roku odbywa sie w Warszawie final
Olimpiady Fizycznej. W tym roku wziely w nich udzial 83 osoby ze wszystkich regionéw
Polski. W dniach 11-12 kwietnia zawodnicy rozwiazywali zadania finalowe, a 14 kwietnia
w budynku Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego miato miejsce uroczyste
zakonczenie, ogloszenie wynikéw i wreczenie dyploméw i nagréd.

oraz baza wszystkich laureatéow Olimpiad Fizycznych
www.kgof .edu.pl/?p=wyszukiwarka.

Lista laureatéw 74. Olimpiady Fizycznej, w kolejnosci
zajetych miejsc:

Borys Maciej Wawrzynéw, IV LO z Oddziatami
Dwujezycznymi im. Stanistawa Staszica w Sosnowcu

Dawid Michal Chudzik, XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Mikotaj Litwin, III LO im. Unii Lubelskiej w Lublinie
Sebastian Bednarek, XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Bolko Pawel Wieleba, XXI LO im. Stanistawa Kostki

w Lublinie

Jakub Deron, IT LO im. ksieznej Anny z Sapiehéw
Jabtonowskiej w Biatymstoku

Jan Dabrowski, XIII LO w Szczecinie

Jan Marek Nasieniewski, Uniwersyteckie LO w Toruniu
Jakub Jan Kaminski, V LO z Oddziatami Dwujezycznymi
im. Adama Asnyka w Szczecinie

Adam Ben Saad, I LO z Oddzialami Dwujezycznymi

im. M. Kopernika w Krosnie

Aleksander Pawel Sobolewski, Publiczne LO Politechniki
t.6dzkiej w F.odzi

Piotr Karol Bacciarelli-Grobelny, II LO z Oddziatami
Dwujezycznymi im. Stefana Batorego w Warszawie

Karol Piotr Matyka, III LO im. Adama Mickiewicza

we Wroctawiu

Maksymilian Dominik Gogolewski, Akademickie LO
Politechniki Wroctawskiej we Wroctawiu

Bartosz Wegrzyn, I LO z Oddziatami Dwujezycznymi

im. M. Kopernika w Krosnie

Zbigniew Gul, II LO im. Hugona Kottataja w Walbrzychu
Stanistaw Pekrul, XIII LO w Szczecinie

Patryk Pawel Bargiel, IV LO z Oddziatami
Dwujezycznymi im. Stanistawa Staszica w Sosnowcu

Jakub Krzysztof Malawski, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie

Adam Gaspar Machnik, II LO im. Kréla Jana III
Sobieskiego w Krakowie

Yukasz Ganczarek, III LO im. Adama Mickiewicza

we Wroctawiu

Igor Andrzej Kaminski, V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie

Sasha Matkowskie, Akademickiego LO Politechniki
Wroctawskiej we Wroctawiu

Maciej Jan Schydlo, Akademickiego LO Politechniki
Wroctawskiej we Wroctawiu

Jan Stefan Nowakowski, CXXII LO im. Ignacego Domeyki
w Warszawie

Fukasz Kamil Grabowski, VIII LO im. Kréla Wiadystawa
IV w Warszawie

Wojciech Sobczak, 2 Spotecznego LO z Oddziatami
Miedzynarodowymi im. Pawta Jasienicy STO w Warszawie
Natalia Sosna, V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie

Andrzej Jacek Ajdukiewicz, I LO Dwujezycznego

im. Edwarda Dembowskiego w Gliwicach

Aliaksei Brutski, II LO im. ksieznej Anny z Sapiehow
Jabtonowskiej w Biatymstoku

Tymon Kusnierczak, VIII LO im. Adama Mickiewicza

w Poznaniu

Tymoteusz Bernard Boraczewski, III LO im. Adama
Mickiewicza we Wroclawiu


https://www.kgof.edu.pl
https://www.kgof.edu.pl/?p=baza_zadan
https://www.kgof.edu.pl/?p=wyszukiwarka

lakie jest
Zyci

Ptasie plotki

Kiedy schodze rampa do garazu, stysze ozywione glosy. Brzmia jak goraca
dyskusja, ba, nawet kl6tnia. Ja z rozmowy nie rozumiem ani stowa, bowiem
prowadza ja jaskotki dyméwki. Sa tuz nad moja glowa, siedza na rurce
prowadzacej wode do tryskacza. Tuz obok na murze wida¢ poczatki budowanego
z lepkiej gliny gniazda. Mistrzynie latania sg niewielkimi ptakami, robia jednak

wielki zgietk, chciatoby sie rzec ,,dziéb im sie nie zamyka”. Potok gwizdow,
¢wierkéw, zgrzytow, skrzypow, w tempie nieosiagalnym dla cztowieka. Stoje
i shucham, a one gadaja, gadaja i gadaja.

Niezwykle umiejetnosci wokalne dotyczg przede
wszystkim ptakow spiewajacych, co jest terminem
okreslajacym nie tyle piekno wydawanych dzwiekéw, co
raczej budowe aparatu wydajacego dzwicki. Spiewajace
stanowia ponad potowe gatunkow ptakéw zyjacych
obecnie na Ziemi. Ich glos, szczegdlnie w relacji do
drobnych rozmiaréw, rozbrzmiewa gloéno i przenikliwie,
rekordzista, dzwonnik bialy, w najglosniejszej fazie
swojego zaspiewu osiaga 125 dB, tyle co silnik
startujacego samolotu.

Mozliwosci ptasich $piewakéw powiazane sa z budowa
ich uktadu oddechowego, ktory oprocz ptuc zawiera
system workéw powietrznych wypekiajacych ciato
ptaka. Dzieki workom ptak jest 1zejszy, ale przede
wszystkim umozliwiaja one przeplyw powietrza

w jednym kierunku i znakomita wydajno$¢ wymiany
gazowej. Przy wdechu powietrze dostaje si¢ najpierw do
worka znajdujacego sie z tylu ciala ptaka, a nastepnie
do ptuc. Z phtuc przemieszcza sie do worka z przodu
ciala, a stamtad na zewnatrz.

Przednie worki powietrzne odgrywaja takze wielka

role w wydawaniu przez ptaki dzwickow. Znakomitosé
$piewacza ptaki osiagaja dzieki tzw. krtani dolnej,

czyli syrinksowi. Znajduje si¢ on duzo nizej niz krtan
ludzka, w miejscu, gdzie tchawica rozdziela si¢ na

dwa oskrzela. Syrinks jest struktura sztywna, tworza
go zmodyfikowane pierscienie tchawicy oraz pierwsze
pierscienie oskrzelowe. We wnetrzu znajduja sie parzyste
blony i faldy drgajace pod wplywem przeplywajacego
powietrza, a ich napiecie oraz ksztalt sa regulowane przez
kilka par wyspecjalizowanych mieéni przyczepionych do
chrzastek syrinksu. Dzwigk powstaje dzigki drganiom
kilku bton i faldéw po obu stronach rozwidlenia tchawicy.
Sztywna struktura syrinksu dziata jak rezonator,
dodatkowo efekt wzmocnienia dzwieku dodaja cala szyja,
podniebienie oraz dziéb ptaka. Powietrze przepltywajace
przez syrinks wypychane jest przez migénie z duza sila.
Caly ten zestaw instrumentow glosowych daje wielka
,mnoc” §piewacza.

Jednak to nie wszystko. Poniewaz syrinks ma dwie
czesci, ptak moze niezaleznie sterowaé dzwiekiem
pochodzacym z lewego i prawego oskrzela, co daje
mozliwos$¢ kontroli wysokoéci, natezenia i barwy

glosu. Moze na przyklad $piewaé¢ na przemian jednym
lub drugim , kanatem”, moze takze uzywaé dwdch,
wydajac ten sam lub dwa rézne dzwieki na raz. Do tego
dochodzi mozliwoéé¢ praktykowana przez czesé ptakow —
$piewania zarowno w trakcie wdechu jak i wydechu.
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A tempo? Blony syrinksu drgaja z czestoscia
kilkuset, a nawet kilku tysiecy razy na sekunde.
Miesnie kontrolujace prace moga modulowaé dzwieki
z czestoscia nawet do 200 razy na sekunde, co daje
niektorym wirtuozom nieprawdopodobnie duze
mozliwodci.

I tak, skowronek ,wiszacy” nad polem (zatem w pelni
aktywnego lotu) potrafi $épiewaé nieprzerwanie nawet
kilkanascie minut. Stowik moze wyspiewywaé¢ 150-200
réznych typow ukladéw, szpak potrafi nasladowaé
dziesiatki r6znych dzwigkdéw, a jego repertuar moze
obejmowac setki elementéw wokalnych.

Takie umiejetnosci nie biora sie jednak z samego
Hinstynktu”, ptaki ucza sie przez cze$é dorostego

zycia. Oprocz ,,bazowych” umiejetnosci to, co $piewaja,
wynika z otoczenia, tego, jak duzo ¢wicza i od kogo sie
ucza. Nauka $piewu przypomina nauke mowy u dzieci

i przebiega w kilku etapach. W pierwszej fazie piskle
stucha $piewu dorostych, a w jego mézgu powstaje
wzor prawidlowej piesni. Nastepnie mlode zaczynaja
same wydawaé dzwieki, ktore nie przypominaja Spiewu
dorostych, podobnie jak gaworzenie niemowlecia nie
jest ludzka mowa. Stopniowo ptak wydaje dzwieki
przypominajace zapamietany wzorzec, powtarzajac

i korygujac napigcie miesni, osiaga coraz lepsze
rezultaty. W koncu powstaje ostateczna wersja piesni,
u czedci gatunkdéw niezmienna przez cale zycie. Jedli
mtody ptak nie styszy $piewu dorostych w odpowiednim
okresie albo nie styszy wlasnego glosu, jego $piew
rozwija si¢ nieprawidtowo.

Poruszajace sa wyniki pracy z 2025 roku grupy badaczy
z Uniwersytetu Oksfordzkiego w Wielkiej Brytanii.
Praca dostarcza dowodow na to, ze procesy ksztaltujace
kulture u zwierzat sa pod wieloma wzgledami podobne
do tych obserwowanych w kulturze ludzkiej. Struktura
wieku, Smiertelnosé i migracje wplywaja na to, ktore
tradycje sa zachowywane, a ktére zanikaja.

Zebrano ponad 100 tys. nagran Spiewu sikory bogatki
od ponad 400 osobnikéw i wykorzystano metody
uczenia maszynowego do porownywania repertuaréw
piesni miedzy ptakami.

Badanie wykazalo, ze bogatki w podobnym wieku
Spiewaja podobne piesni. Spotecznosci o szerokim
rozrzucie wiekowym maja bardziej zréznicowany
repertuar. Najstarsze ptaki §piewaja swoje piesni,
nawet jesli nie sg one popularne wéréd mtodszych
osobnikéw. Dzieki temu spowalniaja zanikanie dawnych



tradycji $épiewu. Autorzy poréwnuja je do ludzi
pamietajacych stare piosenki i zwyczaje. Migracja
miedzy spolecznodciami takze spowalnia tempo zmian.
Przybywajace do grupy sikorki nie wprowadzaja nowych
piosenek, ale raczej dostosowuja sie do popularnych
utworéw nowej spotecznosci. Wieksza mobilnoéé ptakow
prowadzi do homogenizacji, poniewaz wedrowcy
$piewaja gléwnie popularne klasyki. Spotecznosci
ptakéw, ktére nie oddalaja sie zbytnio od domu, maja
zazgwycza]j unikalne gusta muzyczne. Te odizolowane
spolecznosci $piewaja zazwyczaj lokalne ,hity”, ktére
nie dotarty do sasiednich populacji.

Kultury $piewu ptakéw nasiakaja takze wplywem
cztowieka. Ptaki miejskie §piewaja wyzej i glosniej niz
ich bardziej dzicy ,bracia”. Te gatunki, ktore nasladuja
rézne dzwieki z otoczenia, kiedys wprowadzaly

Bolonia dla scislaka

Pewien znany anatom z Bolonii
Martwq zabe zielong miat w dioni.
Nie namyslal sie wiele,

Zaczql cigé jg skalpelem,

A tu Zaba ozyla jok zombie.

plotu.

Rys. 1. Maszyna zakardowa w MAMBo

Poltudnik Cassiniego

do repertuaru zawolania innych gatunkow. Wraz

z rosnacg presja czlowieka pojawiajg si¢ w ich $piewach
takze dzwieki wzbudzajace w pierwszym odruchu
rozbawienie. Ot, jeden z pigkniej $piewajacych

ptakéw na Ziemi, australijski lirogon utrwalony na
filmie Davida Attenborougha, wzbogaca swojg piesn

o dzwigki migawki aparatu fotograficznego, alarmu
samochodowego, wreszcie, pily tancuchowej i odglosu
padajacych drzew.

Jakze byloby pigknie, gdyby akurat ta pie$n nie
rozpowszechniala sie, pozostala jedynie nietrwalym,
lokalnym kolorytem.

Marta FIKUS-KRYNSKA

Recalde N. M. i wsp. ,,The demographic drivers of cultural evolution
in bird song” Current Biology 35, 2025.

Marcin BRAUN

Pomnik bohatera tego limeryku znajdziemy w samym centrum miasta. Czy
jednak po Galvanim zachowaly sie jakie$ pamiatki, nie udato mi sie ustalic.
Cho¢ kazdy wydzial boloniskiego Universitatis Studiorum ma swoje muzeum —
w przypadku fizyki zwane skromniej kolekcjg — to akurat podczas mojej wizyty
wydzial byl zamkniety, o czym informowala kartka po wewnetrznej(!) stronie

Za to po drodze moglem zajrze¢ do MAMBo, czyli Museo d’Arte Moderna

di Bologna, gdzie réwniez znajdziemy eksponat zwigzany z naukami $cistymi.
Jednymi z pierwszych programowalnych urzadzen byly maszyny zakardowe.
Tkaly one materialy z nawet bardzo skomplikowanymi wzorami zakodowanymi
na kartach perforowanych. I oto w MAMBo znajdziemy taka maszyne, do ktérej
artysta wpuscit dane ze swojego DNA. Efekt przypomina wycieraczke, ale liczy
sie pomyst — niebanalny (rys. 1).

Najwiekszy w miescie przyrzad pomiarowy znajduje sie w Bazylice

$w. Petroniusza. Tworzy go cala swiatynia. Jest to camera obscura, ktorej
otworek znajduje sie w suficie, a tworzony przezen obraz Stonica obserwujemy

skale (rys. 2).

wynosit 0,56.

Rys. 2. Potudnik w Bazylice
$w. Petroniusza
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na posadzce. Przez punkt polozony bezposrednio pod otworkiem poprowadzono
linie¢ w kierunku pélnoc-potudnie, a po jej dwdch stronach znajduja sie dwie

Jedna z nich to podziatka, ktorej jednostka jest setna czes¢ wysokosci otworka
nad podloga. W dniu mojej wizyty w poludnie obraz Stonca przechodzil
przez liczbe 56, skad wniosek, ze cotangens wysokosci Stonica nad horyzontem

Cale urzadzenie nazywane jest po prostu poludnikiem (meridiana), a zbudowal
je — zamiast starego, znacznie mniej dokladnego potudnika — Giovanni Cassini,
ten od przerwy Cassiniego.

O ktérej dzisiaj potudnie?

Do czego jednak shuzy druga skala? Mozemy przeczyta¢ o tym w broszurze
dostepnej w sklepiku. Ot6z na tej skali odczytujemy, o ktorej godzinie wypada
danego dnia potudnie. Oczywiscie potudnie stoneczne — strefy czasu wynaleziono,
takze zreszta w Bolonii, znacznie pdzniej.



Rys. 3. Obraz Stonca na posadzce
Bazyliki §w. Petroniusza.

Wiecej o modelach Uktadu Stonecznego
mozna znalezé w ksiazce [1], ktérej
tematyka jest znacznie szersza, niz
wynikatoby to z tytutu.

Rys. 4. Kalendarz do wyznaczania daty
Wielkanocy

[1] Heilbron J.L., ,The Sun in the Church:

Cathedrals as Solar Observatories”,
Cambridge Mass. 1999.

[2] Varlamov A., Glatz A., Grasso S.,
»The Physics of baking good Pizza”,
Physics Education 6(53).

W dniu mojego pobytu (10 sierpnia) potudnie wypadlo o 16:27 — na rysunku 3
widaé¢ minuty, co do godzin musicie uwierzy¢. Zegarek wskazywal wtedy 13:25
czasu letniego. Jak to mozliwe? W starozytnosci dzienn dzielono na 12 godzin,
podobnie jak noc. Kazde z osobna, a wiec godziny nocne byty innej dlugosci niz
dzienne, a jedne i drugie zmienialy sie z doby na dobe. W czasach Cassiniego
dzielono juz dobe na 24 réwne godziny, ale doba zaczynala sie tradycyjnie, gdy
zapadala noc, okoto po6t godziny po zachodzie Stonca. Zreszta do dzi§ Boze
Narodzenie zaczynamy $wigtowaé¢ poprzedniego dnia wieczorem. Wedtug tego
czasu poprzedniego dnia Storice zaszlo o 20:36, czyli 16 h 49 min wczesniej,

a wiec doba wedlug rachuby z czasoéw Cassiniego zaczela sie 16 h 19 min
wczesniej.

Ekwant czy elipsa?

Przypomnijmy, ze wedlug Ptolemeusza Stonce krazy wokét Ziemi, a jego ruch co
prawda nie jest jednostajny wzgledem Ziemi, ale za to promien wodzacy Stonca
poprowadzony z pewnego punktu, ekwantu, porusza sie ze stala predkoécia
katowa. Taki model oddaje z catkiem dobra dokladnoscia niejednostajny ruch
wynikajacy z praw Keplera, zwlaszcza ze orbita Ziemi woko6l Storica (albo na
odwr6t) jest bardzo zblizona do okregu.

Potudnik Cassiniego umozliwial jednak wykonanie pomiaréw tak precyzyjnych,
ze pozwalal odréznié oba modele.

Pobozny katolik, jakim byl Cassini, wykonywal te pomiary w budynku
nalezacym do Kosciola — ciagle jeszcze zakazujacego twierdzenia, ze Ziemia
krazy wokét Stonca. Wykonal je jednak rzetelnie i zwyciezyly prawa Keplera.
Nie znaczy to, ze uczony zaczal uznawac heliocentryzm. Przeciez Storice takze
moze krazy¢ wokél Ziemi zgodnie z prawami Keplera.

Trzeba jednak pamietaé, ze éwczeéni astronomowie rozwazali nie tylko dwa
modele — zty i dobry, czyli Ptolemeusza i Keplera — ale takze wiele innych.

Na przyklad model Tychona Brahego, w ktérym Stonce krazyto wokét Ziemi,

a pozostate planety wokét Stonca, jak réowniez jego liczne modyfikacje, a nawet
koncepcje, w ktorej sSrodek Wszech$wiata stanowil. .. Ksiezyc. Dopiero dzieto
Newtona, pokazujace przyczyne ruchu cial niebieskich, pozwolilo uporzadkowaé
nasze my$lenie o Uktadzie Stonecznym.

Wiecej o czasie

Moéwimy tu o Bolonii, a co z innymi miastami prowincji Emilia-Romania? Gdy
wybierzemy sie¢ do Rawenny, aby obejrze¢ wspaniale wczesnochrzescijanskie
mozaiki, przy okazji znajdziemy inny niezwykty zabytek, réwniez zwiazany

z czasem: kalendarz do wyznaczania daty Wielkanocy (rys. 4) na lata 532-626.

Skomplikowany kotowy diagram oddaje éwczesny sposéb wyznaczania tego
$wieta ruchomego, cho¢ w praktyce mniej miejsca zajeloby po prostu wypisanie
kolejnych dat. Na miejscu mozemy kupié¢ ksiazke po$wiecona tablicy, niestety
tylko po wlosku.

Pora na pizze

Wr6émy do dawnych czaséw, kiedy godziny dzienne liczono od switu. Poludnie
wypadalo okolo széstej, po tacinie sexta, co dato poczatek hiszpanskiemu,

a potem i wloskiemu stowu siesta, po polsku zapisywanemu jako sjesta. Jedli
chcemy we Wloszech dobrze zjesé¢, wybierajmy lokale zamknigte podczas sjesty.
Co prawda to dla nas akurat pora obiadu, ale jesli restaurator ceni sobie jakos¢
zycia ponad pomnazanie zyskéw, to jest duza szansa, ze rowniez w kuchni ceni
jakosé.

Dwie kolejne rady dotyczace wyboru pizzerii sa juz Scidle fizyczne i pochodza

z artykutu [2]. Jedzmy pizze z pieca kamiennego (a nie stalowego, o duzym
przewodnictwie cieplnym) i w mniej uczeszczanej restauracji, w ktorej pizzaiolo
nie musi zwicksza¢ ognia, zeby przyspieszy¢ pieczenie. Jedno i drugie powoduje,
ze pizza piecze sie wolniej, a dzieki temu dopieka si¢ réwnomiernie.

Dobrej pizzy i braku pospiechu zycze Wam na reszte wakacji.
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ktualnosci (nie tylko) fizyczne

Warto$é € wynikajaca z dowodu
dostarczonego przez OpenAl byta rzedu
10738, Jeszcze w maju Will Sawin
pokazal, ze wiele krokéw oryginalnego
rozumowania mozna wzmocnié, uzyskujac
w ten sposéb € > 0,014.

Polecamy w tym miejscu tekst
Przemystawa Chojeckiego, opublikowany
w niniejszym numerze Delty, w ktérym
autor opisuje, jak przy wsparciu
ChataGPT-5.4 rozwiazal problem Erddésa
nr 1148.

Fakt ten podsumowuje nastepujacy komentarz
Timothy’ego Gowersa, medalisty Fieldsa: (... ) gdyby

ten artykul napisal czlowiek i wystal go do ,Annals of
Mathematics”, a ja zostalbym poproszony o szybkq opinie,
bez zastanowienia rekomendowatbym publikacje.

Jest to bodaj pierwszy wynik matematyczny
wygenerowany przez maszyne, ktéry zastuzyl na

tak pochlebne komentarze ze strony prominentnych
przedstawicieli rodowiska matematycznego. Swiadczy to
o tym, ze krzemowe sieci neuronowe potrafia wytworzy¢
rozumowania matematyczne na poziomie $wiatowej
czotéwki ludzkich (jak dotad nie ma innych) badaczy.

Czy poza odpowiedzia na dlugo nierozstrzygniete
pytanie przedstawiony kontrprzyktad poszerzyt granice
ludzkiego rozumienia? Thomas Bloom, prowadzacy
strong lerdosproblems. com, odpowiada (... ) ostroine
tak: pokazuje on, Ze konstrukcje teorioliczbowe odgrywajq
w tego typu pytaniach znacznie wiekszq role, niz

Jednak wiecej, niz sadzil Erdos

W maju 2026 roku, niedtugo przed oddaniem niniejszego numeru Delty do druku,
niemalym echem odbita sie wéréd matematykow nastepujaca informacja: sztuczna
inteligencja rozstrzygnela postawiona w 1946 roku hipoteze Paula Erdésa

o ,grafach jednostkowych odleglosci”, jeden z najbardziej znanych probleméw

z tzw. geometrii kombinatoryczne;j.

Pytanie dotyczylo takich zbioréw punktéw na plaszczyznie, ktore maksymalizuja
liczbe odcinkéw diugosci 1 o koncach w tych punktach. Dla przyktadu, optymalny
uktad 12 punktéw przedstawiony jest na marginesie (kolorem oznaczono odcinki
jednostkowe). Erdés zauwazyl, ze ulozenie n punktéw w krate |/n] x [v/n]

o odpowiednio dobranej szerokosci pozwala uzyskaé¢ Cn Foglorn odcinkow
jednostkowych (dla pewnych stalych C, ¢ > 0). Podejrzewal réwniez, ze
asymptotycznie lepiej sie nie da.

Jak sie wlasnie okazalo, da sie. Rozwijany w firmie OpenAl wewnetrzny model
ogolnego zastosowania wygenerowal konstrukcje, w ktorej liczba wierzchotkéow n
moze by¢ dowolnie duza, za$ liczba odcinkéw jednostkowych miedzy nimi jest
wieksza niz Dn'*é dla pewnych statych D,e > 0. Po przedstawieniu polecenia
(sprowadzajacego sie do opisu hipotezy) dzialania modelu nie byly w zaden sposéb
nadzorowane, dopiero gdy zajmujacy okolo trzy strony wynikowy dokument zostat
oceniony jako ,,dobrze rokujacy” przez (jakzeby inaczej!) inny model, konstrukcja
zostala zweryfikowana przez badaczy z OpenAl i zewnetrznych specjalistéw.

Co zrozumiale, wiecej emocji niz sam fakt rozstrzygniecia hipotezy wzbudzilo to,
ze kontrprzyktad powstal w uktadach scalonych, a nie biatkowych. Oczywiscie

o rozwiazywaniu z wydatna pomoca krzemowej inteligencji (lub po prostu przez
nig sama) réznych otwartych probleméw slyszalo sie od pewnego czasu doséé
regularnie. Wielu zbywalo jednak te nowinki, przypisujac im dosé lekcewazaca
tatke ,nisko wiszacych owocéw” — zagadnien, ktére pozostawaly otwarte

przede wszystkim ze wzgledu na brak zainteresowania odpowiednio szerokiego
grona matematycznej spotecznosci. Tego z pewnoscia nie da si¢ powiedzieé

o opisanej hipotezie Erd6sa, nad ktéra zastanawial sie byé moze kazdy specjalista
z geometrii kombinatorycznej, jak réwniez — choéby ze wzgledu na jej proste
sformulowanie — wielu matematykéw innych specjalizacji oraz amatoréw.

Jakie ma to konsekwencje dla Kréolowej Nauk?
Niepewno$é tego ,,co dalej?” taczy najwybitniejszych

z poczatkujacymi. Dosé przytoczyé stowa Nogi Alona:
(... ) mam poczucie, ze narzedzia Al majg potencjal,

by zupelnie zmienic sposob uprawiania matematyki.
Spektakularne rozwigzanie problemu Erddsa przekonuje
mnie, Ze ciezko przeszacowal zakres tych zmian.
Sztuczny Inteligent stal sie juz istotnym narzedziem
pracy matematyka i w tym zakresie im to narzedzie
jest sprawniejsze, tym (ceteris paribus) lepiej dla
rozwoju tej nauki. Jednoczesnie nawet obecny stan
zaawansowania modeli jezykowych, a tym bardziej
realizacja hipotetycznego scenariusza, w ktérym Al
zaczyna cechowaé sie nadludzkg (cokolwiek to znaczy)
matematyczna kreatywnoscia, niesie z sobg istotne
wyzwania dla spolecznosci matematykdéw. Cokolwiek sie
stanie, nie umniejszy intelektualnego uroku tej dyscypliny
— jednego z gtéwnych powodow, dla ktérego od wiekow
przyciaga ona do siebie ludzkie umysty.

sqdzilismy, a ponadto ze istotne w tym kontekscie wyniki

teorioliczbowe potrafig siegac bardzo gleboko. Studzaco
dodaje réwniez, ze (... ) nie wprowadza on Zadnych
poteznych narzedzi geometrycznych tudziez jak doted
niespodziewanych rezultatéw dotyczqcych struktury

Wykorzystane tu cytaty pochodza z artykutu|Remarks on the disproof
of the unit distance conjecturel dostepnego w serwisie arXiv, w ktorym
dziewiecioro wybitnych matematykéw przedstawia uporzadkowanag
wersje dowodu dostarczonego przez OpenAl, jak rowniez dzieli sie
swoimi refleksjami na temat tego dokonania.

problemu, ktorych wymagalby dowdd stusznosci hipotezy

FErdédsa.

tukasz RAJKOWSKI
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https://deltami.edu.pl/2026/07/terence-tao-problemy-erdosa-i-ai
https://deltami.edu.pl/2026/07/terence-tao-problemy-erdosa-i-ai
https://erdosproblems.com
https://arxiv.org/pdf/2605.20695
https://arxiv.org/pdf/2605.20695

Klub 44 M

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z numeru 3/2026

1-44

Przypominamy tresé¢ zadan:

917. Znalezé najwigksza liczbe ¢ majgca te wlasnosé, ze dla kazdej nieparzystej liczby naturalnej n

oraz dla kazdej liczby rzeczywistej x spelniona jest nieréwnosé |z™ — 1] > c|z — 1.

918. W tréjkacie ABC punkty D, E, F' sa spodkami wysoko$ci AD, BE, CF. Proste DE i CF

przecinaja si¢ w punkcie G. Udowodnié, ze okrag opisany na tréjkacie ABG przechodzi przez srodek
Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M odcinka DE.

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
911 (WT =2,38) i 912 (WT = 1,47)
z numeru 12/2025

Stanistaw Bednarek ¥.6dz 46,15
Mikotaj Pater 44,25
Roksana Stowik 41,56
Marian Lupiezowiec Gliwice 40,52

Krzysztof Kaminski Pabianice 40,19
Jedrzej Biedrzycki 38,19
Janusz Fiett Warszawa 34,18
Janusz Olszewski Warszawa 33,09

Fukasz Merta 31,54
Piotr Kumor Olsztyn 30,85
Tomasz Wietecha Tarnéw 30,73

I znéw dwaj Weterani: pan Stanistaw
Bednarek po raz czwarty, a pan Mikotlaj
Pater juz po raz piaty przekraczaja
magiczng lini¢ 44p.

nieréwnosé

bowiem biorac x,, =

wartosci nieparzyste):

2" 1| — z—1] =

n
zp —1

917. Dla x = 1 zadany warunek jest bezprzedmiotowy (spelniony dla kazdej
pary n,c). Dalej rozwazamy x # 1. Dla z ¢ (—1,0) mamy latwe szacowanie:

(z"—1) —(xz—1) =20 gdy = € (1,00);
(I—2™) — (1—z) 2 0 gdy = € [0,1);

—)
(1—2") — (1—2) >0 gdy x € (—o0, —1].

\VARA\VARR\

Natomiast gdy = € (—1,0), wiec 2™ < 0, 1 —x < 2, uzyjemy oszacowania
|z —1| = F|lo—1] = (1-2™) — $(1-2) > (1-2") — 1 > 0.
Zatem dla wszystkich rozwazanych par n € {1,3,5,7,...}, 2 € R spelniona jest

o~ 1] > b — 1,

ktéra pokazuje, ze stata ¢ = % jest dobra. Przy tym nie mozna jej zwiekszy¢,
n=/m, otrzymujemy w granicy (gdy n — oo przez

e 141

n

= = — =
xn—1’ 1—2, 14+n-1/n 2

Stad wniosek, ze ¢ = % jest maksymalna zadana stala. (W koiicéwce mozna bylto
uzyé dowolnego ciagu (z,,) spelniajacego warunki x,, — —1, = — 0).

918. Niech M bedzie $rodkiem odcinka DE, a K $rodkiem odcinka AB.

Na nastepujacych czwérkach punktéw mozna opisaé okregi:

(1)

AEDB, GMKF, DEFK.

Uzasadnienia: punkty pierwszej czwoérki leza na okregu o $rednicy AB (katy
proste przy D i E); ten okrag ma $rodek K, wiecc KD = KFE; stad KM 1 ED
i cykliczno$é drugiej czworki (1) (katy proste przy M i F). Cyklicznos$é trzeciej
mozemy uzasadni¢ na przyklad tak:

Niech H oznacza ortocentrum tréjkata ABC; punkt F”
symetryczny do H wzgledem F lezy na okregu ABC)
podobnie punkty D’ i E’ symetryczne do H wzgledem
D i E. Punkt F” symetryczny do F’ wzgledem
symetralnej boku AB tez lezy na tym okregu; K jest
$rodkiem przeciwprostokatnej HF" trojkata HE'F" | czyli
HK = JHF". Tak wiec punkty D, E, F, K sa obrazami
punktéw D', E', F', F” w jednokladno$ci o srodku H

i skali 1/2; leza zatem na okregu DEF, bedacym obrazem
okregu ABC' [przechodzi on przez K i (podobnie) przez
$rodki bokéw AC, BC; wiekszosé Czytelnikéw rozpoznaje
w nim okrag dziewieciu punktow tréjkata ABC; a dla
tych, ktérzy sie z tym pojeciem nie zetkneli, zagadka:
na razie widzimy szes¢ charakterystycznych punktow
lezacych na nim, skad nazwa?].

Rysunek ilustruje sytuacje, gdy tojkat ABC jest
ostrokatny. Zachecamy Czytelnikéw do wykonania
odpowiednich szkicéw, by si¢ przekonac, ze
rozumowanie przenosi si¢ bez zadnych zmian na
przypadki trojkatéw rozwartokatnych.

Gdy juz mamy cykliczno$¢ kazdej z trzech czworek (1),
dokoficzenie jest natychmiastowe: jesli DE|AB,
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to G = M, i nie ma czego dowodzi¢. Jedli nie, to

oznaczajac przez X punkt przeciecia prostych

DE i AB, dostajemy réwnosci (poteg):
XG-XM=XF-XK=XE-XD=XA-XB.

Ro6wnosé skrajnych iloczynéw oznacza, ze punkty G, M,
A, B leza na okregu. [Rozwigzanie proponowane przez
Autora zadania, Michala Adamaszkal.

c
El
E
M
G
H D/ p’
A K F /B X
F// F/




Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Klub 44 F

Rozwigzania zadan z numeru 3/2026

Przypominamy tresé¢ zadan:

814. Dno naczynia nachylone jest pod katem o = 45° do poziomu. W dnie znajduje si¢ pélsferyczna

wypuklto$é o promieniu R (rys. 1). Wysoko§é stupa cieczy nad wypukloscig wynosi H. Jaka sila
dziala ciecz w kierunku pionowym na wypukta cze$é¢ dna? Gesto$¢ cieczy jest rowna p.
Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F 815. Nalezy przeprowadzi¢ gaz doskonaly ze stanu 1 o temperaturze T; do stanu 2 o temperaturze
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadari T> > T7 w taki sposob, aby temperatura w ciggu calego procesu odwracalnego 1 — 2 nie malata, a gaz

808 (WT = 1,69), 809 (WT = 1,77)
z numeru 12/2025
Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 6-43,90
Andrzej Nowogrodzki

nie oddawal ciepta. Minimalna ilo$é¢ ciepta, jaka moze pobraé¢ gaz w opisanym procesie, wynosi Q1.
Jaka moze by¢ maksymalna ilo$é tego ciepta?

814. Rozwazmy cialo w ksztalcie pétkuli o promieniu R, ktére znajduje sie

Chocianéw 3-36,28 : Lt : : : : : s
Kraysztof Zygan  Lubin 3485 W cleczy o g@/s}tosm pi zorlentowan.e jest w przestrze.m doktadnie tak, :]ak
Ryszard Wozniak — Krakéw 34,50 wypukla cze$é dna danego naczynia (rys. 2). Zgodnie z prawem Archimedesa
Tomasz Wietecha  Tarnéw 18-32,87 : : : : 2 : Gt
Marian Lupiesowice Gliwice 3 9534 D2 cialo to dziala skierowana pionowo w gore sila wyporu o wartosci:

(1) F =2pgnR?/3.

Site F mozna przedstawi¢ jako wypadkowa sit dzialajacych ze strony
cieczy: sity F; dzialajacej na ,,podstawe” pétkuli i sity Fy dziatajacej na jej
powierzchnie boczna:

|
F/
(2)
St@d FQ =F — Fl.
Rys. 1 —1

Poniewaz cisnienie cieczy ros$nie liniowo wraz z glteboko$cia, mozemy napisac:

F =F; + F,,

Fi - (3) Fy = paS = pg(H + R)7R”.
L Przyjmijmy, ze 0§ Y jest skierowana pionowo w goére. Sktadowa pionowa sity Fy:
&' (4) Fy, = Fjcosa.
Interesuje nas sktadowa pionowa sity Fs:
Rys. 2 Fyy =F — Fy, = npgR*2R/3 — (H + R) cosa] .
‘ Dla o = 45° cosa = v/2/2 > 2/3, zatem Fy, < 0.
P A
Szukana sktadowa pionowa silty, jaka dziala ciecz na wypukla cze$é dna,
skierowana jest w dét i ma wartos¢
Fyy = Py, — F =7pgR?[(H + R)V2/2 — 2R/3].
815. Niech punkty 1 i 2 na wykresie pV wyznaczaja stany gazu
w temperaturach, odpowiednio, T i T5.. Poprowadzmy przez te punkty izotermy
i adiabaty i oznaczmy punkty ich przeciecia cyframi 3 i 4 (rys. 3). Proces 1 — 2
okreslony w tresci zadania jest mozliwy, gdy punkt 2 lezy na prawo od adiabaty
Rys. 3 przechodzacej przez punkt 1, a wykres dowolnego procesu 1 — 2 spelniajacego

warunki zadania musi leze¢ wewnatrz cyklu 1 -3 -2 —4 — 1.

Rozwazmy cykl 1— 3 — 2 — 1. Na drodze 1— 3 — 2 gaz
pobiera cieplo Q132 (na izotermie), nastepnie oddaje
cieplo o wartodci bezwzglednej Q12 na drodze 1 — 2,
wykonujac przy tym prace réwng Q132 — Q12, réwna
polu figury ograniczonej cyklem. Zatem

(1) Q132 = Q2.

Analogicznie, w procesie 1— 2 — 4 — 1 nieujemna praca
wykonana przez gaz wynosi Q12 — @142, stad

(2) Q12 = Q2.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez
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Z nieréwnosci (1) i (2) otrzymujemy
(3) Qa2 < Q12 < Q132

Poniewaz proces 1 — 2 jest dowolnym procesem
spelniajacym warunki zadania, z nieréwnosci (3)
wynika, ze minimalna ilo$¢ ciepta pobranego przez
gaz w takim procesie to Q140 = @1, a maksymalna
wynosi Q132. Oznaczmy ja przez Q2. Proces 1— 3 —
2 — 4 — 1 jest cyklem Carnota, ktérego sprawnosé

n=1-0Q1/Q2=1-"Ty/T,. Stad
Q2 = T/ Ts.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



* Absolwent Wydziatu Matematyki
i Informatyki UW

Oryginalnie system Elo zostal stworzony
dla szachistéw. Tutaj przyjmiemy jednak
narracje pitkarska, piszac o druzynach.

0.5

-6 —4 -2 2 4 6

Wykres funkcji logistycznej o(t) = ﬁ

Odnotujmy symetrie tego wykresu:

spelniona jest tozsamos$¢ o(t) + o(—t) = 1.

Obrazowym przedstawieniem algorytmu
gradient descent jest préba wejscia na
szczyt po omacku poprzez wykonywanie
po jednym kroku w najbardziej stromym
kierunku.

Systemy ratingowe w sporcie
Jan LASEK*

Trwa rywalizacja druzyn w Mistrzostwach Swiata w pilce noznej. Z tej

okazji chcieliby$my przyblizy¢ Czytelnikom tematyke budowy tzw. systeméw
ratingowych w sporcie. Sa to mechanizmy przyporzadkowywania druzynom
liczb (ratingdw), ktére maja odzwierciedlaé¢ ich potencjal. Pelnia one wazne
funkcje. Przede wszystkim dostarczaja poréwnawczej miary silty druzyn, co

w sytuacjach gdy mamy duza liczbe uczestnikéw oraz stosunkowo mala liczbe
meczéw umozliwia ich uporzadkowanie. W ten sposob m.in. ratingi stosowane sa
do parowania rywali na podobnym poziomie, rozstawiania druzyn w turniejach
i ich rundach kwalifikacyjnych, a nawet do przyznawania zawodnikom pozwolen
na gre w danej lidze. Systemy ratingowe znajduja rowniez zastosowanie poza
sportem. Czesto stosowane sa przy ocenie zlozonych algorytmoéw rywalizujacych
w rozwiazywaniu danego zagadnienia, poréwnywanych parami przez pewna
wyrocznig, na przyklad grono ekspertéw (zob. |Arena Leaderboard dla modeli
jezykowych).

Model Elo

Jednym z najbardziej znanych systeméw ratingowych jest model zaproponowany
przez amerykanskiego profesora fizyki wegierskiego pochodzenia Arpada Elo
(1903-1992), ktéry byt réwniez utytulowanym szachista. Przyjmijmy, ze mamy
zadanie polegajace na wyznaczeniu ratingéw 71,72, ...,7rq dla d druzyn na
podstawie wynikéw n meczéw miedzy nimi. Niech rgk) bedzie ratingiem i-tej

druzyny po k-tym meczu (k < n). Zaczynamy, przyjmujac pewne wartosci
(0)

startowe, np. r; * = 0 dla wszystkich ¢. Powiedzmy, ze w k-tym meczu graty

druzyny i oraz j (i < j), i zakoniczyl si¢ on wynikiem 02(»?) € {0,0.5,1}, gdzie
warto$é¢ 1 odpowiada wygranej druzyny ¢, warto$é¢ j — wygranej druzyny j,
a wartosé¢ 0,5 odpowiada remisowi. Nie wykluczamy przy tym wielokrotnego
rozgrywania meczé6w miedzy dwiema tymi samymi druzynami. W najczesciej
przytaczanym wariancie modelu Elo ratingi druzyn ¢ oraz j aktualizowane sa
w nastepujacy sposob:

Tz(k) =D L (O(k) (k))’

B i Pij
k k—1 k k
7'5‘ ):7”3(' )*’f’(oz(j)*l’z('j))a

przy czym pgf) odpowiada prawdopodobienstwu wygranej pierwszej druzyny

(pod warunkiem braku remisu) i okreslone jest za pomoca funkcji
(k) _ 1 p(k=D) _ (k=1

bi;" = _ —- = o(r
! 1—|—exp(r§-k U—rgk 1)) /

gdzie o(t) = 1+e+p(—t) to tzw. funkcja logistyczna. Parametr £ > 0 okresla rozmiar
kroku adaptacyjnego. Ratingi druzyn niebioracych udzialu w k-tym meczu

pozostaja oczywiscie bez zmian.

Zwrbéémy uwage na czytelng interpretacje wzoru aktualizujacego r; wyzej:
jesli z perspektywy druzyny i faktyczny wynik o;;" jest powyzej oczekiwan

pl(f), jej rating zostaje podwyzszony (i odwrotnie w przypadku porazki).

System wiec w przejrzysty sposéb dokonuje autokorekty dotychczasowych
estymat na podstawie wynikéw nowych gier, proporcjonalnie do réznicy miedzy
rzeczywistym wynikiem a przewidywaniami.

Zwiazek z algorytmem najszybszego spadku

Ciekawa obserwacja jest fakt, ze model Elo moze by¢ wyprowadzony jako pewien
wariant algorytmu najszybszego spadku (ang. steepest descent lub gradient
descent). W najwiekszym skrécie przypomnijmy, ze algorytm ten iteracyjnie
dostosowuje wartosci danego parametru x zgodnie z reguta x ==z — v - g—é’

dla pewnej ,,funkcji straty” L podlegajacej minimalizacji, a v > 0 jest tzw.
parametrem uczenia (learning rate). Jaka funkcje wybra¢ w przypadku problemu
konstrukcji ratingow?
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https://huggingface.co/spaces/lmarena-ai/arena-leaderboard

Tak okreslona strata dla przewidywania
zmiennej przyjmujacej skonczenie wiele
warto$ci (np. wyniku meczu) jest
powszechna w uczeniu maszynowym

i wystepuje tam pod nazwa straty
logarytmicznej. Ma ona tez klarowna
interpretacje probabilistyczng jako
logarytm tzw. funkcji wiarygodnosci,
czyli prawdopodobienstwa uzyskania
zaobserwowanego ciagu wynikéw

w zaleznos$ci od nieznanych parametréw.

To popularny i stosowany od dawna
model, zob. np. w: Maher M.J.,
»Modelling association football scores”
(1982).

W kaciku (Omega, A(I)G) mozna wiegcej
przeczytaé o rozkladzie Poissona

i w szczegdlnodci dlaczego mozemy sie
spodziewaé, ze liczba strzelonych bramek
jest opisana tym rozkladem.

Zatézmy, ze ratingi r1,...,7q maja te wlasnosé, ze kiedy spotykaja sie druzyny
i oraz j (i < j), to szansa na wygranie pierwszej z nich to p;; = o(r; — ;).
Zauwazmy przy tym od razu, ze wowczas szansa na wygranie drugiej druzyny to
1 —pij = o(r; —r;). Niech M bedzie zbiorem tréjek (7,7, k), gdzie k =1,2,...,n,
za$ 1 < j sg numerami druzyn grajacych w k-tym meczu. Rozwazmy nastepujaca

funkcje wektora ratingéw r = (r1,72,...,74):
k k
Lir)=— > (o logpy; + (1 - 0fs) log(1 - py;)).
(4,3,k)EM

Spelnia ona intuicyjne wymagania stawiane wobec funkcji straty dla tego
problemu — jest tym wigksza, im blizej wartosci prawdopodobienistwa p;; sa
czestotliwoéci wygranych druzyny ¢ nad druzyna j. Oznaczmy pojedynczy
skladnik powyzszej funkcji kosztu przez lgf). Mozna nietrudno sprawdzié, ze
funkcja logistyczna o spelia o’(t) = o(t)(1 — o(t)), a zatem (logo(t)) =1 —o(t).
Wynika stad, ze

oIk dloga(r; — dloga(r; —r;
ij (k) Ologa(ry —rj) k), Ologo(r; — ;)
87“i a _(Oij 37”1‘ * (1 - Oij ) 67“i )
k k
= o (1= pi) + (1= 03 )pyy
= pij - OE;C)

Okazuje sie zatem, ze stosujac kolejne iteracje algorytmu najszybszego spadku
dla pojedynczych meczéw zgodnie z kolejnoscia ich wystepowania, otrzymujemy
regule réwnowazna ,,dynamicznej” aktualizacji ratingdw w systemie Elo.

7 uwagi na swoja elegancje oraz skuteczno$é¢ w estymacji model Elo zostal

z powodzeniem zaaplikowany w wielu sportach. W piltce noznej na poziomie
rozgrywek miedzynarodowych jest on podstawa oficjalnego rankingu FIFA
(zar6wno dla reprezentacji meskich, jak i kobiecych) oraz w alternatywnej
implementacji dostepnej na EloRatings.netl Oczywiscie w zastosowaniach
systemy te réznia sie pewnymi szczegdlami od bazowego wariantu opisanego
wyzej, m.in. wazeniem meczéw ranga rozgrywek (np. przez rozréznienie meczéw
na towarzyskie i pucharowe) lub modyfikacjami wartosci wyniku 055) na
podstawie strzelonych bramek (czyli np. wynik 4 : 0 jest opisywany pewna
wartoscia blizej 1 niz wynik 2 : 1 o mniejszym marginesie zwyciestwa) czy
tez modyfikacja wspélczynnika k jako rosnacej funkcji bezwzglednej réznicy
bramek.

Idac tropem metody najszybszego spadku, mozna otrzymaé cala game
alternatywnych systeméw ratingowych przy zastosowaniu innych funkcji
modelujacych wyniki spotkan. Ponizej prezentujemy jeden taki system na bazie
modelu liczby goli szczegdlnie popularnego w pilce noznej.

Model ratingowy marginesu zwyciestwa

7 wyzej przedstawionego wyprowadzenia wzoru na ratingi Elo wynika, ze nie sa
one dostosowane do przewidywania liczby goli strzelonych przez poszczegolne
druzyny w danym meczu. Przedstawimy teraz wyprowadzony w podobnym
duchu alternatywny sposoéb oceny druzyn, lepiej skrojony pod takie zastosowanie.
Jest on oparty na tzw. rozkladzie Poissona, tzn. rozkladzie prawdopodobienstwa
na zbiorze liczb catkowitych nieujemnych, ktéry liczbie k € Zg przypisuje
prawdopodobienstwo %e‘“, gdzie p > 0 jest ustalonym parametrem (bedacym
jednoczes$nie wartoscia oczekiwang zmiennej wylosowanej z tego rozkladu).
Zakladamy, ze zmienne ng) oraz G;k) opisujace liczbe goli druzyn w meczu k
maja rozklad Poissona oraz ze sg niezalezne. Parametry tych rozkladéw to fi;;
oraz fij;, odpowiednio, gdzie

Hij = exp(c+r; — Tj), Mji = exp(c + i — i),

przy czym r;,7; sg ratingami druzyn i, j, odpowiednio, zas ¢ jest pewng staly
wspolna dla wszystkich meczéw. Prawdopodobienstwo wyniku x : y wynosi wtedy

x Y
k k i i
]P’(Gl(. ) x,G; ) = y) = x—‘] exp(—pi;) y—J'exp( i)
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https://inside.fifa.com/fifa-world-ranking/men
https://eloratings.net/
https://deltami.edu.pl/2006/01/prawo-malych-liczb/

Podobny system zostal opisany w pracy:
Kovalchik S., ,,Extension of the Elo rating
system to margin of victory” (2020), jako
heurystyka bez glebszych podstaw
teoretycznych. Ten i inne modele
szczegbélowo omawiamy w pracy: Lasek J.
i Gagolewski M., ,Interpretable sports
team rating models based on the gradient
descent algorithm” (2021).

Nastepnie przyjmijmy nastepujaca funkcje kosztu:

L) == > (0gPG" =) +10g PG = 5")),
(i,5,k)eEM

gdzie ggk) oznacza liczbe bramek druzyny ¢ w danym meczu k przeciwko

druzynie j. Ponownie, stosujac metode najszybszego spadku dla pojedynczych
meczow w kolejnoéci ich wystepowania w czasie, otrzymujemy rownania
aktualizacji dla parametrow

k k—1 k k k k
= by [0 = o) - ) — D))

k k—1 k k k k
= = 0 = ) = el = )],
przyjmujac
uiy) = explet ™0 =),
,u;];) = exp(c+ rgk_l) - r§k_1)).

Podobnie jak w modelu Elo, otrzymujemy bardzo intuicyjna interpretacje
réwnania dla aktualizacji parametréw: jesli obserwowana réznica bramek

miedzy druzynami g(k) — ¢\ r6zni sie od oczekiwanej l%('f) — p;l;),

i ; rating danej
druzyny ulega korekcie w odpowiednim kierunku. Im wigksza réznica miedzy
przewidywaniami a faktycznym wynikiem, tym wigksza korekta ratingéw

rywalizujacych druzyn.

W ten sposéb dochodzimy do nowego systemu ratingowego opartego na réznicy
goli. Wydaje sie to bardziej naturalnym sposobem opisu danych pitkarskich
(lub ogdlniej w sportach, w ktérych liczymy punkty) niz funkcja logistyczna
stosowana do danych binarnych. Dzieki temu, ze model ten bezposrednio okresla
prawdopodobieristwo dowolnego wyniku, mozna go zastosowa¢ do symulacji
przebiegu rozgrywek. Takie narzedzia sa czesto uzywane m.in. w badaniach
operacyjnych w sporcie, przy projektowaniu systeméw rozgrywek (tournament
design).

Mozliwe rozszerzenia

Przytoczone modele mozna rozszerzaé o szczegoly takie jak juz wspomniane
wspolezynniki istotnosci meczéw. W praktyce szczegdlnie waznymi aspektami
modelowania sg uwzglednienie przewagi gospodarza oraz regularyzacja funkcji
kosztu. Krotko omawiamy te dwa zagadnienia nizej.

Modelowanie przewagi gospodarza w najprostszym ujeciu polega na zwiekszeniu
0 pewna warto$¢ ratingu druzyny grajacej ,,u siebie”. Jest to do$¢ ciekawe
zjawisko, na ktére sklada sie zespdl czynnikéw (gléwnie psychologicznych)
skutkujacych tym, ze druzyny grajace na swoim stadionie statystycznie
wygrywaja czedciej niz goécie. Zjawisko to ma pewnego rodzaju odpowiednik

w szachach jako przewaga pierwszego ruchu biatych.

Warto réwniez rozszerzy¢ funkcje straty o skladnik tzw. regularyzacji
parametréw postaci A- Y, [r;|P (zwykle p=11ub p = 2, A > 0). Umozliwia

to uscidlenie modelu przez tzw. identyfikacje parametréw — w przeciwnym

razie funkcja kosztu oparta jedynie na réznicy ratingéw nie zmienia wartosci
po przesunieciu wektora ratingéw o dowolna stata wielkos¢. Co istotniejsze,
regularyzacja umozliwia czesto uzyskanie dokladniejszych oszacowan
prawdopodobienstw wynikéw meczéw, kosztem nieznacznej komplikacji réwnan
aktualizujacych ratingi.

Elegancja modelu Elo oraz jakos$¢ generowanych przez niego ratingéw
przyczynily sie do popularnoéci oraz licznych adaptacji tego systemu.
Przytoczone tu modele nie uwzgledniaja szerokiej listy czynnikow, jak sktady
druzyn i absencje kluczowych graczy. Tym niemniej interpretowalnosé

i przejrzystosé przedstawionych metod jest cenna z punktu widzenia zastosowan.
Warto réwniez zaznaczy¢, ze te proste systemy stosunkowo dobrze wypadaja

w poréwnaniu z bardziej ztozonymi modelami w przewidywaniu wynikéw
meczow w pilce noznej — sporcie o znaczacym wplywie czynnika losowego,
czesto decydujacym o wyniku rywalizacji. Komu bedzie sprzyjaé to szczescie

w trwajacych finalach Mistrzostw Swiata? Przekonamy sie niebawem €
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Prosto z nieba: Trojariczycy w odcieniach czerwonego

W bardziej naukowym jezyku asteroidy
trojanskie to grupy obiektéw
zlokalizowane w okolicach tak zwanych
punktéw libracyjnych L4 i L5 danej
planety. Wiecej o punktach libracyjnych
(zwanych tez punktami Lagrange’a) i ich
wlasnosciach pisal Tomasz Kwast w A%O.

Wedlug jednego z modeli formowania si¢
Uktadu Stonecznego Jowisz powstal

w odlegtosci 3,5 jednostki astronomicznej
(AU) od Storica. Nastepnie jego orbita
przemiescila si¢ blizej Storca, az do okolo
1,5 AU. Potem powstal Saturn, ktérego
oddzialywanie wplyneto na
przemieszczenie sie Jowisza z powrotem
w odleglejsze rejony Ukladu Stonecznego,
az jego orbita ustabilizowala si¢

w odleglosdci 5,2 AU od Storica, gdzie
pozostaje do dzisiaj.

Trojan Asteroids
Main Asteroid Belt

o Venus

Sune | | eFarth
Mercury'e._

Rys. Schematyczna reprezentacja polozenia
asteroid trojanskich Jowisza. Zrédlo: NASA,

ESA, Joseph Olmsted (STScI)

Oparte na publikacji: Fumi Yoshida,
Tsuyoshi Terai, and Keiji Ohtsuki ,,Color
and Size Distributions of Small Jupiter
Trojans”, The Astronomical Journal,
Volume 171, Number 4.

Trojan Asteroids

W tym miesigcu wracamy na nasze kosmiczne ,podwoérko”, czyli do Uktadu
Slonecznego. Miejsca, ktére — jak sie okazuje — wcigz skrywa wiele zagadek.
Jedna z nich sg Trojanczycy. Spokojnie, nie bedziemy bada¢ mitycznych
mieszkancéw Troi, lecz znacznie bardziej ,starozytne” obiekty — asteroidy
trojanskie, ktére kryja w sobie cenne wskazéwki dotyczace procesu formowania
sie Ukladu Stonecznego.

Asteroidy trojanskie to stosunkowo niewielkie obiekty astronomiczne, ktére
wspoéldziela orbite wraz z wigksza planeta. Najczesciej znajduja sie w dwdch
konkretnych miejscach: jednym zlokalizowanym w pewnej odleglosci ,,przed”
planeta i drugim — gdzies ,,za”. Najliczniejsza populacja Trojanczykéw moze
sie poszczyci¢ Jowisz (ponad 10 tysiecy zaobserwowanych asteroid), ale nawet
Ziemia ma swoich dwéch przedstawicieli. Wciaz jednak pozostaje zagadka, jak
i gdzie asteroidy trojanskie powstaty.

W przypadku asteroid trojanskich Jowisza istnieja dwie gléwne teorie. Pierwsza
moéwi, ze uformowaly sie w poblizu orbity Jowisza, zostaly przechwycone

w czasie narodzin planety i od samego poczatku jej towarzysza. Druga teoria
jest nieco bardziej skomplikowana i ma zwiazek z migracja Jowisza we wczesnych
etapach formowania sie Ukladu Stonecznego. Wedtug niej Jowisz, zmieniajac
orbite i przemieszczajac sie blizej i dalej od Stonca, zaburzyl poczatkowe orbity
asteroid formujacych sie w réznych rejonach Ukladu Stonecznego (w tym na jego
obrzezach) i ,zgarnal” je na swoja orbite.

Ta druga teoria zdawala si¢ ,wygrywaé”. Dotychczasowe obserwacje asteroid
trojanskich Jowisza, wykonane gléwnie dla najwiekszych egzemplarzy, wskazywaly
na ich wyrazny podzial na dwie grupy: ,czerwone” oraz ,mniej czerwone”. Ich
barwa odzwierciedla sklad chemiczny asteroidy, a co za tym idzie odlegtos¢ od
Stonca, w jakiej powstaly. I tak ,,czerwone” powstaly w zewnetrznych obszarach
Uktadu Slonecznego, sa bogate w skladniki organiczne (zlozone molekuly
oparte na weglu), a pod ich powierzchnia prawdopodobnie znajduje sig 16d.
»Mniej czerwone” asteroidy sa bardziej prymitywne, zbudowane gtéwnie z wegla,
i powstaly blizej Stonica. Istnienie w jednym miejscu dwéch rodzajow asteroid
powstalych w réznych rejonach Ukladu Stonecznego sugerowalo wplyw migracji
Jowisza na utworzenie asteroid trojanskich.

Oczywiscie — juz sie zapewne domyslasz, Drogi Czytelniku — ktos

wlagnie zaburzyl ten pigkny i w miare spdjny obraz. Aby potwierdzié¢
istnienie dwéch koloréw asteroid, potrzebujemy dodatkowych danych,
ktére uwzglednityby réwniez populacje matych asteroid. Jednak sa

one zdecydowanie trudniejsze w obserwacji, poniewaz czesto szybko
wiruja. Obserwacje przeprowadzono za pomoca kamery Suprime-Cam

na 8,3-metrowym Teleskopie Subaru. Sfotografowano 120 matych asteroid
o rozmiarach od 1 do kilku kilometréw.

Okazalo sig, ze malych asteroid nie da si¢ zréznicowac ze wzgledu na ich
kolor. Nie zaobserwowano ani dwoch wyraznych grup, ani nawet zaleznosci
pomiedzy kolorem a rozmiarem asteroidy. Podzial na ,,czerwone” i ,mniej
czerwone” dla malych asteroid trojanskich po prostu nie istnieje. Co to
znaczy? Ano wracamy do punktu wyjscia, poniewaz teraz nie tylko nie
wiemy, jak powstaly asteroidy trojanskie, ale réwniez nie wiemy, dlaczego
duze asteroidy wyraznie dziela si¢ na dwie grupy, a male nie.

Jak to zwykle bywa, trzeba zebra¢ wiecej danych obserwacyjnych. Na szczeScie nie
musimy dhugo czekaé. Sonda Lucy, wystrzelona w 2021 roku, zmierza w kierunku
asteroid trojanskich i rozpocznie przeloty w ich poblizu juz w 2027 roku. W trakcie
swojej szedcioletniej misji wykona obserwacje Trojanczykéw Jowisza i, miejmy
nadzieje, pomoze odpowiedzie¢ na niektore fundamentalne pytania dotyczace ich
wladciwosci (albo, co bardziej prawdopodobne, na kazdy rozwiazany problem
stworzy przynajmniej dwa nowe).

Anna DURKALEC

Zaklad Astrofizyki, Departament Badan Podstawowych, Narodowe Centrum Badan Jadrowych
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/Niebo w lipcu

Nasza Gwiazda Dzienna jest juz na Sciezce opadajacej, stad az do przesilenia
zimowego kazdy kolejny dzien bedzie krétszy, a noc diuzsza. Poczatkowo
zmiana z dnia na dzien nie jest jeszcze duza, ale 24 lipca Storice przekroczy
rownoleznik 4+20° deklinacji w drodze na potudnie i proces ten przyspieszy.
Na naszych szerokosciach geograficznych osiagnie on okoto 4 minuty skracania
sie dnia na dobe. Moze wydawaé si¢ to nieduzo, ale jest to mniej wiecej po6t
godziny na tydzien i dwie godziny na miesigc. Bardziej na péinoc dzien skraca
sie jeszcze szybciej.

Lipiec to ostatnia szansa na dostrzezenie oblokdéw srebrzystych lub tuku
okolohoryzontalnego. Od sierpnia Stonice wedruje nad i pod widnokregiem zbyt
nisko, aby z Polski dalo sie¢ dostrzec te zjawiska.

Dalszemu pogorszeniu ulegnie nachylenie ekliptyki do wieczornego horyzontu.
Jednoczesnie poprawi sie jej nachylenie na niebie porannym. Jak zawsze oznacza
to staba widocznosé o zmierzchu planet i Ksiezyca znajdujacych sie blisko
Stonca, na wschdod od niego, oraz dobra widocznos¢ tych samych cial niebieskich
o $wicie, jesli znajduja sie one po zachodniej jego stronie.

Efekt ten najsilniej ujawni sie w przypadku Wenus,
ktora dazy do sierpniowej maksymalnej elongacji
wschodniej i w polowie przysztego miesiaca oddali

sie na prawie 46° od Stonca. Ale juz teraz planeta
znajduje sie ponad 40° od niego. Mimo to wladnie przez
coraz mniej korzystne nachylenie ekliptyki przez caty
miesiac planeta zbliza sie do widnokregu. Na poczatku
lipca, godzine po zachodzie Storica, Wenus zajmie
pozycje na wysokosci prawie 10° nad zachodnia czescig
niebosktonu, aby pod koniec lipca o podobnej porze
pokazaé sie 7° nizej i zajé¢ 1,5 godziny po Stoncu.

9 lipca Wenus minie Regulusa, najjasniejsza gwiazde
Lwa, w odleglosci 1°. Podczas widocznosci wieczornej
planety wewnetrzne zblizaja sie do Ziemi, a zatem

w tym miesigcu tarcza Wenus uroénie z 16” do 21",
jasnosé zwigkszy sie do —4,2™, faza za$ spadnie z 69%
do 56%. Niestety niskie potozenie nad horyzontem
bardzo utrudni obserwacje teleskopowe tej planety.

Widoczno$é Wenus na naszym niebie powtarza sie

w cyklu 8-letnim z doktadnoscig prawie co do dnia.
Czyli co taki okres planeta zajmuje niemal dokladnie
te sama pozycje na niebie. Z tym ze za kolejne 8 lat
zrobi to o 1 dzien i 16 godzin wczesniej. Akurat w tym
roku wypada niestety najgorsza elongacja wschodnia
Wenus dla péinocnych szerokosci geograficznych,

gdy planeta zachodzi niedlugo po Stoncu i jest

w zasadzie niewidoczna. Szczegdlnie w okresie, gdy

po maksymalnej elongacji zbliza si¢ ona do koniunkcji
dolnej i jej tarcza jest najwieksza oraz w fazie

bliskiej nowiu, a zatem najbardziej interesujaca dla
posiadaczy teleskopéw i lornetek. W kolejnym sezonie
obserwacyjnym Wenus osiggnie maksymalna elongacje
wschodnig 22 marca 2028 roku, pozostajac dobrze
widoczng prawie do samego spotkania ze Storicem nieco
ponad 2 miesiace po niej.

14 lipca Ksiezyc przejdzie przez néw i 3 dni pdzniej
minie Wenus w odleglosci 4°, pokazujac si¢ na
godzinie 8 wzgledem niej. Do tego czasu jego faza
uroénie do 15%. W kolejnych dniach Srebrny Glob
podazy ku I kwadrze 21 dnia miesiaca i pelni 8 dni
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pozniej. Jednak ze wzgledu na przebywanie wtedy

na potudnie od stabo nachylonej ekliptyki przez
wiekszos¢ czasu nie przekroczy on wysokosci 10°

nad widnokregiem. Dopiero od pelni i po minieciu
Strzelca zacznie sie wznosi¢ wyzej. W tym czasie warto
wspomnie¢ o spotkaniu Ksiezyca ze Spika, najjasniejsza
gwiazda Panny dzien przed I kwadra, zblizeniu sie

na 1,5° do Antaresa w Skorpionie 24 lipca czy przejéciu
6° na po6inoc od gwiazdy Kaus Australis i niecate 3° od
Nunki w Strzelcu 26 i 27 lipca.

Na poczatku miesigca naturalny satelita Ziemi przejdzie
przez podobny obszar nieba co pod jego koniec, $wiecac
jasno i wedrujac nisko nad nocnym krajobrazem. 7 lipca
Ksiezyc osiagnie ostatnig kwadre, zblizajac sie na 3,5°
do Neptuna i 10° do Saturna. Tej nocy obie planety
znajduja sie jeszcze nisko nad horyzontem i, zwlaszcza
Neptun, nie sa dobrym celem dla teleskopéw. Z kazdym
kolejnym dniem widoczno$é obu planet wyraznie sie¢
jednak poprawia i od sierpnia ich warunki obserwacyjne
stang sie dobre. Na razie blask Saturna wynosi 4+0,6™,
Neptun jest o ponad 7™ stabszy. Po zeszlorocznym
przejsciu Ziemi przez plaszczyzne pierécieni Saturna

w tym sezonie sa one juz tadnie widoczne.

W nocy z 10 na 11 lipca Ksiezyc w fazie 16% wzejdzie
w trakcie odkrywania Plejad. Niestety obserwatorzy

w Polsce nie maja szczescia, gdyz nad naszym krajem
Ksiezyc pojawi si¢ na niebie okolo godziny 1 i tylko

w poéinocno-wschodniej czeéci kraju da sie dostrzec
odkrycie Alcyone, najjasniejszej gwiazdy gromady. Na
Suwalszczyznie do zjawiska dojdzie okoto godziny 1:07,
na wysokosci okolo 4° nad widnokregiem. Swiatlo
popielate Srebrnego Globu na zdjeciu moze tadnie
kontrastowaé z jasnymi gwiazdami gromady.

Kolejnego poranka Ksiezyc w fazie 8% wzejdzie 6° od
El Nath, drugiej co do jasnosci gwiazdy Byka. Jego
bardzo cienki sierp w fazie 3% mozna prébowaé
dostrzec réwniez 13 lipca, gdy o $wicie wzniesie sie on
na wysokosé 6°.

Ariel MAJCHER



Rozwigzania zadan ze strony 4

i Rozwigzanie zadania F 1147.
Podczas lotu sita nosna musi réwnowazy¢ ciezar ptaka o masie m
w polu ciezkosci g:

1
mg = §pCLSv2.

Niech [ oznacza dlugo$é¢ charakteryzujaca wielkosé ptaka. Mamy:
mx 13, S x 2, a wiec v x /2 x m1/6. Moc P potrzebna do
pokonania silty oporu F' wynosi:

1
P:F-v:ipC’DS’UQ-v.

Po podstawieniu do ostatniego wzoru uzyskanych wczesniej
zaleznoéci otrzymujemy: P o< 17/2 oc m7/6.

i Rozwigzanie zadania F 1148.
Foton niesie ped p réwny jego energii E podzielonej przez
predkosé swiatla ¢, tj. p = E/c. Strumient pedu S promieniowania
elektromagnetycznego w odlegloéci R od Storica wynosi wiec:
Lo

" 4mwcR?’
Na potrzeby oszacowania przyjmijmy, ze cala energia padajaca
na czastke pylu jest przez nia pochlaniana, a nastepnie
wypromieniowywana izotropowo. Przy tym zalozeniu
sita odpychajaca F' wywierana przez to promieniowanie na kulistg
czastke o promieniu r wynosi:

Lor?

4cR?’

Sita Fg grawitacyjnego przyciggania czgstki o masie m przez
Storice o masie M wynosi:

F=nmr?S =

GMm
R2
W ostatnim wzorze G oznacza stala grawitacji. Sity F'i Fg sa
odwrotnie proporcjonalne do kwadratu odlegloéci R od Stonca.
Tym samym ich stosunek nie zalezy od R. Oznacza to, ze na
czastke pylu dziala efektywna sila grawitacji” postaci (1 — a)Fg.

Fo=—

Dla czastki poruszajacej sie po orbicie kotowej z predkoécia v
strumien pedu promieniowania stonecznego ,nadbiega” pod katem,
a zwigzany z tym faktem przekaz pedu jest Zzrédtem sily hamujacej
réwnej Fv/c = aFgv/c. Ze wzgledu na bardzo mala wartosé v/c —
stosunku predkosci orbitalnej do predkosci $wiatta — czastka, ktéra
poczatkowo porusza sie po orbicie kotowej, w kazdej pdzniejszej
chwili porusza sie takze po torze bardzo bliskim orbicie kolowej
(o bardzo wolno malejacym promieniu). Na skutek dzialania sily
Fv/c czastka traci energie w tempie Fv?/c = av?Fg/c. Energia
catkowita czastki w polu sity (1 — a) Fg wynosi:
B mv?  (1—a)GMm _ (1—a)GMm
2 R - 2R ‘
W ostatniej réwnosci uwzgledniliémy fakt, ze na orbicie kotowej
v2=(1-a)GMm/R.
Otrzymujemy zalezno$é:
dE ~ (1-a)GMmdR  aGMm (1 —a)GM
7 R SR

da 2R? dt cR?
czyli: @ - _aG’_M R @
dt R dt
Po scatkowaniu lewej strony od poczatkowej wartosci R(Z) do 0,
a prawej od 0 do t — czasu spadku na Storice, otrzymujemy:
4aGMt
—
Skorzystajmy ze zwigzku zawierajacego rok ziemski 7"
GM/R2 = 472 Ry /T?. Otrzymamy wéwczas:
t: cT?
16m2aRg
czyli okoto 4 tysiace lat.

= —4aGM.

RZ =

= 3,99 - 10°T,

Warunki zadania (o = 0,1) spelnia czastka piasku o gestosci
p=2,65g/cm? i érednicy d ~ 4,3 - 1076 m.

Przedstawione tu zjawisko to tzw. efekt Poyntinga—Robertsona.
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i Rozwigzanie zadania M 1858.

Odpowied? jest negatywna.

Przypusémy, ze jest inaczej i ze udalo nam si¢ wpisa¢ liczby od

1 do 25 w pola kwadratu w sposéb spelniajacy warunki zadania.
Pokolorujmy tréjkaty oraz pola kwadratu naprzemiennie na czarno

i biato, jak na rysunku.

& E te droge kazde dwa sasiednie
trojkaty maja rézne kolory.

Z zalozen wynika, ze kolejne liczby z tego tancucha tworza réwniez

tancuch na kwadratowej planszy, ktorego kazde dwa kolejne

pola sa réznokolorowe. Wynika stad, ze dowolne dwie liczby

zapisane w tréjkatach tego samego koloru musza by¢ zapisane

w kwadratowych polach tego samego koloru.

Zauwazmy, ze z dowolnego
tréjkata mozna przej$é do
kazdego innego, przy czym
w lancuchu tréjkatéw tworzacych

W danym tréjkacie znajduje si¢ 15 czarnych oraz 10 bialych
tréjkatéow. Natomiast w kwadracie 5 X 5 znajduje si¢ 13 czarnych
oraz 12 bialych pdl. Poniewaz liczba czarnych tréjkatow jest
wieksza niz liczba pdl dowolnego koloru w kwadracie, nie jest
mozliwe spelnienie warunku zadania.

i Rozwigzanie zadania M 1859.

Cc B Niech K i L beda rzutami
prostokatnymi punktéw B i C
na prostag AD. Wéwczas okregi
o érednicach AB i CD przechodza
odpowiednio przez punkty K i L,
a ich punkty wspélne P, Q leza
na tukach BK i CL. Poniewaz
D L K~ A XBAK <90°, otrzymujemy

PQ < BK. Ponadto punkt B
lezy na pétokregu o érednicy AD, i dlatego BK < %, co kotczy
dowdéd. Obie przedstawione nieréwnosci staja sie réwnoscia tylko
wtedy, gdy punkty B i C lezg w $rodku tuku AD.

i Rozwigzanie zadania M 1860.
Odpowiedz: k = 2024.

Niech n > 2 bedzie dowolng liczbg naturalng. Pokazemy, ze dla
dowolnego wielomianu f stopnia n istnieje wielomian g stopnia
co najwyzej n — 2, ktérego wykres przecina wykres f w dokladnie
n punktach. Mnozenie wielomianu f przez niezerowsg stala nie
zmienia liczby punktéw przeciecia wykreséw (analogicznie mozna
przeskalowaé g), dlatego bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze

fl@)=z" +a1z" P+ az™ "2+ + an.
Wybierzmy dowolnie n parami réznych liczb rzeczywistych
T1i,...,Tn, ktére spetniaja warunek
1+ T2+ +2Tn = —a1.
Zdefiniujmy
9(@) = f(x) - h(a).

Wielomiany f i h maja ten sam wspélczynnik przy ™ oraz
przy z" "1, zatem stopieii wielomianu g = f — h nie przekracza
n — 2. Ponadto punkty wspélne wykreséw f i g s doktadnie
pierwiastkami wielomianu h, czyli jest ich doktadnie n.

h(z) = (z —z1)(x —x2) - (x —zp) oraz

Pokazemy teraz, ze stopienn k < n — 3 nie wystarcza. Niech
f(z) =z™, a g(z) bedzie dowolnym wielomianem stopnia

co najwyzej n — 3. Zaldézmy, ze wykresy f i g przecinaja si¢

w n punktach o parami réznych odcietych z1,...,z,. Wowczas
wielomian f — g stopnia n ma n rzeczywistych pierwiastkow.

Zauwazmy jednak, ze w wielomianie f — g wspélczynniki przy z™ 1

oraz "2 sg réwne zero. Z twierdzenia Viéte'a otrzymujemy

r1+--+x, =0 oraz Z zix; = 0.
1<i<j<n
Stad
:E%+~-~+:E2L:(r1+~~-+mn)2—22wimj =0,
i<j
co implikuje 1 = -+ = z,, = 0, w sprzecznosci z zalozeniem, ze

liczby x; sa parami rézne.
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I want to play a game...

BCL’I"thmZG] BZDEGA Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Oddaje w rece Czytelnika rozgrzewkowy kacik, rozpoczynajacy kilkukacikowy
(wielokatny?) cykl o grach kombinatorycznych. Oto kilka przykladéw takich gier:

Koélko i krzyzyk. Tej gry nie trzeba nikomu przedstawiaé¢. Oryginalna wersja
szybko sie nudzi, ale sg ciekawe uogdlnienia, na przyklad w gomoku gramy
do 5 znaczkéw pod rzad na planszy 19 x 19.

Dominacja. Na szachownicy n X n zawodnicy stawiajg na zmiane prostokaty
2 x 1 (domina), zakrywajace dwa pola, jeden gracz wylacznie pionowo, drugi
wylacznie poziomo. Nie mozna dwa razy zakry¢ tego samego pola. Przegrywa
ten, kto nie moze wykonaé¢ ruchu.

Mosty. Gracze na zmiane stawiaja mosty pomiedzy sasiednimi kwadracikami
w swoim kolorze. Nie mozna przecina¢ mostu przeciwnika. Wygrywa ten, ktéry
jako pierwszy zbuduje polaczenie pomiedzy brzegami w jego kolorze.

Chrup! Planszg gry jest tabliczka czekolady n x m. Ruch polega na wyborze
jednej z kostek, nastepnie zjedzeniu wszystkiego, co ta kostka ogranicza z géry
i z lewej (rysunek). Zawodnicy wykonuja ruchy na zmiane. Lewa-gérna kostka
jest zatruta i jej zjedzenie powoduje przegrana oraz inne nieprzewidziane
konsekwencje.

Ciekawostka. Pewna firma produkujaca czekolady postugiwala si¢ w roku 2015
hastem reklamowym: A Ty komu podarujesz ostatnig kostke?

Gra Wythoffa. Gramy na szachownicy m x n. Na poczatku w prawym-gérnym
polu stoi hetman. Zawodnik moze w swoim ruchu go przesunaé¢ w lewo, w dét
lub skosnie w lewo-d6t o dowolng liczbe pol. Gracze wykonujg ruchy na zmiane.
Wygrywa ten, kto ustawi hetmana w lewym-dolnym polu szachownicy.

Hex. Gracze na zmiang kolorujg biate szesciokaty na czerwono i niebiesko.
Zwycieza ten, ktéry jako pierwszy zbuduje potaczenie pomiedzy brzegami
swojego koloru.

I

mosty chrup! gra Wythoffa hex

Wszystkie wyzej opisane gry maja nastepujace cechy wspolne:

e w grze biora udzial dwaj gracze, ktorzy wykonuja ruchy na zmiang;

o kazdy z graczy widzi wszystkie elementy gry w trakcie calej rozgrywki;

e nie ma elementéw losowych;

e gra zawsze konczy sie¢ po skonczonej liczbie ruchéw, a jej wynikiem jest
zwyciestwo jednego z graczy lub remis.

Takie gry nazywamy kombinatorycznymi i tylko o takich bede dalej pisal.

Pozycje w grze nazywamy wygrana dla danego gracza, jezeli ma on w niej
strategie wygrywajaca (moze gra¢ w taki sposob, ze zawsze wygra, niezaleznie
od tego, co zrobi przeciwnik).

Zadania

1. Ocenié pozycje widoczne na rysunkach. Zaktadamy, ze zaczyna krzyzyk
i kolor czerwony, a w grze chrup! zaznaczony ruch zostal juz wykonany.
2. Wskazaé strategie wygrywajaca dla gracza pierwszego w nastepujacych grach:
(a) kdlko i krzyzyk, 3 znaczki pod rzad, na planszy 4 x 4;
(b) gra Wythoffa na planszy n x (n+ 1) dla n > 3;
(¢) chrup! w wersji 2 x n dla n > 2.
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