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Niesforne sprezyny
Zofia MAKOWSKA', Eukasz GEADCZUK"™, Jan TURCZYNOWICZ#

f Klub Naukowy Fenix,
iV\/ydzial Fizyki, Uniwersytet
Warszawski,

*Autor do korespondencji:
lukasz@fenix.club

Rys. 1. Uktad doswiadczalny sktada
si¢ z dwéch sprezyn symetrycznie
przymocowanych do masy, ktére
moga swobodnie poruszaé si¢

w kierunku lewo—prawo. Przytozenie
sity zewnetrznej powoduje wychylenie
masy do potlozenia x, w ktérym
wypadkowa sil sprezystosci Fj
réwnowazy te site. (Proces konstrukcji
ukladu przedstawiono na nagraniu:
https://youtu.be/JA5kudy6oAY)

Skok i pamieé

Dwa pozornie identyczne eksperymenty moga zakonczy¢ sie réznymi wynikami,
jesli uktad pamieta, co dzialo sie wezeéniej — na przyktad wezedniejsze
odksztalcenia, pobudzenia czy namagnesowanie. Spinacz moze raz przyciggaé
sie do lodowki, a innym razem nie. To jeden z wielu codziennych przyktadéw
pamiect materti.

W fizyce taka zaleznos¢ stanu ukladu od jego historii (a wiec od drogi dojscia
do danego stanu) nazywamy histereza. Przyklad ze spinaczem jest klasyczna
ilustracja histerezy magnetycznej: namagnesowanie ferromagnetyka zalezy

nie tylko od aktualnej wartosci zewnetrznego pola magnetycznego, lecz

takze od tego, w jakim polu material znajdowatl sie wczeéniej. Co wiecej,
namagnesowanie moze utrzymywacé si¢ nawet po usunieciu pola zewnetrznego.
Zmiana magnetyzacji takiego materialu réwniez nie jest prosta: aby ja odwrocié,
trzeba przylozyé pole w przeciwnym kierunku i o odpowiednio duzym natezeniu.
Dlatego mowimy, ze ferromagnetyk pamieta historie zmian pola.

Histereza nie jest jednak pojeciem zarezerwowanym jedynie dla ferromagnetykow.
Wystepuje takze w ukladach mechanicznych, jak choé¢by w popularnej

zabawce pop-it, gdzie kazdy ,klik” odpowiada nagtemu przeskokowi uktadu

z jednego lokalnego polozenia rownowagi do drugiego. Analogiczny efekt mozna
odtworzy¢ w prostym modelu: masie przymocowanej do dwéch identycznych
sprezyn (rys. [1).

Sprezyny w tym ukladzie zamontowano tak, aby mogly swobodnie si¢ $ciskaé
i rozciagaé, a dzieki zastosowaniu tozysk réwniez obracaé sie¢ wokoét punktow
zaczepienia. Jeden z koncéw kazdej sprezyny przymocowano do podstawki,
natomiast drugi potaczono w punkcie, w ktorym umieszczono dodatkowa mase.

Gdy sprezyny sa lekko Scisniete, masa niechetnie pozostaje w potozeniu
srodkowym i ucieka na jedna ze stron, przez co uklad przyjmuje ksztalt
litery ,V”. Jedli znajdzie sie w jednym potozeniu réwnowagi, moze w nim
pozostaé¢, mimo ze symetrycznie po drugiej stronie istnieje réwnoprawne
polozenie stabilne.

Gdzie w tym wszystkim kryje sie histereza? Najprosciej zobaczy¢ ja, zadajac
krétkie pytanie pomocnicze: Co sie stanie, gdy pociggniemy mase? — odpowiedz
brzmi: to zaleZy. Nie tylko od parametréw uktadu, ale takze od tego, w ktérym
stanie réwnowagi masa znajduje si¢ w danej chwili.

Jesli masa jest po lewej stronie (polozenie 1 na rys. |2), to przykladajac site

w prawo, przesuwamy ja w strone srodka, jednoczednie Sciskajac sprezyny

(polozenie 2). Gdy przylozona sila przekroczy pewna krytyczna warto$é, masa
gwaltownie przeskoczy do prawego polozenia réwnowagi

(potozenie 3). Dalsze przykladanie sity w tym samym
kierunku prowadzi juz tylko do rozciagania sprezyn.
Zachowanie to jest analogiczne do ferromagnetyka

w zewnetrznym polu magnetycznym, gdzie polozenie

’ o masy odgrywa role magnetyzacji, a przytozona sita role
zewnetrznego pola magnetycznego.

Mechanizm petli histerezy

Zachowanie masy zamocowanej na sprezynach

Rys. 2. Kolejne polozenia masy ciagnietej w prawo przy stopniowo
rosngcej sile. Na poczatku uklad znajduje si¢ w lewym potozeniu
réwnowagi (1). Nastepnie masa przesuwa si¢ w strong $rodka
uktadu (2), a sprezyny ulegaja Sci$nigciu. W pewnym momencie
nastepuje jednak gwaltowny przeskok: masa przechodzi na prawg
strone, sprezyny zaczynaja sie rozciagaé, a dalsze zwigkszanie sity
powoduje coraz wigksze oddalanie si¢ masy od §rodka uktadu (3)

mozemy opisa¢ matematycznie. Przyjmijmy, ze
wskutek przylozenia sity masa zostaje wychylona

o odleglos$¢ x od srodka ukladu (rys. [1)). Zewnetrznej
sile przeciwstawiaja si¢ sprezyny. Wskutek rozciggania
lub $ciskania wytwarzaja one sile dazaca do
przywrdcenia masy do polozenia réwnowagi.
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Zgodnie z prawem Hooke’a kazda sprezyna dziala sita wzdluz swojej osi. Jej

wartos¢ wynosi

(1)

(2)

Fy=k(Va2 +12 - 1),

gdzie k jest wspolczynnikiem sprezystosci sprezyn, [y ich dlugoscig swobodna,
natomiast [ oznacza odlegloé¢ punktéw zaczepienia od osi symetrii uktadu. Po
zsumowaniu sit od obu sprezyn skladowe poprzeczne znosza sig, a skladowa
wzdtuz osi x przyjmuje postaé

lo
F, =2kx (1 m)
Aby dodatkowo uprosci¢ opis, wprowadzamy zmienne bezwymiarowe: sile
f = F./(klp), wychylenie z = x/ly oraz parametr A\ = [/ly (oméwienie wielkosci
bezwymiarowych mozna znalezé w Al%, w tekécie Jana Turczynowicza). W tych
zmiennych réwnanie upraszcza sie do postaci

1
f:2z(1—\/)\2_+22).

Widzimy, ze relacja miedzy bezwymiarowsa sita f a bezwymiarowym
wychyleniem z zalezy tylko od jednego parametru: stalej A, bedacej stosunkiem
odlegltosci punktéw zaczepienia od osi symetrii do dlugosci swobodnej sprezyn.

Gdy A > 1, sprezyny sa zawsze rozciagniete. Wowczas, przy braku silty
zewnetrznej, jedynym polozeniem réwnowagi jest srodek uktadu (z = 0). Dla

A < 1: w polozeniu $rodkowym sprezyny sa Scisniete, wiec nawet najmniejsze
zaburzenie powoduje, ze masa ucieka na jedna ze stron. W takim przypadku z = 0
jest polozeniem réwnowagi nietrwalej, a nowe polozenia rownowagi odpowiadaja
sytuacji, w ktérej sprezyny maja dlugosé swobodna, tzn.

1,017

0,6

0,2

—0,2

—0,6

bezwymiarowe wychylenie (z) [1]

—0,1

0,3 0,2 0,1 0,0 0,1 0,2 0,3

bezwymiarowa sita (f) [1]

Rys. 3. Wychylenie masy z w funkcji przylozonej sity f, obliczone na
podstawie réwnania , dla przypadkéw, gdy sprezyny sa: SciSnigte
(XA < 1), neutralne (A = 1) i rozciagniete (A > 1). Linig przerywang
oznaczono rozwigzania niestabilne. Gdy sprezyny sa Sci$niete, przy tej

samej wartosci sily mogg istnieé¢ rézne polozenia réwnowagi (A, B, C).

Stany stabilne A i C zilustrowano fotografiami. Niebieskie strzatki
wskazuja trajektorie ruchu w przypadku wystapienia petli histerezy

z=2+1-—)\2.

Interesujacym pytaniem jest, jak wychylenie z
zalezy od sily f, czyli jak wyglada funkcja z(f).
Odwrécenie réwnania nie jest tatwym zadaniem,
a w pewnym zakresie parametréw zaleznosé ta
moze by¢ wielowartosciowa. Przyklady takich
funkcji odwrotnych pokazano na rysunku

Opisywane przez nas zjawisko histerezy zachodzi
tylko w przypadku A < 1. Dla niewielkich wartosci
sity réwnanie ma trzy mozliwe rozwiazania:
masa moze by¢ wychylona zgodnie z kierunkiem
dzialania sily (punkt C'), po stronie przeciwnej
(punkt A) albo znajdowaé si¢ w poblizu osi z =0
(punkt B). Rozwiazanie posrednie (punkt B) jest
jednak niestabilne.

Na podstawie réwnania (2) mozna wyznaczy¢
kryterium przejscia miedzy potozeniami réwnowagi.
Poruszajac sie wzdtuz dolnej galezi wykresu z(f),
masa pozostaje w tym polozeniu tylko do pewnej
krytycznej wartodci sity

(3) fo= VN2 (A2 - 1))

odpowiadajacej krytycznemu wychyleniu

(4) 2o = — /A3 — )2,

Po przekroczeniu tej wartosci rozwiazanie odpowiadajace dolnej gatezi przestaje
istnie¢, a masa gwaltownie , przeskakuje” do jedynego dostepnego polozenia
rownowagi na gornej gatezi wykresu.

Aby wrécié na druga strone (na dolna galaz), nie wystarczy juz samo
zmniejszenie sity. Trzeba przylozy¢ ja w przeciwnym kierunku i przekroczy¢
wartosé krytyczna — f.. W efekcie, podczas zwiekszania i zmniejszania sity
uktad podaza réznymi gateziami rozwiazania, co prowadzi do powstania petli

histerezy.
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bloczek z tensometrem

wiaderko

Rys. 4. Zewnetrzna sita byla przyktadana za pomoca wiaderka z woda
polaczonego linkg przechodzacy przez bloczek. Bloczek zamocowano
na tensometrze, co umozliwiato ciagly pomiar sity

1,21 © A =0,84

A =0,81
0,9 /’
" A =0,72
0,6
d :
0,3 N 4
L)

—0,3{ Z¢ =
e R g
—0,6
| |
-0,9 /
~1,2

)

bezwymiarowe wychylenie (z) [1]

-0,15 -0,1 —0,05 0,0 0,05 0,10 0,15

bezwymiarowa sita (f) [1]

Rys. 5. Zmierzone petle histerezy: punkty przedstawiaja dane
pomiarowe, a linie ciggte przewidywania teoretyczne. Pomiary
zostaly wykonane dla réznych wartosci bezwymiarowego parametru A
(niepewnoséé £0.02)

0,16 {

= 0,129

0

s

= 0,081

@

] .

E - WZOT

£ 0,041 .

=i ° sprezyna 1

g .

aD sprezyna 2 \
0,001

0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
rozciggniecie (A) [1]
Rys. 6. Graniczna sita przeskoku f.(A) dla dwéch réznych sprezyn,

o dlugodciach swobodnych 7,4+ 0,1cm i 10,6 + 0,1 cm. Linia ciagla
przedstawia przewidywania réwnania

Podziekowania

Petla na stole

Skoro juz wiemy, co podpowiada matematyka, czas
sprawdzi¢, czy rzeczywistos¢ faktycznie gra wedlug
tych samych regut. W tym celu zbudowalismy
prosty uklad zlozony z dwoéch sprezyn i masy,

do ktérej przymocowana byla linka (rys. |1)).

Linke przetozyliSmy przez bloczek, a na jej koncu
zawiesiliSmy wiaderko, do ktérego stopniowo
nalewalismy wode (rys. [4).

Lejac wode, zwigkszaliémy obciazenie, a tym
samym site dzialajaca na mase. Aby dokladnie
mierzy¢ te site, do bloczka przymocowalismy
tensometr. Mierzyl on wartos¢ proporcjonalna do
przytozonej sity, réwna F'v/2 (czynnik v/2 wynikat
z geometrii ukladu). Ruch masy rejestrowaliSmy
kamera. Dzigki temu moglisSmy precyzyjnie
wyznaczy¢ zaleznosé poltozenia x od przylozonej
sity F' w kolejnych chwilach czasu, zaréwno
podczas zwigkszania, jak i zmniejszania obcigzenia.
Mierzac niezalezne parametry uktadu, takie jak
stala sprezystosci k, oraz dlugo$é¢ swobodna
sprezyn lyg, wyznaczyliSmy bezwymiarowe
wielkosci: f, z.

Po zestawieniu wynikéw w formie wykresow
zobaczylismy, jak dane zaczynaja ,rysowac” to,
co wezesniej widzieliSmy tylko w réwnaniach
(rys. [5)! Przy krytycznej wartodci sily masa
przeskakiwala miedzy stabilnymi potozeniami
réwnowagi, a punkty pomiarowe uktadaty sie
zgodnie z teoretycznie przewidzianymi krzywymi.
Pomiary powtérzylismy dla kilku rozstawdw
sprezyn i za kazdym razem otrzymywaliSmy
petle histerezy, ktérej rozmiar zmienial si¢ wraz
z parametrami ukladu (rys. @

Wyniki te pokazuja, ze histereza nie musi by¢
zwigzana ani z magnesami, ani z egzotycznymi
materialami. Moze pojawi¢ sie juz w prostym
uktadzie mechanicznym zlozonym z dwéch sprezyn
i masy, jesli tylko geometria uktadu dopuszcza
wigcej niz jedno stabilne polozenie réwnowagi.

W takiej sytuacji odpowiedz ukladu na przytozona
site zalezy nie tylko od jej aktualnej wartodci,
lecz takze od drogi, ktéra uklad przebyl, aby
znalez¢ sie w danym polozeniu. Innymi stowy,
nawet tak prosty uktad moze mieé¢ wtasng
pamiec.

Powyzsza praca jest efektem przygotowan druzyny Klubu Naukowego Fenix

do Miedzynarodowego Turnieju Mlodych Fizykow 2025, podczas ktérego

zespol w skladzie: Zofia Makowska (kapitan), Blazej Gorzalek, Mateusz
Tarczynski, Piotr Bacciarelli-Grobelny oraz Krzysztof Maksymowicz, pod opieka
Jana Turczynowicza oraz Lukasza Gladczuka, zdobyl srebrny medal.

Miedzynarodowy Turniej Mlodych Fizykéw przeznaczony jest dla ucznidéw szkét srednich.
O eliminacjach do poprzednich edycji turnieju pisaliSmy w A%g i A%g. Mozna tam znalezé
przyktady zadan turniejowych z poprzednich lat.
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* Kontakt: gornicki590gmail.com

Portret Isaaca Newtona (G. Kneller,
1689) ze zbioréw The Isaac Newton
Institute for Mathematical Sciences,
University of Cambridge.

Newton osiwial w wieku 30 lat, ale do
korica zycia zachowal dlugie, geste, faliste
wtosy. Nigdy nie nosil peruki, jak to bylo
woéwczas w modzie

Przypomina to sytuacje, gdy cialo
porusza si¢ w gérnych warstwach
atmosfery, gdzie powietrze jest
rozrzedzone i zimne, lub tez w przestrzeni
miedzygwiezdnej.

Przyjete tu zalozenie prowadzi do
poprawnych konkluzji, bo dziatanie
o$rodka na ciato jest takie samo,
niezaleznie czy cialo porusza sig

w nieruchomym oérodku, czy tez czastki
o$rodka uderzaja w nieruchome ciato

z taka samg predkosciag w danym
kierunku. Ignorujemy réwniez, ze odbite
czastki mogg zderzacé sie¢ z czastkami
nacierajacego osrodka i ruch osrodka
moze stac si¢ chaotyczny.

Ksztalt i opor, czesé 1/4:
kula, walec, stozek Sciety
Jarostaw GORNICKI*

W filmie Die another day z 2002 roku (polski tytul Smieré nadejdzie jutro)
agent 007 dostaje od @ samochédd, ktéry moze byé¢ niewidzialny. Czy istnieja
rzeczy niewidzialne wykonane z nieprzezroczystego materiatu, przez ktoére
mozna widzie¢ bez znieksztalcen? Zauwazmy, ze ,niewidzialno$¢” to pojecie
niejednoznaczne. Technologia stealth pozwala samolotowi by¢ niewidzialnym dla
radaru. Pochtania on fale radiowe emitowane przez radar i ich nie odbija, ale my
ten samolot widzimy. Ustalmy zatem, ze obiekt niewidzialny to taki, ktory jest
niewidzialny dla ludzkiego oka, w ramach optyki geometrycznej. Pokazemy, ze
niewidzialnoé¢ dla ludzkiego oka jest mozliwa! Uzyskamy to dzigki geometrii
powierzchni; wlasnos¢é materialu nie ma z tym nic wspélnego. Zanim o tym
powiemy, poznajmy zaskakujace odkrycia Newtona dotyczace. .. oporu osrodka.

Isaac Newton (1642-1727) w wieku 23 lat dostrzegt dziatanie powszechnej silty
grawitacji, wymyslil nowe metody rachunkowe (rachunek rézniczkowy i caltkowy)
i opisal nature $wiatta. W latach 1669-1701 piastowal stanowisko Lucasian
Professor of Mathematics w Cambridge (Trinity College). W maju 1684 roku
(gdy mial 42 lata) zaczal pisaé ksiazke Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica. Napisal ja po lacinie w formie nawiazujacej do Elementow
Euklidesa. Praca nad nig trwala do kwietnia 1686 roku, a jej pierwsze wydanie
ukazalo sie¢ w 1687 roku. Trescia nie byly nagle ol$nienia, lecz dlugotrwale,
glebokie przemyslenia Newtona z lat wcze$niejszych.

Na Principia sktadaja sie definicje, aksjomaty, czyli prawa ruchu, Ksiega I i II,
obie o ruchu cial, Ksigga III o ukladzie swiata oraz Komentarz ogdlny. Ksiega I
dotyczy ruchu zachodzacego bez jakiegokolwiek osrodka stawiajacego opér.
Ksiega IT to opis ruchu w o$rodku stanowiacym opér. Ksiega III to zastosowanie
zasad opisanych w dwéch pierwszych ksiegach do wyjaénienia dzialania i budowy
Ukladu Stonecznego: skutki grawitacji, orbity planet i komet, sptaszczenie Ziemi
i planet, zaburzony ruch Ksiezyca, zjawisko plywow, precesja punktu réwnonocy.

W tym precyzyjnym planie czesé tekstu Newton poswiecil zagadnieniom
szczegdlowym (przypominaja one dygresje). Niektére z nich przez blisko 300 lat
budzity zdziwienie. Tak bylo z problemem aerodynamicznym, ktory sprébujemy
oméwic. Problem aerodynamiczny polega na znalezieniu ksztaltu powierzchni,
ktéra napotyka najmniejszy op6r podczas ruchu w danym osrodku. W naszej
prezentacji péjdziemy sladami Newtona, rozwazajac mozliwie prosta sytuacje.
W Ksiedze II Principiow znajdujemy

Stwierdzenie XXXIV. Niech w rozrzedzonym osrodku sktadajgcym sie

z jednakowych czgstek rozmieszczonych w jednakowych wzajemnych odleglosciach
poruszajg sie kula i cylinder [walec], ktdre moga byé wpisane w szesciany o tym
samym boku, z jednakowymi predkosciami w kierunku osi cylindra. Wowczas opor
kuli bedzie o potowe mniejszy od oporu cylindra.

Znajomo$¢ tresci Principiow nie jest powszechna, wiec zaczniemy od
niezbednych wyjaénient. Przez ruch rozumiemy ruch postepowy: cialo porusza
sie w jednym kierunku, bez obrotu. Osrodek, w ktérym zachodzi ruch, jest
nieruchomy i jednorodny (wszedzie taki sam). Osrodek jest rozrzedzony, gdy
jego czastki sa daleko od siebie i sa nieruchome (temperatura osrodka jest
bliska zera bezwzglednego). Kazda z nieruchomych czastek ma ustalong mase
m 1 jest idealnie sprezysta kula. Samo cialo jest réwniez idealnie sprezyste,
wiec mala kulka, zderzajac si¢ z cialem, odbija si¢ od niego zgodnie z prawem:
kat padania jest réwny katowi odbicia. Dla wygody przyjmiemy, ze to nie
cialo porusza sie w nieruchomym osrodku, lecz odwrotnie, nieruchome ciato
umieszczone jest w oérodku poruszajacym sie ze stala predkoscia v. Porownamy
sily oporu, jakie dzialaja na nieruchoma kule i nieruchomy walec (opisane

w Stwierdzeniu XXXIV), gdy ciala te uderzane sa przez poruszajace sie
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Rys. 1

Idealizujac sytuacje, ignorujemy fakt, ze
odbite czastki moga zaburzaé tor ruchu
czastek podazajacych na spotkanie

z bryla, tworzac rozmaite zawirowania.

Istotnie, jesli wzdtuz OAN ustalimy o$ X,
Ab=CE = z, gdzie —r < z < r, wzdluz
ACT ustalimy o$ Y, to
y=H(z)=1.-BE*>=1(*-2%).

O objetosci paraboloidy wpisanej w walec
pisatem w A}é

Modutl dowodzenia Skylab 4 umozliwil
powrdt na Ziemie zalogi ze stacji
kosmicznej Skylab (1974)

Punkt ¢y mozna wyznaczy¢, korzystajac
z rachunku pochodnych lub bez jego
pomocy (jak?).

czasteczki osrodka. Newton postuguje sie proporcjami odcinkéw i nie stosuje
wektoréw. Aby dostosowaé rozwazania do wspoétczesnych umiejetnoscei,
wykorzystamy jednak trygonometrie i ukltad wspélrzednych.

Zalozmy, ze kula i walec wpisane sg w jeden szedcian i obie bryty zostaly
przeciete plaszczyzna zawierajaca o$ walca AT (rys. 1). Na kule i walec dzialaja
niezaleznie czastki o$rodka poruszajace sie w kierunku FE (réwnolegle do osi
walca). Wszystkie czastki niosa taki sam ped. Niech odcinek LB reprezentuje
ped czastki uderzajacej w kule i niech LB = CB = r. Jezeli BD jest styczna

do powierzchni kuli w punkcie B, to kat xLBD = «, 0 < a < 7, nazywamy
kgtem natarcia. Wtedy sktadowa pedu prostopadia do stycznej ma warto$é

LD = LB - -sina =7 -sina. W wyniku zderzenia skltadowa ta zmienia zwrot na
przeciwny i przekazuje kuli ped réwny dwukrotnosci tej sktadowej, skierowany
w strone jej srodka masy. Rzut tej sktadowej na kierunek BE ma wartosé

LD -sina = r-sin? . Jest to wlagnie ta interesujaca nas czes$é¢ przekazywanego
pedu. Analogiczne wklady od wszystkich czastek sumuja sie i przyczyniaja do
ruchu kuli wzdtuz osi BE, natomiast sktadowe prostopadle do osi BE wzajemnie
si¢ znosza. Z przystawania tréjkatéw ADLB ~ AEBC mamy LD = BE

isina = % = @. Interesujaca nas cze$¢ pedu czastki padajacej w punkcie B,
ale zaczepiong w punkcie b, reprezentuje odcinek bH = r - sin? a = % - BE?.
Gdy punkt B przemieszcza sie wzdluz pélokregu od punktu K do punktu A,

to przemieszcza i zmienia sie odcinek bH tak, ze punkt H zakresla parabole.
Obrot tej paraboli wokét osi AC' ogranicza paraboloide, ktéra zajmuja wszystkie
odcinki bH tworzace sktadowe pedéw wszystkich czastek padajacych na kule,
ktére po zsumowaniu powoduja zmiane pedu kuli w kierunku F'E. Walec opisany
na tej paraboloidzie tworza wszystkie odcinki bE(= r), ktére po zsumowaniu

(i pomnozeniu przez 2, ze wzgledu na odbicie sprezyste czastki) daja zmiane
pedu kuli spowodowana przez wszystkie czastki padajace na walec z tego samego
kierunku w jednostce czasu. Efektywna sita oporu jest proporcjonalna do tego
przekazu pedu w jednostce czasu. Paraboloida wpisana w walec ma objetosé

o potowe mniejsza od objetoéci tego walca, stad wynika teza. O

W Swietle dewizy Newtona hypotheses non fingo (nie stawiam hipotez) ciekawsze
sa jego komentarze (scholium) do omawianej propozycji. Poniewaz mala
powierzchnia bedzie miata maty opér, musimy okresli¢ rozmiar poszukiwanej
powierzchni. Newton zaklada, ze powierzchnia ta ogranicza figure wypukla i jest
powierzchnia obrotowa (a wiec symetryczna).

Problem. Okresl wymiary stozka Scietego o promieniu podstawy OC =r
1 wysokosci OD = 2a stawiajgcego najmniejszy opdr podczas ruchu w kierunku OS
w rozrzedzonym osrodku.

Niech OS = x > 2a i kat ¥CSO = o < 3. Na powierzchnig stozka dzialaja
niezaleznie czastki oérodka poruszajace sie w kierunku SO, wszystkie niosace
taki sam ped P zaréwno co do wartosci, jak i kierunku. Z podobienstwa
trojkatéow ASOC ~ ASDF mamy DF =r - % Na kolowa podstawe o polu

2 2

7-DF? = 7'('7“(&;;22(1) dzialaja czasteczki, kazda przekazujac ped 2P. Kat natarcia
czasteczki na tworzaca stozka ma miare «, wiec przekazany stozkowi ped
(prostopadly do tworzacej i skierowany do wnetrza stozka) jest réwny 2P - sin «,
gdzie sina = ﬁ, a jego sktadowa w kierunku SO wynosi 2P - sin? a. Zatem
calkowity ped przekazany stozkowi jest suma pedow 2P w kazdym punkcie
kota o polu 7 - DF? oraz pedu 2P - sin? a w kazdym punkcie pierécienia o polu
7-0C? — - DF?. Jedli przez k oznaczymy staly czynnik, to efektywny opor jest
rowny

& r%(z — 2a)? (e r?(z — 2a)? ' r? 2 (x — 2a)% +r?

22 22 22 + 12 22 + 12

gdzie x > 2a. Osiaga on wartos¢ najmniejsza w punkcie, w ktérym jest minimum
funkcji:

)

(x —2a)? +1r?
f(.T) = ([2—4»7'2 dla x > 20/,

a to ma miejsce dla g = a + va? + r2.
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ostry.

Voyager 1 (1977), ktéry opuscit Uktad
Stoneczny w 2012 r.

Otrzymana odpowiedz jest zgodna z konstrukcja wskazang przez Newtona:
»polowimy odcinek OD w @ i przedtuzamy OQ do S tak, aby QS bylo

réwne QC. Wéwczas S jest wierzchotkiem stozka, ktérego czes$é [stozek Sciety
COBGDF] jest rozwigzaniem problemu”.

7 przeprowadzonych rozwazan wynika réwniez, ze kat <CSB jest zawsze

I mamy niespodzianke, wéréd stozkow o danej podstawie i wysokosci
najmniejszy op6r w rozrzedzonym osrodku stawia stozek Sciety (1), i to
niezaleznie od poczatkowych wartosci r i 2a. Dodatkowo, im mniejszy

stosunek 27“, tym wieksza bedzie czesé plaska. Czy wiec rzeczywiscie ,,odwrocona

patelnia” to najbardziej optywowa powierzchnia w rozrzedzonym oérodku?

Whioski te wydawaly sie tak absurdalne, ze uznano je za blad geniusza, byly
ignorowane (niezrozumiane?) przez 300 lat, az do XX wieku, gdy rozpoczela sie

eksploracja kosmosu. . .

Niebo nade mng, grzyby pode mna

Jesli jest lato i myélisz o grzybach, bardzo stusznie. Jesli jest jesien i myslisz
o grzybach, jeszcze lepiej. W sumie, bez wzgledu na pore roku i doby
powinnismy mysleé¢ o grzybach. Bo sie¢ cieniutkich nitek, ktéra zawarta jest
w wierzchniej warstwie naszych ladéw ma kolosalne znaczenie. Od niej zalezy
dobrostan roélin ladowych. I, co tu dtuzej ukrywaé, nasz.

Weszystko zaczeto sie od trufli. Albert B. Frank, niemiecki botanik, w 1885

roku badal mozliwo$¢ sprowadzenia trufli do Prus. Odkryl niezwykla rzecz:
korzenie niektérych roslin byly Scisle splatane ze strzepkami grzybni, a zwiagzek
ten wydawal sie korzystny dla obu stron. Dotad obecnos¢ dziwnych struktur

i strzepek grzybni w korzeniach roslin uwazano za chorobe, pasozytnictwo

lub, w najlepszym razie, za niedbalos¢ przy pobieraniu prébek. Opublikowana
przez Franka teoria o mikoryzie (ukul ten termin od greckich stéw mykes, grzyb
oraz rhiza, korzen) spotkala sie z krytyka $rodowiska naukowego. Tymczasem
Frank stusznie zalozyl, ze strzepki grzybni rozszerzaja zasieg roéliny w glebie,
dostarczaja jej wody i zwiazkéw nieorganicznych, gtéwnie fosforanéw i azotandw,
ale takze cynku i miedzi. Grzyb zyskuje zwiazki organiczne do odzywiania.

Przypomne tylko, ze to, co potocznie nazywamy
grzybem (zaréwno takim w lesie, jak i w zapomnianym
stoiku z dzemem), jest jedynie widoczna na zewnatrz
mala czedcia grzybiego ciala. Reszta to cienkie
nitkowate struktury otoczone $ciang komérkowa, nie
zawsze podzielone na wyraznie odrebne komérki, jak
to jest u roslin i zwierzat. Moga one stanowi¢ dlugie,
zawierajace wiele jader kanaly. Cialo, ktére wyrasta na
powierzchni, stuzy jedynie rozmnozeniu sie za pomoca
zarodnikéw, roznoszonych wiatrem lub woda na duze
odleglosci.

W mikoryzie zwiazek korzeni roéliny i strzepek moze
by¢ rézny. W przypadku drzew najczesciej strzepki
grzybni gesto oplataja korzen i wchodza w przestrzenie
miedzykomédrkowe tkanek rosliny, jest to tzw. mikoryza
zewnetrzna. W przypadku mikoryzy arbuskularnej
strzepki wnikaja do wnetrza komorek, a $cisle moéwiac,
pod Sciane komoérkowa, tworzac silnie rozgatezione
arbuskule, twory, przez ktére zachodzi wymiana
substancji. Struktura blony komérkowej pozostaje
nienaruszona.

Uwaza sig, ze okoto 90% gatunkéw roslin ladowych
wchodzi w zwiazki mikoryzowe, co nie jest dziwne, bo
to dzigki temu powiazaniu rosliny mogly ,,wyjs¢ z wody”
okoto 470 milionéw lat temu. Wtedy powierzchnia
Ziemi byla uboga w skladniki mineralne, a pierwsze
rosliny nie mialy jeszcze dobrze wyksztatconych korzeni.
Cieniutkie strzepki grzybow pozwalaty zwigkszy¢

zasieg i powierzchnie chtonna. Dowody na te hipoteze
pochodza z badan kopalnych oraz analiz genetycznych
wspolczesnych grzybow mikoryzowych. Niektorzy
badacze uwazaja, ze to mikoryza pozwolila roglinom
osiagnaé¢ wielka réznorodnosé¢ i opanowaé ogromna, czesé
powierzchni Ziemi.

Rosnaca liczba badan nad mikoryza pokazuje, ze

rola grzybow jest wieksza, niz jedynie dostarczanie
mineraléw i wody. Grzyby wytwarzaja takze hormony
roslinne, ktére po wniknieciu do organizmu rosliny
reguluja jego wzrost i rozwéj. Grzyby wydzielaja do
gleby antybiotyki, zmniejszajac prawdopodobienstwo
zakazenia rosliny patogenami. Rosliny w zwiazku

z grzybem sa bardziej odporne na stres: na skrajne
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temperatury, toksyny czy niekorzystne pH. Dla czeéci gatunkéw powstanie
mikoryzy jest koniecznym warunkiem rozwoju.

Badania kanadyjskiej naukowczyni Suzanne Simard wykazaty olbrzymi wplyw
mikoryzy na kondycje lasu oraz jej role w komunikacji drzew miedzy soba, takze
miedzygatunkowa. Przez wiele lat badan Simard wykazala, ze sie¢ mikoryzowa
jest kluczem do funkcjonowania calego ekosystemu. Drzewa wymieniaja

miedzy soba zwiazki organiczne przez grzybnie, takze miedzygatunkowo

(1), a kierunek przekazywania substancji zalezy od tego, ktére drzewo jest
bardziej w ,,potrzebie”, na przyklad z braku dobrego $wiatla do fotosyntezy.
Drzewa-matki wysylaja mlodym drzewom wyrostym z ich nasion wiecej wegla

i substancji odzywczych niz niespokrewnionym osobnikom. Drzewa zaatakowane
przez szkodniki (np. owady) lub w stresie wysylaja przez grzybnie sygnaly,
dzieki czemu inne drzewa uruchamiaja systemy obronne. W ostatnich etapach
zycia stare drzewo intensywnie zasila sie¢ mikoryzowa, oddajac wszystko, by
wzmacnia¢ mlode osobniki. Monokultury sadzonych i ,pielonych” laséw sa stabe,
bo bez wsparcia sieciowego innych gatunkow sadzonki iglaste znacznie czedciej
choruja i umieraja. W obliczu stresu klimatycznego (wyzszych temperatur i susz)
zalezno$¢ drzew od podziemnych sieci grzybowych drastycznie rosnie.

Nowe mozliwosci — uzywanie modeli sztucznej inteligencji i masowa analiza wielu
prébek — ujawniaja wymiar globalny roli mikoryzy. Naukowcy zaangazowani

w badania stworzyli SPUN (Society for the Protection of Underground
Networks), publikuja dane i prébuja przebié sie z glosem o koniecznosci ochrony
podziemnych sieci. W opublikowanej w Science w czerwcu 2026 roku pracy
skupiajacej sie na mikoryzie arbuskuralne;j.

Z 16 000 prébek gleby pobranych z réznych ekosysteméw (lasy, taki, sawanny
itd.) na $wiecie oznakowano, ile strzepek mikoryzowych znajduje sie w okreslonej
objetosci gleby. Nastepnie uzyto modelu uczenia maszynowego i stworzono
mapy przewidujace gesto$é¢ grzybni dla kazdego obszaru ladowego na Ziemi.
Dzigki temu powstata pierwsza globalna mapa mikoryzy arbuskularnej. Na
podstawie analizy 300000 prébek strzepek grzybni rosnacych w laboratorium
przeliczono oszacowana dlugosé strzepek na biomase grzybowej sieci. Wyniki
zostaly przedstawione na mapie swiata pod nazwa ,,A Hidden Infrastructure”.
Sa doprawdy oszalamiajace. Badacze oszacowali, ze w gérnej warstwie gleby

na Ziemi (do 20 ¢cm) znajduje sie¢ okoto 1,1 x 10*7 km zywych strzepek grzybéw
mikoryzowych. Jest to, wedlug przeliczen, okolo 300 megaton czystego wegla
organicznego, co stanowi 4-6 razy wiecej niz masa wegla w cialach wszystkich
ludzi na Ziemi.

Mozna to poréwnacé¢ do odkrycia, ze pod powierzchnia Ziemi istnieje gigantyczna
biologiczna infrastruktura transportowa, przez ktéra przeplywa czesé wegla
pobieranego z atmosfery. Skoro sieé¢ jest tak rozlegla i zawiera setki milionéw ton
biomasy, nie mozna jej ignorowaé¢ przy analizowaniu globalnego cyklu wegla.

Mikoryza arbuskularna stanowi 70% mikoryzy, gléwnie dotyczy roslin zielnych.
Niestety ponad 90% ladu, ktéry pokryty jest tymi roélinami, nie jest chronione.
Jednoczes$nie Srednia gesto$é grzybni mikoryzy arbuskularnej na gruntach
rolnych jest o blisko 50% nizsza niz w naturalnych ekosystemach. Staje si¢ jasne,
ze trzeba je chroni¢, takze ze wzgledu na zdolnosci gleby bogatej w mikoryze do
magazynowania wegla.

Profesor Susan Simard w swoim wystapieniu w ramach TED moéwi o lesie jak

o rodzaju inteligentnego organizmu, w ktérym drzewa i inne rosliny komunikuja
sie ze sobg przez sie¢ podziemnych potaczen. W jej rodzinnej Kanadzie,

w Terrasse-Vaudreuil, niedaleko Montrealu 9 czerwca tego roku przyjeto
uchwale, ktéra uznaje drzewa za osoby majace prawo do obrony i dobrego zycia.
Zastanawiam sie, czy da sie powiedzie¢, gdzie osoba drzewa sie konczy. Czy tam
gdzie jej korzenie, czy siega dalej niezmiernie ztozonym system biologicznych
kanaléw? A moze to wszystko to jedna osoba?

Marta FIKUS-KRYNSKA
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Nie ma tekstu zbyt ludzkiego. ..
Jakub RYLOW*

Steven Mintz, profesor historii na Uniwersytecie Teksaniskim w Austin, napisat
w swojej karierze ponad osiemset esejéw. Kiedy pewnego dnia wrzucil jeden

z nich do popularnego detektora Al, otrzymal wynik: 100% wygenerowane
przez sztuczng inteligencje. Tekst opisywal spektakl muzyczny, ktory Mintz
widzial osobiscie, w sali z pie¢dziesigcioma widzami, bez zadnego nagrania ani
$ladu w internecie. Detektor nie przejat sie tym szczegdétem. To samo narzedzie
ocenilo przemowienie gettynburskie Lincolna jako stuprocentowo maszynowe,

a esej Orwella Shooting an Elephant z 1936 roku jako podejrzany w ponad
polowie. Jest w tym pewna poetycka sprawiedliwo$¢: dzieto czlowieka bedacego
twércg opisu $wiata, w ktérym myslozbrodnie wykrywa si¢ na podstawie

stylu wypowiedzi, pada ofiarg algorytmu wykrywajacego mys$lozbrodnie na
podstawie stylu wypowiedzi. Orwell napisal Rok 198/ jako ostrzezenie. Nikt nie
spodziewal sie, ze bedzie tez instrukcja obstugi detektora plagiatow. Atmosfera
podejrzliwoéci wobec dobrze napisanego tekstu jest bowiem jak najbardziej
orwellowska: im staranniej piszesz, tym bardziej jestes podejrzany.

Mozna by uznaé te przypadki za bledy implementacji konkretnych narzedzi.
Jednak w 2025 roku Sadasivan, Kumar, Balasubramanian, Wang i Feizi
opublikowali artykul Can AI-Generated Text be Reliably Detected?, w ktérym
wykazali, ze problem nie lezy w implementacji. Problem lezy w naturze zadania,
co wyjasnimy ponizej.

Rodzaje detektoréw

Istnieja rézne sposoby na wykrywanie tekstow wygenerowanych przez AI. Mamy
na przyktad detektory oparte na tzw. znakach wodnych. Niektére modele celowo
generuja tekst z ukrytym wzorcem statystycznym, preferujac tokeny z tzw.
zielonej listy, by mozliwe bylo wykrycie zrédta pochodzenia tekstu metodami
analizy statystycznej. Druga klasa to detektory oparte na sieciach neuronowych,
trenowane binarnie na parach tekstéw ludzkich i maszynowych. Trzecia to
detektory oparte na wyszukiwaniu: dla danego tekstu sprawdzaja, czy nie ma
semantycznie don podobnego w bazie wielu tekstéw wygenerowanych przez
konkretny model. Oczywiscie sg réwniez inne pomysty. Na przyklad narzedzie
DetectGPT opiera si¢ na obserwacji, ze (w duzym uproszczeniu) jesli model
maszynowy lekko zmodyfikuje tekst wygenerowany przez maszyne, to efekt nie
powinien wyglada¢ na jeszcze bardziej maszynowy.

Jak oceniane sg detektory?

Detektory nie tylko oceniaja, ale i same sa oceniane — jak to sie robi? Mozemy
w (nie tak znowu duzym) uproszczeniu przyjaé, ze kazdy detektor to pewna
funkcja D, ktéra dowolnemu tekstowi s przypisuje liczbe D(s) € [0, 1]. Liczba
ta jest sila przekonania detektora o tym, ze tekst s zostal wygenerowany przez
Al Ostatecznie jednak badacz chce byé w stanie rozréznia¢ miedzy tekstami
sztucznymi a wytworzonymi przez czlowieka. W tym celu ustala pewien

prég v € [0, 1] 1 wszystkie teksty s, dla ktérych D(s) > v uznaje za sztuczne.
Oczywiscie zdaje on sobie sprawe z tego, ze zapewne popelnia bledy. Moga one
byé¢ dwojakiego rodzaju: moze blednie uznawaé teksty czlowieka za sztuczne
(jak w opisanych na wstepie przykladach) oraz odwrotnie. Prawdopodobienstwo
popelnienia pierwszego typu bledu to a(y) := Py (D(S) > v), tzn. zakladamy, ze
S jest losowym stowem wytworzonym przez czlowieka. Analogicznie, szansa na
drugi blad to B(7) := Par(D(S) < 7).

Nietrudno zauwazy¢, ze funkcja «(vy) jest malejaca, za$ funkcja 5(7) jest rosnaca.
Punkty (a(’y), 1-— 5(7)) dla wszystkich v € [0, 1] tworza zatem pewna ,rosnaca”’
krzywa, laczaca punkt (0,0) z punktem (1,1). Okredla sie ja skr6tem ROC
(ang. Receiver Operator Characteristic; nazwa siega II Wojny Swiatowej, za

jej pomoca oceniano skuteczno$é radaréw). Od dobrego detektora oczekujemy,
ze mozna do niego dobraé prég v dajacy mozliwie niskie wartosci a(v) i 8(7),
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z gory przez pole zakreskowanego obszaru,

czyli + 46 — %, gdzie 6 = TV (H, AI)

Touvron, H. i in., Llama 2: Open
Foundation and Fine-Tuned Chat
Models, arXiv preprint, 2023.
LLaMA-2-7B-Chat pelnit role
»parafrazera”. Paradoksalnie: Al
ukrywa AL

Zhang, S. i in., OPT: Open Pre-Trained
Transformer Language Models, arXiv
preprint, 2022. Modele OPT-1.3B

i OPT-13B bytly celami atakéw.
Rajpurkar, P. i in., SQuAD: 100 000+
Questions for Machine Comprehension
of Text, 2016. Benchmark SQuAD-v2
potwierdzil zachowanie tresci po
parafrazie.

tzn. ze jego krzywa ROC przechodzi mozliwie blisko (w jakims sensie) punktu
(0,1). Wobec monotonicznosci ROC sensownym sposobem pomiaru tej bliskosci
jest pole powierzchni obszaru przez nia ograniczonego. Jest to klasyczny sposéb
pomiaru jakosci detektora (nie tylko tekstéw), oznaczany jako AUROC(D) (Area
Under ROC) lub, troche krécej, AUC(D).

Zobaczmy, jak dzialaja te pojecia na przykladzie dos¢ zatosnego detektora,
ktéry nawet nie patrzy na dostarczony mu tekst s, tylko daje losowa liczbe

z przedziatu [0, 1]. Wéwcezas 5(y) = 1 — a(y) = v, wiec krzywa ROC to wykres
funkcji y = « na [0, 1], a takze AUROC = % Jest to réwniez rozsadny punkt
odniesienia — kazdy sensowny detektor powinien mie¢ AUROC wigksze od %

AUROC a odleglo$é miedzy rozkladami

Nie zaskoczy nikogo stwierdzenie, ze im bardziej podobne do ludzkich teksty
generuje sztuczna inteligencja, tym trudniejsze zadanie stoi przed detektorami.
Mozna jednak mie¢ nadziej¢ na to, ze jesli tylko jest miedzy tymi zrédtami
tekstéw jakakolwiek ,statystyczna” réznica, to odpowiednio ,silny” detektor
bedzie sobie rozsadnie radzit z odréznianiem jednych od drugich.

Okazuje sig, ze nie jest tak dobrze. Aby si¢ o tym przekonaé, wprowadzmy
nastepujacy sposéb mierzenia odlegtosci miedzy losowoscig tekstow ludzkich

i maszynowych. Jest to tzw. odleglosé¢ calkowitego wahania miedzy dwoma
rozkladami prawdopodobieristwa. Niech, tak jak wczes$niej, AI oznacza losowo$é
(formalnie: rozktad prawdopodobiefistwa) wszystkich mozliwych sekwencji
tokenow generowanych przez model jezykowy, a H — analogiczng charakterystyke
tekstow ludzkich. Wtedy odlegloéé¢ calkowitego wahania miedzy nimi okreslona
jest wzorem

TV(H,AI) = sup|Pa;(S € A) —Pg(S € A)

ACQ

)

gdzie () jest przestrzenia wszystkich mozliwych tekstéw. Intuicja jest
raczej prosta — pytamy o maksymalna, bezwzgledna réznice miedzy
prawdopodobienstwami wygenerowania tekstu nalezacego do zbioru A dla
wszystkich mozliwych wyboréw A.

Zauwazmy, ze
|(1=B() —a()| = |Par(D(s) = v) —Pu(D(s) = ~)| < TV(H, AI).

Oznaczajac prawa strone powyzszej nieréwnosci przez J, otrzymujemy, ze
krzywa ROC jest ograniczona z géry przez wykres funkcji y = x + §, a nawet

y = min{x + J, 1}. Miare AUROC jakosci detektora mozemy zatem oszacowaé

7z gory przez pole pod wykresem funkcji y = min{z + 4,1}, czyli % +0— %. Morat:
przy odpowiednio matych wartosciach odleglosci catkowitego wahania kazdy
detektor staje si¢ niewiele bardziej uzyteczny niz losowe zgadywanie.

Atak przez parafrazowanie: jak AI ukrywa Al

Powyzsza obserwacja dotyczy detektoréw w Swiecie bez atakujacych. Sadasivan
i wspotautorzy pokazuja, ze w $wiecie z atakujacymi sytuacja jest jeszcze gorsza.
Wystarczy rekurencyjne parafrazowanie: tekst S generowany przez model L
zastepujemy przez P(S), nastepnie P(P(S)) i tak dalej, gdzie P jest dowolnym
modelem parafrazujgcym.

Po pigciu rundach z modelem DIPPER (11 miliardéw parametréw) wskaznik
wykrywalnoéci znakéw wodnych spada z 99,3% do 9,7%. Juz dwie rundy
wystarczaja, by zej$¢ ponizej 50% wykrywalnosci. AUROC detektora Detect GPT
spada po parafrazie z 0,965 do 0,25 — ponizej wartosci odpowiadajacej losowemu
zgadywaniu. Jako$¢ parafraz prawie nie cierpi: 89% oceniono w badaniu MTurk
jako gramatycznie doskonale.

Spéjnosé z powyzszymi obserwacjami jest pelna: parafrazowanie zbliza rozklad
przetworzonego tekstu do rozkladu ludzkiego, zmniejsza odleglos¢ catkowitego
wahania, a wraz z nia skutecznosé detektora.
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Grades After ChatGPT Claimed AI
Wrote Their Papers, The Register, 2023.
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Kosmyna, N. i in., Your Brain on
ChatGPT: Accumulation of Cognitive
Debt When Using an Al Assistant for
Essay Writing Task, 2025. Badanie
wstepne, przed pelng recenzja; autorzy
zalecajg ostrozno$¢ interpretacyjna.

Gerlich, M., AI Tools in Society: Impacts
on Cognitive Offloading and the Future
of Critical Thinking, 2025. Badanie na
666 uczestnikach potwierdzitlo mediujaca
role tego zjawiska miedzy uzywaniem Al
a ostabieniem mys$lenia krytycznego.

Salatino, A. i in., Influence of Al
Behavior on Human Moral Decisions,
Agency, and Responsibility, 2025. Bierne
poleganie na Al oslabia nie tylko pamieé,
lecz takze poczucie sprawczosci

i odpowiedzialno$ci moralnej.

Liang, W. i in., GPT Detectors are
Biased Against Non-Native English
Wrriters, 2023. Detektory karzg tez
obcokrajowcéw piszacych po angielsku —
za pisanie z akcentem.

Podobny los spotkal dwukropek,
wyliczenia i zdania wielokrotnie ztozone.
Interpunkcja jako dowdéd winy.

Zob. Sourati, Z., Ziabari, A.S., Dehghani,
M., The Homogenizing Effect of Large
Language Models on Human Ezxpression
and Thought, Trends in Cognitive
Sciences, marzec 2026; oraz
popularnonaukowe omoéwienie: Chayka,
K., A.I. Is Homogenizing Our Thoughts,
The New Yorker, 25 czerwca 2025.

Fowler, G. A., We Tested a New
ChatGPT-Detector for Teachers. It
Flagged an Innocent Student, The
Washington Post, 2023; Al-Sibai, N., AT
Plagiarism Detection Software Keeps
Falsely Accusing Students of Cheating,
Futurism, 2023.

Kiedy detektor atakuje niewinnych

Artykul bada tez kierunek odwrotny: jak sprawié¢, by tekst ludzki wygladal jak
tekst wyprodukowany przez AI. W przypadku metod opartych na znakach
wodnych wystarczy wielokrotnie zapyta¢ model o nastepnik danego stowa,

by statystycznie odtworzy¢ zielong liste, ktora z zalozenia powinna by¢
prywatna. Dysponujac ta wiedza, napastnik komponuje zdania bogate w tokeny
z zielone]j listy i detektor uznaje go za znakowany model. AUROC detektora
wodnego spada w eksperymencie z 0,998 do 0,013 — narzedzie klasyfikuje teksty
ludzkie jako maszynowe z taka sama pewnoscia, z jaka wcze$niej klasyfikowalo
poprawnie.

Scenariusz z detektorem opartym na wyszukiwaniu jest jeszcze prostszy

i etycznie bardziej niepokojacy. Nauczyciel prosi model o sparafrazowanie eseju
studenta. Model zapisuje parafraze w swojej bazie. Detektor poréwnuje oryginal
studenta z parafrazg i oglasza plagiat. Student pisat sam. Matematycznie
trywialne. Etycznie nieakceptowalne.

Mé6zg na zwolnieniu: po co w ogodle pisa¢ samemu

Do tej pory méwilidémy o tym, co Al robi z detektorami. Warto zapytaé, co
robi z piszacymi. Wyniki sg réwnie niepokojace. Zesp6ét MIT Media Lab pod
kierownictwem Natalii Kosmyny wyposazyt 54 studentéw z obszaru Bostonu
w czepki EEG i przez cztery miesiace obserwowal aktywnosé ich moézgéw
podczas pisania esejéw. Aktywnos¢é mierzona wskaznikiem Dynamic Directed
Transfer Function (dADTF) — przeplywem informacji miedzy obszarami mézgu
odpowiedzialnymi za funkcje wykonawcze, przetwarzanie semantyczne i regulacje
uwagi — byta nizsza o 55% u studentéw piszacych z pomoca ChatGPT niz

u piszacych bez zadnych narzedzi. 83% studentéw z grupy ChatGPT nie
potrafito po zakonczeniu badania przypomnie¢ sobie kluczowych twierdzen

ze swoich wlasnych esejéw. Efekty utrzymywaly sie nawet po ,odstawieniu”
modelu: studenci, ktérzy zaczeli od ChatGPT, a potem pisali samodzielnie,
wykazywali nizsza aktywno$¢ neuronowsg niz ci, ktérzy od poczatku pracowali
bez wspomagania.

Mechanizm lezacy u podstaw tego zjawiska to cognitive offloading — przenoszenie
wysitku poznawczego na narzedzie zewnetrzne. Skumulowany efekt powtarzanego
delegowania wysitku intelektualnego badacze nazywaja diugiem poznawczym —
oprocentowanym zacigganiem pozyczki od wlasnego moézgu. Mozg rzadzi sie
zasada use it or lose it: obwody regularnie nieuzywane ulegaja ostabieniu.

Za co naprawde karza detektory

Wréémy do Mintza, Lincolna i Orwella. Detektory nie mierza proweniencji.
Mierza wzorce powierzchniowe: formalnosé stylu, regularno$é skiadni, brak
potknie¢, przemyslane przejscia miedzy akapitami. Dobra proza ma doktadnie te
cechy. W Swiecie detektoréw nie ma tekstu zbyt ludzkiego — jest tylko tekst na
tyle niestaranny, by nie wzbudzi¢ podejrzen.

Do podejrzanych sygnaléw nalezy tez pauza — znak interpunkcyjny obecny

w prozie od Stendhala po Milosza, stosowany wszedzie tam, gdzie przecinek
jest za staby, a nawias zbyt urzedowy. Detektory nauczyly sie, ze Al lubi pauzy,
i wyciagnely z tego wniosek odwrotny do zamierzonego: ze kazdy, kto ich uzywa,
jest podejrzany.

Logiczna konsekwencja jest homogenizacja: pisz jak wszyscy, my$l jak

wszyscy, nie wyrézniaj si¢ nawet minimalnie ponad pospolita $rednig — bo
niestandardowos¢ jest dzi§ dowodem winy. Efekt jest do$é¢ groteskowy: pewien
serwis oferuje za oplata uszlachetnianie tekstu w kierunku usterkowosci — przez
celowe wstawienie bledéw gramatycznych i zastapienie formalnych tacznikéw
czym$ mniej starannym. Zeby brzmieé jak czlowiek, trzeba nauczyé sie pisaé
gorzej.

Zestawienie obu watkéw ujawnia paradoks strukturalny. Studenci uzywajacy
AT pisza szybciej, ale pamietaja mniej i traca poczucie autorstwa. Studenci
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Bot — program komputerowy, ktéry nie
jest cztowiekiem, lecz prébuje imitowaé
jego dzialtania, np. tworzy¢ teksty czy
prowadzi¢ rozmowy.

Das, M. R., Turn-It-In: Al Fails
Students for Not Using Al, Firstpost,
2023; Weiss, M., Deepfake Bot
Submissions to Federal Public Comment
Websites Cannot Be Distinguished from
Human Submissions, Technology Science,
2019.

piszacy bez Al, lecz dobrze, sa oskarzani o uzycie Al. Obserwacja Sadasivana
i wspélautoréw wyjasnia, dlaczego ten paradoks jest nieusuwalny: gdy TV (M, H)
jest male, detektor nie moze odrézni¢ obu grup — i nie odréznia.

Warto jednak odnotowaé, ze entuzjazm, z jakim niektérzy rozsytaja dowody
bezskutecznoéci detektoréw, jest sam w sobie zastanawiajacy. The lady doth
protest too much, methinks...

Konkluzja

Detektory moga by¢ uzytecznym narzedziem pomocniczym pod warunkiem,
ze nikt nie traktuje ich wyniku jako dowodu. Pewnym paradoksem jest fakt,
ze konsekwencja postepujacego rozwoju technologicznego (ktéry w teorii
mial gwarantowa¢ wiarygodnosé i weryfikowaé¢ wiele kwestii niemierzalnych,
takich jak zaufanie) jest rozmycie tej pewnosci i precyzji w wielu aspektach,
pozostawiajac duzo miejsca na domysty, tutaj akurat w kwestii przypisania
autorstwa do wybranego dzieta. Jednoczes$nie otwiera to droge na zupelnie
niesciste metody weryfikacji: intuicje, przeczucie, wrazenie, czy dany tekst
powstal samodzielnie, czy nie.

Profesor Mintz jest botem. Lincoln jest botem. Orwell — autor ostrzegajacy
przed Swiatem, w ktérym mysl jest przestepstwem — jest botem. ChatGPT
przechodzi test czlowieczenstwa z wynikiem lepszym niz wszyscy trzej razem
wzieci. Studenci, ktérzy oddali pisanie modelowi, nie pamietaja wlasnych esejéw.
Studenci, ktorzy pisali samodzielnie i pisali dobrze, zostali oskarzeni o plagiat.
Nie ma tekstu wystarczajaco ludzkiego, sa tylko teksty za malo dokladnie
przetestowane na uzycie Al

Tekst powstal bez uzycia Al

O badaniu i pozytkach z siarczku molibdenu

* Wydzial Chemii oraz Centrum Nauk
Biologiczno-Chemicznych, Uniwersytet
Warszawski
rszoszkiewicz@chem.uw.edu.pl

W terminologii naukowej taka operacje
zluszczania okreslamy mianem eksfoliacji

mechanicznej materialéw objetosciowych.

Po jej dokladniejszy opis mozna siggnaé
do artykulu O tajnikach eksfoliacji, czyli
co lgczy grafen z odklejaniem etykiet

z cenami z Ais-

O grafenie mozna bylo przeczytaé
w Delcie, w artykule Grafen
i spolka, Agl.

Robert SZOSZKIEWICZ*

Fizykochemia powierzchni, ktéra wytonila sie wskutek uzywania teorii, metod

i narzedzi badawczych z zakresu zaréwno fizyki, chemii, jak i inzynierii
materiatlowej, bardzo preznie rozwijata si¢ juz w latach 80. i 90. ubieglego wieku.
Obecnie, wraz pojawieniem si¢ tzw. materialéw dwuwymiarowych (2D) oraz
niesamowitego rozwoju rozmaitych metod mikroskopowych, przezywa kolejny
renesans.

Materialy dwuwymiarowe to pewna klasa materialéw krystalicznych, ktérych
wladciwosci chemiczne i fizyczne bardzo silnie zaleza od grubosci. Z reguly sa to
niemalze atomowo cienkie warstwy. W najprostszy sposéb mozna je otrzymac
poprzez zluszczanie mikroskopowych krysztaléw. Taka operacja jest mozliwa
dlatego, ze atomy w poszczegdlnych warstwach materialéw dwuwymiarowych
polaczone sa z sobg silnymi wigzaniami kowalencyjnymi, za$ poszczegdlne
warstwy lacza sie z soba stabymi oddzialywaniami o naturze elektrostatycznej,
okreslanymi mianem oddzialywan van der Waalsa. Ze wzgledu na sklad
atomowy i wtasciwosci chemiczne wyrézni¢é mozna wiele klas takich materiatéw,
na przyklad: grafen i jego pochodne, azotek boru i jego pochodne, dichalkogenki
metali przejéciowych, perowskity i MXeny.

Rewolucja w $wiecie materialéw 2D zostala zapoczatkowana przez otrzymanie
w 2004 roku grafenu, czyli pojedynczej warstwy atoméw wegla utozonych

w jednej plaszczyznie, w tzw. sieci heksagonalnej, a wiec strukturze
przypominajacej plaster miodu, tyle ze atomowo cienkiej. Okazalo sie, ze ma on
— przewidziane przez wczesniejsze rozwazania teoretyczne — niezwykle wlasnosci,
jak na przyklad niemalze bezstratne przewodnictwo elektronowe.
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Warstwa MoSs widziana z géry. W gérnej
jej czedci sg tylko atomy siarki (na z6lto),
ponizej atomy molibdenu (na niebiesko),
a jeszcze nizej znéw atomy siarki
(niezaznaczone)

Struktura atomowa gérnej (siarkowej)
struktury krysztatéw MoSs z widocznym
uporzadkowaniem przypominajacym
plaster miodu oraz jedng wakancja
siarkowa (wskazang strzalka)

belka AFM

prébka - P

skaner sprzezenie

zwrotne

Schemat dzialania mikroskopu sit
atomowych (AFM) w konfiguracji
podstawowej

Termicznie wyprodukowana warstwa
amorficznych tlenkéw MoO3 pokrywajaca
powierzchni¢ MoS2 z widocznymi

w powiekszeniu atomowymi zarodkami
tréjtlenku molibdenu przypominajgcymi
ozebrowanie kadlubéw statkéw. W prawej
dolnej czedci obrazka obszar czystego
MOS2

Na przestrzeni ostatnich 15 lat jeden z dichalkogenkow metali przejéciowych,

a mianowicie: dwusiarczek molibdenu (MoSs), zaskarbit sobie renome
poréwnywalng do grafenu. A stalo sie to dlatego, ze krysztaly MoS,, ktore
kiedy$ wykorzystywane byly jako smary stale, znalazty znacznie cenniejsze
zastosowania. Najwazniejsze to zastosowania w nanoelektronice opartej na
materiatach 2D, gdyz mikroskopowe platki MoSs tuszcza si¢ podobnie jak
grafit, a wiec sa zrédtem cienkich warstw stanowiacych struktury 2D. Na takich
strukturach obecnie buduje si¢ warstwowe uklady mikroelektroniczne, gdyz
najczedciej wystepujace odmiany polimorficzne krysztaléw MoS, wykazuja
wladciwosci polprzewodnikowe, a wiec mozna na nich budowaé tranzystory. Co
wiecej, cienkie warstwy MoSs znalazty réwniez zastosowanie jako katalizatory
waznych reakcji chemicznych, jak np. otrzymywanie wodoru z hydrolizy wody
czy wigzania i konwersji dwutlenku wegla. A i na tym nie koniec, gdyz krysztaty
te wykazuja réwniez bardzo ciekawe wladciwodci fotoelektryczne i znalazlty juz
zastosowanie jako réznego rodzaju czujniki czy przetworniki $wiatla. Wszystkie
te struktury sa mikroskopijnych wielkosci, a wigc stanowia rzeczywisty wktad
nanotechnologii w rozwdj nowych technologii.

Niestety kazdy uktad elektroniczny, w tym oparty na MoSs, grzeje sie w trakcie
swojej pracy i (co wykazano juz niemalze dekade temu) lokalne temperatury

w tranzystorach opartych na bardzo cienkich warstwach MoSs potrafia
przekroczyé ponad 250°C! Stad tez rozwdj nanoelektroniki opartej na MoSs
pociaga za soba konieczno$é badan podstawowych zwiazanych z reakcja
krysztaléw MoSs na ciepto. W szczegdlnosci wazne jest zrozumienie reakceji
cienkich warstw MoSs na ciepto dostarczone lokalnie, czyli w skalach, w ktérych
uklady te beda dzialaé, a sa to dhugosci rzedu dziesiatek nanometréw. Wlasnie
to jest jednym z celéw naszych badan (grupa badawcza: Maksymilian Ruta,

dr Saeed Sovizi oraz kierujacy — Robert Szoszkiewicz).

Zanim dokladniej opisze ciekawe zjawiska zaobserwowane przy poddawaniu
MoSs wysokiej temperaturze, skrétowo przedstawie podstawowe urzadzenie
badawcze, czyli mikroskop sit atomowych (AFM, Atomic Force Miscroscope).
Sercem tego instrumentu jest mikroskopijna belka (zwana réwniez dzwignia),
ktoérej jeden koniec jest unieruchomiony, a drugi zakonczony niemalze atomowo
ostra koncéwka, tzw. tipem. Konstrukcja tego urzadzenia pozwala na detekcje
rozmaitych oddzialywan miedzy owym ostrym koncem a dowolng powierzchnia
poprzez monitorowanie ugiecia konca belki z tipem za pomoca wiazki $wiatta
odbijajacej sie od tejze belki ponad tipem. Zmiany ugiecia belki sa nastepnie
zamieniane na sygnal elektryczny, ktérego pomiar umozliwia obliczenie sily.
Calo$¢ dopelnia tzw. skaner, pozwalajacy na bardzo precyzyjna zmiane
potozenia prébki w trzech kierunkach. W tzw. podstawowej konfiguracji
mikroskopu AFM prébka umieszczona jest nad skanerem. Urzadzenie to
potrafi mierzy¢ bardzo male sily, rzedu sub-nanoniutonéw, oraz bardzo mate
przesuniecia, rzedu sub-nanometrow.

Powréémy do termicznych wlasnosci dwusiarczku molibdenu. W temperaturach
powyzej 400°C zachodzi nie tylko degradacja termiczna badanych prébek, ale

i produkcja znaczacej iloci ,nowych” materialéw [I]. Z kolei juz w nieco ponizej
300°C na powierzchniach badanych krysztaléw MoSs pojawiaja sie trojkatne
wzerki, ktére powiekszaja sie w trakcie dalszego wygrzewania. Trojkatny ksztalt
obserwowanych zaglebien mozna wytlumaczy¢ na podstawie heksagonalnej
symetrii w plaszczyznach MoSs [2].

Mechanizmy prowadzace do powstawania owych tréjkatnych wzerek wskutek
trawienia termicznego wcale nie sa oczywiste. Na podstawie doniesien
literaturowych za najbardziej prawdopodobny proces startowy uznaliSmy
dysocjacje (tj. rozszczepienie) atomoéw czasteczkowego tlenu w otoczeniu
wakancji siarkowych (czyli brakéw atoméw siarki). Obecnie uwazamy, ze reakcja
ta inicjuje kaskade dalszych proceséw powodujacych powstanie zaréwno tlenkow
siarki, jak i tlenkéw molibdenu. W nizszych temperaturach, tj. okoto 300°C,
oba te produkty chetnie opuszczajg $rodowisko reakcji — ze wzgledu na lotnoéé
dwu- i tréjtlenkow siarki oraz sklonnosci do sublimacji tlenkéw molibdenu.
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W wyzszych temperaturach w wyniku bardziej gwaltownego przebiegu reakcji
trawienia termicznego cze$¢ powstajacych tlenkow molibdenu moze pozostaé

na powierzchni trawionego i utlenianego disiarczku molibdenu. Ciekawym
aspektem tych badan jest jednak fakt, iz cienkie warstwy tlenkéw molibdenu,

a w szczegolnosci najstabilniejszy z nich, a-MoQOgs, moze — podobnie jak MoSs —
wykazywaé wlasciwosci pétprzewodnikowe.

Lokalna detekcja obecnosci a-MoO3 wydawata sie poczatkowo bardzo trudna,
gdyz wspomniane cienkie warstwy a-MoQOs sa przezroczyste optycznie, chetnie
ulegaja sublimacji i trudno je wykry¢ typowymi metodami fizykochemicznymi.
Co wiecej, chemia zwiagzkow molibdenu jest niezwykle skomplikowana, poniewaz
pojawié sie¢ moga tancuchy tlenkowe, tzw. politlenki, a takze hydraty tlenkéw
molibdenu i ich hydroksytlenki. Szczegotowa detekcja chemiczna tlenkdw
molibdenu w sub-mikroskali zostala opisana w pracy [3]. Detekcja taka stala
sie mozliwa dzieki uzyciu belki AFM jako mikromiotly ,zamiatajacej” lokalnie
utworzone na powierzchni MoS, nanoklastry tlenkéw molibdenu w wigksze
skupiska, ktorych juz sub-mikrometrowe rozmiary pozwolily na ich pelng
chemiczng identyfikacje — i przyporzadkowanie w ponad 99% do struktur
MoOs. To ostatnie stalo sie mozliwe przy uzyciu absorpcyjnej spektroskopii
rentgenowskiej (XAS, X-ray Absorption Spectroscopy) z uzyciem wiazki
synchrotronowej pozwalajacej na wigksza niz w przypadku alternatywnych
metod precyzje i rozdzielczo$¢ przestrzenna.

W publikacji [4] potwierdzono lokalne powstawanie pojedynczych czastek MoOg
oraz ich oligomeréw (zwiazkéw chemicznych niewielkiej liczby powtarzajacych sie
fragmentéw) na podstawie bardzo dokladnych pomiaréw AFM z rozdzielczoscia
atomowg 1 z wykorzystaniem metod symulacyjnych (opartych na teorii funkcjonatu
gestosci, DFT). Studia te zostaly rozwiniete w kolejnej publikacji [5], w ktérej
pokazujemy lokalng obecnosé¢ krystalitéw a-MoQOg — rozdzielonych na podstawie
stosownych dlugosci wiazan, a zmierzonych w powietrzu (!) z uzyciem nowatorskich
metod konduktywnych mikroskopii AFM. Krystality te sg niejako zanurzone

w amorficznej strukturze cienkich warstw MoOs. Nawiasem moéwiac, badania

te dostarczyly rowniez odpowiedzi na pytanie, czemu obecno$¢ MoOg nie byla
dotychczas obserwowana metodami spektroskopii Ramana.

W kolejnej z prac przeprowadzaliémy badania wygrzewania powierzchni
krystalitéw MoSs za pomoca bardzo lokalnego zrédta ciepta, stanowiacego

tzw. goracy tip AFM, ktory to jest zdolny wywolywaé stymulowane cieplem
reakcje chemiczne w skalach niemalze atomowych. Okazalo sie jednak, iz zamiast
przewidywanego trawienia termicznego oraz utleniania zaobserwowaliémy jedynie
spowodowana cieplem trwala deformacje badanych prébek. Wytlumaczenie tego
zjawiska znajduje sie w pracy [6].

Warto réwniez wspomnieé, iz opisywane badania eksperymentalne wybranych
reakcji chemicznych na powierzchniach materialéw dwuwymiarowych plasuja
sie na styku chemii, fizyki oraz inzynierii materialowej i w celu dokladniejszego
opisu wymagaja réwniez metod obliczeniowych. Cze$é¢ chemiczna zwigzana jest
nie tylko z opisem stechiometrycznym badanych reakcji, ale réwniez z synteza
lokalnie domieszkowanych materiatéw 2D do dalszych badan, ktéra obecnie
wykracza poza eksfoliacje mechaniczna i obejmuje zazwyczaj tzw. procesy
syntezy hydrotermalnej. Czesé fizyczna to opis mechanizméw obserwowanych
reakcji, a takze skomplikowane badania eksperymentalne z udzialem czestokroé
»>domowo” modyfikowanego sprzetu badawczego lub tez nowych metod
badawczych, tu m.in. na bazie mikroskopii sit atomowych czy synchrotronow.

I wreszcie stosowane metody obliczeniowe to symulacje za pomoca metod DFT
lub metody uczenia maszynowego. Z pewnos$cia jest jeszcze wiele do odkrycia!
Opisywane badania mogtly zosta¢ zrealizowane dzigki wsparciu finansowemu otrzymanemu

z Narodowego Centrum Nauki (NCN) w Krakowie (grant Opus), grantéw z programu

IDUB realizowanego obecnie na Uniwersytecie Warszawskim, a takze grantéw dostepowych
do pomiaréw XAS w Narodowym Centrum Promieniowania Synchrotronowego ,,Solaris”

w Krakowie. Osoby zainteresowane ta tematyka serdecznie zapraszam do wspétpracy

naukowej w celu dalszego zgtebiania tajemnic materialéw 2D. Wiecej informacji na stronie:
https://szoszlab.ckc.uw.edu.pl/.
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at otwarty 18°: Przetasowane kwadraty w jezykach naturalnych

Barttomiej PAWLIK

Politechnika Slaska

If you spend all day shuffling words around, you can make anything sound bad, Morty.

Anagram W' stowa W powstaje poprzez
przestawienie kolejnosci liter w stowie W.

O przetasowanych kwadratach pisaliSmy
z czysto kombinatorycznego punktu
widzenia w poprzednim Kacie: A;G

Za nietrywialny przetasowany kwadrat
uznajemy taki, ktéry nie jest kwadratem.
W rozwazanych wyrazeniach nie
rozrézniamy wielkodci liter, pomijamy
spacje, znaki interpunkcyjne i diakrytyke.

Jan Szejko znalazl swoje przyklady
24 sierpnia 2024 roku, podczas 67. Szkoly
Matematyki Poglagdowej w Siedlcach.

Rick Sanchez

Kombinatoryka na stowach to dyscyplina z pogranicza matematyki dyskretnej

i informatyki teoretycznej. Naukowcy publikujacy artykuly z tej dziedziny czesto
okraszaja przywolywane definicje finezyjnymi przykladami zaczerpnigtymi

z jezyka naturalnego. Trudno im si¢ dziwié¢: chociazby przy wyjasnianiu, czym
jest anagram nielatwo oprzec sie pokusie przywolania wyrazen ELEVENPLUSTWO
i TWELVEPLUSONE.

Zatem, ze wzgledu na swoja nietrywialna strukture, lakomym kaskiem do
poszukiwan ciekawych przyktadow sa przetasowane kwadraty.

Kuwadrat jest stowem, ktére otrzymujemy poprzez ,sklejenie” (konkatenacje)
dwoch kopii tego samego stowa: taczac ze soba dwie kopie MA, otrzymujemy
MAMA, a z dwoch HOTS dostajemy HOTSHOTS. Mozna na to spojrzec tak, ze
kwadrat to takie stowo o parzystej liczbie liter, ze jezeli pokolorujemy pierwsza
polowe na fioletowo, a druga na zielono, to czeéci fioletowa i zielona sg takie
same: KANKAN.

Przetasowany kwadrat stanowi pewne uogolnienie pojecia kwadratu — jest to
stowo, dla ktorego istnieje takie kolorowanie kazdej litery na jeden z dwoéch
ustalonych koloréw (pozostanmy przy zielonym i fioletowym), ze otrzymane
ciagi liter — oba czytane od lewej do prawej — sa takie same. Pierwszym znanym
przypadkiem nietrywialnego przetasowanego kwadratu w jezyku naturalnym jest
wyrazenie . .

Nina, mima mama,
odkryte w lipcu 2023 roku przez Andrzeja Rucinskiego z Poznania. Zauwazmy,
ze ma ono 12 liter, a przykladowe kolorowanie to NINAMIMAMAMA.

Nieco ponad rok pézniej Jan Szejko z Warszawy odkryl 20-literowe wyrazenie
czaszeczka szczekacza,
i 22-literowe
dziedziczenie czekanika,
ktérych przyktadowe kolorowania to
CZASZECZKASZCZEKACZA i DZIEDZICZENIECZEKANTIKA.
Co warte podkreslenia, Ruciniski i Szejko zastosowali dwa diametralnie odmienne
podejécia do poszukiwania przykladéw: pierwszy korzystal jedynie z sity
wlasnego umystu, natomiast drugi postuzyt sie swoimi umiejetnosciami
programistycznymi.
Poki co, powyzsze przyklady stanowia jedyne znane przetasowane kwadraty
w jezyku polskim. Swiat zna jednak kilka okazéw pochodzacych z jezykow
francuskiego i angielskiego. Najdluzszy znany obecnie przetasowany kwadrat
to 48-literowy

In nine innings, Fagles battle Boston to soar near Wien win,

ktorego autorem jest Savinien Kreczman z Liege. Innym przykladem
przetasowanego kwadratu jego autorstwa jest francuskie

Le geste léger se termine et mine tes pions espions

czy tez angielski anagram przetasowanego kwadratu Rucinskiego (!):
Man, I am an imam.

Kreczman nie korzystal z pomocy komputera. Stwierdzil, ze tworzenie diugich
przyktadéw jest duzo tatwiejsze niz szukanie krétkich — jak sam to ujat,
Swystarczy kontrolowa¢ koncéwke”, czyli przy ukladaniu wyrazenia liczba liter

i ich uktad musi si¢ ,,mniej wiecej” zgadzaé na poczatku, po czym nalezy szukaé
odpowiednich stéw, ktore beda pasowaé do zakonczenia zdania.
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Wigcej przetasowanych kwadratéw Mola
mozna znalezé na oktadce niniejszej
Delty.

Rozwigzania na str. [24

Inne podejscie zastosowal Lucas Mol z Kamloops, ktéry postanowit poszukaé —
przy uzyciu komputera — dwuwyrazowych sentencji w jezyku angielskim. Znalazt
w ten sposob 9659 przetasowanych kwadratéw! Ponizej prezentujemy kilka
z nich:

abelian beeline  folks folksinging  rain raging

assassins sin iconic nonsense  referees fees

bad bandana kinkiest nest sSwaps wasps

barbaric kick ominous minus  tomato mass
einstein stinging  prepare felafel we weeded

Wszystkie przetasowane kwadraty Kreczmana i Mola zostaty odkryte na
przetomie czerwca i lipca 2025 roku. Jezeli udatoby Ci si¢ stworzy¢, Czytelniku,
inne przyklady nietrywialnych przetasowanych kwadratéow w jezykach
naturalnych, to koniecznie mi je przyslij! Moze nawet komus uda sie znalezé
takie stowo (lub zdanie) w jezyku naturalnym, ktére przetasowane ze soba da
stowo lub zdanie w tym samym jezyku, tak jak ostatni przytoczony przyklad
Mola czy tez francuskie stowo tuteurer? To by bylo cos!

i Z.adania

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1149. Stacjonarny satelita Ziemi zderzyt si¢ czotowo z niewielkim
meteoroidem (okruchem skalnym poruszajacym si¢ w przestrzeni kosmicznej).
W wyniku zderzenia predkosé satelity zmniejszyla sie do a = 0,99 wartosci vy
przed zderzeniem i nie zmienita kierunku, a potozenie i masa m satelity nie
ulegty zmianie. Jak zmienil si¢ okres obiegu Ziemi przez satelite?

F 1150. Trasa wakacyjnej wycieczki szkolnej jest tak zaplanowana, zeby
uczniowie mogli przyjrzeé sie kolejno powierzchniom Ziemi, Wenus i Merkurego
podczas lotu na niskich (tj. blisko powierzchni planet), kolowych orbitach.
Widoki sa niezapomniane, a czas pelnego okrazenia kazdej z planet jest niemal
taki sam i wynosi okoto 85 minut. Co na tej podstawie mozna powiedzie¢

o wewnetrznej budowie odwiedzanych planet?

Przygotowal Dominik BUREK

M 1861. Czy mozna umiescié¢ tréjkat réwnoboczny wewnatrz szesciokata
foremnego w taki sposéb, aby kazdy wierzcholek sze$ciokata widzial wszystkie
wierzchotki tréjkata? (Punkt A jest widoczny z punktu B, jezeli odcinek AB nie
zawiera punktéw wewnetrznych tréjkata).

M 1862. Dany jest wielomian f stopnia trzeciego o wspolczynnikach
calkowitych, ktérego wspélezynnik przy najwyzszej potedze jest réwny 1 lub —1.
Wiadomo, ze f ma trzy rézne pierwiastki, z ktorych kazdy jest kwadratem liczby
naturalnej. Udowodnié¢, ze w ciagu liczb

FOL [F @) TG -

wystepuje kwadrat liczby naturalne;j.

M 1863. Rozwazamy wszystkie liczby 100-cyfrowe podzielne przez 19.
Udowodni¢, ze liczba tych spos$rdd nich, ktore nie zawieraja cyfr 4, 5, 6, jest
rowna liczbie tych sposrdd nich, ktére nie zawierajg cyfr 1, 4, 7.
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Jean Baptiste Delambre (1749-1822)

Rys. 1. Kolo powtarzajace Bordy
przeznaczone do precyzyjnych pomiaréw
geodezyjnych, zbudowane dla ekspedycji
w pracowni Etienne’a Lenoira

Zrédlo: Rama, CC BY-SA 3.0 FR) via
Wikimedia Commons

Francuska misja geodezyjna 1792—-1799
Grzegorz LUKASZEWICZ*

Podboje bedq przychodzié i odchodzié, ale to dzielo przetrwa.

Napoleon Bonaparte
Problem ujednolicenia systemu miar

Uczeni O$wiecenia wyrazali opinie — wynikajaca z nakazu rozumu — ze jednostki
miar powinny by¢ uniwersalne, takie same dla wszystkich. To ulatwi wiele
aspektow zycia spolecznego, np. wymiane handlowa, badania naukowe czy
podrézowanie. Idealy Rewolucji Francuskiej byly zgodne ze wskazaniami
uczonych w nowym, waznym aspekcie — rownosci wszystkich ludzi.

Wszyscy powinni byé réwni wobec prawa, mie¢ taki sam dostep do wszystkich
rzeczy, w tym do uniwersalnych jednostek miar. W szczegdlnosci, aby by¢
wlasno$cia wszystkich, jednostka dtugosci powinna opieraé sie na zrozumialych
dla kazdego podstawach, a nie by¢ ustanowiona arbitralnie. Po wczes$niejszym
rozwazeniu innych propozycji w marcu 1791 roku Zgromadzenie Narodowe
zaaprobowalo propozycje nowej jednostki — jednego metra, rébwnego w zamysle
jednej dziesieciomilionowej dtugosci czesci potudnika, od bieguna péinocnego
do réwnika. Kula ziemska jest bowiem wspoélna dla wszystkich, ponadto, jak
zakladano, jej ksztalt jest niezmienny w czasie, a wszystkie poludniki sa réowne.

Komisje proponujaca powyzsza definicje jednego metra stanowili akademicy:
Jean-Charles de Borda, Marquis de Condorcet, Joseph-Louis Lagrange,
Pierre-Simon Laplace, Antoine-Laurent Lavoisier i Gaspard Monge.

Oczywistym szkoputem tego wyboru okreslenia nowej jednostki dtugoéci byt sam
problem zmierzenia dtugosci potudnika oraz koszty przedsiewsziecia, stanowiace
w przyblizeniu trzykrotna wartos¢ wszystkich rocznych wydatkow operacyjnych
Akademii. Projekt opieral sie na zmierzeniu, metoda triangulacji, dlugosci
potudnika przechodzacego przez centrum Obserwatorium Paryskiego, od
dzwonnicy w Dunkierce do zamku Montjuic w Barcelonie (rys. 2). W rezultacie
metr zdefiniowano jako dziesieciomilionows czes¢ dlugosci potudnika od
réwnika do bieguna, ekstrapolowana dla przyjetego splaszczenia Ziemi na
biegunie; po rozwazeniu wynikéw badan przeprowadzonych przez Francuska
Misje Geodezyjng w latach 1792-1799 i wynikéw pomiaru tuku potudnika

w Ekwadorze ustalonego przez Francuska Misje Geodezyjna w Ekwadorze

w latach 1735-1744, zobacz [Ferreiro, 2011], [Fukaszewicz, 2024]. Nowa
ekspedycja miata do dyspozycji bardzo precyzyjny instrument pomiarowy,

tzw. kolo powtarzajace Bordy (rys. 1), uzasadniajacy podjecie po raz kolejny
obliczenia dlugosci potudnika paryskiego. Sam Jean-Dominique Cassini
(Cassini IV) przyznal: , Instrumenty mojego ojca i dziadka pozwalaly na pomiar
z dokladnoscig do pietnastu sekund; instrument pana Bordy moze mierzyé

z doktadnoscig do jednej sekundy’.

W czerwcu 1792 roku rozpoczeto realizacje projektu. Z Paryza wyruszylo
dwdéch cztonkéw Akademii Francuskiej, uczniow Jérome’a Lalande’a, czotowego
francuskiego astronoma — Jean Baptiste Delambre udal sie na poéinoc,

a Pierre-Francois Méchain na potudnie. Obaj powrdcili do Paryza dopiero

w listopadzie 1798 roku, po serii mrozacych krew w zylach przygdd, opisanych
w fascynujacej ksiazce [Adler, 2002]. Planowanie projektu i poczatek jego
realizacji odbyty sie¢ jeszcze w czasach chylacej si¢ ku upadkowi monarchii, ktora
ostatecznie upadta w sierpniu 1792 roku. We wrzesniu ustanowiono Republike.
W lutym i marcu 1793 roku rozpoczely sie kolejno wojny pomiedzy Francja

a Prusami i Francjg a Hiszpania, w sierpniu zlikwidowano Akademie¢ Francuska,
a we wrzedniu rozpoczal sie terror, ktory zakonczyt sie w lipcu 1794 roku
zgilotynowaniem Robespierre’a, a w miedzyczasie spotkato to wielu uczonych
francuskich, w tym Antoine’a-Laurenta Lavoisiera (8 maja 1794 r.). Nastal czas
spokojniejszy, zakonczono wojny, a w czerwcu 1795 roku restytuowano Akademie
Francuska. Nastepnie zaczyna si¢ epoka Napoleona, ktory juz w maju 1796 roku
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f Evaux-les-Bains

Rys. 2. Poludnik przechodzacy przez
Paryz, od Dunkierki do Barcelony

Rys. 3. Francuski zegar dziesigtny

z czaséw Rewolucji Francuskiej. Duza
tarcza pokazuje cyframi arabskimi
dziesig¢ godzin dnia dziesigtnego, podczas
gdy mala tarcza pokazuje cyframi
rzymskimi dwa 12-godzinne okresy
standardowego dnia 24-godzinnego
Zrédlo: DeFacto, CC BY-SA 4.0| via
Wikimedia Commons

Rys. 4. Metr standardowy na placu
Vendéme w Paryzu, przy Hotelu de
Bourvallais. W widocznych miejscach
w miastach i miasteczkach Francji
umieszczano taki metr standardowy dla
uzytku mieszkancéw, czasem w postaci
preta przytwierdzonego do $ciany
Zrédlo: Chabe01, CC BY-SA 4.0 via
Wikimedia Commons

najechal Wlochy, a dwa lata potem rozpoczal ekspedycje na Egipt, z ktérej
powrécit w pazdzierniku 1799 roku, aby miesiac pézniej dokonaé zamachu stanu
i przewrotu.

Po burzliwych dyskusjach w Miedzynarodowej Komisji Miar i Wag, ktora
obradowala w Paryzu od wrzesnia 1798 roku, aby ostatecznie zaakceptowaé

w czerwcu 1799 roku dane pomiaréw poludnika zebrane przez Delambre’a

i Méchaina, w czerwcu tego samego roku ostateczny, platynowy wzorzec metra
zostal przedstawiony legislaturze.

Od decyzji Napoleona, jako Pierwszego Konsula, a potem Imperatora, a takze
(od 1801 r.) przewodniczacego Akademii Francuskiej, w kwestii wprowadzenia we
Francji i rozpowszechnienia w podlegtych mu krajach jednostki jednego metra
zalezalo bardzo duzo. Przypomnijmy tylko w skrécie, ze w 1801 roku system
metryczny zostal oficjalnie obowigzujacym systemem pomiarowym we Francji,
a w 1812 roku, tuz przed inwazja na Rosje, Napoleon nalozyl na ten system
pewne restrykcje, kierujac sie nastrojami spolecznymi. Ostatecznie system
metryczny obowiazuje we Francji dopiero od 1840 roku.

Projekt spotkal sie ze zdecydowanym sprzeciwem prawie calego spoteczenstwa.
Jedno to pomysty uczonych w stuzbie szaleristw Rewolucji (do tych ostatnich
nalezal zegar dziesietny o dziesieciu godzinach, stu minutach i stu sekundach,
wprowadzony na krétko, uzywany w latach 1794-1800, rys. 3), a drugie to
codzienne zycie zwyklych Francuzéw. Owczesne szacunki méwia o istnieniu we
Francji okresu ancien régime oszatamiajacej liczby 250 000 réznych jednostek
wag i miar, pod blisko oémioma setkami nazw. Liczby te méwia o przywiazaniu
do tradycji i lokalnych zwyczajéw. Uzywane miary i wagi byly jak najbardziej
racjonalne, gdyz stuzyly ochronie rynkéw lokalnych w malych miasteczkach,

a takze byly zgodne z ochrona tzw. ekonomii uczciwej. Na przyktad cena chleba
mogla by¢ stala, ale w latach nieurodzajéw chleb byl mniejszy i kazdy to
rozumial. Stare miary byly antropometryczne. Odnosily sie do naktadu ludzkiej
pracy, areal rolny méglt by¢é mierzony wedlug liczby zbieranych z niego plonow,
co zalezalo od jako$ci ziemi i innych czynnikéw, a nie liczba ,nieludzkich”

aréw czy hektaréow. Nasze metody pomiaréw okreslajg, kim jestesmy i co
cenimy. (Réwniez dzisiaj naklada sie z géry na nasze zycie rozmaite normy
ujednolicajace, ktére czasem bardzo nas uwieraja i przeciwko ktérym sie
buntujemy).

Przeciwko nowej definicji jednego metra protestowali takze niektorzy uczeni.
Krytykowane byty trudy i ogromne koszty przedsiewziecia, a takze watpliwosé
zwiazana z dokladnym ustaleniem tej jednostki. Do tego dochodzily koszty
jej powszechnego wprowadzenia w zycie, w tym wyprodukowanie ogromnej
liczby kijéw mierniczych o dlugosci jednego metra oraz nauczenie, a wczesniej
przekonanie ludnoéci do postugiwania sie nimi (rys. 4). To ostatnie byto
bardzo trudne. Uzywanie niektorych starych metod zachowalo sie we Francji
gdzieniegdzie jeszcze dlugo, nawet w XX wieku.

Klopoty z danymi

W $wiecie naukowym zainteresowanie przedsiewzieciem misji geodezyjnej

i jej wynikami bylo duze. Na ostatnim etapie wyznaczania przez Delambre’a
poinocnej linii bazowej w poblizu Melun uczestniczyl Pierre-Simon Laplace

i gléwny inzynier kraju. Przyjechali tez na krétko, w roli obserwatoréw, inni
uczeni, miedzy innymi gtéwny astronom Francji Jérome Lalande, Louis-Antoine
Bougainville oraz Alexander von Humboldt.

Od wrzeénia 1798 roku Miedzynarodowa Komisja Miar i Wag czekala

w Paryzu na dane misji geodezyjnej Delambre’a i Méchaina oraz zatwierdzenie,
po stosownych przeliczeniach, kluczowej liczby — dlugosci jednego metra.
Delambre dostarczyl swoje dane na czas, podczas gdy Méchain zwlekat

z dostarczeniem swoich. Dlaczego? Sprawa wyjasnila sie duzo pézniej, juz po
$mierci tego ostatniego, w 1804 roku, kiedy to Delambre, otrzymawszy jego
pelna dokumentacje, odkryl pewne matactwa Méchaina. Problem z danymi
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Méchaina polegal na tym, ze podczas pomiaréw w Barcelonie w latach 1792

i 1793 uzyskal on dwa rézne wyniki szerokosci geograficznej, rézniace sig

o blisko 3 sekundy katowe. Pomiary byly wykonane w Zamku Montjuic oraz

w jego hotelu. Zamiast zglosi¢ niespodziewana rozbieznosé¢, Méchain sfalszowatl
czes¢ danych, obawiajac sie, ze podwazy to jego reputacje perfekcjonisty, oraz
skandalu. Zapisywal dane otéwkiem na luznych kartkach, co pozwalalo mu na
pdzniejsze dopasowywanie liczb tak, aby wynik koncowy wydawal si¢ bardziej
spojny i zgodny z oczekiwaniami. Nalezy podkresli¢, ze Méchain byl cztowiekiem
uczciwym, a to, co zrobil, bylo jego osobistym dramatem, nastepstwem wziecia
na siebie pelnej odpowiedzialnoéci za niezgodno$é pomiaréw i niezgody na te
niezgodno$¢. Méchain prezentowal niewlasciwe, z dzisiejszego punktu widzenia,
podejscie do pojecia bledu. Niezgodnosci pomiaréow szerokosci geograficznej
Barcelony z 1792 i 1793 roku nie byly wynikiem niedbalstwa, mogly by¢
natomiast wynikiem wielu czynnikéw, takich jak zuzycie sie¢ pewnych elementéw
kola powtarzajacego Bordy, znieksztalcenn pomiaréw z przyczyn atmosferycznych,
nieznanych wéwczas anomalii grawitacyjnych czy dolaczenia do pomiaréw
dodatkowych gwiazd. Problem, z ktérego Méchain nie zdawal sobie sprawy,
wynikal takze z niezrozumienia w owym czasie réznicy miedzy precyzjg
pomiaréw (wewnetrzna spéjnoscia wynikéw pomiaréw) i ich dokladnoscig
(stopniem, w jakim wyniki te zblizaja sie do ,,prawidlowej odpowiedzi”). Dazenie
do doskonalej precyzji nie gwarantowalto dokladnosci, np. w przypadku wady
aparatu pomiarowego.

Kiedy czlonkowie Komisji przeliczyli dane ekspedycji, kazdy na swéj sposob —
Legendre na przyktad uzyl wyrafinowanej geometrii na elipsoidzie — odkryto
dwie szokujace niespodzianki. Po pierwsze, splaszczenie Ziemi na biegunach
byto wedlug tych pomiaréw ponad dwa razy wigksze od tego otrzymanego

pot wieku wezedniej w misji Ekwadorskiej, 1/150 wobec 1/334 (rys. 6). Po
drugie, potwierdzilty sie wczesniejsze podejrzenia Laplace’a i geodety Rogera
Boskovicha, ze Ziemia najprawdopodobniej nie jest bryla obrotowa, ze ma duze
nieregularnosci. Méchain w liscie do kolegi pisal:

Nasze obserwacje pokazujq, Ze krzywizna Ziemi jest niemal kotowa od Dunkierki
do Paryza, bardziej eliptyczna od Paryza do Evauz, jeszcze bardziej eliptyczna
od Evauz do Carcassonne, a nastepnie powraca do poprzedniej eliptycznosci

od Carcassonne do Barcelony. Dlaczego wiec Ten, ktory uksztaltowal nasz glob
wlasnymi rekami, nie dolozyl wiekszej starannosci. .. ¢ Tego oni nie potrafig
pojac. Jak to sie stalo, Ze zgodnie z prawami ruchu, ciezaru i przyciggania,
ktore Stworca zapewne ustanowil, zanim przystepil do dziela, pozwolil tej

Zle uformowanej Ziemi przybraé tak nieregularny ksztatt, dla ktérego nie ma
lekarstwa, chyba ze musialby zaczqé od nowa?

W tej sytuacji zalozenie o rownosci wszystkich poludnikéw tracito sens,
a w konsekwencji implikowalo bezsensownos¢ catego przedsiewziecia misji
geodezyjnej.

Co$ trzeba bylo z tym zrobié, jakos to ukryé¢ (!) przed sponsorami

i niewtajemniczonymi w pomiary, by przedstawi¢ swiatu oczekiwana liczbe —
dtugosé jednego metra. Oczywiscie nikt tu nie chcial oszukiwac; na naradach
Komisji uznano, po dalszych obliczeniach, ze wynik splaszczenia Ziemi na
biegunie sprzed poél wieku jest jednak bardziej wiarygodny, a o domniemanej
nieregularnosci ksztattu Ziemi nie nalezy wspomina¢. Komisja przedstawita
liczbe 443,296 wyrazona w starej jednostce paryskiej ligne (1 ligne to jedna
dwunasta cala). Wkrétce przystapiono do wykonania niezwykle kosztownego,
platynowego wzorca metra. Zajal sie tym osobiscie wybitny producent
instrumentéw Etienne Lenoir, ten sam, w ktérego pracowni powstalo koto
powtarzajace Bordy. Uroczysta ceremonia prezentacji platynowej sztaby odbyla
sie 22 czerwca 1799 roku. Podnioste przemowy wyglosili wybitni uczeni, w tym
Pierre-Simon Laplace. Wtajemniczeni bardzo dobrze zdawali sobie sprawe, ze
obliczenia Komisji i, co za tym idzie, platynowy wzorzec jednego metra to tylko
pozory prawdy.
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Rys. 5. Metoda najmniejszych kwadratéw
dla niewiadomej zalezno$ci liniowej. Na
podstawie dziewigciu rozstrzelonych
pomiaréw na rysunku znajdujemy
spodziewang dla danego zagadnienia
zalezno$¢ liniowa przez nalozenie
warunku, ze suma kwadratéw dlugosci
odcinkéw zaznaczonych liniami
przerywanymi ma by¢ najmniejsza

z mozliwych

Rys. 6. Splaszczenie Ziemi przy biegunach
jest okreslone wzorem “T_bA Podstawiajac
do niego dane a i b przyjete obecnie
(WGS-84), otrzymujemy w przyblizeniu
ﬁ. Splaszczenie 37 przyjete przez
Komisje w roku 1799 jest blizsze
obecnemu od sptaszczenia ﬁ
obliczonego na podstawie danych misji
geodezyjnej 1792-1799

‘2‘”( i w')‘l'm—il)

(3 ()%
() 5-)

Rys. 7. Szereg C. Maclaurina z 1742 roku.

Symbol e oznacza mimosréd elipsy, czyli

1—(b/a)?

Dzi$§ wiadomo, ze bledy pomiarowe sa nieuniknione i nalezy postugiwaé sie
usrednieniami i metodami statystycznymi. Juz na poczatku XIX wieku dane
tejze misji geodezyjnej opracowano zupekie inaczej. Legendre w swoim artykule
z 1805 roku pierwszy uzyl metody najmniejszych kwadratéw (rys. 5). Pie¢

lat p6zniej Gauss rozwinal i poglebil te metode, wprowadzajac podejscie
probabilistyczne, ktére z kolei udoskonalil Laplace w latach 1810-1811. W ten
spos6b w latach 1806-1811 narodzila si¢ nowa teoria naukowa, teoria bledow.

Okazalo sig, ze dane uzyskane przez Delambre’a i Méchaina byty, biorac pod
uwage 6wczesna wiedze, bardzo precyzyjne, a niezgodnoéci byly spowodowane
kilkoma czynnikami, w tym nieregularnoscia ksztaltu samej Ziemi.

Metr dzis

7 powyzszej historii nie nalezy wysnuwaé wniosku, ze misja geodezyjna byta
bezsensowng klapa. Rzeczywiscie, wobec nieoczekiwanego faktu nieregularnosci
ksztaltu Ziemi, nawet bardzo dokladne obliczenie dlugosci potudnika paryskiego,
czy jakiegokolwiek innego, nie wypelniloby postawionego zadania. Jednakze
sukcesy misji geodezyjnej osiemnastego wieku byly ogromne i wielorakie: naukowe,
spoleczne i polityczne. Ich szczegélowe omdéwienie mozna znalezé w ksiazce [Alder,
2002]. Najwazniejsze, ze prawie caly $wiat postuguje sie dzi§ uniwersalna jednostka
miary, jednostka jednego metra, z wzorcem spoczywajacym w postaci platynowej
sztaby w Sevres pod Paryzem. Mimo ze przyjeta obecnie definicja jednostki nie
opiera sie juz ani na dlugosci potudnika, ani na wzorcu z Sévres, to jej wartos¢
praktycznie nie zmienila sie. Blad pozostal!

No dobrze, ale jaki btad, w stosunku do czego? Ano, do obecnie przyjetego
modelu WGS-84 (World Geodetic System 1984) zakladajacego, ze Ziemia

jest elipsoida obrotowsa, powstala z obrotu elipsy o pétosiach a = 6378137 m

i b=6356752,31 m, wzgledem kroétszej osi. Pozwala to na obliczenie obwodu
elipsy (réwnej dtugosci potudnikéw na elipsoidzie), a jedna czwarta obwodu
elipsy to dlugosé potudnika od réwnika do bieguna. Oczywiscie teraz mozna
zdefiniowaé ,blad”. Okazuje sie, ze jest on wrecz mikroskopijny, co Swiadczy
o niesamowitej precyzji osiemnastowiecznych pomiaréw. Obliczmy ten blad

z duzym przyblizeniem. Gdyby elipsa byla kolem o promieniu R, to jej

obwdd S bylby réwny 27 R, wedlug znanego ze szkoty wzoru. Liczbe te mozna
aproksymowa¢ liczba wymierna z dowolna doktadnoscia. Niestety w ogdlnym
przypadku nie ma zamknietego prostego wzoru na obwdd elipsy. Dowolnie
dokltadne przyblizenie obwodu elipsy mozna otrzymaé np. z jego przedstawien
w postaci rozmaitych szeregéw liczbowych, np. z (wolno zbieznego) szeregu

C. Maclaurin’a z 1742 roku (rys. 7), ale sa tez bardzo dokladne przyblizenia
w postaci prostych wzoréw zamknietych. Jednym z nich jest wzér podany przez
hinduskiego geniusza matematycznego S. Ramanujana w 1914 roku,

S~ (3(a+b) - (3a+b)(a+3b)) dla b= a.

Wzér ten daje dokladng warto$¢ dla kota. Wstawiajac nasze wartosci a

i b do tego wzoru, jako dlugo$éé jednej czwartej potudnika otrzymujemy

S/4 = 10001965 m. Odejmujac od tej wartosci 10000 000 m, otrzymujemy niecale
2 kilometry, wobec czego réznica dlugoéci jednego metra osiemnastowiecznych

i wspélczesnych ustaleri nie przekracza 0,2 milimetra. Fantastyczny wynik!

W bardzo ciekawym artykule [Weintrit, 2013] zawarte sa dalsze wzory i metody
przyblizonego obliczenia dlugosci potudnika, uwzgledniajace tez metode Jeana
Baptiste’a Delambre’a, znakomitosci naukowej przetomu XVIII i XIX wieku.
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Klub 44 M

1-44

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
913 (WT = 2,37) i 914 (WT = 2,28)

z numeru 1/2026

Roksana Stowik
Krzysztof Kaminski

Pabianice

Marian Lupiezowiec Gliwice

Jedrzej Biedrzycki
Janusz Olszewski
Janusz Fiett
Fukasz Merta
Tomasz Wietecha
Piotr Kumor
Pawel Kubit

Warszawa
Warszawa

Tarnéw
Olsztyn
Krakéw

42,93
41,33
40,52
39,60
37,74
37,18
31,54
31,43
30,85
29,64

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwiazania zadan z numeru 4/2026

Przypominamy tres¢ zadan:

919. W trzech pojemnikach rozmieszczone sg fasolki (skoniczenie wiele). Wykonujemy cigg ruchéw.
W jednym ruchu wybieramy dwa pojemniki; zawarto$é tego, w ktérym jest mniej fasolek podwajamy,
przesypujac odpowiednia ilo$é fasolek z tego, w ktérym jest wiecej (gdy jest po réwno, wybdr

jest dowolny). Udowodnié, ze niezaleznie od rozmieszczenia poczatkowego mozna — iterujac to
postepowanie — opréznié¢ jeden z pojemnikow.

920. Niech 7(u,v) = é(u +v) — (uv)”2 dla u,v > 0. Dowieéé, ze dla kazdej tréjki liczb

rzeczywistych a, b, ¢ > 0 zachodzi nieréwnosé

1 .
E((I +b+c)— (abe)'’?® < 2-max{r(a,b),r(b,c),r(c,a)}.

919. Zal6zmy, ze w pewnym momencie w pojemnikach A, B, C' znajduje sie,
odpowiednio, a fasolek, b fasolek, ¢ fasolek, przy czym a > b > c. Dzielimy b
przez c (z reszta): b=qgc+r (0<r <c). Zapisujemy ¢ w postaci binarnej:
q=ko+2k +...+2",, gdze k; € {0,1}, k, = 1. Wykonujemy serie
n ruchéw, w ktérych wsypujemy do pojemnika C' kolejno ¢, 2¢, 4c,...,2"c
fasolek, pobierajac je z pojemnikéw A, B wedlug zasady:

jedli k; = 0, bierzemy 2’c fasolek z A;

jedli k; = 1, bierzemy 2‘c fasolek z B
(i=0,...,n). Lacznie z pojemnika A wyprowadzamy w ten sposéb nie
wiecej niz ¢+ 2c+4c+ ... +2" ¢, czyli mniej niz 27c fasolek; a poniewaz
2"c < ge < b < a, znaczy to, ze zawarto$é pojemnika A byla wystarczajaca dla
wykonania opisanej procedury.

7Z pojemnika B fasolki byly brane przy napotykaniu jedynek w rozwinieciu gq.
Yacznie wyszto stamtad dokladnie gc fasolek. Zostalo ich 7, czyli mniej niz ¢
(mozliwe, ze w A zostalo jeszcze mniej).

Tak wigc moc zawartodci najstabiej wypelnionego pojemnika zmalata; wielkosé
ta jest péiniezmiennikiem opisanej procedury. Powtarzajac procedure,
doprowadzamy te warto$é¢ do zera.

920. Przyjmijmy (b.s.0.), ze a < b < c. Poniewaz r(u,v) = 3 (u!/? — v1/2)2,
zatem najwieksza z trzech liczb w nawiasie po prawej stronie podanej
nieréwnosci jest r(c, a). Zadanie sprowadza si¢ do wykazania, ze

1
1 fa—l—b—i—c—abcl/3<a+c—2acl/2.
3

Jest to prawda, gdy a = b = ¢ lub gdy a = 0; dalej przyjmujemy ¢ > a > 0.
Ustalmy a, ¢ i potraktujmy b € [a, ¢] jako zmienna. Pochodna wyrazenia po
lewej stronie (1) (wzgledem b), réwna 2(1 — (ac)'/3b72/3), jest funkcja rosnaca
zmiennej b, co oznacza, ze samo to wyrazenie jest funkcja wypukly tej zmiennej.
Osiaga zatem warto$¢ najwieksza, gdy b = a lub b = ¢. Nalezy wiec wykazaé, ze

1
—(2a+c)— PP <a+e—2(ac)/?

3
(2) 1 )
i g(aJr 2¢) — a3 < a+ ¢ — 2(ac)V/2.
Dalej nie bedziemy korzystaé z tego, ze a < c. Wobec uzyskanej w ten sposéb

symetrii wystarczy zajac¢ sie jedna z tych nieréwnosci, na przyktad ta druga.
Przepiszmy ja w postaci

2 1
(3) (3a + 30) +a'3c23 > 2(ac)1/2.
Korzystajac najpierw z nieréwnosci miedzy $rednimi wazonymi (A i G)
o wyktadnikach % %, a nastepnie z nieréwnosci miedzy zwyklymi srednimi
(A i G), dostajemy to, o co chodzi:

<§a+ ;c> L al/3e2/3 s q2/3A/3 4 1/3 203

> 2(a2/3cl/3 ) a1/302/3)1/2 _ 2(ac)1/2.
Wykazana zostala nieréwnosé (3), wiec i jedna z (symetrycznych)

nieréwnosci (2), wige i nieré6wnoéé (1) — wiec i teza zadania.
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
810 (WT = 3,1), 811 (WT = 2,27)

z numeru 1/2026
Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 7-44+2,44

Andrzej Nowogrodzki

Chocianéw 3-36,90
Tomasz Wietecha Tarnéw 18-35,76
Krzysztof Zygan Lubin 34,85
Marian Lupiezowiec
Gliwice 3-22,96
Pawel Kubit Krakéw 22,44
R O A
D —
I
I
M
I
I
I
|
Rys. 1
|
|
I
I
I
l
.—vt_d
l
Rys. 2
o A
R
B
Rys. 3

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA
Rozwigzania zadan z numeru 4/2026

Przypominamy tre$c¢ zadan:

816. Wahadlo matematyczne o dlugodci | przyczepione jest w punkcie A z wewnetrznej strony
doskonale gtadkiej pétsfery o promieniu R (rys. 1). Punkt A znajduje si¢ na okregu o promieniu R,
0$ symetrii pélsfery jest pionowa. Zaktadamy, ze | < Rv/2. Znalezé czesto$é matych drgan wahadla po
wewnetrznej powierzchni potsfery.

817. Na gtadkiej poziomej plaszczyznie znajdujg sie dwa jednakowe hantle, przedstawione na
rysunku 2. Kazdy z nich sklada si¢ z cienkiego niewazkiego preta o dlugosci [, do ktérego koncéw
przymocowane sg jednakowe masywne kulki o zaniedbywalnych rozmiarach. Jeden z hantli
spoczywa, drugi porusza si¢ ruchem postepowym z predkoscia v, skierowang réwnolegle do hantla
spoczywajacego. Z jaka predkoscia zacznie poruszac¢ si¢ nieruchomy hantel po zderzeniu sprezystym?

816. Ciezarek wahadla porusza sie podczas drgan po tuku okregu o promieniu r,
lezacego w plaszczyznie prostopadlej do wielkiego okregu potsfery. Z rysunku 3
widaé, ze

12
4R2’
Wahadlo na poélsferze jest rownowazne zwyktemu wahadtu o dtugosci nici 7.
Stad jego czestotliwo$¢ malych drgan wynosi:

r=10/1-—

Dla | = V2R, w = \/g/R. Jest to czesto$¢ matych drgan swobodnych ciata na
dnie pélsfery. Gdy | < R, w = 4/¢g/l. Element powierzchni, na ktérej zachodza
drgania, wyradza si¢ w pionowa plaszczyzne.

817. Po zderzeniu hantel nieruchomy zaczyna poruszaé sie ruchem postepowym
z predkoscia ve, ruch drugiego hantla jest ztozeniem ruchu postepowego

jego srodka masy z predkoscig vy oraz ruchu obrotowego wzgledem $rodka
masy z predkoscia katowa w. Zderzenie jest sprezyste, co oznacza, ze energia
kinetyczna uktadu zachowuje sie:

2mu? _ 2mus?  2mu?2 Tw?
2 2 2 2
gdzie m jest masa kulki,
i P
4 2

momentem bezwladnosci hantla wzgledem jego srodka masy, stad

W2
(1) U2:’U22+U12+127.

Na uklad w plaszczyznie poziomej nie dzialaja z zewnatrz zadne sily, obowiazuje
wiec zasada zachowania pedu uktadu:

(2)
Mozemy tez skorzystaé¢ z zasady zachowania momentu pedu wzgledem
dowolnego punktu na ptaszczyznie, najwygodniej wzgledem punktu O, gdzie
znajduje sie $rodek hantla poruszajacego sie w chwili zderzenia:

3)
Rozwiazujac uklad réwnan (1)—(3), otrzymujemy szukany wynik:
2v
Vg = —.

3

UV = V1 + V2.

l
0= 2mv2§ — Jw.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.
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@Prosto z nieba: 73% obserwagcji

Niestety w tym miesigcu zamiast zaprezentowaé opis fascynujacego odkrycia,
chcialabym sie podzieli¢ smutna wiadomoscia. Ot6z nocne niebo jest juz prawie
calkowicie zanieczyszczone przez sztuczne satelity, a sytuacja bedzie sie tylko
pogarszac.

W czerwcu badacze z Centrum Badawczego Ames NASA poinformowali, ze
73,3% obserwacji wykonanych miedzy majem a wrze$niem ubieglego roku przez
nowy teleskop kosmiczny SPHEREx (Spectro-Photometer for the History of the
Universe, Epoch of Reionization, and Ices Explorer) bylo zanieczyszczonych

co najmniej jednym $ladem sztucznego satelity. Srednio na jedno zdjecie
obszaru nieba wykonane przez ten teleskop przypadato 2,18 sladu sztucznego
satelity. Raport ten potwierdzil wczesniejsze symulacje i przewidywania
astronoméw, ktérzy ostrzegali, ze megakonstelacje satelitow zagrazaja badaniom
Wszechswiata.

Problem zatloczonej niskiej orbity i wpltywu sztucznych satelitéw na obserwacje
astronomiczne nie jest nowy (pisalam juz o nim w 2022 r. w|AS,). Swiatlo
odbite przez sztuczne satelity tworzy jasne smugi na zdjeciach Wszechswiata
rejestrowanych przez teleskopy w calym zakresie widma elektromagnetycznego,
gdy przelatuja przez ich pole widzenia. Te §lady czesto przyémiewaja stabe
$wiatlo obiektéw, ktére faktycznie chcemy obserwowaé, takich jak galaktyki,
gwiazdy, asteroidy czy planety pozastoneczne. Dotychczas jednak problem
dotyczyl gléwnie teleskopéw naziemnych. Ale SPHEREXx jest teleskopem
kosmicznym (!), znajdujacym si¢ na orbicie 700 km nad powierzchnia Ziemi!
Okazuje sie, ze nawet to nie gwarantuje juz niezakléconych obserwacji
astronomicznych.

SPHEREX to rowniez jeden z najnowszych teleskopow kosmicznych. Wystrzelono
go 11 marca 2025 roku i od maja tego samego roku wykonuje zdjecia
Wszechswiata w promieniowaniu podczerwonym. W ciagu dwdéch lat satelita
czterokrotnie zeskanuje cale niebo, zbierajac dane o ponad 300 milionach
galaktyk i ponad 100 milionach gwiazd w Drodze Mlecznej. Na tej podstawie
utworzy mape nieba o rozdzielczosci przewyzszajacej wszystkie dotychczasowe
obserwacje. Tego typu obserwacje wymagaja zastosowania dtugich czaséw
naswietlania, aby uchwyci¢ $wiatlo bardzo stabych obiektéw astronomicznych,
oraz rejestrowania zdje¢ bardzo duzych fragmentéw nieba podczas pojedynczej
ekspozycji. Niestety oba te czynniki zwiekszaja prawdopodobienstwo przeciecia
kadru przez przelatujace satelity. A stawka jest wysoka, bo dzieki tym
obserwacjom uzyskamy dane do weryfikacji hipotez dotyczacych poczatkow
Wszechswiata, proceséw formowania i ewolucji galaktyk oraz sktadu chemicznego
gwiazd i dyskow planetarnych we wczesnych fazach ich formowania sie.

Symulacje przedstawiajace wplyw
konstelacji satelitéw na obserwacje
obecnych teleskopéw kosmicznych

(a) Hubble’a, (b) SPHEREx oraz
planowanych misji: (¢) chifiskiego
teleskopu kosmicznego Xuntian
(planowany start w 2027 r.) oraz

(d) europejskiego teleskopu kosmicznego
ARRAKIHS (planowany start w 2030 r.).
Zrédlo: Alejandro S. Borlaff i inni,
Nature volume 648, pages 51-57 (2025)

Astronomowie radza sobie, jak moga, slady na zdjeciach
sg usuwane przez specjalne oprogramowanie oparte na
uczeniu maszynowym. Jednak utracone informacje nigdy
nie moga by¢ w pelni odzyskane. Obraz nigdy nie bedzie
tak dokladny jak w przypadku obserwacji bez zaklécen.

Prognozy sa bezlitosne. Problem bedzie sie poglebial

i obejmie coraz wieksza liczbe teleskopéw, w tym

takze kosmiczny Teleskop Hubble’a. W momencie
pisania tego artykutu taczna liczba satelitéw
zgloszonych do akceptacji w najblizszych latach przez
amerykanska Federalng Komisje Lacznosci (FCC) oraz
Migdzynarodowy Zwiazek Telekomunikacyjny (ITU)
wynosi niemal dwa miliony (!). Dla poréwnania, obecnie
na niskiej orbicie okoloziemskiej znajduje sie okoto
20000 satelitéw. Wsrod planowanych projektow znajduja
si¢ konstelacje satelitéw majace zawiera¢ orbitalne
centra danych, zaprojektowane do obstugi obliczen
zwiazanych ze sztuczng inteligencja (na przyklad
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SpaceX On-Orbit Data Centers). Jedli plany te zostana
zrealizowane, symulacje przewiduja, ze praktycznie
kazde zdjecie wykonane przez obecne i przyszte
teleskopy naziemne i kosmiczne bedzie naznaczone
$ladem satelitéw. I to nie jednym, a dziesiatkami.

W przypadku SPHEREx $érednio na kazdym obrazie
moze pojawié sie az 189 smug.

Jezeli zapowiadane konstelacje satelitow faktycznie
powstana, utracimy mozliwosé precyzyjnych obserwacji
Wszechswiata, a zdjecia astronomiczne beda wygladaty
tak jak symulacje pokazane na marginesie.

Anna DURKALEC

Zaktad Astrofizyki, Departament Badan Podstawowych,
Narodowe Centrum Badan Jadrowych

Oparte na publikacji Alejandro S. Borlaff i inni ,SPHEREx confirms
predictions for artificial satellite trail pollution in Low Earth Orbit”
arXiv:2605.27501, przyjete do publikacji w The Astronomical
Journal (AJ) oraz na publikacji Alejandro S. Borlaff, Pamela M.
Marcum i Steve B. Howell ,Satellite megaconstellations will threaten
space-based astronomy” Nature volume 648, pages 51-57 (2025).


https://www.deltami.edu.pl/2022/06/katastrofalnie-zatloczona-niska-orbita-okoloziemska/

/Niebo w sierpniu

11 sierpnia miedzy Polluksem a Merkurym przejdzie
Ksiezyc w fazie 4%, 1,5 dnia przed nowiem. Do obu cial
niebieskich zabraknie mu wtedy po mniej wiecej 5°.

4 dni pézniej Merkury minie Jowisza w odleglosci
mniejszej niz 1°, pét godziny przed wschodem Stonca
planety zdaza sie wznies¢ na wysokos¢ 5°. Jedli uda sie
je dostrzec (niezbedne moga okazaé sie lornetka lub
teleskop), to ich odréznienie nie sprawi klopotu, gdyz
Jowisz jest o 0,7 jasniejszy.

W kolejnych dniach Merkury zginie w blasku Storica,
Jowisz natomiast szybko poprawi swoja widoczno$é

i stanie si¢ ozdoba porannego nieba. Na razie jego
tarcza ma $rednice 32, ale do opozycji wyraznie
urosnie. Najwigksza planeta Ukladu Stonecznego
przebywa na tle gwiazdozbioru Raka, jakies 6° na
potudniowy wschéd od M44, jasnej gromady otwartej
gwiazd.

Srebrny Glob zaczat sierpien w fazie 95% na tle
gwiazdozbioru Wodnika i w dniach 3-4 sierpnia
odwiedzi najpierw Neptuna, a nastepnie Saturna,
zblizajac sie don na odleglosé, odpowiednio, 4° i 6°.

W tym sezonie obserwacyjnym Saturn nie jest juz

tak dobrym wskaznikiem do odszukania Neptuna jak
w poprzednim. W grudniu dystans miedzy obiema
planetami spadnie do 6,5°. Teraz jest to wiecej niz 10°.
Okolo godziny 3 obie planety sa bliskie gérowania na
wysokosci jakich$ 40°. Saturn $wieci blaskiem +40,6™,
przy $rednicy tarczy 19”. Blask Neptuna wynosi +7,8™
i jest on widoczny dopiero przez teleskop lub wigksza
lornetke niecale 5° na péilnocny wschéd od gwiazdy

29 Psc.

6 sierpnia Ksiezyc przejdzie przez ostatnia kwadre,
$wiecac na tle gwiazdozbioru Barana, a dobe péZniej
zblizy sie na 2° do Plejad w Byku. Naturalny satelita
Ziemi spedzi w tym gwiazdozbiorze jeszcze dwie kolejne
noce, mijajac najpierw Aldebarana w odlegtosci 10°,

a nastepnie zblizajac si¢ na 4° do El Nath, gwiazdy
wspélnej dla Byka i Woznicy, zwezajac przy tym

sierp do 18%. W zaczynajacym si¢ wlasnie sezonie
obserwacyjnym Uran zakresli petle na linii taczacej
Aldebarana z Plejadami prawie w polowie odleglosci
miedzy nimi. Obecnie Uran znajduje sie okoto 1° od
gwiazdy 5. wielkosci w Tau rowniez w kierunku Plejad.
Gwiazda jest o 0,7 jasniejsza.
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Wiekszoséé ciekawych zdarzen w sierpniu zajdzie na niebie porannym, gdzie coraz
lepiej widoczne sa planety Saturn i Neptun, a z tta nieba zaczyna wylaniaé sig
Uran. W pierwszych dniach miesiaca o $wicie mozna dostrzec Merkurego, a po
przerwie spowodowanej koniunkcja ze Stoncem na nocne niebo powréci Jowisz.
Wszystkie te planety odwiedzi zblizajacy sie do nowiu Ksiezyc.

2 sierpnia pierwsza planeta od Stonca osiggnie maksymalna elongacje zachodnia,
wynoszacg nieco ponad 19°. Merkury o swicie zajmie pozycje na wysokosci
zaledwie 5°, troche na prawo od punktu NE widnokregu. W jego odnalezieniu
pomoze para najjasniejszych gwiazd Bliznigt — Kastor i Polluks. Planety nalezy
szukaé¢ w odleglosci okolo 8°, najpierw na godzinie 4, a potem 6 wzgledem
Polluksa. Przez ten czas tarcza planety skurczy sie od 8” do 6”, przy rosnacej
jasnosci od +0,4™ do —1™ i fazie od 35% do 75%.

Wieczorem 12 sierpnia Srebrny Glob przejdzie przez
néw, okraszony catkowitym zaémieniem Stonica. Pas
fazy caltkowitej przejdzie m.in. przez wschodnig
Grenlandie, na zachéd od Islandii i pdinocna czeéé
Hiszpanii, opuszczajac Ziemie w okolicach Balearow.
Najdtuzej zjawisko potrwa 220 s na zachdéd od Islandii,
w Hiszpanii czas ten skréci sie do okoto 100 s, lecz
tam za¢mienie zdarzy sie przy zachodzacym Stoncu,
nisko nad widnokregiem. Tak samo zreszta, jak u nas.
Przez Polske przebiegnie granica za¢mienia i na linii
mniej wiecej Gizycko—Plock—Nysa faza maksymalna
wystapi w momencie zachodu Stonica. Na potudnie
od tej linii dzien skonczy sie jeszcze przed nig. Nad
naszym krajem Ksiezyc zakryje okoto 87% Srednicy
tarczy stonecznej.

Now Ksiezyca bardzo dobrze zgrywa sie z maksimum
aktywnosci corocznego roju meteoréw Perseidow.
Promieniuja one od 17 lipca do 24 sierpnia, a w nocy
maksimum ich radiant znajduje si¢ na pograniczu
gwiazdozbioréw Perseusza i Kasjopei. Nad ranem
wznosi sie on na wysokos¢ 60°. Wedltug prognoz
tegoroczny rdj nie zaimponuje liczbg zjawisk.

Mozna liczy¢ na wyraznie ponizej 100 meteoréw na
godzine.

W nastepnych dniach Ksiezyc zagoéci na niebie
wieczornym, ze wzgledu jednak na niekorzystne
nachylenie ekliptyki pozostanie on stabo widoczny
prawie do I kwadry 20 sierpnia, gdy w odlegtosci 5°
minie Antaresa, najjasniejszg gwiazde Skorpiona.
16 sierpnia w fazie 19% zblizy sie on na 6° do
Wenus, ktéra wlasnie osiggneta maksymalna
elongacje wschodnia, ale oba ciala Ukladu
Stonecznego znikna za widnokregiem godzine po
Stoncu.

W nocy z 27 na 28 sierpnia Srebrny Glob przejdzie
przez pelnie, zanurzajac si¢ przy tym w cie Ziemi.
Niestety nie catkowicie. Polska znowu ma pecha, gdyz
do zjawiska dojdzie nad samym ranem naszego czasu,
przy jasniejacym niebie. Ksiezyc dotrze do pélcienia
naszej planety o godzinie 3:23, a faza czeSciowa zacznie
sie 0 4:33. Srebrny Glob zajdzie okoto godziny 6,
jeszcze przed fazg maksymalng wynoszaca 93%.

Ariel MAJCHER



Rozwiagzania zadan ze strony 15

& Rozwigzanie zadania M 1861.

Niech XY Z bedzie danym tréjkatem réwnobocznym.
Wszystkie punkty, z ktérych wida¢ wierzchotki tréjkata

XY Z, leza wewnatrz trzech katéw wierzchotkowych do katéw
wewnetrznych tego tréjkata.

DI
Jezeli kazdy z tych katéw zawiera dokladnie dwa wierzchotki
szeSciokata, to jego gtéwne przekatne nie moga byé wspdlpekowe.
W przeciwnym razie dwa nieprzylegte wierzcholki szedciokata leza
w tym samym kacie, na przyktad w kacie wierzchotkowym do
kata przy wierzchotku X. Oznaczmy je przez A i B. Wowczas
XAXB < 60°,
a zatem odpowiedni tuk AX B lezy na zewnatrz szesSciokata,

co jest sprzeczne z zalozeniem, ze punkt X lezy wewnatrz
sze$ciokata.

& Rozwigzanie zadania M 1862.
7 zalozen wynika, ze

f@) = £ —a®)(x - b*)(z — %),
gdzie a, b, c s liczbami catkowitymi dodatnimi. Bez straty
ogolnosci mozemy przyjac, ze a < b < c. Polézmy

n = ac + bc — ab.
Jest to liczba catkowita dodatnia, gdyz
n>bc—ab="b(c—a)>0.

Ponadto
n—a?=ac+bc—ab—a% = (a+b)(c—a),
n—b% =ac+bc—ab—b% = (a+b)(c—b),
n—c=ac+bc—ab—c? = (a—c)(c—b).
Zatem

f(n) = £(n—a®)(n = %) (n - c?)
jest réwne
F(a+b)%(c— a)(c — b)2,
Wobec tego
If(n)] = (a+b)*(c — a)*(c —b)?,
a wiec | f(n)| jest kwadratem liczby naturalne;j.

& Rozwigzanie zadania M 1863.
Niech S = {0,1,2,3,7,8,9} oraz T = {0,2,3,5,6,8,9}. Zdefiniujmy
funkcje f: S — T wzorem
f(x) = 3z mod 19.
Latwo sprawdzié, ze f(0) =0, f(1) =3, f(2) =6, f(3) =9,
F(7) =2, f(8) =5, f(9) = 8, wiec rzeczywiscie f jest bijekcja
z S na T. Jej funkcja odwrotna jest zdefiniowana przez
g(y) = —6y mod 19,

gdyz g(f(z)) = —18z = = (mod 19) oraz f(g9(y)) = —18y =y

(mod 19).

Oznaczmy przez A zbiér wszystkich 100-cyfrowych liczb

podzielnych przez 19, ktére nie zawierajg cyfr 4, 5, 6, a przez

B zbiér wszystkich 100-cyfrowych liczb podzielnych przez 19,

ktoére nie zawieraja cyfr 1, 4, 7.

Kazdej liczbie A = aggaogs ... ag € A przyporzadkowujemy liczbe
F(A) = f(ago)f(ags) ... f(ao).

Poniewaz cyfry liczby A nalezg do S, cyfry liczby F(A) naleza
do T, zatem F(A) nie zawiera cyfr 1, 4, 7. Ponadto pierwsza
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cyfra A jest niezerowa i f(z) = 0 zachodzi tylko dla z = 0,
wiec F'(A) jest nadal liczbg 100-cyfrowa.

Ponadto dla A € A mamy:

F(A) = f(ao) +10f(ar) + ...+ 10° f(ago)

=3a0 +10-3a1 + ...+ 10 - 3agg

=3A=0 (mod 19),
a wiec F(A) € B.
Podobnie dla B = bggbos - - - by € B definiujemy

G(B) = g(bgg)g(bgs) - - - g(bo)-

Wtedy G(B) € A, a z zaleznosci go f = idg i f o g = idy wynika,

ze Go F =idy oraz F o G = idp. Zatem F jest bijekcja miedzy A
i B, wiec |A| = |B.

& Rozwigzanie zadania F 1149.
Poczatkowy okres obiegu satelity wynosil dobe, tj. Ty = 24 godziny.
Przed zderzeniem satelita stacjonarny poruszal sie po orbicie
kolowej. Przyjmijmy, ze promien tej orbity wynosil R, predkos$¢ vg
spelniata wéwczas zwiazek v% = GM/R, w ktérym G jest staly
grawitacji, a M masa Ziemi. Po zderzeniu satelita pozostaje
w odleglosci R od Ziemi, a jego predkos¢ zmalala do wartosci
avg, ale pozostaje prostopadla do promienia wodzacego. Punkt
zderzenia staje si¢ wiec apogeum nowej orbity eliptycznej. Po
zderzeniu moment pedu satelity wynosi L = mavgR, a energia
calkowita
ma2vg GMm

2 R
Podczas ruchu po orbicie energia i moment pedu pozostaja state.
Dla znalezienia dlugiej pé6tosi orbity musimy teraz wyznaczy¢
odleglos¢ w perigeum r. Predko$é w perigeum jest prostopadla do
promienia wodzgcego r i wynosi: v = L/(mr) = avgR/r. Ze wzoru
na energie catkowita otrzymujemy:

. ma2v(2) GMm mv?  GMm
) R 2 ro
a po podstawieniu v i skorzystaniu ze zwigzku vg =GM/R

otrzymujemy réwnanie:

2 2
a__lZE(a R—l),

2 r 2r
ktérego rozwiazaniem sa apogeum r = R i perigeum
r = a?R/(2 — a?). Dtluga pétosé orbity wynosi wiec
a=(r+R)/2=1/(2 - a?). Po skorzystaniu z prawa Keplera
otrzymujemy ostatecznie:

T:To(2—a2)

Liczbowo T = 0,97097p =~ 23,30 godziny, czyli okolo 23 godziny
18 minut.

—3/2

m Rozwigzanie zadania F 1150.
Wedtug opisu lot wokét kazdej z planet odbywat sie
z odpowiednig dla tej planety I predkoscig kosmiczna, a wszystkie
okresy obiegu byly sobie niemal réwne. Pierwsza predkos$é
kosmiczna vy dla planety o masie M i promieniu R spelnia znane
wszystkim réwnanie (G jest stala grawitacji):
GM
7
Korzystamy ze zwiazkéw vy z okresem obiegu T oraz M ze
Srednig gestoscia planety p i otrzymujemy:
4n2R?  AmR3pG
72~ 3R

2 _
vy =

Otrzymujemy:
3

P=Gre
‘Whiosek: niemal jednakowe czasy obiegu wskazuja na niemal
réwne $rednie gestosci Ziemi, Wenus i Merkurego. Podstawienie
T = 85 minut oraz G = 6,6743 - 10~ m3/(kg-s?) prowadzi
do p = 5,429 - 103 kg/m3. W tablicach mozna znalezé wartosci
5,513 - 103; 5,243 - 10°; 5,427 - 103 kg/m3, odpowiednio, dla Ziemi,
Wenus i Merkurego.




Graf pozycji gry hex 2 X 2
(z dokladnoscig do symetrii)

Graf stanéw planszy gry chrup! 3 x 2
(z dokladnosciag do symetrii)
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Grafy gier Barttomiej BZDEGA

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Przed lektura warto zajrzeé do |[poprzedniego kacika, w ktérym sg potrzebne definicje

i przyklady. Graczem I nazywamy tego, ktéry rozpoczyna gre, a gracz Il to jego przeciwnik.

Bedziemy tez rozrézniaé gre (na przyktad szachy) od rozgrywki (partii).

Przez pozycje rozumiemy sytuacje w rozgrywce na jej poczatku lub po ruchu jednego z graczy.

Pozycja sklada si¢ z dwdch czesci: stanu (w wigkszosci gier to po prostu ,wyglad” planszy)

i informacji, ktéry z graczy ma ruch. Jest to informacja niezbedna — na przyktad w warcabach

sa takie ulozenia pionkéw, w ktérych ruch moga mieé zaréwno biale, jak i czarne; traktujemy

to jako dwie rézne pozycje.

Dla kazdej gry kombinatorycznej mozemy zbudowaé strukture zwana grafem pozycji.

Wierzcholki tego grafu odpowiadaja pozycjom, a zorientowane krawedzie — ruchom (czyli A — B,

jesli gracz moze wykonaé ruch z pozycji A do pozycji B). Pozycja poczatkowa jest jedyna,

z ktérej strzalki wylacznie wychodza. Koncowe pozycje to takie, z ktérych nie wychodzi juz

zadna strzatka — okre$laja one jednoznacznie wynik rozgrywki. Na rysunku obok widaé¢ graf

pozycji gry hex na planszy 2 X 2 (z dokladnos$cig do symetrii).

Najtatwiejsze do analizy sa gry, ktére zawsze konicza sie zwyciestwem jednego z graczy (remis

jest niemozliwy). Ponizsze rozwazania dotycza wilas$nie takich gier.

Pozycje nazwiemy rozstrzygnietq, jesli w rozgrywce rozpoczynajacej sie od niej jeden z graczy

moze zapewnié sobie zwycigstwo niezaleznie od poczynan przeciwnika. Jest jasne, ze:

o jesli w pozycji A gracz moze wykonaé ruch do wygranej dla niego pozycji, to pozycja A
réwniez jest dla niego wygrana;

o jesli w pozycji B wszystkie ruchy gracza prowadza do przegranej dla niego pozycji, to
pozycja B jest réwniez dla niego przegrana.

To pozwala na proste sformutowanie uniwersalnej strategii: gracz, jesli tylko moze, wykonuje

ruch do pozycji dla niego wygranej.

Twierdzenie. W grach kombinatorycznych bez remiséw kazda pozycja jest rozstrzygnieta.

W szczegdlnodci, w kazdej takiej grze jeden z graczy ma strategie wygrywajaca (krécej: kazda

gra jest rozstrzygnigta).

Dowdd. Dla kazdej pozycji jej glebokoscig nazwiemy najwieksza mozliwg liczbe ruchéw

od tej pozycji do zakonczenia rozgrywki. Jesli pozycja ma gtebokos¢ 0, to jest koncowa

i jest rozstrzygnieta z definicji. Ustalmy d > 1 i zalézmy indukcyjnie, ze rozstrzygnigte sa

wszystkie pozycje o glebokosciach mniejszych od d. Z kazdej pozycji mozna wykonaé¢ ruch

wylacznie do pozycji o mniejszych glebokosciach, wiec mozemy rozstrzygnaé wszystkie pozycje

z glebokoscia d na podstawie wczesniej wymienionych regul. Ze wzgledu na skonczonosé gry,

rozstrzygniemy w ten sposéb wszystkie pozycje. Nalezy do nich réwniez pozycja poczatkowa. [

Dowdd twierdzenia dostarcza nam metode rozstrzygania pozycji — ,,od konca”.

Wracamy teraz do gier z mozliwym remisem. Mozna udowodnié¢ (przeprowadzajac analogiczne
rozumowanie lub wywnioskowaé — jak? — bezposrednio z twierdzenia), ze albo jeden z graczy
ma strategie wygrywajaca, albo obaj maja strategie zapewniajaca co najmniej remis.

To straszne! Z powyzszego wynika, ze kazda idealna rozgrywka w grze kombinatorycznej

skazana jest na z géry okreslony rezultat. Jednak wielu ludzi gra, a w niektoére gry

organizowane sa nawet mistrzostwa $wiata: szachy, go, hex, gomoku. .. A to dlatego, ze
znalezienie strategii jest znacznie trudniejszym problemem od wykazania jej istnienia. Nawet
bardzo male gry moga mie¢ skomplikowane grafy — tu namawiam Cazytelnika do podjecia

daremnej préby narysowania grafu pozycji gry kétko i krzyzyk na planszy 3 x 3.

W niektorych grach zamiast grafu pozycji mozemy rozwazy¢ graf standw, ze strzatkami S — T,

jesli ze stanu S gracz majacy ruch moze go wykonaé do stanu 7. Warunkiem jest to, ze dla

kazdego stanu obaj gracze maja ten sam zestaw stanéw, do ktérych moga przej$é, wykonujac
ruch. Jest tak, dla przyktadu, w grze chrup! i w grze Wythoffa. Dzieki takiemu podejsciu
mamy do 50‘7 mniej sytuacji do rozstrzygniecia, w stosunku do grafu pozycji. Na rysunku
obok widaé¢ graf stanéw gry chrup! na czekoladzie 3 X 2 (z dokladnos$cia do symetrii).

Jedli remis jest niemozliwy, to kazdy stan mozna okresli¢ jako wygrany (W) badz przegrany (P)

dla gracza, ktéry aktualnie ma ruch. Przypisanie wartosci stanom jest analogiczne jak

wczesniej: stan P to taki, z ktérego wszystkie ruchy prowadza do stanu W, a stan W —

w ktérym co najmniej jeden ruch prowadzi do stanu P. Rozumujac analogicznie jak

w przypadku grafu pozycji, mozemy kazdemu stanowi przypisaé W lub P. Strategia polega

na wyborze, o ile to mozliwe, stanu P — czyli przegranej dla naszego przeciwnika, ktéry bedzie

mial wtedy ruch.

Na koniec dwie porady praktyczne.

(1) Ustalajac strategiec wygrywajaca dla jednego z graczy, wystarczy rozwazy¢ tylko te pozycje
lub stany, ktére wystapia w grze podczas stosowania tej strategii — nie trzeba analizowacé
calego grafu.

(2) Wygodnym zabiegiem jest uznawanie pozycji w oczywisty sposéb rozstrzygnietych jako
koricowe.

Zadania

1. Rozstrzygnaé wszystkie pozycje/stany nastepujacych gier:

(a) dominacja na planszy 3 x 3,
(b) gra Wythoffa na planszy 6 X 4.

2. Jakim ruchem powinien rozpoczaé gre chrup! na czekoladzie 4 x 3 gracz 1?7

3. Znalez¢ przykladowa strategie wygrywajaca dla jednego z graczy w grze
(a) hex na planszy 4 X 4,

(b) dominacja na planszy 4 x 4.

*wynik niezaleznych badan wykonanych przez redakcje Delty

25


https://deltami.edu.pl/2026/07/i-want-to-play-a-game/
https://deltami.edu.pl/2026/07/i-want-to-play-a-game/

ORGANIZATORZY

s - Instytut
(§) Uniwersytet I3 I' —> l TAWL st g~ EUSEA
) Wroctawski % Politechnika Wroclawska Ui x Juit @ PAPIESKI WYDZIAL @y AVVE Instytut Immunologii .

j \
ey Uesas e L o e~
WE im. Ludwika Hirszfelda PAN

2

i‘..,/ B ;

OCLtAW

\

\WR

o

-

DZIERZONIOW
[ 1210 ]

ZIEMIAS g Ve, 5N
£ STRZELIN
e KA - 1500

i  Bystrzyca Ktodzka,
L~ Szczytna, Migdzylesie

, @ ZABKOWICE
A 'SLASKIE -
JELENIA GORA™ . IZIEBICE — ~o—

== PAMIETAJ _ ™

! - ZGORZELEC : BOLEStAWIEC
7l 3 -

B

-4

> LUBIN I POLKOWICE

¥

/ o
v A sy
4 ‘e @

féstiwal.wroc.p

Tadanie pn. , Organizadi fzech edyi Dolnoslaskiego Festivalu Nouki w lotach 2025-2027" .
jest fnansowane ze érodkow Minisha Nauki w kuode 1032 000,00 24 Minister

r Orgonizatorzy
Edukacji

O
B@ Dolnoslaskiego Festiwaly
Noukiinformjo, 20
prasbieg Festiwalu bedzie
dokumentowany
otogrficanie i filmowo
WROCLAW uige do celéw promocyinych
Udziahw imprezie jest
jednoceinie wyraieniem
2gody noeventualne

lasek ¥¢2 Ministerstwo Nauki
i i Szkolnictwa Wyzszego

A
TAURON

AdvrnLoa
YOSNOdS

R
Wroctaw [

b =}
A8
spotkan VRN wioc

ANTVIQIW LYNOYLVd

D,OLNY Projekt dofinansowano z budzetu
L ASK Samorzadu Wajewddzhwo Dolnoslaskiego.

AMOYONOH LVYNOYLVd

NAUKA qib A "
Wydarzenie wspsfinansowane ze $rodkow miasta Wroclaw. W POLSCE !raﬁm wykorzystanie wizerunku

utvclonychoséb na
porzehy promod,

KURATORIUM OSWIATY

Winctawski popularyzodi
Wroctaw IRT of Wering S N BADIO mrAD

. 10
miasto spotkar Akademickie L WROCEAW [N WiROCEAW Dalnodloskiego
as 8 a Festiwalu Nauki




	Niesforne sprężyny
	Kształt i opór, część 1/4: kula, walec, stożek ścięty
	Niebo nade mną, grzyby pode mną
	Nie ma tekstu zbyt ludzkiego…
	O badaniu i pożytkach z siarczku molibdenu
	Przetasowane kwadraty w językach naturalnych
	Zadania
	Francuska misja geodezyjna 1792–1799
	Klub44
	73% obserwacji
	Niebo w sierpniu
	Grafy gier

